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INTRODUCCION

En este trabajo de tesis se presenta una modificacion novedosa al método simplificado de
Newton que elimina su inestabilidad numérica para el calculo de la raiz cuadrada principal
de una matriz no singular. El algoritmo que se obtiene es atractivo por ser
computacionalmente sencillo de implementar, robusto, computacionalmente econdmico,
convergente, y para propositos practicos, numéricamente estable.

En el primer capitulo de esta tesis se tratan temas relacionados con el algebra matricial como:
operaciones elementales entre matrices, tipos de matrices, la inversa de una matriz,
transpuesta de una matriz, determinante de una matriz y valores propios de una matriz.

En el segundo capitulo se tratan temas relacionados con la raiz cuadrada de una matriz
cuadrada no singular, existencia de la raiz cuadrada de una matriz, la representacion canonica
de Jordan de una matriz, y el ntmero de raices cuadradas de una matriz.

En el tercer capitulo se analizan las variantes mas actuales y relevantes del Método de
Newton (MN) para el calculo de la rafz cuadrada de una matriz cuadrada no singular y se
presenta una modificacion obteniendo el Método Simplificado de Newton (MSN) del cual se
estudia su convergencia y estabilidad numérica.

En el cuarto capitulo se presentan algunos algoritmos para el calculo de la raiz cuadrada
principal de una matriz no singular, como es el (JASMN) (Iteracion alternativa simplificada
del Método de Newton), y el (MSNFSRC) (Método Simplificado de Newton con
factorizaciones sucesivas para el calculo de la raiz cuadrada), y se analiza de su convergencia
y estabilidad numérica, ademas se propone el Método Simplificado de Newton Acoplado
para el calculo de la raiz cuadrada principal de una matriz no singular (MSNARC) y se hace
un analisis de su convergencia y estabilidad numérica, este algoritmo es atractivo por ser
computacionalmente sencillo de implementar, robusto, econdmico, convergente Y
numéricamente estable para cualquier matriz no singular.

Por ultimo, en el quinto capitulo se presentan una serie de experimentos numéricos donde se

compara ¢l desempeno del (MSNARC) con respecto a los métodos tratados.



ANTECEDENTES
Para la elaboracion de los antecedentes, se revisaron los siguientes libros y articulos [5], (6]

[31 (5] [17]. [8] (28], [77] y [29]

Fl estudio de raices cuadradas de matrices comenzé con Cayley [5], cuando en 1958 en uno
de sus primeros articulos sobre teoria de matrices publicé formulas para el calculo de raices
cuadradas de matrices de 2 X 2 y de 3 x 3. Mas tarde proporcioné mds detalles sobre ambos
casos, todo lo anterior motivado por una pregunta de Tait que fue “;como calcular la raiz
cuadrada de un tensor?” [6].

Un método natural para el calculo de la raiz cuadrada de una matriz cuadrada no singular es
el Método de Newton (MN), pero este algoritmo presenta el problema que en cada iteracion
se resuelve una ecuacién matricial de Sylvester para matrices densas XH + HX = A — X2,
lo cual requiere la utilizacién del método de Bartels-Stewart [3] con el consiguiente alto
costo computacional lo cual lo hace poco atractivo.

Simplificando al (MN), surgen dos iteraciones que representan el Método Simplificado de
Newton (MSN) que son X, = 0.5(X, + X;14) y VYpyq =05(Y, + AY;1) ambas
presentan muy buenas propiedades de convergencia, pero su estabilidad numérica es muy
pobre. Esta inestabilidad fue notada primeramente por Laasonen [25], quien en 1958 afirmsd
sin demostrarlo que para matrices con valores propios reales positivos, que el (MSN) “si el
proceso iterativo es llevado a cabo indefinidamente, no es estable cuando €l nimero de
condicién de la matriz en cuestion excede el valor de nueve”. Higham [17], en 1986 realizo
un analisis rigurosamente matematico de la estabilidad numérica del (MSN) y probd lo que
Laasonen habia observado.

Ademas del (MN) y del (MSN), existen otros métodos que son convergentes y
numéricamente estables para calcular la raiz cuadrada de una matriz no singular, como por
ejemplo Denman y beavers [8], en 1976 presentaron un par de iteraciones acopladas para el
calculo de la raiz cuadrada de una matriz no singular. Meini [28], en el 2004 desarrolié el
método de reduccion ciclica. Long [27], en el 2008 desarrollé el algoritmo de Newton con
incorporacion de busqueda lineal exacta, y Mendoza [29], en el 2010 desarrollé el método

(IASMN) para el célculo de raices cuadradas de matrices simétricas positivas definidas.



La rica variedad de métodos para el calculo de la raiz cuadrada de una matriz no singular,
junto con el analisis de su convergencia y estabilidad numérica, son en la actualidad temas de
estudio e investigacion de gran interés.

La raiz cuadrada de una matriz es una de las funciones de matrices mas comlnmente
utilizada, mostrandose mas cominmente en el contexto de matrices positivas definidas
simétricas. El calculo de la raiz cuadrada de una matriz desempefia un papel especial, por
ejemplo: en la modelacion estocéstica de acuiferos, en la generacion sintética de variables
aleatorias, en el calculo de la funcién signo matricial, en el problema general de los valores
propios definidos, en la descomposicion polar de una matriz y en el calculo de la media
geométrica. Todo lo anterior la convierte en una itil herramienta computacional y tedrica. La
necesidad del calculo de la raiz cuadrada de matrices surge a partir de problemas de la ciencia
y la ingenieria, como, por ejemplo: en la modelacién estocastica, en la construccion de
funciones de matrices, en la solucion de ecuaciones diferenciales, en control automatico,

en robética, entre otros.



DEFINICION DEL PROBLEMA

Algunos métodos actuales para calcular la raiz cuadrada de una matriz (como por ¢jemplo el
Método de Newton (MN) y el Método Simplificado de Newton (MSN)) tienen ciertas
limitantes o caracteristicas que los hacen poco versdtiles y atractivos, como por ejemplo el
(MSN) es convergente y numéricamente estable bajo ciertas condiciones muy restrictivas,
como por ejemplo la condicion de estabilidad numeérica para €l calculo de la raiz cuadrada de
una matriz definida positiva es que su nimero de condicion debe ser menor que nueve, esto
representa una fuerte restriccion lo cual hace prohibitivo su uso. El (MN) aunque es
convergente y numéricamente estable para cualquier matriz no singular, en contraparte es
computacionalmente muy costoso, ya que para calcular la raiz cuadrada de una matriz no
singular den X n, se debe de resolver un sistema lineal de n? x n% lo cual lo hace poco

atractivo,



JUSTIFICACION

Los métodos actuales para el calculo de la raiz cuadrada de una matriz definida positiva,
presentan ciertas limitaciones, por ejemplo el Método de Newton (MN) a pesar de ser
convergente y numéricamente estable presenta un alto costo computacional, ya que al resolver
una matriz de tamafio n X n la convierte en una de n® X n?, lo cual lo vuelve poco atractivo,
simplificando al (MN) surgen dos iteraciones que representan el Método Simplificado de
Newton (MSN) ambas presentan muy buenas propiedades de convergencia, pero su
estabilidad numérica es muy pobre, por tal motivo Mendoza [29] realiza ciertas
modificaciones al (MSN) obteniendo el (MSNFSRC) el cual es convergente y numéricamente
estable para fines practicos.

Nos podemos dar cuenta de la rica variedad de métodos que existen para el cilculo de la raiz
cuadrada de una matriz no singular, las cuestiones fundamentales relacionadas con el analisis
de su convergencia y estabilidad numérica siguen hoy en dia vigentes. Sigue habiendo mucho
trabajo por hacer, ya que en la actualidad lo anteriormente mencionado son temas de estudio e

investigacion de gran interés.

Por todo lo anterior se presenta como propuesta un nuevo método el cual es  atractivo por ser
computacionalmente sencillo de implementar, robusto, econdmico, convergente Yy

numéricamente estable para cualquier matriz definida positiva denominado (MSNARC).



OBJETIVO PRINCIPAL

Este trabajo de tesis, tiene como objetivo exponer y analizar los diferentes métodos para el
calculo de la raiz cuadrada principal de una matriz no singular, y la propuesta de un nuevo

método que es convergente y numéricamente estable.



CAPITULO 1 ALGEBRA MATRICIAL

Para la elaboracion de este capitulo, se revisaron los siguientes libros [2] y [1]

En ingenieria el dlgebra matricial es utilizada en el planteamiento y solucion de problemas,
por ejemplo, en el control de recursos humanos y materiales en un sistema orientado a la

optimizacion del uso de estos.

El calculo de matrices nos ayuda a solucionar problemas de la ciencia e ingenieria, tales como:
la modelacién estocastica de acuiferos, en la construccidn de funciones de matrices, en la

solucion de ecuaciones dif erenciales, en control automatico, en robdtica, entre otros.

A continuacion, se abordaran conceptos basicos del algebra matricial, que seran necesarios

para la comprension del calculo de la raiz cuadrada de matrices tema de la presente tesis,

1.1 Matrices

Una matriz A de orden m X n es un conjunto de elementos a; (i = 1,..,m; j=1,..,n)

dispuestos en m filas y n columnas

Q11 Gy o Qip

Az dzp 1 Qgp
A= : : .

Ama  Qmz v Omn

Las matrices se representan por letras mayusculas en negrita A. El elemento de la fila { —
esima y de la columna j —esima se representa por una letra minuscula con un par de
subindices, @;;. De aqui, un modo abreviado de escribir una matriz es A= [a;] para i =
1,2..,myj= 12..,n El orden o dimension de la matriz m X n nos indica el nimero de
filas y de columnas, la matriz A se denomina cuadrada cuando m = n y rectangular sim #

.

Los elementos de una matriz pueden ser numeros de cualquier clase. Se consideran aqui

matrices de n(meros reales, a;; € R.



Por ¢ jemplo, la matriz

6 5 7 4
A———(S 4 2 5)
r 1 11 %

es una matriz rectangular de orden 3 X 4; el elemento de la fila 3 y columna 3 es 1 1.
1.2 Operaciones basicas con matrices
1.2.1 Ignaldad de matrices

Dos matrices 4 = [a;;] y B = [b;;] del mismo orden m X n son iguales si a;;= b;; para

todeut = dulser iy 'S Lm0
1.2.2 Suma de matrices

La suma de dos matrices 4 = [aU—] vB = [b[-j] del mismo orden m X nes una matriz € =

[c;;] de orden m X ntal que ¢;; = a;; + by paratodo i = 1,2..,myj = 1,2,..,n
La suma de matrices cumple las propiedades

a) Conmutativa: 4 + B = B + A
b) Asociativa: (A + B) + C = A+ (B + O
c) Existencia de elemento neutro omatriznula@ =[0: 4 + 0 =0+ A= A4

d) Existencia de matriz opuesta: 4 + (—A4) = 0
1.2.3 Multiplicacion por un escalar

El producto de una matriz A = [aU] por un e¢scalar A ¢s una matriz B = [b[—j] = [Aaij], esto

es, se multiplican todos los elementos de la matriz por el escalar.
1.2.4 Resta de matrices

La resta de dos matrices 4 = [aij] yB = [bij] del mismo orden m X n ¢ una matriz € =

[c;j] de orden m x n tal que ¢; = a; —by; para todo i = L,2..,myj = 12,..,nla



operacion resta puede definirse también a partir de la suma de matrices y la multiplicacion de

una matriz por un escalar.
1.2.5 Multiplicacion de matrices

Sean A= [aU] vy = [bf j] dos matrices de érdenes m X nyn X p, respectivamente (el
nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B). El producto de A y B, AB, es una

matriz C = [cl-j] de orden m X ptal que ¢;j = Yiog aubyjparai=1,2..,myj=12..,n

Observe que ¢l elemento ¢;; €s el producto escalar de la fila i- esima de A por la columna j-

esima de B.
La multiplicacion de matrices cumple con las propiedades:

a) Asociativa: (AB)C = A(BC)
b) Distributiva: AX (B+C) =A XB+ AxC

La multiplicacién de matrices no cumple la propiedad conmutativa la propiedad conmutativa

AB+AB
1.2.6 Trasposicion de matrices

La matriz traspuesta de una matriz A de orden m X nes la matriz A" de orden n X m se

obtiene permutando las filas por las columnas

Q31 Q2 *** Ama
A= Qz; Q2 = Am2
Qin  dzn * Qmp

La trasposicion de matrices cumple las siguientes propiedades:

a) Reflexiva: (A") = 4,
b) (A + B) = A"+ B’, la traspuesta de la suma de dos matrices es la suma de las

matrices traspuestas.



¢) (AB)Y = B’A’, la traspuesta del producto de dos matrices es el producto de las
traspuestas en orden invertido. Esta propiedad puede extenderse al producto de tres o

més matrices: (ABC)' = (A(BC)) = (BCYA' = C'B'A
1.2.7 Traza de una matriz

La traza de una matriz cuadrada A = [ai J.-] de orden m X m es la suma de los elementos de la
diagonal principal

m

tr (A) =agp +azg+ -+ mp = Zaii
=1

Es claro que se cumplen las siguientes propiedades:
a) tr (A) =tr(4")

b) tr (A+ B) = tr(A) + tr(B)
¢) tr (AB) = tr(BA)

1.3 Determinante de una matriz

Dada una matriz A de orden n, se define el determinante de A, que se notara indistintamente
por |A| o det(4), como la suma de los n! productos signados den factores que s¢ obtienen
considerando los clementos de la matriz, de forma que cada producto contenga un elemento y

solo uno de cada fila y cada columna de A.

Analiticamente esto significa que:

n!

|Al = Z(*l)skalhazjz i K

k

Dénde;

® {jij2 ., jn} s una de las n! permutaciones de los elementos del conjunto de

numeros naturales {1, 2, 3,..., n},



Il

e S, es ¢l nimero de trasposiciones o cambios necesarios para reordenar la

permutacion {jy,fo, ...,fn} en el orden de {1, 2, 3,...,n}.

El determinante de una matriz cuadrada A puede calcularse por expansion de sus menores

m

41 = ) ay(=D)*|my

=

Sea A = [ai j] una matriz de orden m x ny sea My = [m,- j] la submatriz de orden m — 1 x
n —1 que se obtiene de eliminar la fila i y la columna j de A. Se denomina menor del

elemento @;; al determinante de la matriz My y cofactor del elemento g;; a la cantidad

(1) | My

Se dice que una matriz cuadrada A es singular si su determinante es cero, |[Al =0, y no

singular si su determinante es distinto de cero, |4] # 0.

E jemplo {1.2) Sea la matriz A

El determinante de A es

|A|=1 ; 3=3|; i|—o|§ 1|+2|i il=(3x—2)—(0x—2)+(2x0)
8 1

= —6
1.4 Matriz inversa

Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n de forma que AB = BA =1; en estas
condiciones, Bes la matriz inversa de 4, (B = A‘l), y reciprocamente, A es la inversa de B,

(A= B™Y)
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Conocer si el valor de |A| es cero 0 no permite determinar no solo la existencia de la inversa

de A, sino que, en caso de que exista A~ es posible también obtener su expresién en funcién
p p

de |A].
Algunas propiedades de la matriz inversa son las siguientes:

1. La matriz inversa es Unica

2. (A1 = 4, la inversa de la inversa es la matriz original

3. (AB)™ =B"14"1, la inversa del producto es el producto de las inversas en orden
inverso

4, {4yt = (A‘l)’, la inversa de la transpuesta es la transpuesta de la inversa, esto es, el

operador transposicion y el operador inversion son intercambiables.

La inversa de una matriz A s¢ calcula del siguiente modo

B o j(A)
|Af

Donde adj(A} es la matriz adjunta o traspuesta de la matriz de cofactores de A

A A21 A31
adj(A) = | A3 Ay A
Ajz Ay Agg

E jemplo (1.3) Dada la matriz A

g A =
A=(O 3 2)
3 0 7

Con un determinante [A] = 99, para hallar su inversa, en primer lugar se calcula adj(A4) que

€s:

Rl

0 7 T ] 3 2 1 —7

adj(4) = —|g §| ]‘31 R —|g ] =C6 31 —)
IO 3l _|4 | I3 il -2 3 1
30 3 0 0 3



Por tanto

=0 3 3D

1/21 =7 5
=1
A7 =—| 6 31 —8)
1.5 Matrices cuadradas especiales

1.5.1 Matriz diagonal

Es una matriz cuadrada A = [aij] de orden m X m cuyos elementos situados fuera de la

diagonal principal son iguales a cero, a;; = 0 Vi # J,

0 0
i 0 a 0
a:1 4 g H

0 0 e Bhgen

Escribimos una matriz diagonal como A = diag(a,1, @z, -, Qmm)-
1.5.2 Matriz identidad

Es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son todos iguales a uno, se

denota por I,

1 0 0
A F
0 0 1

1.5.3 Matriz escalar

Es una matriz diagonal cuyos elementos de [a diagonal principal son todos iguales a A € R.

Veremos que una matriz escalar es el producto de un numero A por una matriz identidad, A1,
1.5.4 Matriz triangular inferior

Es una matriz cuadrada cuyos elementos por encima de la diagonal principal son todos nulos,

a;j= ovi <j.
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0 0
a a ' 0
A= o |
agy ;
Am1 Gz Qi

1.5.5 Matriz triangular superior

Es una matriz cuadrada cuyos elementos por debajo de la diagonal principal son todos nulos,

aij=OVi>j.
Ay A3z - Qm
an| P 45
0 0 s G

1.5.6 Matriz nula

Es una matriz (cuadrada o rectangular) cuyos elementos son todos iguales acero, se denota por

0.
1.5.7 Matriz siméirica

Es una matriz cuadrada de orden m A = [ai j] cuyos elementos satisfacen la condicién a;; =

aj. Una matriz simétrica es igual a su traspuesta, A = A’
1.5.8 Matriz idempotente

Es una matriz cuadrada que cumple 4> = 44 = A.

1.5.9 Matriz ortogonal

Es una matriz cuadrada que cumple AA" = I,

1.6 Autovalores de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden m. La ecuacién caracteristica de A es:



|A—-AIl =0
Que es una ecuacién polinomial en A de orden m

AMoc ML e oty g A+, =0

E jemplo (1.4) La ecuacidn caracteristica de la matriz A = @ i) es:

= 2

s 13 -
=A== gl T

(1-AP-4=42-21-3=0

Los autovalores de la matriz A son las raices 4y = =1 y 4, =3

Las raices Ay, ..,4,, de la ecuacion caracteristica |A— AI} =0se denominan autovalores,

valores propios, raices caracteristicas o raices latentes de la matriz A.
Los autovalores de una matriz simétrica pertenecen al cuerpo de los nimeros reales.
1.7 Diagonalizacién de matrices

Una matriz cuadrada 4 = [al-j] de orden m es diagonalizable cuando existe una matriz

cuadrada P = [pi j] de orden m no singular tal que
P'AP =D
Donde D = [dl- j} es una matriz diagonal de orden m.

Si una matriz cuadrada A de orden m es diagonalizable, entonces los elementos de la diagonal
principal de D son los autovalores Ay, ..,A4;,; de A, y las columnas de P, son los

correspondientes autovectores py, ..., Py
Una matriz cuadrada A con autovalores distintos es siempre diagonalizable.
Si la matriz A4 es simétrica, A= A" entonces P~ = Py A= PDP”

La descomposicidn espectral de una matriz simétrica A de orden m es



m
A= ZEPEP'E
=1

En donde D = {a1*? .. 2,,"%)

La descomposicion de Cholesky de una matriz definida positiva 4 de orden mes

A=T'T

En donde T = es una matriz triangular superior.

Los elementos de la primera columna de la matriz T pueden obtenerse mediante las reacciones

f11 = 4/ Q11

ik

= t11

Y ios elementos de las siguientes columnas

i=1
Qg — K1 tiibicy
Lii

f;j =
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CAPITULO 2 FORMA CANONICA DE JORDAN PARA
CARACTERIZAR LA RAIZ CUADRADA DE UNA MATRIZ

2.1. Existencia de raices cuadradas de matrices

Para la elaboracion de este capitulo, se revisaron los libros y articulos [14], [24] [10], [13]
y[18].

Dada una matriz A n x n con elementos complejos A € C" *™ | una solucién X € (" *" de la

ecuacion cuadratica matricial.
FIX)=X?—-A=0 (2.1)
es una raiz cuadrada de A, y la raiz cuadrada particular A/? es definida por:
(A2)2 = 4 y Relk(Alfz) > 0 para toda k

donde A;(A) es un valor propio de A.

Cualquier solucién de (2.1) proporciona una raiz cuadrada de A € C™*™. Cuandon =1,
entonces estamos en el plano complejo ademas es bien sabido que la raiz cuadrada de
cuaiquier nimero complejo existe. Todo nimero complejo diferente de cero tiene dos raices
cuadradas distintas. A diferencia de la raiz cuadrada de un escalar, la raiz cuadrada de una
matriz A € C" * ™ puede no existir.

Por ejemplo, la matriz singular:

A% %
L ( 0 O

no tiene raiz cuadrada. Sin embargo la matriz singular:
/1 0

1=(y o)

Tiene raices cuadradas Xy = A = (é 8) ¥ Kys=od= (—b g)

por lo tanto la existencia de la raiz cuadrada de una matriz no es un tema tan sencillo de

resolver y abordar. Para caracterizar las raices cuadradas de una matriz, primeramente,
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presentaremos la forma canénica de Jordan, la cual puede ser usada para obtener las

condiciones de existencia de una raiz cuadrada de una matriz no singular.

2.2 La forma canonica de Jordan

Sea una matriz A € C™™ con p valores propios distintos 4,, 4, .., 4, de multiplicidades

my, my, ..., My de modo que
m+my +etm, =0

Entonces existe una matriz P no singular de tal manera que
A = PJP! e (7,

Donde

§= didg(ll!]ZJ v]p)! ]{ :]i(’li) = 1, )Lt 1 e TRy,

Ademads también se cumple que:
f(4) = PFGHP™ € C™"
LosJ; ()Li) son los llamados bloques de Jordan y estan dispuestos en diagonal

La forma (2.3) es llamada la forma canénica de Jordan de A.

(2.2)

(2.3)

(2.4)

El blogue de Jordanf{(4;) de tamafio k x k y valor propio 4; es la matriz cuadrada k x k que

tiene el numero A; en la diagonal principal; El nimero [ en la supradiagonal principal; y el

namero 0 eh los restantes ¥rminos.

Por ¢jemplo, €l bloque de Jordan de tamafio 3 X 3 y valor propio 5 es

g 4 @
D 51
g 0 'S

El bloque de Jordan de tamafio 2 X 2 y valor propio —4 es

El bloque de Jordan de tamafio 1 x 1 y valor propio 8 es {8]
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Cuando un bloque de Jordan de tamaiio k X k presenta una multiplicidad geométrica 1 y una
multiplicidad algebraica k, A, serd su tnico valor propio.
Un suprabloque de Jordan de tamafio m X m y valor propio A; es una matriz cuadrada m X

m formada por:

e Uno o mas bloques de Jordan de diversos o iguales tamafios, todo con el mismo valor
propio A, ubicados diagonalmente (es decir, tales que la diagonal principal de cada
bloque es parte de la diagonal principal del suprabloque)

e Ceros en los restantes términos del suprabloque

Por e jemplo, un suprabloque de Jordan de tamafio 6 X 6 de valor propio 7, formado por tres

bloques de Jordan de tamafios 2 X 2, 3 X 3y 1 x 1 respectivamente es:

17 1]0 0 007
0 7]0 0 00
0 of7 1 oo
¢ oo 7 tjof
0 olo_ o 7/0
(o 00 0 of7]

Una matriz cuadrada n X n es una forma candnica de Jordan si esta formada por:

o Uno o mas supra bloques de Jordan, ubicados diagonalmente.

s Ceros en los restantes términos de la matriz.

Por ejemplo, una forma candnica de Jordan con un supra bloque 2 x 2 formado por dos
blogues de valor propio 7, un suprabloque 3 X 3 formado por dos bloques de valor propio cero

y un supra bloque 1 x 1 de valor propio 3, es:

o coo|e M
o ceo|ge
oo o
ocleco o
clo~ o oo

[Weoeece oo
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Véase que en este ejemplo la matriz tiene valores propios 4, = 7 con multiplicidad algebraica
2 y geométrica 2, A, = 0 con multiplicidad algebraica 3 y geométrica 2, y 43 = 3 con
multiplicada algebraica 1 y geométrica 1.

Una forma canénica de Jordan tiene como valores propios a los nimeros de la diagonal, con
multiplicidad algebraica igual a la cantidad de veces en que esta repetido en la diagonal (o sea
igual al tamafio del suprabloque respectivo), ¥y multiplicidad geométrica igual a la cantidad de

bloques que forman el respectivo suprabloque.

En particular la forma de Jordanes diagonal (es decir, todos sus términos fuera de la diagonal
principal son nulos) si y solo si los bloques de Jordan tienen todos tamafio 1 X 1, y esto ocurre
si y solo si la cantidad de bloques que forman cada suprabloque es igual al tamafio del
suprabloque, o sea, la multiplicidad geométrica es igual a la algebraica para todo valor propio.
El teorema fundamental de las formas canénicas de Jordan, dice esencialmente que “toda

matriz cuadrada, mediante wu cambio de base, se puede llevar a una forma caninica de

Jordan .
Sea A una matriz cuadrada n X n. Entonces existe una matriz J que es una forma candnica de
Jordan, y una matriz P invertible (0 sea no singular), ambas n X n con términos complejos,
tales que:

A= Pjp!

Como se mencipnd anteriormente, la matrizj es llamada forma candnica de Jordan de A. La
matriz P se lama matriz de cambio de base de Jordan.

La forma candnica de Jordan J y la matriz P de cambio de base de Jordan para la matriz dada
A no son Gnicas. En efecto, permutando los suprabloques de f, o los bloques dentro de cada
suprabloque, se obtiene otra forma candnica de Jordan para A.

El siguiente teorema permite en muchos casos, calcular la forma canénica de Jordan de 4,

mediante el calculo de los valores propios de 4 y de la dimensidn de sus subespacios propios.

Sea A una matriz n X n y sean Ay, .., 4, sus valores propios diferentes, con multiplicidades
algebraicas my, ..., My, y multiplicidades geométricas 7y, ..., 7} respectivamente.
Entonces la forma candnica de Jordan de A tiene k suprabloques, cada uno de valor propio 4;,

tamafio m; X m; , y formado por 7; bloques.
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Por ¢ jemplo, sea la matriz A:

I

1l

I

=

I

—
oo o
moNho

La forma candnica de Jordan de A sera:
El polinomio caracteristico de 4 det(A — AD) =—-(A-4)(1+1P =4, =4y4 =-1
con multiplicidades algebraicas respectivas my = 1y m, = 3. Entonces J va a estar formada
por dos suprabloques: uno de valor propio 4 y tamafio 1 X 1, y otro de valor propio -1 y
tamafio 3 x 3. Para determinar completamente la matriz J necesitamos saber cuantos bloques
forman el suprabloque de tamafio 3 x 3, o sea la multiplicidad geométrica 5 del valor propio
-1. Para ello hallemos el subespacio propio.
Subespacio propio del valor propio -l =n —rango(A+0 =4-2=2
Luego entonces, el suprabloque 3 x 3 de valor propio -1, esta formado por dos bloques.
Entonces estos dos bloques tendrdn tamafios 1 X 1y 2 X 2, va que 1 y 2 son los tinicos dos
nimeros naturales mayores o iguales que 1 que suman 3. Entonces:

4 0 0 0

= b 83

0 0 0 -1

Si la matriz dada A ya es una forma canonica de Jordan, es necesario hacer calculos para

determinar J y P tales que A = PJP~1. En efecto basta tomar f = Ay P = [

Las slguientes propiedades de la forma candnica de Jordan pueden deducirse en forma sencilla

de los resultados ya vistos.

1. La forma candnica de Jordan es diagonal si y solo si las multiplicidades geométricas
son iguales a las algebraicas para todo valor propio de A, esto sucede si y solo si A es

diagonalizable

2. Si Aes diagonalizable entonces su forma canonica de Jordan es la matriz que tiene en
la diagonal los valores propios de A repetidos tantas veces como sus multiplicidades

algebraicas, y ceros en todos los demas términos
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3. Si la matriz A es 2 x 2 y tiene un solo valor propio doble 4; con multiplicidad
i 3 Ay 3
geométrica igual a 1, entonces su forma canonica de Jordanes J = a3
1

Existen procedimientos, que no veremos en general, para encontrar una matriz P de cambio de

base Jordan: es decir una matriz invertible P tal que A= PjP™!
2.3. El nimero de raices cuadradas de una matriz

El siguiente teorema caracteriza las raices cuadradas de una matriz cuadrada compleja v
determina cuales de ellas corresponden a funciones de matrices en el sentido de (2.4)

Teorema: Si A € CV™ es una matriz no singular con la descomposicidn de Jordan

A= PJP' = Pdiag(Js, Ja, -Ja, )P " (2.5)

r
Donde f, € C™", res el nimero de bloques de Jordan, Zn,- =# que es el numero de
k=1

valores propios y ses el namero de valores propios diferentes de A. Entonces si (s < r) se

verifica lo siguiente:

Que la matriz A tiene precisamente 2° raices cuadradas que son funciones de A en el sentido

de(2.4)

Ahora sabemos que cualquier matriz A € €™ no singular tiene raiz cuadrada, eso significa

que la ecuacidn (2.1) tiene solucién. Sin embargo, el nimero de raices cuadradas varia de 2 al

infinito. Por ejemplo analicemos la matriz

s (175 %g)

De (2.5) La forma candnica de Jordan de A sera diag(]al,jkz, Jﬂr) = Q~1AQ, por o

tanto utilizando la funcién de Matlab [Q, J]=jordan(A) con una aproximacion de 3 decimales

(enemos

J = diag(Ja, Jay - Ja,) = [0%39 28.%61]



Como puede observarse la forma canodnica de Jordan de A estd compuesta de 2 bloques de
Jordan o seca r = 2, ademas tiene 2 valores propios diferentes o sea s = 2, dado que se
cumple que (s < r) entonces A4 tiene 22 = 4 raices cuadradas que con una aproximacién de 3
decimales son las siguientes;

567 1.741)

Ko 35 i(izen 4178

Xg, Xq, = i(; i)

Analicemos otro € jemplo, calculemos las raices cuadradas de la matriz

= (:% :5.: _13)

De (2.5) La forma candnica de Jordan de A sera:

1 0 0

J =diag(a Jag - J2,) = [0 2 1

o 0 2
Como puede observarse la forma canoénica de Jordan de A estd compuesta de 2 bloques de
Jordan o sea r = 2, ademas tiene 2 valores propios diferentes o sea s = 2, dado que se
cumple que (s < r) entonces A tiene 2% = 4 raices cuadradas que con una aproximacion de 3

decimales son las siguientes;

-l606 -1.242 -19.607 -7.243

X, X, =+ (_106% 3.021 1234 ) X3Xe=7F _1]%210(; 21.021  7.243 )
=034% 1243 1000 Bis 743 ~1

Por dltimo desarrollaremos detalladamente paso por paso el siguiente ejemplo y calculemos

las raices cuadradas de la matriz A.

322 -—-323 -323 322
325 -326 =325 322
—259 261 261 =260
=237 237 238 —237

A=

Primero obtendremos el polinomio caracteristico de A4 de la siguiente manera

[A—-AI|=0
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—326—A1 =325 326 325 =325 326
(322 - %) 261 261-24 =260 |+323|-259 261-4 -260 |-
37 238 =237 -4 =237 238 =287 — A
325 -326-4 326 525 ~B26-4 =32h
323 |-259 261 -260 | —322|-259 261 261—-A(=0
=287 237 -237-24 =237 237 238

Desarrollando y simplificando tendremos el polinomio caracteristico de 4 :
A-5*=0

Por lo tanto 4, = A; = A3 = 4, =5 o0 sea el unico valor propio de A es cinco y aparece con
multiplicidad igual a cuatro lo cual nos indica que tendremos que checar los subespacios
propios del valor propio 4; =5 para determinar de cuantos bloques de Jordan estard
compuesta la forma candnica de Jordan de la matriz A. El nimero de bloques lo proporciona

la siguiente formula.
No. De bloques= tamaiio de 4 - rango (A — 51)

317 323 =323 3%%
925 =831 =825 328
-259 261 256 —260]
—957 237 938 =912

(A-5p =

El rango se define como el nimero de columnas o renglones que son linealmente
independientes, en este caso utilizando la funcién rank(A4 — 5I) de Matlab, se obtiene un
valor del rango igual a 3, por lo tanto el nimero de bloques de Jordan serd: (4-3)= 1, entonces

la forma candnica de Jordan tendra la siguiente forma.

Il

0

[ T e I 0 ]
[T & 5 B e
= oo

Dado que ¥ = 1y s = 1 por lo tanto el nimero de raices cuadradas sera 2t =2

Aplicando (2.4)

VA= P[] P?
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Ahora se tienen dos problemas: el primero es calcular la raiz cuadrada de \/j que puede
decirse que es relativamente sencillo, y el segundo que es calcular P. Las columnas de P seran
los vectores propios de A. Calcularemos primero ﬁ

Como es sabido, la raiz cuadrada de una matriz triangular superior, también sera otra matriz

diagonal superior, por lo tanto debe existir una matriz triangular superior X tal que X2 =].

X11 X1z X133 X1a\ /X1 X2 X1z Xyg B L @Y 0
0 2o Xy X 0 X3 X3 X4 — 0 5 1 0
0 0 x33 X34 0 & 2 x4 0 0 5 1
0' 0 0 JC44 0 0 0 x44 UI 0 0 5
Desarrollando tendremos que: Xq; = X9 = X33 = X4q = V5 luego
1 1 —x12x23 “‘“1
R P T e T8 T +x01)  40WE 4
N T
o e aliaa W EaXey V5 4G M0V RE o 1
w (x11 + X44) 25 400V5
1 -1 1
V5 5% wE Twn
0 5 kg it
Por lo tanto: ﬁ = /5 401‘@ Ahora calcularemos P
0 0 5 —
0 0 o0 V5

Una forma sencilla de obtener los (n — 1) vectores propios sin resolver un sistema de
ecuaciones lineales s¢ basa en el teorema de Cayley-Hamilton que establece que cada matriz
cuadrada satisface su propio polinomio caracteristico. Asi, si 4;, 43 .., 4, son los valores
propios de A se cumple que
(A—2,D(A=A,0)..(4A—-A,1) =0,
por lo que los vectores columna de
(A — A1) ... (A — A1) son vectores propios de A,
Por lo tanto el polinomio caracteristico de A tiene la forma

(4 —5)(Az =5)(A3 =5)(4s —=5) =0
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Aplicando ¢l teorema de Cayley Hamilton la primer columna del producto
(A —5I)(A —5I)(A ~ 5I) Nos proporciona la primera columna de P
Desarrollando tendremos:

5922 9198 -9828 6048
4230 ~6570 —7020 4320
—3572 5548 5928 —3648
~5170 8030 8580 —5280

La columna en negritas es la primer columna (v,) de P, luego tenemos

2857 —-3467 —3468 2832
2363 ~2977 -3012 2357
~1962 2462 2488  -1952
~2392 2868 2858 —2368

La columna en negritas es la segunda columna (vy) de P, continuando tenemos
917 323 =823 3322
_{ 325 331 -325 32
(A=5D =\ 250 261 256 -—260
~2H7 237 238 —242

La columna en negritas €s la tercer columna (v3) de P, continuando tenemos que se deben de

(A—SN(A—50N(A—5I) =

(A-50(A-5I =

cumplir las siguientes relaciones para matrices con 4 valores propios.
A-ADv,=v, y (A-ADv,=7v,
Ya hemos calculado vy, v, y v3 y como tenemos 4 valores propios iguales, por lo tanto:
vy = (A — A;D\v;

El simbolo“\” significa el proceso de eliminacién gaussiana, sustituyendo valores tenemos.

317 -323 -—323 322 317 1
ol 325 331 ~-325 326 \ 325 | _ |0
471 =259 261 256 —260 —259 0
—237 237 238 —242 —237 0

Finalmente la forma que tendrd la matriz de transformacion P es:

5922 2857 317 1
4230 2363 325 0
=3572 1962 259 O
~al70 =239F =237 0

P =

Bien, ahora ya estamos en condiciones de calcular la VA

VA =pJI P
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Sustituyendo valores y ejecutando operaciones con una aproximacion de 4 decimales se llega

a que

47,7982 —43.7464 —44.43%6 47.1005
U =% 50.9823 —45.8394 —46.8456 51.4296

—1—39.9720 37.0382 38.2904 —40.3923
=32.0317 29.9074 30.8577 —=31.304%

Como puede verse, el calculo de la raiz cuadrada de una matriz utilizando la forma canonica
de Jordan no es una tarea sencilla, ademas la forma canénica de Jordan es muy sensible a la
propagacién de pequefios errores y su calculo implica un costo computacional considerable,
por lo tanto este método no es atractivo para el calculo de raices cuadradas de matrices, solo es
atil para su caracterizacion, Debido a lo anteriormente expuesto, lo mas adecuado para el
calculo de raices cuadradas de matrices, son los métedos iterativos que se estudiaran en los

siguientes capitulos de este trabajo de tesis.
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CAPITULO 3 LOS METODOS DE NEWTON PARA EL CASQO
MATRICIAL

3.1 El método de Newton para el cilculo de la raiz cuadrada principal de una

matriz singular

Para la elaboracién de este capitulo, se revisaron los siguientes articulos y libros [14], [18],

[30] [26] [19] ¥ [7]

El Método de Newton (MN) es uno de los métodos numéricos méds poderosos y bien
conocidos para resolver un sistema no lineal f(x) = 0. Para una funcién escalar f, el (MN)

esta definido por la siguiente iteracién

Xp+1 = Xg —%, f'(xk) # 0, k=012, .. (31)

Una aproximacién natural al calcular una raiz cuadrada de una matriz 4 es aplicar el (MN),
consideremos una funcién general F: €™ — C™" para dar solucién a F(X) =0 el (MN)

propone una solucion inicial X, y el siguiente proceso iterativo [30].

Xei1 =Xk —F (X )F(Xy), F(Xp)#0, k=0,12,.. (32)
donde F’ denota la derivada de Fréchet de F [26], como se define en (3.3)
F(X, + H) - F(X}) = F(X)H + o(X,, H) paratoda |Hl| <& paraalgune>0 (3.3)

Donde -!!9%;-‘&2-)-'!- - 0 cuando ||H|| -0
Expandiendo F(X+ H) en series de Taylor a primer orden se tiene

F(X+H) =F(X) +F(X)H + %F"(X)HZ + -

F'(X)H = F(X + H) - F(X) (3.4)

Para F(X) = X* — A tenemos que
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FX+H)=(X+H)?-A
FIX+H) ~-(X2-A)=F(X+H) -FX)=XH+HX+H> H* >0
Y comparando con (3.4) vemos que
F'(X)H = XH + HX (35)
De (3.2) se tiene
F'(X1) (Xpe1 — X3) = F'(Xi)Hy = —F(X) (3.6

Donde H, = X, —X ;. Combinando (3.5) y (3.6) se obtiene el (MN) para el cilculo de la

raiz cuadrada de una matriz no singular 4

Xg - A, 0 XU =1
X H,+HX,=A-X} AT 7 B (3.2)
Xisr = X + Hy

El teorema de convergencia local estandar para el (MN) [30] dice que, siempre [IX — Xol| sea
suficientemente pequefio y la transformacién lineal F'(X) sea no singular la iteracion de

Newton (3.7) converge cuadraticamente a una raiz cuadrada de A.

Para calcular la raiz cuadrada de A nos obliga a resolver (3.7) para Hy, esto se puede llevar a
cabo con la ayuda del operador vec que para A se define como vec{A) (que significa el
apilamiento de las columnas de A una debajo de otra iniciando de izquierda a derecha), junto
con el producto de Kronecker A® B = (a;;B). Aplicando el operador vec a (3.7) y
utilizando la propiedad vec(AXB) = (B* @ A)vec(X) [7] y [19] se obtiene

d ® X+ X ® Nvec(H) = vec(A — X2 (3.8)

El sistema lineal (3.8) puede ser resuelto utilizando cualquier método estandar, siempre que la
matriz de coeficientes sea no singular. Sin embargo (3.8) es un sistema lineal de n® x n?, lo
que implica un alto costo computacional para su solucién que de acuerdo a [18], es del orden
de 2n%9 log, p, 1 <@ < 2 operaciones aritmeticas por iteracion, lo cual hace poco atractivo

al (MN) para el célculo de la raiz cuadrada una matriz no singular.
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Una consideraciéon razonable para simplificar (3.7) es que el producto XiH, conmute, es

decir
X H; = Hi X,

Entonces la iteracién (3.7) puede ser escrita como

XO :A, 0 Xo =I
ZXka =A —Xi k = 0,1,2,
Xyy1 =X+ Hy,

Obteniéndose dos nuevas iteraciones conocidas como ¢l Método Simplificado de Newton

(MSN)

YO = A, o YO —Wi } 3.9
Viwr = 05(¥y + Vit ) )
ZD = A, o ZU =

Lo = 05(2x 4 AZ7) (310)

3.2 Analisis de convergencia del Método Simplificado de Newton (MSN)

Teorema 1. Sea An = A||A||z! una matriz normalizada no singular con valores propios
A {Re(A) >0, 0 < |4 <1} el (MSN) en la forma (3.11) converge cuadraticamente a una

raiz cuadrada principal ¥ de An siempre que ||Y — ¥, sea lo suficientemente pequeiio y ¥

-1 1
sea no singular. Es decir ¥ = vAn = VA||All, /2 o sea VA = Y]IAIIF/Z'
Partiendo del (MSN) (3.9) y considerando que An € C™™ es una matriz no singular
Yier1 = 3 (¥i + Yic*An) (3.11)

Se analizara su convergencia a través de la forma canénica de Jordan An = PJP™! o bienJ=
g

P~1AnP obteniendo la diagonalizacion de (3.11) de la siguiente manera.

De acuerdo con la forma candnica de Jordan para una matriz An no singular, existe una matriz

de paso P no singular de tal manera:



T =P 1AnP = diag[i, A, .. 4,

i nzi=21

Tes una matriz diagonal cuyos elementos (4;) son los valores propios de An.

Aplicando la representacion (3.12) se tiene que:

P~ P = Dyyy = diag[di*, di*, ..., di‘“]

P~'Y.P = Dy = diag[d¥,d%, ..., d}]

: i 1
P'Y7'P = Dt = diag|

Sustituyendo las matrices diagonales equivalentes en (3.11)
1 -1
Dy = E(Dk + D7)

Suponiendo que se trata de una matriz A de 3 X 3

aitt 0 0 1 dc 0 0 Gyt
0 ditt 0 =§ 0 d¥ o+ 0
0 0 Ll 0 0 da& 0
Desacoplando se tiene que
1 A
k+1 _ Z gk 4 1
a+ =3 (at +5)

Lo anterior puede representarse de la siguiente manera

A.
A+t = %(dﬁ‘ + ﬁ)

E'Z'"U

1

gk

3

0
(@hH™
0

0
0
(@)™

|
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(3.12)
L 0 0
5 5 )
0 0 A
(3.13)



Manipulando algebraicamente (3.13) se tiene
2d;*(df**) = (df)* + 4
2d;*(d**?) — 24, = (d¥)* - &,

Dividiendo (3.15) por (3.14) se tiene que

2
K 2 = @) A
G2 = e

Sustituyendo como valor inicial d° = 1 en (3.17) se obtiene

G(,A) = (1- 1)

1+ Af

Para calcular d} se sustituye d? en (3.13) y se obtiene

g Ly 1%
f = MY _ i
di_2(1+1) 2

Sustituyendo (3.19) en (3.17) se obtiene

L = — 2_=_
Gdp 4) = (1= 2) T B2

Para calcular d? se sustituye (3.19) en (3.13) y se obtiene

ol o 24; 1+ 4
F=m e —_—t
: 2(1+/1i 2 )

Sustituyendo (3.21) en (3.17) se obtiene

1
1+284;+704;2+284,7 +4;

G(dk,2) =@ -a)*

r

Para calcular d} se sustituye (3.21) en (3.13) y se obtiene

k 2
5 Para k = 0,12, ...

32

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(317)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(321)

(3.22)
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d3—1 2/11 | 1(2/1[ +1+/1[) 393
P2l 24 T+ A4 2\1+ 4 2 S
i 2
Sustituyendo (3.23) en (3.17) se obtiene
G(df A) = (1—2)° - (3.24)

1+1204;+1B204;* +80084;°+128704; +B008BA* +18204;°+1204i7 +;°

Analizando las ecuaciones desde (3.18) a (3.24) se observa que presenta un comportamiento

que se ajusta a la siguiente expresion

G(af ) = (1 -1 (5= (3.25)

i)

Donde P(A;) es un polinomio de grado 2% que representa un nimero complejo cuyo mddulo

es mayor que la unidad.

Igualando (3.17) con (3.25) se obtiene la siguiente relacion

(ak 22 — 4 )
G - () e

Esta relacion por su forma nos permitira probar que df = /4, cuando k — oo, aplicando

limites en ambos lados

(d*‘) =

= lim |(1 —1)F)—

k—;oo (dk) +/1 k=00 P(Al)
Desarrollando
lim |(f)* - &
—_ 1 — (zk) . k 2 -
lim |(d%)” + 2, = jim | = 29@9 |. im P(A lim |(d4)" + ;| # 0
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Debido a las caracteristicas de An 0 < |1 — 4;| < 1 ademés P—(i—)l < 1 para toda i, por lo
1

tanto

lim | ()" = 2| =0 (3.27)

k—oo

La expresion (3.27) sera verdadera si y solo si (df‘)z = J; cuando k — oo, o cual implica que:

d¥ = JA; cuando k - o0 (3.28)
Acoplando (3.28)
D, =+t cuando k — (3.29)
luego tenemos que
ZD,Z7' =2t Z7' cuando k - o (3.30)
Y, =Y = VAn = VA Al;*/? cuando k - o G31)
finalmente
VA = Y|l

De esta manera queda demostrado que el {MSN) es convergente.
3.3 Anailisis de estabilidad numérica del (MSN)
Por conveniencia se trabajard con la forma (3.11) del (MSN):

Si ¥, representa la k-ésima iteracién perturbada con la matriz de perturbaciones A, entonces

(Higham, 1987)[ 14].
?k = Yk (3'32)

ﬂkz Yk - Y.'( (3.33)



35

Perturbaremos (3.11) con (3.33), para analizar como se comporta la propagacion de esta

perturbacién en la (fk+1)-ésima iteracion perturbada representada por la matriz Vier .

Considerando que no se introducen nuevos errores de redondeo en el cilculo de ¥,..1 se tiene

que
. ; TP
Vi = -Z—(Yk +¥;'4n)

= %(Yk + Ag + (Y + Ap) M An)
Desarrollando
Yiay = %(Yk +Ap + Y An — Y A Y An)
Restando (3.11) de (3.35) se obtiene el error Agyq
Besr=5 (8 = YE D EA) + O[]
Diagonalizando (3.36) se tiene que
P 3y P= 0% 2= | 51

P~ P = A= [8f

1 1 1
PP = D! =diag |, ==
k k g ar ' dl aF

PT1AP =1 = diag[A,,4;, ... . 4]

Sustituyendo en (3.36) desde (3.37) hasta (3.40) se tiene

e 1o 86
Ogs1 = '2-(51'1‘ - (df‘) (d}t))

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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Simplificando (3.41)

- 1= A
Bisr = 585 (1 ——’——)
279\ (dr)-(df)
Como qued6 demostrado en el analisis de convergencia

Si k - oo, df = /Ay df = [ por lo tanto

1,

gk+1=_llg{fj 1_(}{;')1_
2 (A) 72

1

2

< 1 para asegurar la no amplificacion de los errores

Donde debe cumplirse que %

ANz
1=
JnE L
y por ende la convergencia del (MSN). Se tiene que max (if-)z = K,(An)z donde K,(An) es

el niimero de condicion de An

1 1
§|1 ~ Ky(An)z| < 1 (3.42)

Resolviendo (3.42)
1
2> —1+K,(An)z> -2
1
9> K,(An)= 1 (3.43)

De acuerdo a (3.43) el (MSN) es numéricamente estable para matrices con némero de

condicién mayor igual que 1 pero menor igual que 9.
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Lo anterior representa una fuerte restriccion que hace poco atractivo al (MSN) para el caleulo

de la raiz cuadrada principal de una matriz no singular.
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CAPITULO 4 ALGUNOS ALGORITMOS EXISTENTES PARA EL
CALCULO DE LA RAfZ CUADRADA PRINCIPAL DE UNA MATRIZ
NO SINGULAR.

Para la elaboracion de este capitulo, se revisaron los siguientes articulos y libros [17], [8]
[28], [27] [29], [14], [13], [19], [23], [32] [i2], [1i], [I53], [25] [4] [16] [22] [21] [20],
9], [31] y [33].

4.1 Un método simplificado de Newton para calcular la raiz cuadrada de una
matriz real simétrica definida positiva (IASMN)

Este algoritmo fue desarrollado por el C. D. Alfredo Mendoza Mexia, Maestro de tiempo
completo del Departamento de Fisica Matematicas e Ingenieria de la Universidad de Sonora
Unidad Regional Sur.

Este trabajo de investigacion original fue publicado por la Revista Internacional de Métodos
Numéricos de la Universidad Politécnica de Catalunya de Espafia en marzo del 2010. A
continuacién, se reproducen las secciones mds importantes.

Un método usual para calcular la raiz cuadrada de una matriz es el Método de Newton
{(MN)[23][11], ademds de este método existen muchos otros, por e jemplo: Higham[15] analizé
el comportamiento de un conjunto de métodos para calcular la raiz cuadrada de matrices en
general, contemplando también el caso hermitiano. Para el calculo de raices cuadradas de
matrices en general, Meini[28] desarrollé el método de reduccion ciclica y, mas recientemente,

Long[27] desarrolld el algoritmo de Newton con incorporacion de busqueda lineal exacta.

El problema de calcular la raiz cuadrada de una matriz se puede encontrar a menudo en
problemas de la ciencia y la ingenieria [12], por ejemplo: en la modelacién estocastica de
acuiferos, en la construccion de funciones de matrices, en la solucion de ecuaciones
diferenciales, en control automatico, en robdtica, entre otros. La teoria de existencia de la raiz
cuadrada de una matriz y del nimero de raices esta bien documentada en [19],[14]. En este
trabajo se desarrolla una iteracién alternativa simplificada del Método de Newton (IASMN)
para calcular la raiz cuadrada de una matriz real simétrica definida positiva que es

computacionalmente econémica, convergente y numeéricamente estable.
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4.1.1 Iteracion altermativa simplificada del método de Newton (IASMN) para el
calculo de raices cuadradas principales de matrices reales simétricas definidas

positivas,

Sea 4e R™ una matriz real simétrica definida positiva, es decir, satisface qué A=A" y
g Ag >0 para todo vector g#0 en R", ademds todos los valores propios de A son

positivos[23].

La matriz real simétrica definida positiva X € R™ es una raiz cuadrada de A si satisface

la siguiente ecuacion cuadratica matricial

F(X)=X?-A=0 (4.1)
Por simetria de X se tiene que
K=t (4.2)
X(X)=X"(X) (4.3)
Sustituyendo (4.3) en (4.1)
F(X)=X"X-A=0 (4.4)

Construyamos las iteraciones del MN a partir de (4.4)

tin [FeX+H)-F(X)|=x"#+0" X (4.5)
=

de la siguiente expresién

e |F(X+H)-F(X)- F'(X)H i
et S

Donde F representa la derivada de Fréchet [32] de F, se tiene que

F(X)H=F(X+H)}-F(X) (4.6)
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La perturbacion H, se define por
H;, =Xy — X, (4.7)
Combinando (4.7) con (4.4), (4.5) y (4.6) s¢ llega a Jas iteraciones de] MN

Dado X, =al, a>0[5]
XIH +HX, =4-X]X,
Xy =X, +H,

Para k=0,2,...

(4.8)

4.1.2 Analisis de convergencia del (1ASMN)

Teorema 1. Sea Ae R™ una matriz real simétrica definida positiva, si |[X-X,| es fo
su ficientemente pequefio 'y la  trans formacion lineal F (X ) es no singular entonces las

iteraciones {X,} proporcionadas por (48) convergen a X cuando k-».
De acuerdo con (4.7) las iteraciones (4.8) se representan por
XTI (X X )H(X - X, ) X =a-X [ X, (4.9)
Desarrollando (4.9} y simplificando
XIX oy + XF X = A+ XI X, = X] X + A (4.10)
Para k =0, la solucidn inicial en (4.10) es X, =a!,, con a >0, entonces
XIx, +x7x, =X X, +4 (4.11)

Donde X, y (X;X,, +A) son matrices reales simétricas definidas positivas, entonces los
productos XI X, y X!X, también representan matrices reales definidas positivas, por

consiguiente X, y X son también matrices reales definidas positivas.

Por las caracteristicas de A, existe una matriz @ no singular tal que
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07 'AQ=Z =diag(A; .. A, ) (4.12)

Donde A;,...,4, son los valores propios de la matriz A . También se tiene que

0'X,0=D, =diag(d" ... d¥) (4.13)
Q0'X7TQ=D] =D, (4.14)
0'X,0=D,=D, (4.15)

Diagonalizando y simplificando (4.11) se tiene
p,=1p,+D;"%) (4.16)

Como puede verse D; es una matriz diagonal, utilizando el proceso inverso veremos que

N = ¥T . T
x,=00,07 = 00,07 +{oni0” | 0207 )= 4, + X374
Es facil comprobar que X,, ademas de ser una matriz real definida positiva, también es
simétrica.

De nuevo en (4.10) hacemos k=1 y, utilizando el mismo procedimiento para =0 sc
encuentra que D, también sera diagonal y, que X,, es una matriz real simétrica definida

positiva, y asi sucesivamente, por lo tanto, gencralizando se tiene
1 -T
Dy, = E(Dk + Dy 2) (4.17)

La ecuacion (4.17) representa esencialmente » iteraciones escalares desacopladas de Newton

para las raices cuadradas ,/4;, J<i<n, osea

di*! = %[df +l—"}, I<i<n (4.18)
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Utilizando Ia siguiente iteracion escalar [13]

Tesr = 2+ =
k+1 — 2| %k T _
+1= 3 2 (4.19)
I
+ ; (Zk 5 o \-ﬂ')z
z A, =
k+1 T 7z, (4.20)
ZIHJ
R K ] =527 (4.21)
e T Ja Za"‘\/‘; .
Para Z; y @ positivos se tiene que |y <1, entonces:
limz, =-/a (4.22)

k—c0

Debido a que los valores propios 4, y los valores de la solucién inicial 4/ =a> @ tienen la

misma forma de a y de z, respectivamente, entonces se cumple que:

I
lim D, =/ = dia A,?J (4.23)
k—yoo
Por lo tanto,
limQD, Q71 =lim X, = Q-/2Q 71 =-/JA = X. (4.24)
k= h—poo

La [ASMN, se cbtiene a partir de (4.17) de la siguiente manera
op,.,,07" = L(op,07 +op;" 00507 (4.25)

-T
Xy = %(Xk + Xy A) (4.26)
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Utilizando en (4.26) la eliminacion gaussiana (\)en lugar de la inversa por ser mas eficaz en
cuanto al tiempo de ejecucion y exactitud numérica, se llega a la IASMN para calcular la raiz
cuadrada X de una matriz A4 real simétrica definida positiva, la cual tiene la siguiente

expresion.

DadoX ,=al,,a>0 [5]
X, =ilx, 2 x5 54) (4.27)
Paray k=012 -..

Corolario. Sea A< R™" una matriz real simétrica definida positiva, si la solucion inicial en
(424) es de la forma X, =al, con a> 0, entonces lodas las iteraciones {X,} proporcionadas

por (4.24) son reales simétricas de finidas positivas.
4.1.3 Analisis de estabilidad numérica de la (IASMN)

Por conveniencia en la JASMN se utilizara la inversa en lugar de la eliminacidén gaussiana, es

decir;
X,,, = g(xk +(x7)” A) (4.28)

Si X, representa la k-ésima iteracion perturbada con la matriz de perturbaciones 4, entonces
[27]
b =Xy

A X, (4.29)

Perturbaremos (4.28) con (4.29), para analizar la propagacion de estas perturbaciones en la

(k+1 )-ésima iteracion perturbada representada por la matriz X, ;. Considerando que no se

introducen nuevos errores de redondeo en el calculo de X,,, se tiene

R, = ;{xk +(x{}’AJ " g(xk s 4, +[xe+a )T A) (4.30)



Utilizando una aproximacién de primer orden en series de Taylor para (X,Zr +A,f)_ y

considerando que M es una cantidad muy pequefia [12]

(e + &) = () -V 4T )+ ofJai] )
Sustituyendo (4.31) en (4.30) y desarrollando

Ria = %(XJ.- +4; +(X{TIA ( Ak Xk 0(”“*‘ )

Restando (4.28) a (4.32)
bys = H{ (eI ) G () )0 ]

Utilizando la notacion (4.12) para diagonalizar (4.33)

8= (301 2 o7} =) of i )

Por lo tanto tenemos que

D = Dk =diag(d{)
Zk = r

J

Z; =5},

Expresando a (4.34) como # iteraciones desacopladas

i =f[ ¥ k L J,J+0(|Fk U) ISP, j<n.

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Si la matriz 4 estd bien condicionada y el nimero de iteraciones & tiende a infinito entonces

la matriz de perturbaciones 4, conserva su simetria, es decir, 4 =4, y como consecuencia

k _ ok
5'"—5&

(437
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Rescribiendo (4.36)
kel _ 1| <k 8j I+ P 4.38
50- =5 5,7“@?111 +%}g"“ ) ( = )
Factorizando
541 = ;55[1_ A ,k)+o( Iakﬂz) (439)
d]dl

" : k ) & k ’ k R
Si k— o entonces se tiene que d; =ﬂj,-{ +£;, 4 =)~,-A +&;,cong; yej >0

Rescribiendo (4.39)

§;+I

L5€[1_£]+OU!A |2) 1<i,j<n (4.40)
vy PY: “k : !
i

Para asegurar la estabilidad numérica de (4.25), y por ende la de la JASMN se debe de cumplir

que

v
tly A 4.41
2] A;A <1l ( )

1 A;
El nimerc de condicion [17] de A4 es kg(A)=.L42iA'"'L =IJ i<i,j<n , por lo tanto,

A -1
—=k,(A
7 2(A)

4]

Rescribiendo (4.41)

I—kz(A)’g‘SI (4.42)

L
2

Resolviendo (4.42) para k3 (A) se obtienen dos resultad os

ky(A)zl (4.43)
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"‘z(A)Z% (4.44)

Dado que la matriz 4 es real simétrica definida positiva, el minimo valor para el numero de
condicion que se espera es la unidad, por lo tanto, el resultado correcto para este caso es
(4.43). Con esto se demuestra que la IASMN es, para propositos préacticos, numéricamente
estable para nimeros de condicion mayores que la unidad, siempre y cuando este numero de

condicién no represente un mal condicionamiento.

4.1.4 Factor de escala para la (IASMN)

Con la finalidad de disminuir el tiempo de convergencia de la IASMN, cada una de las

iteraciones X, sera multiplicada por un factor de escala &, >@, de tal manera que se minimice

g_a,fx;"xk“"; para k=002, (4.45)

El valor de a, que minimiza (4.42) esta dado por

\[tmza(A)
& = e

o, >0 para k=0,2,.. (4.46)
X

F

El costo computacional de calcular el factor de escala o, puede considerarse despreciable.

Entonces la IASMN con factor de escala tiene la siguiente expresion

Dudv X, =1,

traza( A)
o, =\}_|_raza( / o, >0
e (4.47)
Xiwt = %(akxk +(akxk)T ‘A)
F=0RE2 .

Debido a que la IASMN es convergente, entonces el lima, =1

k—w
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42 Un método simplificado de Newton con factorizaciones sucesivas para el

cdlculo de la raiz cuadrada principal de una matriz no singular (MSNFSRC).

Este algoritmo fue desarrollado por el C. D. Alfredo Mendoza Mexia, Maestro de tiempo
completo del Departamento de Fisica Matematicas e Ingenieria de la Universidad de Sonora
Unidad Regional Sur.

Este trabajo de investigacion original fue publicado en linea en el afic 2012 por la Revista de

Ingenieria y Medio Ambiente de la Division de Ciencias ¢ Ingenieria de la Universidad de
Sonora Unidad Regional Sur. A continuacion, se reproducen las secciones mas importantes.

El método de Newton (MN) para calcular la raiz cuadrada de una matriz s ha estudiado
durante casi cincuenta afios y actualmente esta metodologia ya estd bien comprendida. Desde
que Laasonen [25] demostré sus propiedades de convergencia, y también observd que para
ciertos casos era numéricamente inestable, varios autores han obtenido un conjunto de
variantes del método de Newton y han demostrado que son convergentes y numéricamente
estables, entre los que podemos destacar por ejemplo a Denman y Beavers [8], Bjorck y
Hammarling [4], Higham [17], [14], [16], [15], He [11], lannazzo [22], Meini [28], Long [27]
y Mendoza y Gomez [29].

El problema de calcular la raiz cuadrada de una matriz s¢ puede encontrar a menudo en
problemas de la ciencia y la ingenieria [12], por ejemplo: en la modelacién estocastica de
acuiferos, en la construccion de funciones de matrices, en la solucion de ecuaciones
diferenciales, en control automético, en robdtica, entre otros. La teoria de existencia de la raiz
cuadrada de una matriz y del nimero de raices esta bien documentada en [19], [14].

En este trabajo de investigacion se desarrolla un método simplificado de Newton con
factorizaciones sucesivas para el calculo de la raiz cuadrada de una matriz (MSNFSRC). Al
introducir la variante de ir factorizando Sucesivamente a la matriz en cuestion, s¢ elimina la
inestabilidad numérica del método simplificado de Newton (MSN). El algoritmo que se
obtiene es atractiVo por ser computacionalmente sencillo de implementar, -robusto, econdmico,
convergente y, para propositos practicos, numéricamente estable.

4.2.1. El método simplificado de Newton

Una simplificacion razonable a las iteraciones del me€todo de Newton (MN) es suponer que ¢l

producto Hy X, conmuta [17], es decir,
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Hka = Xka (4’48)

Sustituyendo (4.48) en (3.7) se obtiene el bien conocido par de iteraciones simplificadas del

método de Newton [25], [4], [21], [20}, [9], [31].

il e

Xis1 = 5(Xx +X;:14) (4.49)
1 -

Yier = 5(¥i + Ar;h) (4.50)

Las iteraciones (4.49) y (4.50) en caso de converger, lo hacen en forma cuadratica hacia una
raiz cuadrada de A. En [25] Higham demuestra que (4.49) es numéricamente inestable para
nameros de condicidén de A mayores que nueve, haciendo esto extensivo para (4.50).

4.2.2. El método simplificado de Newton con factorizaciones sucesivas para el
cialculo de la raiz cuadrada de una matriz.

Para desarrollar el algoritmo se utilizara la ecuacion (4.49), factorizando sucesivamente a la
matriz A. Con lo anterior se elimina la inestabilidad numérica de (4.49).

De hecho la inestabilidad numérica de (4.49) demostrada en [17] se debe principalmente a la
pre o post multiplicacion de la inversa de Xy por la matriz A. Por otro lado, dado que X

conmuta con A [22], la iteracidn (4.49) puede reescribirse como

1
Xii1 = E(Xk +VA X;'WA) (4.51)

Aplicando la metodologia tratada en [17] se puede probar que (4.51) es convergente y
numéricamente estable, pero evidentemente (4.51) no nos es util, ya que involucra a VA que es
el problema en cuestiéon, pero se puede utilizar un argumento similar que es el siguiente: en
cada (k + 1)-ésima iteracion descomponer a la matriz A como el producto de dos matrices
By y Cy, de tal manera que se cumpla lo siguiente:

A=B,C,=CBy (4.52)
En otras palabras By y €, conmutan, con esto se garantiza que X, conmute con By y Cy, lo

cual implica que
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Xierr = 5(Xi + By Xic'Cy) (4.53)

Xie1 = 5(Xi + Xi;'By Ci) (4.54)

Ahora el problema se reduce a encontrar en cada {(k + 1)-ésima iteracién las matrices By y
Cy, que satisfagan a (4.52); lo anterior se resuelve de la siguiente manera: Dado By = 4, (y =
I,, Xg =1,y habiéndose realizado a partir de (4.53) la (k + 1)-ésima iteracion, se hace
C, = X, y por consiguiente By = 2X;.1 — X, con lo anterior se garantiza que en cada
(k + 1)-ésima iteracion se cumple con (4.52).

Utilizando en (4.53) la eliminacion gaussiana (\) en lugar de la matriz inversa por ser mas
eficiente en tiempo de ejecucion y exactitud numérica, se obtiene el MSNFSRC para calcular
la raiz cuadrada de la matriz A. Con la finalidad de reducir el tiempo de convergencia del

MSNFSRC se utiliza un factor de escala a, . El algoritmo es el siguiente.

DadﬂB(]:A, Cl):ln y onlﬂ 3

traza(A) ( )
= |———= (no sim.
% traza(X7) ia
Jtraza(A)
1 Il
fori=0:w !
K = Xy

X = 5(Xi + Bi(Xi \Ci))

(e — (sim.)

(4.55)

end
Xps1 =X =B =G =X=vA )

4.2.3. Anilisis de convergencia del (MSNFSRC)

Teorema 1. Sea A € C™™ una matriz no singular y diagonalizable con valores propios Ay,
[LECIAl>0ReA; >0 nzi=21) 8§ {Xo=pl, B>0 . IX—Xoll e /o
su ficientemente pequefio y X;* es no singular, entonces el proceso iterative (4.55) converge a

X =B = C=va cuando k — o, es decir
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lim{X,} = lim{B,} = lim{C,}=X=B=C=VA
k—co k00 k—co
Se utilizara el enfoque de Henrici [13]. Por las caracteristicas de la matriz A, existe una matriz

no singular Z tal que [23]

=247 = diagli,, ... 4], n=izl (4.56)
Donde Ay, ..., A, son los valores propios de la matriz A, también se tiene que
D,=Z"1X,Z= diag(d¥, ....d%) (4.57)
Fr=Z'B, Z = diag(fF ...fH (4.58)
G, =Z°C, Z = diag(gt....g%) (4.59)

De (4.55), diagonalizando a
X1 = 3Ky + Bu(Xi\C)) = 5(Xic + BiXi{'Cw)

Se tiene que

Dis1 = Dy + FiDi %Gy (4.60)
De acuerdo con (4.53), (4.53) y (4.54) se tiene que
Dysy = 3(Dx + Dii*Fi Gi) = 3(Di + Di') (461)

La ecuacién (4.61) es idéntica a la ecuacion (3.13) del capitulo 3, por lo tanto se concluye
que el (MSNFSCR) es convergente.
4.2.4. Analisis de estabilidad numérica del (MSNFSRC)
Para llevar a cabo el analisis de estabilidad numérica por conveniencia utilizaremos a
(4.53) es decir
Xier = 5(Xi + Br X' C) (4.62)
Si X, representa la k-ésima iteracion perturbada con la mattiz de perturbaciones 4y entonces
(27}
Xy =Xy
A= Xy — Xy (4.63)
Perturbaremos (4.62) con (4.63), para analizar como se comporta la propagacion de esta
perturbacion en la (k + 1)-ésima iteracion perturbada representada por la matriz R
Considerando que no se introducen nuevos errores de redondeo en e} célculo de X)41 se tiene

que
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Xy =X, +B,. I71C,) =
k+1 2( k k-“k k) ] (464)

%(Xk+£\k+3k(xk+ﬂk)_1ck)
Desarrollando (X, + A,)~! en series de Taylor a primer orden [33], [9] y considerando que

Ay es muy pequefia.

Kie + 807 = X5t — X8 X + (1A )2 (4.65)
Sustituyendo (4.65) en (4.64) y desarrollando
- 1 'l
Xiar = 5(Xat Ay + B X3 G — } (466)
BiXi 04 X; 2y + 0(I8 )P
Restando (4.62) de (4.66)
Bis= Hbk — BXi X5 2C, ) + 016 (467)
Utilizando la notacidn (4.42) para diagonalizar (4.67) se obtiene
- - T w i
Busr= 3(Be —FiDi BiDii Gy) + 0 (||A4| ) (4.68)
5!(: 6:‘:’
Expresando a (4.68) como n iteraciones escalares desacopladas
keok _k
kgk gk
ko1 1 e _Ji0039) i 112
6L'J - E(ai.f d:‘d}: ) +0 (”Ak” ) ! (4.69)
1<i,j<n
k Kk
k+1 _ 1ok fi'9; % 12
q;i_E@Jofuﬁ#()+oﬂmql) (4.70)

Si k — oo como se ha demostrado anteriormente dff = f = \[A; +€f, df = gf = /% +¢€f,
con ef yef =0
Reescribiendo (4.70)
Skyl =1k |1~ M
R N /P

1<ij<n

) +0(lle4I), i

Para asegurar la estabilidad numérica del MSNFSRC se debe cumplir que
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<1 (4.72)

Como puede notarse la condicion expuesta en (4.72) se cumple cabalmente, por lo tanto el

MSNFSRC es numéricamente estable,

4.2.5, Factor de escala (a;) para el (MSNFSRC)

Con la finalidad de disminuir el tiempo de convergencia del MSNFSRC, en cada una de las
iteraciones, X sera multiplicada por un factor de escala ap > 0 de tal manera que se
minimice

VA -aXe], k=012.. (4.73)

El valor de a, que minimiza (4.73) esta dado por

traza(A
& = ;(Z)H =012, .. (no skt ) (4.74)
traza(Xk)'

Jtraza(A) x

—_— k=012, .. (simt. 4,75
TXle starigt-) (473)

q, =

El costo computacional de calcular el factor de escala &) se puede considerar despreciable.
Debido a que el MSNFSRC ¢s convergente, entonces

limap =1
k-—ca
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4.3, Un método simplificado de Newton acoplado para el célculo de la raiz

cuadrada principal de una matriz no singular (MSNARC) (propuesta original)
=gl \
fori=1lw
Xisr = 05(X + Ve \A)
Vs = 05(Yx + (Xp\A)'
Xy = X ; (4.76)

X,'C:\/Z
Y, = VA J

4.3.1 Anilisis de convergencia del (MSNARC)
Partiendo del (MSNARC) (4.76) y considerando que A € C™ es una matriz no singular

Xpoq = 0.5(Xp + Yi\A) (4.77)
Yiser = 0.5(Y ) + (X \A) (4.78)

Se analizara su convergencia a través de la forma candnica de Jordan A= P JP! o biepf=

P~1AP obteniendo la diagonalizacién de (4.78) de la siguiente manera.

De acuerdo con la forma canénica de Jordan para una matriz A no singular, exist€ una matriz

de paso P no singular de tal manera:
T =P 1AP = diag[A, A, ... 4;), nzi=1 (4.79)
Tes una matriz diagonal cuyos elementos (4;) son los valores propios de 4.
Aplicando la representacion (4.79) en (4.77) y (4.78) se tienc que:
P=1Xy . P = Dy = diggldlf, gb, .., ar*"

[ekt, ek*t ef+1]

P-lyk+1p = Ey4q = diag
P~'X,P = D, = diag[df,d5, ..., df]

PY P = E, =diag[ef, ek, .., /]
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PX\P = D, = D, = diag[a}.d}, .. df]

Sustituyendo las matrices diagonales equivalentes en (4.77) y (4.78)

D =5(Dit(EAT)) =5(Dict(Eif'T)) (4.80)

il 1
B = 5(Bk + (DATY) =5 (B + (D)) (4581)

Suponiendo que se trata de una matriz A de 3 X 3 para (4.80)

-1
@3 0 oy Jf o B (e1) 0 0 fa, o o
0 df 0 |=5|0 df 0|+ o G [0 A 0]
0 o g™ B 0 d 0 0 (eg: )‘1 0 0 A
Desacoplando (4.80) se tiene que
29" g
1 A
(g st | | D6 |
a =3 a1 +3)
.| A
e V] %} o
g =35+ 3)
Lo anterior puede representarse de la siguiente manera
1 A
At e E(d{‘ + e-{%) (482)
De igual manera para (4.81) tenemos que
ek 0 " sk @ @ (d’f)‘1 0 0 4 0 0
0 et @ oL O e 0o|+| O ()~ 0 {0 A, 0}
0 0 ekt D0 el 0 0 (d4y1jto 0 A
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Desacoplando (4.81)

Lo anterior puede representarse de la siguiente manera

1 P
elit1 = E(E;c + E:F) (4.83)

Debido a la convergencia anteriormente probada df‘ =ek (482) y (4.83) serdn iguales a
(3.13) por lo tanto la convergencia del MSNARC queda comprobada.

4.3.2 Analisis de estabilidad numérica del (MSNARC)

Se trabajara con la forma (4.77) y (4.78) del (MSNARC) y considerando que ¥;,\A =¥ 14
y (Xp\A) = AX, "1 se tiene que

1 =
Wi e E(Xk +¥,74) (4.84)

Yisr = 0.5(Y, + AX, ) (4.85)

Si X, vy, representa la k-ésima iteracion perturbada con la matriz de perturbaciones A,

entonces (Higham, 1987)[14].
‘?k sz (4.86)

Asz X,k _Xk (487)

Vx ¥, (4.88)
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(4.89)

Perturbaremos (4.84) con (4.87), vy (4.85) con (4.89) para analizar como se comporta la

propagacién de esta perturbacion en la (k+1)-ésima iteracion perturbada representada por la

matriz X'j4; y Vgsq. Considerando que no se introducen nuevos errores de redondeo en el

calculo de X'yq ¥ Vg se tiene que
% 1/ e ]
Xk+1 - E(Xk + (YR A))
! -1
=3 (X + D) + (Vi + Ayi) 7' 4) )
Desarrollando (4.90)

= 1 _ _ _
Xk+'1 = E(Xk + AXR + Yk]'A - Yklﬁykyklﬂ)

Restando (4.84) de (4.91) se obtiene el error Ayj4q

1
Byg+1= E(A’”‘ —Yi18ye¥r14) + OllAZI
Y para
Puss =5 (P + (4%7))
k1 = (Y k
1 -
= 5((1";: + Ay) + (AKX + Byi)™)
Desartollando (4.93)
1 -1 -1 -1
Yisr = E(Yk + Ayp + AX — AX A X)

Restando (4.85) de (4.94) se obtiene el error Ayyy,

I
Ayiss = 5 (Bric = AXi1BxicXica) + OllAE |

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)
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De acuerdo con la forma candnica de Jordan para una matriz A no singular, existe una matriz

de paso P no singular de tal manera:
T =P 1AP = diag[Ay,4;, ... Al HWE =1 (4.96)
Tes una matriz diagonal cuyos elementos (4;) son los valores propios de A .

Aplicando la representacion (4.96) a(4.92) y (4.95) se tiene que:

P 1Ay P = A= [ 651 (4.97)

P~ Ay P = BEH=[ Y] (4.98)

P~ AP = Bf= [8}] 32

P~Ay P = B= [8f; (4.100)

P1X; P =Dt = di L. : (4.101)

1A, . = = a B T L e .

el
3. 1 1]

P_"YEJ‘P = E;l = ding [b—k—'-?' v (4.102)
e & g |

Sustituyendo en (4.92) vy (4.95) las matrices diagonales equivalentes desde {4.97) hasta
(4.102) se tiene

Bny == (5!«. . —ﬂ) (4103)
T2V (db)-(a) '
1 A B
o, | (1 .. c4et O 1
'3 > (Eu (eak) (e}‘)) (4.704)

Debido a gue como se probé anteriormente d* = e* y d* — VA se tiene que
q p Y q

ak
EU.A]’

(4.105)
(A% (1)

g M
5k+1—'2' 5{;“



Desarrollando (4.105) y (4.106)

1

Como G—i)z = \/ K,(A) se tiene que

Opsr =

N =

(8% - &Kz (A) )

k+1 2 i KZ(A)

Debido a la convergencia anteriormente probada 6{'} = éfj, por lo cual

i

1, 1
A7, ==6F (1 - )
k+1 24 KZ(A)

Para asegurar la estabilidad numérica de MSNARC se debe cumplir lo siguiente

<1

1
1 P
‘ VK(A)

Desarrollando se tiene gue
1
22 (K ()2 =0

K,(A) =

e R
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(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)
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Como el valor minimo de K,(A) es 1 se cumple que el (MSNARC) serd numéricamente

estable para cualquier matriz no singular.
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CAPITULO 5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Por medio de experimentos numéricos con matrices, se compard la convergencia y estabilidad
numérica del (MSNARC) con respecto a los siguientes algoritmos: (MSN), (MSNFSRC} y
(IASMN). Los resultados se presentan en las tablas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 y en los gréaficos 5.1, 5.2,
5.3 y 5.4. Para cada experimento realizado se reporta: El tamafio n y el nimero de condicion
k,(A) de la matriz, el método utilizado, el nimero de iteraciones y el error relativo residual
(err) que se calculara utilizando la norma de Frobenius.

Iv? —All _Ix? - allg

e o bien err =
Nall: Al

Los calculos se llevaron a cabo utilizando MATLAB Version 8.3.0.532 (R20i14a) en una
Laptop con procesador Intel(R) Core(TM) i5-4210U CPU@ 1.7 GHz 2.4 GHz y 8 GB de
Ram. Las expresiones matematicas de los algoritmos de prueba son las siguientes. Se trabajara

con la matriz normalizada An = A||A||F"

dadoY =1
Vs =05, + ¥ An)}, =032 ; | (s
VA = V(”A"F) Ve
Xo=Y =1 3
fori=1l:w

Xiern = 0.5(X; + Yi\An)
Vi = 05(, + (X\ARY L

MSNARC
KX = Xy ( )
Ve = Yen
end .
VA = J(JAllR) Y /
dado Xy = 1 )
Xiewy = 05X + X \MAN) L £ =012,.., (IASMN)
va = J(IAle) X
dado By = An, Cy =1, Xp =
Xis1 = 0.5(Xy + Br(Xi\Cp))
e %o k=012, ..,(MSNFSR
By = 2K — Xi o B Ol - c)
Crez = Cx

\/H = (Al X
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Experimento No. 1. Se calculard la raiz cuadrada de la matriz de Lehmer simétrica definida
positiva de tamafio n = 3 X 3.

N

!
W)= NP i
= W N W] e

Win = N

A esta bien condicionada, con k,(A) = ||Allg]lA7 2|l = 6.6633 y valores propios (0.3020,
0.6855, 2.0124).

Tabla 5.1. Comportamiento de la convergencia

Método Iterac Residual
(MSN) 6 9.55 E-017
(MSNARC) 6 394 E-017
(IASMN) 6 994 E-017
{MSNFSRC) 6 3.11 E-0l6

i —

674 E3 \E\
4154 E5 | S —#— [MSN)

5 sET} —a—(MSNARC)
=
% 206 E9 | —s—{IASMN)
9
;% 139 E-11 b —a— (MSINFSRC)

936 E-14 | % ]

6.31 E-16 } X

425 E-B : . . . ' .

1 2 3 4 5 B 7 B
Iteraciones
Grafica 5.1. Comportamiento de la convergencia de los algoritmos

En la grafica 5.1 se observa que todos los métodos proporcionan excelentes resultados, lo
anterior debido a que la matriz estd muy bien condicionada. Todos los métodos presentan un
comportamiento muy similar en cuanto a la manera de converger, y lo hacen hasta la sexta
iteracion. El (MSN) es numéricamente estable debido a que el nimero de condicién de la
matriz de Lehmer &s menor que nueve.
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Experimento No. 2. Para ilustrar la inestabilidad numérica de! (MSN) en la vecindad de la
solucidn, se considera la matriz § de tamafo n = 3 X 3, s calculard la raiz cuadrada de 4 =
§% cuyos valores propios son (0.00215549, 1 y 14.49784450 ), la matriz A estd cerca

0

-

==

[T TSN = S XY P

[ YT )
[

de ser singular. El nimero de condicion de 4 es k,{(A4) = 6,726

Tabla 5.2. Comportamiento de la convergencia

. Método | Iterac. Residual
(MSN) 9 2.29 E-009
(MSNARC) 10 8.81 E-015
(IASMN) 10 9.53 E-0I5
(MSNFSRC) 10 8.73 E-O15
1
“R\\E‘
b74 E3
454 ES +
)
.E 306 E7 F ——(MSN)
[en ]
L
: 206 E9 F —3—(MSNARC)
)
[E 139 E-11 | —)(-—(|ASMN) ]
936 E-14 F —a&—(MSNFSRC)
631 E-16 | @
425 E_‘IB ] 1 1 1 | 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 () 7 8 9 10 1 12

Iteraciones
Grafica 5.2. Comportamiento de la convergencia de los algoritmos

En la grafica 52 se observa que el (MSN) diverge a partir de la novena iteracion este
comportamiento es debido a que el niamero de condicion de la matriz es mucho mayor que
nueve, Se observa que, al inicio, aparentemente los algoritmos tienen una convergencia del
tipo lineal, pero esto se debe a la escala logaritmica utilizada en el grifico, en realidad todas
las iteraciones que son numéricamente estables tienen una convergencia del tipo cuadratica.
Los algoritmos numéricamente estables convergen a partir de la décima iteracion. El grado de
aproximacién que presentan los algoritmos que son numéricamente estables es bastante
similar.
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Experimento No.3. Se considera la matriz A con elementos complejos, de tamafion = 3 X 3
con namero de condiciéon k,(A) = 32.4602. Los valores propios de A son (19.9990+15.3502i,
2.9634+4.7164i y 0.0376+0.9334i), se calculard la raiz cuadrada de A.

Error relativo

20 + 1Si
A=12+68i
1=§

141 il
g8 T4
=243 1%1i

Tabla 5.3. Comportamiento de la convergencia

Métado {terac Residual
{MSN) 7 2.80 E-015
{MSNARC) 7 3.40 E-0l6
(MSNFSRC) i 1.12 E-015
1$\m\l
674 E3 “m 1
N —+—(MSN}
454 ES 1
306 £7 - E\ —=3—{MSNARC) |
19
206 EQ - k= —&—(MSNFSRC) J
1.39E-11
9.36E-14 +
B.31 E-16 L
425 E-18 i 1 3 L 4 1 i ] i i r i I i i i L i ]
t 2 334 U5 08 F 88 Angr 92 98 ng 15 48 17 18 1% 20

Iteraciones

Grafica 5.3. Comportamiento de la convergencia de los algoritmos

En la grafica 53 se observa que el (MSN) diverge a partir de la octava iteracion. El
comportamiento de la convergencia de los demas algoritmos es muy similar y convergen en
ocho iteraciones. Todos los algoritmos que son numéricamente estables proporcionan
excelentes resultados.
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Experimento No.4. Se considera la matriz A = §'® de tamafio n = 3 X 3 con nimero de
condicién k; (4) = 1.56E + 10, este valor indica un alto grado de mal condicionamiento. Los
valores propios de A son [14348907, 32768 y 1}, se calculara la raiz cuadrada de A.

-2 2
=4 =16 13

Tabla 5.4. Comportamiento de la convergencia

Meétodo Iterac. |  Residual
{MSN) il 5.56 E -006
{(MSNARC) i7 3.50 E-0N
{MSNFSRC) I8 1.36 E-0i3

155

674 E3 |

454 ES T

306 E7 |

206 E9 —+—(MSN) \Is\ i

—8—(MSNARC) \\%\\E/E—{_J
A4

Error relativo

139 E-N

—&—(MSNFSRC)

936 E-14

631 £-16 L

4% E-18

= 3 L 1 1 ] 1 L I [ [ ' 1 |

M 2.8 4 6 B 7 B 8 10 1 12 13 14 8 16 47 g 12 2
Iteraciones

Grafica 54. Comportamiento de la convergencia de los algoritmos

En la grafica 5.4 se observa que el (MSN) diverge a partir de la onceava iteracion. El
comportamiento de la convergencia de los algoritmos numéricamente estables es muy similar
y convergen en 18 iteraciones, En general los algoritmos que son numéricamente estables
proporcionan buenos resultados.
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