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INTRODUCCION

Hasta hace poco tiempo, la utilizacion del Métode Simplificado de Newton (MSN) era muy
escasa y poco atractiva para el cdlculo de la p-€sima raiz de una matriz no singular con p > 2
principalmente por dos razones: sus propiedades de convergencia no eran bien comprendidas
en presencia de valores propios complejos, ademds de que sus propiedades de estabilidad
numeérica eran muy pobres.

En este trabajo de tesis se propone y s¢ demuestra que la variante de ir factorizando la matriz
An = AJ|A|lzt = BiCY 1 = €} 1By en cada k-ésima iteracion del (MSN) como el producto
de dos matrices By y Ci_l que conmuten entre si, elimina su inestabilidad numérica para el
céleulo de la p-ésima raiz de una matriz no singular, convirtiéndolo en un método atractivo por
ser robusto, convergente, computacionalmente econdmico, fécil de implementar y para
propositos practicos €s numéricamente estable como lo demuestran los experimentos numéricos
llevados a cabo. E! algoritmo tiene un costo computacional del orden de 2n3(3 + 9log(p)),

1 < ¥ < 2 operaciones aritméticas por iteracion.



ANTECEDENTES

Los Métodos de Newton para calcular la p-é€sima raiz principal de una matriz han sido
estudiados durante casi 60 afios, y en la actualidad estos métodos ya son bien comprendidos. En
lo que respecta al (MSN), en 1958 Laasonen [26] demostré su convergencia, pero también
observd sin demostrarlo, que para algunos casos como por ejemplo en el cédlculo de la raiz
-cuadrada presentaba inestabilidad numérica cuando ¢l nimero de condicion de la matriz era
mayor que ﬁueve. Desde entonces y hasta la fecha han estado surgiendo variantes del Método
de Newton (MN) para el célculo de la p-ésima raiz de una matriz no singular, que son
convergentes y numéricamente estables.

En cuanto a los algoritmos disponibles para el cédlculo de la p-ésima raiz de una matriz no
singular, se comenta brevemente lo siguiente.

Bjorck y Hammarling [3] propusieron un método para calcular la raiz cuadrada y raiz ctibica de
una matriz utilizando la descomposicion de Schur, sin embargo, si la matriz es real, este método
puede requerir aritmética compleja, incluso si la raiz que se estd buscando es real. Este método
fue posteriormente extendido por Higham [11], quien sugirid el uso de la forma real de la
descomposicion de Schur, y generalizado después por Smith [33] para el calculo de la p-€sima
raiz de una matriz. El método de Smith implementado en MATLAB toolbox [13], es
numéricamente estable y requiere (28 + (p — 1)/ 3)?13) operaciones aritméticas por iteracion
[14,p.176]. |

lannazzo [18] [19] propuso dos nuevas iteraciones para el cdlculo de la p-ésima raiz que son
convergentes y numéricamente estables. Mds recientemente Chun-Hua Guo [8] analizd la
manera de como calcular la p-ésima raiz de una matriz, precondicionandola si fuese necesario,

utilizando el (MSN) o el Método de Halley, y también explicd como la convergencia de estos



métodos se puede mejorar cuando los valores propios de la matriz son conocidos. En este
trabajo de tesis se presenta una variante para eliminar la inestabilidad numérica del (MSN) para
calcular la p-ésima raiz de una matriz no singular, la variante consiste en lo siguiente: en cada
k + 1~ ésima iteracion se factoriza de manera conveniente la matriz An = A[|A||F*
expresandola como el producto de dos matrices B, y Cz_l que conmutan entre si, es decir An =
Bk(.’ﬁ_l = Cﬁ_lBk. El proceso anterior elimina la inestabilidad numérica del (MSN)
convirtiéndolo en un método atractive para el calculo de la p-ésima raiz de una matriz no

singular, por ser robusto, convergente, computacionalmente econdémico y para propositos

practicos es numéricamente estable como serd demostrado posteriormente.



DEFINICION DEL PROBLEMA

Algunos métodos actuales para calcular la p-ésima raiz principal de una matriz no singular como
por ejemplo el (MN) y el (MSN) tienen ciertas limitantes o caracteristicas que los hacen poco
versatiles y atractivos, como por ejemplo el (MSN) es convergente y numéricamente estable
bajo ciertas condiciones muy restrictivas, como por ejemplo la condicion de estabilidad
numérica para €l calculo de la raiz quinta de una matriz definida positiva es que su nimero de
condicion debe ser menor que 4.52, esto representa una muy fuerte restricciéon lo cual hace
prohibitivo su uso. El (MN) aunque es convergente y numéricamente estable para cualquier
matriz no singular, en contraparte es computacionalmente muy costoso, ya que para calcular [a
raiz cuadrada de una matriz no singular den X n, se debe resolver un sistema lineal de n? x n?,
lo cual lo hace poco atractivo para el calculo de p-ésimas raices.

Resumiendo, el problema es que el (MSN) es numéricamente inestable para el calculo de p-
ésimas raices, y el (MN) aunque es numéricamente estable, tiene el inconveniente de que es

computacionalmente muy costoso.



JUSTIFICACION

Algunos de los métodos actuales para el calculo de la p-ésima raiz principal de una matriz no
singular, presentan ciertas limitaciones, por ejemplo el Método de Newton (MN) a pesar de ser
convergente y numéricamente estable presenta un alto costo computacional, ya que al resolver
una raiz cuadrada de una matriz de tamafio n X n la convierte en una de n?> x n% lo cual lo
vuelve poco atractivo, simplificando al (MN) surgen dos iteraciones que representan el (MSN)
ambas presentan muy buenas propiedades de convergencia, pero su estabilidad numérica es muy
pobre.

Al revisar la literatura que trata sobre ¢l célculo de la p-£sima raiz principal de una matriz no
singular, nos podemos dar cuenta de la rica variedad de métodos que existen para su célculo, las
cuestiones fundamentales relacionadas con el analisis de su convergencia y estabilidad numérica
siguen hoy en dia vigentes. Sigue habiendo mucho trabajo por hacer, ya que en la actualidad lo
anteriormente mencionado son temas de estudio e investigacion de gran interés.

Por todo lo anterior en este trabajo de tesis se presenta como propuesta un nuevo método para
¢l cilculo de la p-ésima raiz de una matriz, el cual es atractivo por ser computacionalmente
sencillo de implementar, robusto, econ6mico, convergente y numéricamente estable para

cualquier matriz no singular.



OBJETIVO PRINCIPAL

Este trabajo de tesis, tiene como objetivo principal realizar una revision bibliografica exhaustiva
sobre algunos métodos para el célculo de la p-€sima raiz principal de una matriz no singular
para analizar sus propiedades de convergencia y estabilidad numérica y, en base a lo anterior,
proponer una modificacion original al (MSN) que eliminard su inestabilidad numérica
convirtiéndolo en un método atractivo para el cadlculo de p-€simas raices, ya que serd
convergente, numéricamente estable, computacionalmente econdémico y sencillo de

implementar.

HIPOTESIS

La inestabilidad numérica observada del (MSN) para el cilculo de la p-€sima raiz principal de
una matriz no singular, se debe a que en el proceso iterativo llega un momento en que los errores
se empiezan a distribuir de una manera muy irregular dentro de la matriz (se van cargando hacia
una determinada zona de la matriz), causando con ello que sus valores propios se alteren,
provocando con ello que se pierda la conmutatividad X, H k = H, X, causando la inestabilidad
numérica observada. Lo anterior puede ser corregido expresando a la matriz en cuestién como
el producto de dos matrices que conmutan entre si, es decir: An = By €Y' = CP7'B,; An =

A[|A||7Y; con lo anterior se eliminara su inestabilidad numérica.



CAPITULO 1 ALGEBRA MATRICIAL

El cdlculo de la p-ésima raiz de una matriz requiere cierta familiaridad con el dlgebra matricial.
[a teoria de matrices simplifica la descripcion, desarrollo y aplicacién de los métodos para
calcular p-tsimas raices. En este capitulo, se resumen algunos conceptos fundamentales del
algebra matricial que se usaran a lo largo de este trabajo de tesis [1] [7].

1.1 Definiciones importantes.

Una matriz A de orden m X n es un conjunto de elementos a;; (i = 1,..,m;j =1, ., 1)

dispuestos en m filas y n columnas, por ejemplo, la matriz A se representa como:

Q11 Bz e Oy

Q21 Bz2 e Oop
A= : : :

Am1 Ay e Oym

Las matrices s¢ representan con letras mayusculas en negrita. El elemento de la fila { — ésima
y de la columna j — ésima se representa por una letra mindscula con un par de subindices a ;.
Por lo tanto, un modo abreviadoe de escribir una matriz es A = [q; j] para i =1, .., m;j =
1, ...,n. El orden o dimension de la matriz m X n nos indica el nimero de filas y de columnas.
[a matiz A se denomina cuadrada cuando m=n y rectangular si m # n.
Los elementos de una matriz pueden ser numéricos o de cualquier clase. En este trabajo de tesis
solo se consideran matrices de niimeros comple jos, es decir A € C™™, no perdiendo de vista

que el conjunto de los nameros reales es un subcon junto de los comple jos. Por e jemplo, la matriz

A
& & 7
A=|5 4 2 5
i AL



es una matriz rectangular de orden m X n; el elemento de la fila 3 y columna 3 es 11. Por

e jemplo, la transpuesta de la matriz 4 es:

6 5 1
;18 3 1
A"7211

¥ 5 1

Un vector columna es una matriz de orden m X 1, es decir, una matriz que sélo tiene una

columna

Un vector columna se denota por una letra minascula en negrita y se escribe de forma abreviada
como a = [a;]. Cada elemento del vector tiene un subindice que indica la posicién en la
_columna. Un vector fila es una matriz de orden 1 X m, es decir, una matriz que sélo tiene una

fila

a' = (a,, a3 ...,a;)

La traspuesta del vector columna @ = (ay, @y, ..., ay) €5 un vector fila @’ = (a;, a,, .., a,,)
Observe que la notacién (a,, @,, .., @) indica la traSpuesfa de un vector fila (que es un
vector columna) y se usa para escribir un vector columna en una linea de texto.

Sean a = (a, @y, ..,amm) ¥ b = (by by, ..., b,,) dos vectores columna del mismo orden m x
1, su producto escalar se define como a’'b = b'a = a.b; + ab; + - + apb, = Y%, a;b;
que es la suma de los productos de cada elemento de a por el correspondiente elemento de b.

La norma de un vector X se define como

I X|l=vx'x



siendo el vector normalizado ﬁxﬁ un vector unitario
s

Dos vectores @ = (@, ay, -, 0;m) ¥y b= (by, by ., by,) son ortogonales si y solo si, si su

producto escalar es cero
a'b=b'a=ab, +ab, +-+a,b, =Y2a;b; =0

1.2 Operaciones béisicas con matrices.
Dos matrices A = [a;;] y B = [b;;] del mismo orden m X n son iguales si a;; = b;; para toda
=Tl om =00 0
1.2.1 Suma de matrices, la suma de dos matrices A = {a;;] y B = [b;;] del mismo orden m X
n e una matriz €= [cy] de orden mXn tal que ¢; =a; +by; para toda [ =
120 3 il
La suma de matrices cumple las siguientes propiedades

a) Conmutativa: A+ B=8B+A4

b) Asociativa; (A+ B)+C=A4+ (B + )

¢) Existencia de elemento neutro nuio 0=[0}: A+ 0=0+A4=4

d) Existencia de matriz opuesta A 4+ (—4) = 0

Por ejemplo: La suma de las matrices Ay Bes

6 5 7 4 7 11 2 9 13 16 9 13
C=A+B=(5 4 2 S)+(5 8 8 1)=(10 12 10 6)
1 1 11 1 6 10 8 10 7 11 19 11

-

A B C
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1.2.2 Multiplicacién por un escalar, el producto de una matriz A = [a;;] por en escalar A es
una matriz B = [bi j] = [Aa;;}, esto es, se multiplican todes los elementos de la matriz por el

escalar

E jemplo. La multiplicacidn de la matriz A por 2 es

10 14 8)

E=2A=(1§ 8 4 10
2 B 2

1.2.3 Resta de matrices, la resta de dos matrices A = [a;;] y B = [b;;} del mismo orden m X
n es una matriz € =[¢;] de orden mxn tal que ¢ij =@ — by para toda i=
12,..,m y j=12, ..,n La operacion resta puede definirse también a partir de la suma de
matrices y la muitiplicacién de una matriz por un escalar.

1.2.4 Multiplicacioén de matrices, Sean A = [a;;] y B = [b;;] dos matrices de ordenes m x n
y n X p, respectivamente (el namero de columnas de A es igual al nimero de filas de B). El

producto de Ay B, AB es una matriz € = [c;;] de orden n x p tal que:

n
gy = Zk_1aikbkj paratodai =12,...,m y j=12,..,n

Observe que el elemento ¢;es el producto escalar de la fila { — ésima de 4 por la columna j —

ésima de B.
La multiplicacion de matrices cumple las propiedades:
a) Asociativa: (AB)C = A(BC)

b) Distributiva: A(B + €) = AB + AC
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Observacion. La multiplicacion de matrices generalmente no siempre cumple con la propiedad

conmutativa: AB # BA

6 5 7 4 171 g 9 147 130 182
F=AxB'=(5 4 2 5) 2' 8 8 -=(128 78 136)
1 1 11 1 9 1 10 49 10z 114

1.2.5 Trasposicion de matrices, la trasposicion de matrices, ya definida, cumple las
propiedades:
a) Reflexiva: (4") = A
b) La traspuesta de la suma de dos matrices es la suma de las matrices traspuestas
(A+ BY =A +F
¢) (AB) = B’ A’ la traspuesta del producto de dos matrices es el producto de las traspuestas
en orden invertido (AB) = B'A’. Esta propiedad puede extenderse al producto de tres o
més matrices: (ABCY = (A(BC)) = (BCYA' = C'B'A"
1.2.6 Traza de una matriz, la traza de una matriz cuadrada A = [a;;] de orden m X m es la

suma de los elementos de la diagonal principal

m

tT'(A) =4y, +ayp + -+ aqym = Z ajj

i

Es claro que se cumplen las siguientes propiedades:

a) tr(4) = tr(4")
b tr(A+ B) =tr(A) + tr(B)

o tr(AB) =tr(BA)
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E jemplo. La traza de la matriz Fes

130 182
tr(F) = (}Eg 78 136) =147 + 78 + 114 = 339
49 102 114

1.2.7 Determinantes.
El determinante es un escalar o lo que es lo mismo, una matriz de tamafip 1 X 1. El determinante

de una matriz A = [a;;] de orden 2 X 2 es

1 Qg2

|a1
Al = |a21 [£3%)

I = Q4103 — A1202
que es el producto de los elementos de la diagonal principal menos el producto de los elementos

situados fuera de la diagonal. El determinante de una matriz A = [a;;] de orden 3 X 3 es

Ay Q2 Q3

|4l = [@21 G2z Q23| = Q11832033 + Q12823031 + 13021032 — @13022031 — T12821 833 — @y1A2303;

Q3y Q3 dszz

El determinante de una matriz cuadrada A puede calcularse por expansion de sus menores

m Frak
|A] = Zj=laij(_1)l+1 [ M |

Algunas propiedades de los determinantes son las siguientes

I. |AB| = |BA| = |A||B] si Ay B son matrices cuadradas del mismo orden.
2. |AT =14

3. |A4| = A™|A]

4. a7 = A"

Definicion. Se dice que una matriz cuadrada 4 es singular si su determinante es cero, |Af =0, y

no singular si su determinante es distinto de cero, |A[ # 0.
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E jemplo. Sea la matriz G

.3 8
G=110)
3 b2

El determinante de & desarrollado a partir de la tercera columna es

1G] = =3|§ ﬂ-o]% 1|+2|} 1z—6+0+0:—6

- A
o i Y
< A

1.2.8 Matriz inversa.
Sea A una matriz cuadrada de orden m X m. Si existe una matriz B tal que AB = BA = I,
entonces B se denota como A~ y se denomina matriz inversa.

La inversa de un matriz A4 se calcula del siguiente modo

At
[a] j (4)

donde adj (A) es la matriz adjunta o traspuesta de la matriz de cofactores de A. Vemos que la
condicién necesaria y suficiente para que una matriz tengé inversa es que su determinante sea
distinto de cero.
Algunas propiedades de la matriz inversa son las siguientes:

. La matriz inversa es Gnica.

2. (A7t = 4, la inversa de la inversa es la matriz original.

ol

(AB)™' = B™1A7!, la inversa del producto es el producto invertido de las inversas.

!
(At = (4= la inversa de la traspuesta es la traspuesta de la inversa, esto es, el

=

operador transposicion y el operador inversion son intercambiables.
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Una matriz cuadrada A4 se denomina ortogonal si AA’ =I.,estoes, si 4' = A71

Ejemplo. La inversa de la matriz G es

(1 1 3)“1 1( 2 1 =3
g=(1" 118 —| -2 -7 3)
3 .1 2 k9L S

1.3 Matrices cuadradas especiales.

1.3.1 Matriz diagonal: ¢s una matriz cuadrada 4 = [g;;] de orden m X m cuyos elementos

situados fuera de la diagonal principal son iguales a cero, a;; =0 Vi #j,

v a2 | RS
g Sj| e g
ai, i 7 :

0 0 o Jas

Escribimos una matriz diagonal como A = diag(aq, azz, - &mm)
1.3.2 Matriz identidad: es una matriz cuadrada cuyos elementos de la diagonal principal son

todos iguales a uno, y ceros en las demds posiciones y se denota por I.

-l T
paufd o
0 0 = 1

1.3.3 Matriz escalar: es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son todos
iguales a A € R. Veremos que una matriz escalar ¢s €l producto de un nimero A por una matriz
identidad, A[l.

1.3.4 Matriz triangular inferior: ¢s una matriz cuadrada cuyos elementos por encima de la

diagonal principal son todos nulos, g;; =0 Vi <.
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i) 0
a a 0
A - 2:1 22
an
\Om1 Qmz o Omm

1.3.5 Matriz nula, es una matriz (cuadrada o rectangular) cuyos elementos son todos iguales a
cero, se denota por [0].

1.3.6 Matriz simétrica, es una matriz de orden m A = [a;;] cuyos elementos satisfacen la
condicién a;; = a; Una matriz simétrica es igual a su traspuesta A = A'.

1.3.7 Matriz idempotente, es una matriz cuadrada que cumple 42 =4 A= A.

1.3.8 Matriz ortogonal, es una matriz cuadrada que cumple AA" = I

1.4 Valores propios y vectores propios de una matriz.
Definicion. Sea A una matriz cuadrada de orden m. La ecuacion caracteristica de A es
|A—AI{ =0
que es una ecuacion polinomial en A de grado m
M+ A™ @ A+ 2y =0

E jemplo. La ecuacion caracteristica de la matriz

Az(; i), €s
a-an =74 2 |=#-21-3=0

Definicién. Las raices A; ..,An de la ecuacidn caracteristica |4 — All = 0 se denominan
autovalores, valores propios, raices caracteristicas o raices latentes de la matriz A.
Los valores propios de una matriz simétrica pertenecen al cuerpo de los niimeros reales.

E jemplo. Los autovalores de la matriz
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=G ?

son las raices 1, = =1 y A, = 3 de la ecuacién caracteristicas |4 — AI| = A2-21-3=0
Definicion. Se llama autovector, vector propio, vector caracteristico o vector latente de la matriz
cuadrada A atodo vector ¥ de orden m X 1, distinto del vector nulo, que cumple
AX=1%
Observacion. Si X es un autovector de A y ¢ € R, entonces cX también es un autovector de A.
E jemplo. El autovector asociado al autovalor 4y = —1 cumple
(1 2) (xu) _— (xn)
2 1/ \Xp2 X12
De aqui
5= (720
X12

y el vector propio normalizado es

( 1/v2

T2

Proposicién. Los vectores propios X; y X; asociados a los. valores propios 4; y 4; distintos son
ortogonales.

Proposicién. Se cumplen las siguientes relaciones

Lotr(4) = X4 4

1.5 Diagonalizacién de matrices.

Definicion. Una matriz cuadrada A = [a;;] de orden m es diagonalizable cuando existe una

matriz P = [p;;] de orden m no singular tal que

P AP =D
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donde D = [d;;] es una matriz diagonal de orden m.

Proposicion. Si una matriz cuadrada A de orden mes diagonalizable, entonces los elementos de
la diagonal principal de D son los autovalores A,,..,4, de A4, y las columnas P, son los
correspondientes vectores propios de A Py, .., Pm

Proposicion. Una matriz cuadrada A con autovalores distintos es siempre diagonalizable.
Proposicién. Si la matriz A es simétrica, A = A’, entonces P~1 = P’y A= PDP'.

Definicion. La descomposicion espectral de una matriz simétrica de A de orden m es

m
A= Z AiPiP’i
i=1

Definicion. La raiz cuadrada de una matriz definida positiva A de orden m es

m
AY? = ppi2p = Z VAP,
i=1

endonde D =A%, .. .. A7

Definicion. La descomposicion de Cholesky de una matriz definida positiva A de orden m es
4 =T'F

en donde T es una matriz triangular superior

Los elementos de la primera columna de la matriz T pueden obtenerse mediante las relaciones

t11 = Va1




y los elementos de las siguientes columnas

i - 2, ame san rm
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CAPITULO 2 FORMA CANONICA DE JORDAN Y EL CALCULO DE
LA P-ESIMA RAIZ DE UNA MATRIZ

2.1 Algunas aplicaciones del calculo de la p-ésima raiz de una matriz no singular,

Algunas de las aplicaciones donde se hace necesario el calculo de la p-ésima raiz de una matriz
no singular son las siguientes.

Por e jemplo, la matriz logaritmo natural y la matriz exponencial juegan un papel importante en
los modelos de Markov que se utilizan en una variedad de diferentes temas. Considere un
proceso de Markov homogéneo en tiempe continuo en el que los individuos se mueven entre
“n” estados. La matriz de transicién de probabilidades P(t} € R™" tiene (i,j) entradas que son
iguales a la probabilidad de que un individuo saliendo del estado i para un tiempo cero esté en
el estado j en un tiempo t. La suma de los elementos que pertenecen a cualquier fila de la matriz
Pes igual a la unidad, por lo que Pes una matriz estocdstica. Asociada con el proceso de Markov
estd [a matriz de intensidad de transicion Q € R™", que esta relacionada con P por medio de
la siguiente expresion [14].

P(t) = e

los elementos de @ satisfacen
n
qUZO,l’.¢j,ZqU=O, =17
=t

para cualquier Q, €9° es no negativo para todo t> 0 y también la suma de sus filas es la unidad,
por lo tanto e@* también es una matriz estocéstica. Consideremos ahora un proceso de Markov
en tiempo discreto con la matriz de transicién de probabilidades P en la que las probabilidades
de transicion son independientes del tiempo. Podemos preguntarnos si existe alguna P = e?

para alguna matriz de intensidad Q, es decir, si el proceso se puede considerar como Una
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manif estacion discreta de un proceso subyacente de Markov homogéneo en el tiempo. Si existe
tal Q se llama generador y P se dice que es integrable. Actualmente no se conocen las
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un generador.

Los investigadores en sociologia [32], estadistica [22], y finanzas [20] han investigado todo lo
relacionado a la integracion de este problema. Algunas caracteristicas interesantes son las
siguientes.

+ Si P tiene, valores propios distintos reales y positivos, entonces el tnico logaritmo real y por
lo tanto, el tnico generador candidato, es el logaritmo principal.

* Es posible que P pueda tener uno o mas valores propios negativos reales, de modo que el
logaritmo principal no estd definido, sin embargo, todavia puede existir un generador. Por

e jemplo, considere la matriz [32].

’ +2x 1-—x 1—x
P==ld=m 1%x26 lox

3|1
1—x 1—x 14 2x

x=—-e"23T% _19 %1075 P es diagonalizable,

con valores propios (1, x, yx). Cada logaritmo primario es complejo, ya que no puede tener

valores propios comple jos conjugados. Sin embargo, el logaritmo no primario

=-2/3 172 1/6
Q=2V3x [ 1/6 =2/3 1/Z
1/2 1/6 -=2/3
s un generador.
* puede existir mas de un generador.
Supongamos que una matriz de transicion P = P(1) tiene un generador @ = log(P). Entonces

@ puede ser utilizado para construir P(t) en otros tiempos, por medio de P(t) = exp(Qt). Por

ejemplo, si P es la matriz de transicion para el perfodo de tiempo de un afio entonces la matriz
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s 1 8 c g ,
de transicion para un mes es P(I;_) = e!°°(®)/1; Sin embargo, es mas directo y eficiente

calcular P (E) como PY12 (aqui estd el uso de la p-ésima raiz de una matriz no singular),

evitando asi el calculo de un generador. De hecho, el escalamiento inverso estandar y el método
de la cuadratura del logaritmo principal de una matriz requieren €l calculo de una raiz de la
matriz. Del mismo modo, la matriz de transicién para una semana puede ser calculada
directamente como P52 (de nuevo aqui se presenta la necesidad del calculo de la p-ésima raiz
de una matriz no singular). Este uso de las p-ésimas raices de una matriz es sugerido por Waugh
y Abel [35], mencionado por parte de Israel, Rosenthal y Wei [20], e investigado en detalle por
Kreinin y Sidelnikova [25]. Los ultimos autores, quienes motivados por los modelos de riesgo
de crédito de cara a los problemas que pudieran generar el hecho que la raiz principal y el
togaritmo principal de P pudieran tener valores propios negativos, muestran cémo regularizar
de manera optima estas matrices para lograr que cumplan con las propiedades requeridas.

Otra aplicacion donde el calculo de la p-ésima raiz de una matriz no singular juega un papel
importante es en el calculo de /a funcion sector-p matricial, introducida por Shieh, Tsay y Wang
[13] que es una generalizacion de la Funcion signo matricial. Para una p dada, la funcion sector
matricial se puede definir a través de la forma canonica de Jordan, de una manera andloga como
para la funcion signo matricial, pero ahora mapiando cada valor propio de la p-€sima raiz que
esté mas cercano a la unidad.

La funcién sector-p matricial se puede definir como sect,(4) = A(AP)Y™Y/? (de nuevo aqui se
presenta la necesidad del calculo de la p-ésima raiz de una matriz no singular). La funcion
sector-p matricial bha despertado el interés en la literatura de la teorizla de control, ya que puede

ser usada para determinar el niimero de valores propios en un sector especifico y asi obtener los
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correspondientes subespacios invariantes [23]. Sin embargo, en la actualidad se carece de un
buen método numérico para el calculo de la funcion sector-p matricial.
2.2 LA FORMA CANONICA DE JORDAN

Sea una matriz A € C™" con p valores propios distintos A3, 4, .. , 4, de multiplicidades
my, My, ..., My de modo que
m +m, ++m, =n

Entonces existe una matriz P no singular de tal manera que
A =pjp1 (2.1)

donde

J=diagQuto-dp)  Ji=JGD=| 7y e @2)

ademas, también se cumple que:
f(4) =Pf(HP1ecmm

los J; (4;) son los llamados bloques de Jordan y estan dispuestos en diagonal, la forma (2.2) es
llamada la forma candnica de Jordan de A.

El bloque de Jordan J;(1;) de tamafio k X k y valor propio A; es la matriz cuadrada k X k que
tiene el numero A; en la diagonal principal; el nimero 1 en la supradiagonal principal y el
numero 0 en las posiciones restantes.

Por e jemplo, el bloque de Jordan de tamafio 3 X 3 y valor propio 5 es
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el bloque de Jordan de tamafio 1 X 1 y valor propio 8 es {8},
Cuando un bloque de Jordan de tamafio k X k presenta una multiplicidad geométrica 1 y una
multiplicidad algebraica k, 4; serd su Gnico valor propio.
Un suprabloque de Jordan de tamafio m X m y valor propio A; es una matriz cuadrada m x m
formada por:
¢ Uno o mas bloques de Jordan de diversos o iguales tamarfios, todo con el mismo valor
propio 4,, ubicados diagonalmente (es decir, tales que la diagonal principal de cada
bloque es parte de la diagonal principal del suprabloque),

¢ Ceros en los restantes términos del suprabloque.

Por ejemplo, un suprabloque de Jordan de tamafio 6 X 6 de valor propio 7, formado por tres

bloques de Jordan de tamarios 2 X 2, 3 X 3 y 1 X 1 respectivamente es:

[oe T e o B e B [ RS
[on i [ BN B [ e B )
LT B B3 - [ -l e

Hooo oo

o oo |\
=R [ R | [ e Y e

Una matriz cuadrada n X n es una forma candnica de Jordan si esta formada por:
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¢ Uno o mas supra bloques de Jordan, ubicados diagonalmente.

¢ Ceros en los restantes términos de la matriz.
Por e jemplo, una forma canénica de Jordan con un suprabloque 2 x 2 formado por dos bloques
de valor propio 7, un suprabloque 3 x 3 formado por dos bloques de valor propio cero y un

supra bloque 1 x 1 de valor propio 3, es:

iZ] olo o oo]
o [7l0 0 oo
0 o0 o oo
o oo @ 1o
0 oo 0 oo
L0 0 00 9|8}

Véase que en este ¢jemplo la matriz tiene valores propios 4; = 7 con multiplicidad algebraica
2 y geométrica 2, A; =0 con multiplicidad algebraica 3 y geométrica 2, v A3 =3 con
multiplicada algebraica | y geométrica 1.

Una forma canénica de Jordan tiene como valores propios a los nimeros de la diagonal, con
multiplicidad algebraica igual a la cantidad de veces en que esta repetido en la diagonal (o sea
igual al tamafio del suprabloque respectivo), y multiplicidad geométrica igual a la cantidad de
bloques que forman el respectivo suprabloque.

En particular la forma de Jordan es diagonal (es decir, todos sus términos fuera de la diagonal
principal son nulos) si y solo si todos los bloques de Jordan tienen tamafio 1 X 1, y esto ocurre
si y solo si la cantidad de bloques que forman cada suprabloque es igual al tamafio del
suprabloque, o sea, la multiplicidad geométrica es igual a la algebraica para todo valor propio.
El teorema fundamental de la forma canodnica de Jordan, dice esencialmente que “toda matriz

cuadrada, mediante un cambio de base, se puede llevar a una forma canonica de Jordan”,
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Sea A una matriz cuadrada n X n, entonces existe una matriz J que es una forma candnica de
Jordan, y una matriz P invertible (0 sea no singular), ambas n X n con términos comple jos,
tales que:

A=PJp
Como se menciono anteriormente, la matriz J es llamada forma candnica de Jordan de A. La
matriz P se llama matriz de cambio de base de Jordan.
La forma canonica de Jordan J y la matriz P de cambio de base de Jordan para la matriz dada A
no son unicas. En efecto, permutando los suprabloques de J, o los bloques dentro de cada
suprabloque, se obtiene otra forma canodnica de Jordan para A.
El siguiente teorema permite en muchos casos, calcular la forma candnica de Jordan de A4,
mediante el calculo de los valores propios y los vectores propios de 4 y de la dimension de sus
subespacios propios.
Sea A4 una matriz n X n y sean A, ..., A, sus valores propios diferentes, con multiplicidades
algebraicas m,, ..., m, y multiplicidades geométricas r, ..., 1, respectivamente.
Entonces la forma candnica de Jordan de A tiene k suprabloques, cada uno de valor propio A;,
tamafio m; X m; , y formado por 7; bloques. |

Por ejemplo, sea la matriz A:

G © 0

o T S
4=l 0 4 o
R

La forma canénica de Jordan de A sera:
El polinomio caracteristico de A det(A—~ A =—(A-4A+1) =0= 4 =4yl =

—1 con multiplicidades algebraicas respectivas m; = 1ym, = 3. Entoncesf va aestar formada



26

por dos suprabloques: uno de valor propio 4 y tamafio 1 X 1, y otro de valor propio -1 y tamafio
3 x 3. Para determinar completamente la matriz J necesitamos saber cuantos bloques forman el
suprabloque de tamario 3 X 3, o sea la multiplicidad geométrica r, del valor propio -1. Para ello
hallemos el subespacio propio.

Subespacio propio del valor propio -1 = n—rango(A —(—-1*0) =4-2=2

Luego entonces, el suprabloque 3 x 3 de valor propio -1, esta formado por dos bloques.
Entonces estos dos bloques tendran tamafios 1x1 y 2x 2, ya que | y 2 son los tnicos dos

numeros naturales mayores o iguales que | que suman 3. Entonces:

4 0 -0 0
I e T T
I=ikg  Sptier 1
¢ 4 @ -

Las siguientes propiedades de la forma canodnica de Jordan pueden deducirse en forma sencilla
de los resultados ya vistos.

1. La forma candnica de Jordanes diagonal si y solo si las multiplicidades geométricas son
iguales a las algebraicas para todo valor propio c_ie A, esto sucede si y solo si A es
diagonalizable.

2. Si A es diagonalizable entonces su forma candnica de Jordanes la matriz que tiene en la
diagonal los valores propios de A repetidos tantas veces como sus multiplicidades
algebraicas, y ceros en todos los demas términos.

3. Si la matriz A es 2x2 y tiene un solo valor propio doble 2; con multiplicidad

7 g = Ay o0
geométrica igual a |, entonces su forma candnica de Jordanes J= [01 2 ]
1

Existen procedimientos, que veremos en la siguiente seccién, para encontrar una matriz P de

cambio de base Jordan: es decir una matriz invertible P tal que A = PJP™L.



27

2.3 La funcién p-ésima raiz de una matriz no singular

Dada una matriz A € C™" | se dice que la matriz X € C™" es una raiz p-ésima de la matriz A
si cumple que
Xr=A
Como se comenté anteriormente entre las aplicaciones que requieren el calculo de las raices p-
ésimas de una matriz se encuentra el caleulo de la funcién sector-p matricial definida por,
sect,(A) = A(AP)™Y/P
Otra posible aplicacion aparece en el escalado de una matriz para el cdlculo del logaritmo de
una matriz. En este caso, s¢ determina un entero positivo p d¢ manera que
Log(A) =p logAl/p
con |AY? | menor que un cierto valor.
Al igual que ocurre en el caso particular de raices cuadradas, la rafz p-€sima de una matriz
puede no existir o tener una o mas soluciones. Si A es no singular, entonces admite al menos
una raiz p-ésima; en caso contrario, la matriz A admite raices p-ésimas dependiendo de Ia
estructura de los divisores elementales de A correspondienées a los valores propios nulos.
Definicién
Sea A € C™™ yuna matriz no singular con valores propios A; { = 1,2,..,n de manera que
arg(A) #mi=12, ..,n La p-ésima raiz principal de A, denotada por AYP g VR 5o
define como la matriz que satisface las dos condiciones siguientes [33]:
1. (A¥F) =

- 5 § n
2. Los argumentos de los valores propios z; de la matriz AYP deben cumplir que{-—;E

arg(z;) = g}-
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El siguiente teorema [33] permite caracterizar las p-ésimas raices de una matriz cuadrada

comple ja a partir de su descomposicion de Jordan.

Si A; € Ces distinto de cero, entonces el bloque de Jordan

%'l w9
-l f 5% 3 Eleg=

0 w A 1

& 0 . b

tiene precisamente p p-€simas raices que son funciones de [, , definidas como

f}‘(l)(ﬂ-i) fj(ni—Z)(AE) Jc}-(ni—l)()ti)‘
&) === e =T
_(nl_3) A _(ni_z) s
o ) f; A4 f (4 5
i) =] . (=3 (m-2) | ecrtj=12,..,p

' FO)
0 Sl - T
0 0 firi

donde f;(1) = YA denota una de las p ramas de la funcién p-ésima raiz en el entorno de A;.

En [9] se establece lo siguiente: Sea A € C™™ una matriz no singular con la descomposicidn

de Jordan

A = Xdiag UA.[-]llz. i i ’]AT’J)X—I

donde J; €C nixni - ST n =n,ys (s <7) el nimero de valores propios distintos de A se

verifican entonces las siguientes propiedades:

. A tiene precisamente p® raices de indice p , dadas por
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2. F = Xdiag(fjl( ]Al):sz(faz)' ,fjr(jlr))X"l,j = 1,2, ... ,p*correspondientes a todas las
posibles elecciones de ji,fa, o jr Ji E{1,2, .., pl i = 1,2, ..,7, sujetas a la restriccion de
queji = jysi A, = A,

2.4 Ejemplos de como calcular Ia p-ésima raiz de una matriz no singular utilizando Ia
forma canénica de Jordan.

Ejemplo 1. Dada la matriz A calcule 2 raices cuibicas

b (175 ;g

Se tendra que calcular la representacion canonica de Jordan de la matriz A
A= pJp1

Primeramente, se calculara la matriz J cuya diagonal principal estard formada por los valores
propios de 4, y después se calcularan lo vectores propios asociados a cada uno de los valores
propios encontrados.
Calculo de los valores propios de A.

|A—AIl =0 (2.3)
desarroliando el determinante de (2.3) se obtiene el polinomio caracteristico que es una funcidn
de A

7—2 10

5 2o |=T-D@2-D)-150=0 (2.4)

resolviendo (2.4) se tiene que A, = 0.1386 y A, = 28.8614 por lo tanto la matriz J tendrad

la siguiente forma

0.1 386

0
T et (2:5)

|
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Calculo del vector propio U asociado a A 1 =0.1386

[7 i 22—1“ e (2.6)

sustituyendo valores en (2.6) se tiene

55" 21a61al ls] = 22)

resolviendo el sistema homogéneo (2.7)

6.9861u, + 10u, =0 (2.8)
15uy +21.8614u, =0 (2.9
de (2.9) se expresa a u, en funcion de u,; quedando u; = —1.4574u, luego de (2.8) tenemos

que U, = U, por lo tanto, el vector propio buscado es;

S U] —1.4574u2]
(- [ 10

por lo tanto, la primera columna de la matriz P es el vector propio [_1'4574]

Calculo del vector propio V asociado a 4,.28.8614
7—2, 10 vy 0
[ 15 22-12, lv2] = [o] (211}

sustituyendo valores en (2.11) se tiene

[—21.8614 10 [vl] [O] (2.12)

15 —6.1386

resolviendo el sistema homogéneo (2.12)

~21.86144v, + 10v, =0 (2.13)
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15v; — 6.1386v, =0 (2.14)
de (2.14) se expresa a 1 en funcidn de v, quedando v, = 0.4574v, luego de (2.13) tenemos
que v, = V5, por lo tanto, el vector propio buscado es;

m] _ [04574v, ] o

L)

Por lo tanto, la segunda columna de la matriz Pes el vector propio [0'43 74]

=5222 02389

p= [—1.4574 0.4574].
d 0.5222 0.7611

-1 _
1 P

por lo tanto, la representacion candnica de Jordan de la matriz A es

0.5222 0.2389

o [—1.4574 0.4574] [0.1886 4 8614][ Nk e

1 1

Por lo tanto, se requiere que:

05222 0.2389

1.4574 0. 4574] [0 1386 ]
28. 8614 0 5222 7611

A3 = [_
Como A tiene s = 2 valores propios diferentes entonces tendra P* raices cubicas, en este caso
como p = 3 ys = 2 entonces tiene 9 raices cubicas, de las cuales solo calcularemos 2 utilizando

para ello la formula de Moivre (2.16), que para un nimero complejo (z = a + bi) se define

como
1 1 0+2kny . [0+ 2kn
2P = |z|? (cos [T] + isen [TD k=012, ..., (2.16)

Calculo de las raices cibicas de 2 { = 0.1386 + 0i

o) -
tan™" 5 13g6) = ©

Para k = 0 s tiene que la primera raiz cibica de 7\1/ * =0.5175

Para k = 1 se tiene que la segunda raiz cubica de 11/3 —0.2587 + 0.4481i
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Para k = 2 se tiene que la tercera raiz cubica de Aiﬁ = —0.2587 — 0.4481i

Calculo de las raices cibicas de A ; = 28.8614 + 0i

0
i)
tan™ \358612) = °

Para k =0se tiene que la primera raiz cubica de 7\;/ ® =30674

Para k = 1 se tiene que la segunda raiz ctbica de AY® = —1.5337 + 2.6565i

Para k = 2 se tiene que la tercera raiz cubica de h;ﬁ = —1.5337 — 2.6565(

Tabla 2.1 Raices eiibicas de los valores propios de 4

217 2P
05175 3.0674
—0.2587 + 0.4481i ~15337 + 2.6565i
—02567 ~ 04481 | 15337 — 265651

Para la primera rafz cubica de A tomaremos a J con diagonal principal formada con la primera

raiz clbica de A; y la primera raiz cubica de A, por lo tanto, tendremos:

—-14 574 04 574] [0.5 175
1 0

—0.5222 0.2389]
1

13 _ pruip-1_ 0
A PJ°P [ '3.0674][0.5222 0.7611

AL/3 =[1.12643 0.88770
1.33161 2.45821

Para la segunda raiz cibica de A tomaremos a J con diagonal principal formada con la primera

raiz cibica de A; y la segunda raiz clibica de A, por lo tanto, tendremos:

Al/g_[-1.4574 0.4574] [0.5175 0 ”—0.5222 0.2389]
= 9 1 0 —1.5337 + 2.6565i1L 0.5222 0.7611

i [ 0.02744 + 0.63452i —0.71407 + 0.924791']
~ 1-1.07108 + 1.38722i —1.04369 + 2.02186i
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Ejemplo 2. Dada la matriz B, calcule 2 raices cubicas de B

=1 I 2Z
B=|-3 3 5
-4 3 8
Calculo de los valores propios de B.

|B—AI| =0 (2.17)

Desarrollando el determinante de (2.17) se obtiene el polinomio caracteristico que es una

funcién de A
—-1-4 1 2
-3 3—41 5 |=1-9X+104%2-213=0 (2.18)
—4 3 8—-41

Resolviendo (2.18) se tiene que A; = 0.126505, A, = 0.856652 y A; = 9.01384 por lo
tanto la matriz J tendra la siguiente forma

0 0
]:[ % 0.856652 0 ] (2.19)
0.129505 % Ak

Cilculo del vector propio U asociado a 1,-0.129505

-1-4 1 2 7 0
E =3 3-1, 5 ] [u:z} = [0‘ (2.20)
_4' 3 8 i A]_ u3 0

Sustituyendo valores en (2.20) surge el sistema homogéneo formado por las siguientes tres
ecuaciones.
—1.129505u; + u, +2uz; =0 (2.21)
—3u, + 2.8704%u, + 5u; =0 (2.22)

—4u, + 3u, + 7.8704%9u; =0 (2.23)



Multiplicando (2.22) por -1.0451, sumando con (2.23) y expresando w1 en funcion de uz se tiene

6

= -%T&ﬁzg:sl-ug = 3.05892u3. Seguidamente multiplicando (2.21) por -2.65603, sumando con
3 1 0.31206 £ o

(2.22) y expresando u2 en funcidn de u; se tiene u, = ety = 1.45510u3 y la tnica opcidn

restante para Us es Uz = Us  por lo tanto el vector propio buscado es

~ 3.05892u, 3.05892
U= ’1.45510u3} = Uy [1.45510]

U3 1

la primera columna de la matriz P es | 345510

1

.05892]

Calculo del vector propio V asociado a 4,_0. 856652
-1 — /‘{2 1 2 [ 0
[ =3 3—14; 5 ] [Uz] = !0] (2.24)
—4 3 8- A1 L1 0
Sustituyendo valores en (2.24) surge el sistema homogéneo formado por las siguientes tres

ecuaciones.

—1.856652v; + v, +2v;, =0 (2.25)
—3v1 + 2.143348v2 + Svz =0 (2.26)
—4v; + 3v, + 7.143348v; =0 (2.27)

Multiplicando (2.26) por-1.0451, sumando con (2.23) y expresando 11 en funcién de v; se tiene

2'%9;:::‘;;1123 = —0.728258v3. Seguidamente multiplicando (2.25) por -1.615812,
sumando con (222) y expresando v, en funcidn de v; se tiene 1, =;:ZZ§2;Z -

—3.352144v3 y la Unica opcidn restante para 13 €S U3 = V3, por lo tanto el vector propio

buscado es



35

= -0.728258
= [:@3;523;259%] =1y [—3.35 2144]

V3 .

la segunda columna de la matriz Pes

=é;3%§ééé]

Calculo del vector propio W asociado a 4;.9.01384

23 1 2 Wy 0
[_1‘_3 3=43 5 ] [Wzl = H (2.28)
3 3 8—1,] wsl o

Sustituyendo valores en (2.28) surge el sistema homogéneo formado por las siguientes tres

ecuaciones.
—10.01384w, + w, +2w3 =0 (2.29)
—3w,; — 6.01384w, + 5ws =0 (2.30)
—4w; + 3w, — 1.01384w3 =0 (2.31)

Multiplicando (2.30) por 0.498849, sumando con (2.31) y expresando wy en funcion de w; se

tiene w; = —“ygeserw; = 0.269334w3 . Seguidamente multiplicando (2.29) por -0.299585,
—4.400829
T e

sumando con (2.30) y expresando w, en funcién de w; se tiene w, =

0.697059w3 y la Ginica opci6n restante para wy €s Wy = w;, por lo tanto el vector propio

buscado es
= 0.269334
WA= @_ng = w3 |0.697059
w 1
269334
la tercera columna de la matriz Pes 8.697059
1

Por lo tanto, la representacién candnica de Jordan de la matriz B es
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3.05892 —0.728258 (.269334] [0.129505 0 0 0.38499 —0.09465 —0.03749
B =11.45510 -3.352144 0.697059 0 0.856652 3] 0.07192 -026468 0.16512
1 1 1 0 0 9.01384) | —0.45612  0.35933 0.87237

Utilizando la formula de Moivre (2.16) calcularemos las raices cibicas de los valores propios

de la matriz B las cuales se muestran en la tabla 2.2

Tabla 2.2 Raices cibicas de los valores propios de B

1/3 1/3 1/3
i A : A3
0.50594 0.94973 2.081150

-0.25297+0.438151 | -0.47487+0.82249 | -1.04057+1.80233i
-0.2579-0.438151 | -0.47487-0.82249i -1.04057-1.80233i

De estas nueve raices solo seleccionaremos 2 combinaciones de 3 raices para la matriz].

Para la primera raiz cibica de B seleccionamos el primer renglon de la tabla 2.2

3.05892 —0.728258 (0.269334][0.50594 ¢ 0 0.38419 —0.09465 —0.03749
BY3 =1145510 -3.352144 0.697059 0 0.94973 0 007192  -0.26468  0.16512
i1 i 1 0 0 2.081150) 1 ~0.45612  0.35932 0.87237

81/3=[—0.60783 129425 0.71222

0.28918 0.23799 0.31674‘
—0.68657 0.44857 1.95339

Para la segunda raiz ciibica de B seleccionamos los dos primeros elementos del renglén | y el

ultimo elemento del rengldon 2 de la tabla 2.2,

3.05892 —0.728258 0.269334][0.50594 0 0 0.38419 —0.09465 —0.03749
B = [1.45 510 -3.352144 0.69705% 0 0.94973 0 0.07192 026468 0.16512 ]
1 1 1 0 0 —1.0406 + 1.8023iJl —0.45612  0.35933 0.87237

B3 =[ 0.3847 — 0.5730i 0.5123 + 0.4514i 1.1861 + 1.0959i

0.6727 — 0.2214i  —0.0641 + 0.1744i 0.4167 + 0.4235i]
0.7373 — 0.8221i —0.6732 + 0.6476i 0.7699 + 1.5723i

Como puede verse, el calculo de la p-ésima raiz de una matriz cuadrada no singular utilizando

la forma candnica de Jordan no ¢s una tarea sencilla, ademds la forma candnica de Jordan es
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muy sensible a la propagacion de pequefios errores y su céleulo implica un costo computacional
considerable, por lo tanto, este método no es atractivo para el calculo de p-ésimas raices de
matrices cuadradas no singulares, solo es muy atil para su caracterizacion. Debido a lo
anteriormente expuesto, lo mds adecuado para el cdlculo de p-ésimas raices de matrices no
singulares, son los métodos iterativos que se estudiaran en los siguientes capitulos de este trabajo

de tesis.



CAPITULO 3 LOS METODOS DE NEWTON PARA EL CASO
MATRICIAL

3.1 Los métodos de Newton

Los Métodos de Newton para calcular la p-€sima raiz principal de una matriz se han estudiados
durante casi 60 afios y actualmente estos métodos ya son bien comprendidos. En lo que respecta
al Método Simplificado de Newton (MSN), en 1958 Laasonen [26] demostrd su convergencia,
pero también observd sin demostrarlo, que para algunos casos como en el célculo de la raiz
cuadrada presentaba inestabilidad numérica cuando el niimero de condicién de la matriz era
mayor que nueve. Desde entonces y hasta la fecha han estado surgiendo variantes del Método
de Newton (MN) para el calculo de la p-ésima raiz principal de una matriz no singular, que son
convergentes y numéricamente estables. Con respecto a la existencia y caracterizacion de la p-
ésima raiz de una matriz, esto se encuentra bien documentado en [33], [18] y [2].

En cuanto 2 los algoritmos disponibles para el calculo de la p-ésima raiz principal de una matriz
no singular, se comenta brevemente lo siguiente.

Bjorck y Hammarling [3] propusieron un método para calcular la raiz cuadrada y la raiz clibica
de una matriz utilizando la descomposicion de Schur, sin embargo, si la matriz es real este
método puede requerir aritmética compleja, incluso si la raiz que se estd buscando es real. Este
método fue posteriormente extendido por Higham [l 1], quien sugirio el uso de la forma real de
la descomposicion de Schur, y generalizado después por Smith [33] para el calculo de la p-ésima
raiz de una matriz. El método de Smith implementado en MATLAB toolbox [13], es
numéricamente estable y requiere (28 + (p — 1)/ 3)113) operaciones aritméticas por iteracion

[14, p. 176].
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Dario A. Bini y otros [2] presentaron resultados tedricos novedosos sobre el calculo de la p-
ésima raiz principal de una matriz. En particular, mostraron que la p-ésima raiz estd relacionada
con la funcidn signo matricial y con la factorizaciéon de Wiener-Hopf, y que puede ser expresada
como una integral sobre un circulo unitario. Los resultados se utilizan en el disefio y analisis de
nuevos algoritmos para el cilculo de la p-€sima raiz. También analizaron las propiedades de
estabilidad y convergencia del (MSN) para el calculo de la p-ésima raiz inversa de una matriz.
[annazzo [18] [19]} propuso dos nuevas iteraciones para el calculo de la p-ésima raiz que son
convergentes y numéricamente estables. Mas recientemente Chun-Hua Guo {8] analizé la
manera de como calcular la p-€sima raiz de una matriz, precondiciondndola si fuese necesario,
utilizando el (MSN) o el Método de Halley, y también explicé como la convergencia de estos
métodos se puede mejorar cuando los valores propios de la matriz son conocidos.

En este trabajo de tesis se presenta una variante para eliminar la mestabilidad numérica del
(MSN) para el célculo de la p-€sima raiz principal de una matriz no singular, la variante consiste
en lo siguiente: en cada k — ésima iteracion se factoriza la matriz An = A||A||7" expresandola
como el producto de dos matrices B, y C 2_1 que conmutan entre si, es decir An = B, C z_l =
Ci_l B,. El proceso anterior elimina la inestabilidad numérica del (MSN) convirtiéndolo en un
método atractivo para el célculo de la p-ésima raiz de una matriz no singular, por ser robusto,
convergente, computacionalmente econémico y para propositos practicos es numéricamente
estable como serd demostrado posteriormente. De aqui en adelante en todos los métodos se

traba jard con la matriz An en lugar de la matriz 4.



3.2 El Método de Newton (IVMIN) para el cilculo de la p-isima raiz de una matriz.

Para dar soluciéon a una funeion general F: £™" — C™" que tiene la siguiente forma
F(X}=20 (3.1
el (MN) se define como [31, p. 133], [6, p. 86] |
Xew1 =X —F (X )R (X)), k=012..., (3.2}
donde X, es un valor inicial conocido y F' es la derivada de Fréchet de F [27, p. 225].
El (MN) ha sido utilizado para calcular la raiz cuadrada de matrices por Higham [9] [10] [12],
lannazzo [17], Meini [29], Long [28] y Mendoza y Gémez [30]. El problema mas general, que
es el de calcular la p<€sima raiz de una matriz no singular es discutido por Smith [33], el cual
tiene la siguiente forma
F(X) =X —-4n=20 (3.3)
considerando un desarrollo de Taylor a primer orden para F ¢n el entorno de X
F(X + H) = F(X) + F'(X)H + O(H?
F(X)H = F(X + H) — F(X) — O(H?) (3.4)
calculando F(X + H) a partir de (3.3) se tiene
F(X+H)=(X+HY —An (3.5)
= F(X) + XP'H + XP2HX + - + XHXP2 + HX?! + O(H?
combinando (3.4) y (3.5)
F(X)H =XP'H + XP"2HX + - + XHX?™2 + HX"! (3.6)
de (3.2) se tiene

F'(Xi) (Xys1 — Xi) = —F(Xy)

pero (Xpyq — Xy) = Hy, entonces
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F'(X)H = —F(X) (3.7)
sustituyendo (3.7) en (3.6) se llega al (MN) para el calculo de la p-ésima raiz principal de una
matriz no singular.

XUUH, + XPPH X + -+ X H X, + Hy Xy = An— X, " o1a
Xk+1 =Xk+Hk ] = 111 poees (3.8)

a7 = X(|4]l¢)?

El teorema de convergencia local estandar para el (MN) [31] dice que, siempre que [X — X,l|
sea suficientemente pequefio y la transformacion lineal F' (X) sea no singular, la iteracion (3.8)
converge cuadriticamente a una p-ésima raiz principal de An, de donde facilmente puede
obtenerse la p-ésima raiz de A como se muestra en (3.8).

Para p > 2 el (MN) nos obliga a resolver (3.8) para H, esto se puede llevar a cabo con la ayuda
del operador vec que para An se define como vec(An) (que significa el apilamiento de las
columnas de An una debajo de otra iniciando de izquierda a derecha), junto con el producto de
Kronecker An @ B = (a;;B).

Aplicando el operador vec a (3.8) y utilizando la propiedadvec(AnXB) = (B* @ An)vec(X)

[5, Problema 6.4, p. 358] y [I5, cap. 4], se obtiene

((1 RXP ) + (X" @ XP D) + -+ (X)) ® r)) vec(H) = vec(An — XP), (3.9)
el sistema lineal (3.9) puede ser resuelto utilizando cualquier método estandar, siempre que la
matriz de coeficientes sea no singular. Sin embargo (3.9) es un sistema lineal de n? x n® lo que
implica un alto costo computacional para su solucion que de acuerdoa [14-, p.-72, 336], es del
orden de 2n%9log,p, 1 <9 < 2 operaciones aritmeticas por iteracion, lo cual hace poco

atractivo al (MN) para el cédlculo de la p-ésima raiz principal de una matriz no singular.
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Una suposicion razonable para reducir el costo computacional de (3.8) es que el producto X H
conmuta [ 10, teorema 1], [33] es decir
XH,=HX,, k=0,1,2,.., (3.10)
entonces (3.8) se puede expresar como
dado Xy, = I

pXi 'Hy = pH, X2 = An— X,
Xeoy = X, + H, , k=01.2,.., (3.11)

A = X(| Al

a partir de (3.10) y (3.11), se obtienen las dos iteraciones del Método Simplificado de Newton

(MSN), que son las siguientes

dado ¥y =1
Ve =3 (- DY+ v Pan)l =012, @12
1 P
A7 = Y(|lAll)?

dado 2, = I
Zin=2((p-DZietanziP) k=012,  (313)
& il
Ar = Z(llAllF)P

siempre y cuando ¥, y Z, sean no singular. Las iteraciones (3.12) y (3.13) implican que la

2 1—
secuencia ¥, B

conmuta con An para toda k [4]. El costo computacional de (3.12) y (3.13) es
del orden de 2n3(2 + 9log, p), 1 <39 < 2 operaciones aritméticas por iteracion.

Las propiedades de convergencia y estabilidad de (3.12) y (3.13), son temas importantes que
desempefian un papel fundamental en el disefio de un algoritmo para el célculo de la p-£sima

raiz principal de una matriz. Por ejemplo, para iniciar el proceso iterativo del (MSN), Hoskins

y Walton [16], y Smith [33] toman como valor inicial ¥, igual a la matriz A
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Desafortunadamente, como se discute en [33], esta decision conduce a una regidn de
convergencia que no es lo suficientemente buena como para disefiar un algoritmo simple de
convergencia global.

lannazzo [18, iteracion 3.6] ha presentado una modificacion adecuada al (MSN), que garantiza
su convergencia y estabilidad numérica. lannazzo demuestra que cuando la solucién inicial es
Y, =1,la convergencia se produce cuando los valores propios de A4 pertenecen al conjunto D =
{A; € C: Re(1)) > 0,)4;] £ 1), esta restriccion puede ser relajada escalando la matriz por
medio de una norma adecuada. La iteracion que se obtiene, tiene una convergencia cuadratica y
un costo computacional del orden de 2n3(3 + 9log(p)), 1 <9 < 2 operaciones aritméticas
por iteracion. M4s recientemente lannazzo [I9, iteracion 5.10] presenta una iteracion del tipo
racional de rapida convergencia y que es numéricamente estable para calcular la p-ésima raiz
de una matriz no singular que tiene un costo computacional del orden de 2n3(5 + Slog(p)),

1 <9 < 2 operaciones aritméticas por iteracion.

3.3 Analisis de convergencia del (MSN) para el cilcuio de la p-ésima raiz de una matriz no singular.
Se presenta la demostracion del feorema I, donde se concluye que el (MSN) es convergente
bajo ciertas condiciones que son féciles de cumplir, la demostracién es diferente a las
contempladas en [18] y [33].

Se tendra en cuenta la relacién que existe entre la iteracion (3.8) y las iteraciones simplificadas
(3.12) y (3.13). Se recalca que las iteraciones del (MN) estaran bien definidas, si y sélo si, para
toda k, la ecuacion (3.8) tiene solucidn Unica, es decir, que la derivada de Fréchet F'(X,) sea

no singular. Para el andlisis se trabajara con la iteracion (3.12).



Teorema 1. Sea An € C™" una matriz no singular y diagonalizable con valores propios A,
(L €C.0< |4, LRe(A) >0, i=Ln} S Yo=1I y ||[Y =Yl es suficientemente

pequefio Con Y,l(_p no singular, entonces el proceso iterativo 312) converge a Y =

(||A]|F)_71 A% cuando k — o, es decir A-;' - Y(||A|ll,.~)51 es la p-isima raiz principal de A
Demostracién:
por las caracteristicas de An, existe una matriz no singular @ tal que [24]

Q'An Q@ =t =diag(4,, .., 4,),i=1n (3.14)

0¥, Q = D, = diag (d(lk), wdyY) i=hin, k=012,.., 315

donde Ay, ..,4, son los valores propios de An y dgk), e dfl."‘) son los valores propios de Y.

a partir de (3.14 y (3.15), se diagonaliza (3.12) resultando
Dics1 = +((0 - DD, + D} P1), (3.16)

la ecuacion (3.16) representa esencialmente n iteraciones escalares desacopladas del (MSN)

1

para el célculo de las p-ésimas raices (di(k))p, es decir

di(kﬂ) =

/1.
(p—10® + ——|,p=3.4,...,i=1in,k=0,1,2, ... (317)

(dgk))p_l

En 1879 Cayley [4] sefialé que el estudio de la convergencia de la iteracién con la forma de

1
)

(3.17) era muy dificil para p > 2. De hecho, el conjunto de valores iniciales para que la iteracion
(3.17) converja a una raiz especifica es un complicado conjunto llamado conjunto de Julia de la
iteracion [21]. Se analizard la convergencia a partir de la expresion (3.18) que se obtiene

manipulando algebraicamente (3.17).
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(4®) - 2

G(di(k)'P:Ai) =m,
i i

(3.18)

se analizd (3.18) parap =3, k=012,..,y dE(O) = 1 y se observé el mismo compottamiento
para cada uno de los desarrollos algebraicos. A continuacién, se reproduce el comportamiento
de (3.18) solo para p = 3.

Sustituyendo en (3.18) el valor inicial dfo) = 1 se obtiene como resultado

1

s (3.19)

k
G(d’t( ),p, /11) = (1 "‘/1[)
@ - © et e S ]
Para calcular d;” se sustituye en (3.17) d;* =1y se obtiene d;” = 5(2 + 4;), sustituyendo

d™ en (3.18) se obtiene

8+ 1)
6(d®) p A} = —2)° : 3.20
(6% &) = @ -2 B+394, 1642+ 13 (220
(@ : (1) il :
Para calcular d; se sustituye en (3.17) d;° = 5(2 + 4;) ¥ se obtiene
1 94; 2 . s
dl.(z) = = (m b 5(2 + iti)), sustituyendo ciﬁz) en (3.18) se obtiene
G(di(k)sp:ﬂi) =
(1—1)* 4096+88964,+510447+140323 +1761} +817 (3.21)

4096+858244;+274032A7 +36789947 +2269801% +8368217 +18012A7 +22052] +14417 +847

del comportamiento observado de las ecuaciones de la (3.19) ala (3.21) para p=3 y k=
.4

0, 1, 2 se deduce que (1 — A;)* aparece como factor del cociente de dos niimeros complejos que

son funcion de A;. El nimero complejo que aparece como numerador estd representado por el

polinomio S(4;) el cual es de grado (p* — 2%) con todos sus términos enteros positivos. Y el
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nimero comple jo que aparece como denominador esta representado por el polinomio T(4;) que
es de grado p* con todos sus términos enteros positivos.

Es obvio que el grado de S(A;) siempre serd menor que el grado de T(4;) paratoda p y k,
ademds todas las potencias de S(A;) aparecen también en T(4;) observandose que los
coeficientes de las potencias de A; pertenecientes a S(4;) siempre son menores que los
coeficientes de las mismas potencias de 4; pertenecientes T(A;). Por lo tanto, el modulo del
cociente S(A;}/T(A;) siempre serd menor que launidad paratodap =3,4,.., i=1n k=
0,1,2

» gy i

Por o tanto, el comportamiento general de (3.18) es

S(4)

—_— = Bt i fem 000 2y
Gy ¥

G(dp 4 ) = 0~ 2)*

Como An es una matriz normalizada entonces
A eC0<|] £, Re(A) >0, i =1:n}
por lo tanto, se tiene la certeza de que
pE [T=4<L para toda i (3.22)

ademas

Iﬂﬂ <1, paratodai,p k4 (3.23)
’

Por lo tanto

(di(k))p — 4

A
(di(k))p i s \(1— A2k

Considerando (3.22) y (3.23) y tomando limites en ambos lados de (3.24)

5G)

, =84 .., i=kn, kUL .. (524



e I
JE;in:m |(d:§'f))" + A:| = lim|(1—4)*| lim T&i)
k=0 .

S GRS

simplificando (3.25)
; (k)° -
jim ()" = =o.
oy T : oy T NG ;
La ecuacion (3.26) es vilida si y solo si (d:' ) — A; cuando k — oo, es decir
1
dfk) = (4)7 + EI_(R), Ei(k) - 0 cuando k — oo,
Utilizando la notacion de (3.14) v (3.15) y de acuerdo con (3.27)
L
D, = 1?7, cuando k - oo
1 1
Y, =QD. Q"' = Q(t)r Q7' = (4n)P, cuando k — o
=il 3L
Y, =Y = (||Alz) " AP, cuando k — oo
finalmente

Ap= Y(||Alls)?

que es lo que se queria demostrar. Nuevo numero ecn = no +13
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(3.25)

(3.26)

(3.27)

3.4. Analisis de estabilidad numérica del (MSN) para el calculo de la p-ésima raiz de una

matriz no singular.

Se sabe que (3.8) converge cuadriticamente si el valor de inicio X, de la iteracidn estd lo

suficientemente cerca de una solucién y, bajo supuestos razonables, cualquier error que surja

debido a la aritmética de punto flotante se amortigua en las iteraciones subsecuentes [34]. Pero,

(cémo afecta a las perturbaciones y al comportamiento del (MSN) la consideracién de que

X, H, = H,X,?. Examinaremos la iteracion (3.12) bajo el supuesto que la iteracién converge
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en aritmética exacta (por ¢jemplo, a la p-ésima rafz de una matriz An positiva definida) siendo

An no singular y diagonalizable. Se considera que ¥, es igual a la k-6sima iteracién perturbada

con la matriz de perturbaciones A.
?k - Yk + &k

y que ¥,,, se calcula utilizando (3.12) en funcién de ¥
?k‘i‘l = %((p - 1)?;( + ?i—pAn)
= (0 = DY+ 8p) + (Vi + 4) P An)

BAey1=Ypo1 —Yia

Desarrollando (Y, + A, )'7P en series de Taylor a primer orden para p = 1,2, 3,

la siguiente expresion:

p—-1
(i + A1 =V, = > VP 85T + 0(AP)
r=1
finalmente (3.28) toma la siguiente forma
p—1
Virs =3 @ =D +8) + V77 = ) V7P A YT | An |+ Ol
r=i

Restando (3.12) de (3.30) resulta

p-1

(0 — DA, — Zv‘;‘?aky;f an |+ 018,12
r=1

1
Ak+1='5

(3.28)

.. ¢ llega a

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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Utilizando la notacion de (3.14) y (3.15) para diagonalizar (4.31)

Ay=0Q7'2,Q
p—1
Bewr=2 @ = DB, - ZD;‘*’Ekngr z |+ 0aIALlP). (3.32)

De (3.14) y (3.5) tenemos que Dy = diag( di), T =diag(A) y &= 5. entonces

(3.32) puede expresarse como

p-1 5§00
500 =1 =8P = | > iz | A« | + OB (333)
p (d(k)) (d(k))
r=1 i j
=600 +oUlael?), ij=1:n,
donde
p—1
() _ 1 E 1
fi}' =2 (-1 - = = A; |

2 CDMEDI

1
Pero como se demostrd anteriormente en la seccion 3.3, Dy, — 1@ cuando k — oo entonges

podemos escribir

1
dgk) = A7 + ei(k), ei(k) = 0 cuando k — oo
entonces
p—-1 1
(0 =2 o= -|Y ——| | +0le)

AT (L)
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p—1

9 VP
i ;‘ Pl = Z (A_j) +0[e®)], €® =max;|e®).

r=1
Para la estabilidad numérica de la iteracion se requiere que el modulo del factor de amplificacion
del error fi(jk) no exceda de 1. Por lo tanto, es necesario que
p=1 r/p
1 i iy
= (P—l)—z — <1 L] =1m
r=1
Esta es una restriccion muy severa para la matriz An y hace que la iteracion del (MSN) sea de
poca utilidad practica para el calculo de p-ésima raiz principal de una matriz no singular. Por
e jemplo, si An es Hermitiana positiva definida, entonces para el caso de la raiz cuadrada (p =
2) esto es equivalente a que el ndmero de condicion de An sea menor o igual a nueve k,(An) <
9, donde k,(An) = ]|An|[2||An‘1]|z Este resultado fue notado primero por Laasonen [26] v
demostrado posteriormente por Higham [10]. Para la raiz ciibica de una matriz An Hermitiana

definida positiva la condicion para la estabilidad es
ky(An)? + k(AN <5
resolviendo esta ecuacion cuadratica, nos encontramos con que la condicién para la estabilidad
es
k,(An) <5.74
para la raiz quinta de una matriz positiva definida se necesita que
kp (AN)E + ky(AN)S + ky (AN + kyp(AN)S < 9
resolviendo la ecuacién anterior, la condicion para la estabilidad es

k,(An) < 4.52.
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Es evidente que mientras busquemos las raices de orden superior, la condicion para la
estabilidad numérica serd alin mas restrictiva.

El analisis muestra que dependiendo de los valores propios de An, una pequefla perturbacion
A, en Y, puede causar perturbaciones que aumentan la norma en las iteraciones, causando que
la secuencia Y, diverja de la verdadera secuencia Y. La pérdida de estabilidad del (MSN) se
debe a la propagacion inestable de los errores de redondeo, lo que resulta en una pérdida de
conmutatividad en las iteraciones. Por lo tanto, al simplificar el (MN) (3.8), para obtener las

iteraciones (3.11), (3.12) y (3.13), por lo general se pierde la estabilidad numérica.



CAPITULO 4 METODO SIMPLIFICADO DE NEWTON CON
FACTORIZACIONES SUCESIVAS PARA FEL CALCULO DE LA P-
ESIMA RAIZ DE UNA MATRIZ NO SINGULAR (MSNFSPR)

4.1 Deduccion del (MSNFSPR)

Analizando (3.12) para el caso donde p = 2 y considerando que ¥, conmuta con An para toda

k [4, teorema 1], [17], [18] la iteracion (3.12) puede expresarse como

dado ¥y, =1
1
Vier =5 (Yie + VAR Y WAR) b, k=012,... (4.1)
1 1
Az = Y([|Alle)z

En (4.1) An es factorizada en dos matrices que conmutan con respecto a su producto, por lo
tanto, conmutan con Y. Utilizando el mismo procedimiento tratado en [10, seccién 3] puede
probarse que (4.1) es convergente y numéricamente estable.
Para el caso general del calculo de la p-ésima raiz de An se utilizard un argumento similar al
caso p = 2, que es el siguiente: en cada k — ésima iteracion factorizar An como el producto
de p matrices de las cuales (p —1) serdn idénticas. Una de las (p — 1) matrices estara
representada por la matriz € y la matriz desigual estara representada por B, de tal manera
que en cada k — ésima iteracidon se cumpla que:

An =BCC " =1L B (4.2)
en otras palabras B, y C5~* conmutan, con esto se garantiza que ¥} © conmute con B y €2~

, lo cual implica que
Ve =3 (G- DY+ ViPB ) (4.3)

considerando la conmutatividad
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Vers =2 (- DY+ BV, P07 ) (4.4)
manipulando algebraicamente (4.4)

Vior = 2((0 = DY+ Bi (V" € )P™) (45)
Ahora el problema se reduce a encontrar en cada k — ésima iteracidn las matrices By y Cy
que cumplan con (4.2), lo anterior se resuelve facilmente de la siguiente manera: Dado By =
An, C, =Y, =1 y habiéndose calculado Y., a partic de (4.5), se hace C, =Y, por
consiguiente By, = pYiyq — (p~1)Y,, luego se hace Cypi1 = €. Con lo anterior se
garantiza que en cada k — esima iteracidn se cumple con (4.2). De esta manera se obtiene el
Método Simplificado de Newton con Factorizaciones Sucesivas para el Cilculo de la p-ésima
raiz de la matriz A no singular (MSNFSPR). El algoritmo tiene un costo computacional del

orden de 2n3(3 + Blog(p)), 1 < ¥ < 2 operaciones aritméticas por iteracion, y es el siguiente.

By=An, C,=1, Yy =1 3
for k=0:w

Virr = 2{(p= D¥ie + Bi (0 € )P 71)

Ck = Yk

Bysy = pYie — (0 — 1Y, g (4.6)

Cry1 = Cx
end
Y=Y :1=Y,

5 4
Ar=Y(||Allz)7 /

4.2 Anilisis de convergencia del (MSNFSPR)
Teorema 2. Sea B CP ™" = P B = gne v, k=0, 12, .., una marriz mo singular y
diagonalizable con valores propios A {A; € C, 12 |4 >0, Re(4;) >0, i=1ln}, By =

An, Co =Y, =1 si|Y~Y,l es suficientemente pequeiio y Yi.' es no singular, entonces el



I &
proceso iterativo (46) comerge a ¥ =Y,y = B, = C, =Y, = (J|A)z) P AP cuando k —

1 1
oo, Ap = Y (||Allz)? es la p-ésima raiz principal de A.
Demostracion:

Por las caracteristicas de la matriz An, existe una matriz Z no singular tal que [24}

t=2Z"'An Z = diag(4;, ..., 1,) (4.7)

D=2, Z = diag(d{”,..,d) (4.8)

Fy=2"B.Z= diag(f,...£) (4.9)

G =2"C, 2= diag(g®....g{) (4.10)

,ﬁ(k), = f,fk) y gl(k), g,(lk) son los valores propios de B, y €, respectivamente. Ademas de
(4.2) se tiene

T=F 62 =GP'F,, paratodak (4.11)

desacoplando (4.11)

() _

5 gi(k) oS
(\F

)
® = f(k) (4.12)
i L

utilizando desde (4.7) hasta (4.11) se diagonaliza (4.6)
Divi == DDy + Fie (D G )P™) (4.13)

considerando la propiedad de conmutatividad y manipulando algebraicamente

Disri=3 (=104 +DP Fe 6. 777) (414)
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de(4.11)
D =3((@ = DD + D7) (4.15)

la iteracion (4.15) tiene la misma forma que (3.16), por lo tanto, se concluye que (4.6) es

convergente, lo cual implica que:

1
Yii1 = Yy =An? cuando k — o

Ademds, tenemos que
1
Chyr =C, =Y, =An? cuando k -
i gt 4
Byii =By =pYpy —(@@— 1Y, =pAn? — (p —1)An? = An? cuando k >

Finalmente

1 1
B, =C,=Y,=Y=An? = (J|Allz) PA? cuando k — oo (4.16)

de(4.16)sediagonalizaB,, C,, y Y,

1 1 1
=2 e, g =B 3 & g = e (4.17)
donde e[.(k) - 0 cuando k - o

finalmente
1 2
Ar = (J|Allz)P Y
4.3 Analisis de estabilidad numérica del (MSNFSPR)

Se analiza la estabilidad numeérica de (4.6) bajo €l supuesto que converge en aritmética exacta

siendo An diagonalizable y no singular (por e jemplo, el célculo de la p — ésima raiz de una
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matriz positiva definida). Consideremos que ¥, es la k — ésima iteracion Y, perturbada con la
matriz de perturbaciones A;.
?k = Yk + ﬂk

Y,.+1 se calcula utilizando (5.6) en funcién de ¥,

= ™ s -1
Pewr=2 (=Pt B (770G )™

= (- D+ 8+ Bi (Vi +8)71 €, )P) (4.18)

considerando la conmutatividad entre ¥y, C, y By
o = -1
Vit =3 (0~ DWW+ 8) + By (Ve + 8177 €, 77) (4.19)

Aps1=Yps1 — Y

desarrollando (¥ + Ag)'™P en series de Taylor a primer orden parap = 1,2, 3, ..se llegaala

siguiente expresion:

p—1
(¥ + AP =¥y P = Z W e (4.20)
=i
Finalmente (4.19) toma la siguiente forma
p-1
Yiui :% (p—DWr+8)+B |V, =) Y PaYe |t [+ 00Ulad®. (4.21)
r=1
restando (4.6) de (4.21) resulta
p-1
Bewr=2{ (= DA - By Z Yo A Y [ €27 |+ 0(lIALlR). (4.22)

r=1
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Utilizando la notacidén desde (4.7) hasta (4.12} para diagonalizar (4.22)

Be=Q7'0Q =8

p—1
Bewr=2| (= DB=Fi | Y DI AT 657 |+ 0ClIanI). (4.23)
r=1
Desacoplando (4.23)
a(k) (k3
a ~ o 61‘- p
5 =3l @ - DEP = £ [y ) s oquautes caze

2 (4 (49 g°

= £98% 4 0(Iael®), ij = 1in,

donde
p—-1 6(k) (g(k))p
W _1 (k) 1 2
it - f Z o ool MG
(4 (d )
de acuerdo con (4.17) resulta
¥ Y
2
=3l o043 —L I | ole
1()® (’11) p
5 f
p"i' 0 1=p+r
¢ = o-1- Z —L-) |+ 0[]
i r=1 /11

donde €® = max;|e®)|.
Para asegurar la estabilidad numérica de la iteracién (4.6) se requiere que el modulo del factor

de amplificacion del error fi(jk) no exceda de 1. Por lo tanto, es necesario que



p-1
1

Ho -1 - Z kolany—2*e| <1, ©j=1:n (4.25)
r=1

ky(An) = || An|l;[|An~" |,

resolviendo y simplificando (4.25) se tiene

Z ky(An)™ | < 2p -1 (426)

a partir de experimentos numéricos es fécil notar que cuando p — o, ky(4An) = 1

por ejemplo, para la raiz cubica la condicién para la estabilidad es  k,(An)* +1 <5
resolviendo tenemos que k,(An) > 0.25.

Para la raiz sesentava la condicién para la estabilidad es k,(An) =0.978

Con lo anterior queda demostrado que (5.6) es numéricamente estable, ya que para una matriz

A el minimo valor que se puede presentar para k,(An) es la unidad.



CAPITULO 5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Por medio de experimentos numericos con matrices, se compard la convergencia y estabilidad
numérica del (MSNFSPR) con respecto a los siguientes algoritmos: (W), (MSN), [18, iter.
(3.6) (HWA)] y [19, iter. (5.10)], con matrices utilizadas en [18], [33] y [8]. Los resultados se
presentan en las tablas 5.1, 5.2, 5.3, 54 y en los grificos 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4. Para cada
experimento realizado se reporta: El tamafio n y el nimero de condicion ky(A) de la matriz,
el método utilizado, el nimerc de iteraciones y el error relativo residual (err) que se calculard

utilizando la norma de Frobenius.

err = _“yp Ll o bien err = ——-———”XP — Alle
Al Al

Los calculos se llevaron a cabo utilizando MATLAB Versién 8.3.0.532(R2014a) en una Laptop
con procesador Intel(R) Core(TM) i5-4210U CPU@ 1.7 GHz 2.4 GHz y 8 GB de Ram. El costo
computacional de cada iteracion se calculé utilizando la informacién de [14, p. 336}, y se reporta

en la tabla 5.5.

Xo=1 No =

Al
Xk+1=Xk(fpflg'I——|-—N'k , O
+  [18, ite’ acion (3.6), HW A]

N _( —1) + N, )"’N
gt = @'—p'—* ke
A7 = X(||Allg)? J

I N ——A )
Aol De S

Xerp = X(@ + DI+ @ = DN (@ = DI+ @+ DN), | [19, iteracién (5.10)]
L =D
Nis = Ny (((p + DI+ -DN) (p-DI+@+ 1)Nk))

3 1
A = X(lAllF)P /




Experimento No. 1. Se calculard la raiz quinta de la matriz de Lehmer simétrica definida

A=t

positiva de tamafio n = 2 X 2.

Ll N N

A esta bien condicionada, con k,(A4) = ||AllzllA™lF = 3.0 y valores propios (0.5, 1.5).

Tabla 5.1. Comportamiento de la convergencia

i _Método | Iterac. Residual
(NM), (3.8) 6 2.46E-016
(MSN), (3.12) 6 2.56E-016
(MSNFSPR), (4.6) 6 3.85E-016
(HWA) 6 8.51E-016
[19, Iteracién (5.10)] 4 3.06E-016
1
ﬁ
7E3 &
4 6E5F ) s
——(MSN)
||
g SAEFE —=— (MSNFSPR)
@ 2168} ——(HWA) ]
% ~—&— {19, iter, 5.10]
% 1.4E-11 F &
L
94E-14 +
6.3E-16 w
t 1 = i = S ) e e S
=l 2 3 4 5 [ e 8 g
ITERACIONES

FIG. 5.1. Comportamienta de la convergencia del (MN), (MSN), (MSNFSPR),
(HWA) y [19, iteracion 5.10]
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En la figura 5.1 se observa que todos los métodos proporcionan excelentes resultados, [19,
[teracion 5.10] converge en 4 iteraciones (pero tiene un costo computacional mayor que los
demé.s métodos, ver tabla 5.5), mientras que los otros métodos presentan un comportamiento
muy similar en cuanto a la manera de converger y lo hacen hasta la sexta iteracion. Todos los

algoritmos presentan entre ellos una aproximacién muy similar. El (MSN) es numéricamente

estable debido a que el nimero de condicion de la matriz de Lehmer es menor 4.52.

Experimento No. 2. Para ilustrar la inestabilidad numérica del (MSN) en la vecindad de la

solucién, se considera la matriz S de tamafio n = 3 X 3, se calculara la raiz quinta de A = 85,

==
| SN i e

NIR = nR

cuyos valores propios son (0.00215549, 1 y 14.49784450), la matriz A estd cerca

de ser singular. El niimero de condicion de A es k,(A) = 6,726

Tabla 5.2. Comportamiento de la convergencia

Método Iterac. Residual
(NM), (3.8) 12 4.05E-016
(MSN), (3.12) 09 1.17E-005
(MSNFSPR), (4.6) 12 1.43E-015
(HWA) 12 1.39E-015
[19, Iteracion (5.10)] 07 2.12E-015




4.9E8
—&— (MN)

22E4+ {ivisto) -
—&— (MSNFSPR)
—— [HWA)

—&—[19, iter. 5.10]

4 5E5

ERROR RESIDUAL

21E9

9.4E-14

=

A.EE_-I B 1 1 I 1 I L I 1 L [ [
1 2= 3 4 5 6 7 8 Goasne Al (2 3
[TERACIONES

14

FIG. 5.2. Comportamiento de la convergencia del (MNj), (MSNj, (MSNFSPR},

(HWA) v [19, iteracion 5.10]
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En la figura 52 se observa que el (MSN) diverge a partir de la novena iteracion este

comportamiento es debido a que el nimero de condicion de la matriz es mucho mayor que 4.52.

También puede observarse que los algoritmos restantes proporcionan excelentes resultados. Se

observa que, al inicio, aparentemente los algoritmos tienen una convergencia del tipo lineal,

pero esto se debe a la escala logaritmica utilizada en el grafico, en realidad todas las iteraciones

tienen una convergencia del tipo cuadrética. [19, Iteracion 5.10] converge en 7 iteraciones,

mientras que (MN), (MSNFSPR) y (HWA) lo hacen en 12 iteraciones. El grado de

aproximacion que presentan los algoritmos que son numéricamente estables es bastante similar.

Experimento No.3. S¢ considera la matriz A con ¢lementos complejos, de tamafio n = 3 X 3

con nimero de condicion k,(A) = 32.4602. Los valores propios de A son (19.9990+15.3502i,

2.9634+4.71641 y 0.0376+0.93341), sc calculard la raiz veinteava de A.



+ 15i -3
A=|2.+5i 2 451
-1 —Z + 3i

Tabla 5.3. Comportamiento de la convergencia

=H
=i
11
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Método Iterac. Residual
(NM), (3.8) 9 2.29E-015
(MSN), (3.12) 9 5.63E-011
(MSNFSPR), (4.6) 9 1.02E-014
(HWA) 9 1.00E-014
[19, Iteracion (5.10)] 6 7.51E-015
1E0,z
—o—(MN)
b7E-2 + 5
——(MSN)
45E-5 | —&— (MSNFSPR) -
, ——(HWA)
=L
2 317 - —&— [19, iter. 5.10)
a =
&
= 21E9}
o
&
o
WaEn b
9 4E-14 + 1
6-3E_1E 1 L 1 1 1 1 1 i ] i |

2 g 4 5 6 i 8 9 10 11 12
ITERACIONES

FIG. 5.3. Comportamiento de la convergencia del {MN), {MSN),(MSNFSPR),

(HWA) y [19, iteracidn 5.10]

En la figura 5.3 se observa que el (MSN) diverge a partir de la octava iteracién. [19, Iteracidn

5.10] converge en 6 iteraciones. El comportamiento de la convergencia de los demas algoritmos



es muy similar y convergen en 9 iteraciones. Todos los algoritmos que son numéricamente
estables proporcionan excelentes resultados.
Experimento No.4. Se considera la matriz A = §*° de tamafio n = 3 X 3 con ndmero de
condicién k;, (A) = 1.56E + 10, este valor indica un alto grado de mal condicionamiento. Los
valores propios de A son [[4348907, 32768 y 1}, se calculard la raiz quinceava de A.

= -4 2

S§=]1-4 -6 6
—4 =16 13

Tabla 5.4. Comportamiento de la convergencia

Método Iterac. Residl_lal
(NM), (3.8) 25 3.14E-014
(MSN), (3.12) 12 9.79E-005
(MSNFSPR), (4.6) 25 3.21E-013
(HWA) 23 1.67E-013
[19, Iteracién (5.10)] 12 3.50E-012
55E1
—&— (MN)
1.0EDH 4
—#—(MSN)
b.7E-2 —HB— (MSNFSPR) i
- —s—(HWA)
<L 45E5 -
= —~&—[19, iter, 5,10]
77}
&£ 31E7}
0E]
C
o
8:_' 21E8
14E-11 +
S4E-14
63E-16 L 1 1 L 1 L i i i i i 1 [l L 1 1 ]

1 i i i 1 1 I 1
123 450p 78 9101112131415161718192021222324252627
[TERACIONES
FIG. 5.4. Comportamientc de la convergencia del (MN), (MSN), (MSNFSPR),
(HWA) v [19, iteracion 5.10]
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En la figura 5.4 se observa que el (MSN) diverge a partir de la doceava iteracion. [19, Iteracion
5.10] converge en 12 iteraciones. El comportamiento de la convergencia de los algoritmos
numéricamente estables es muy similar y convergen en un promedio de 24 iteraciones. Los
algoritmos que presentan una mejor aproximacion son el (MN) y (MSNFSPR). En general los

algoritmos que son numéricamente estables proporcionan excelentes resultados.

Tabla 5.5. Costo computacional por iteracién para el cilculo de la
de la p-ésima raiz de una matriz no singular.

Iteracion No. de operaciones aritméticas por iteracion
(NM), (3.8) 2n59 log, p, LER <2
(MSN), (3.12) 2n3(2 + Olog(p)), 1<9<2

(MSNFSPR), (4.6) 2n3(3 & ﬁiog(p)), 1<9<2

[18, iter. (3.6)] 2n3(3 + Vlog(p)), 1<9<2

19, iter. (5.10
[ 20 2n%(5 + vlog(p)), 1l<9<2




CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se ha presentado una modificacién novedosa al Método Simplificado de
Newton que elimina su bien conocida inestabilidad numérica para el calculo de la p-ésima raiz
principal de una matriz no singular. Al llevar a cabo ¢l andlisis de convergencia para el (MSN)
y el (MSNFSPR), este se llevd a cabo utilizando una metodologia muy diferente a las utilizadas
en la literatura, pero mas sencilla, llegandose al mismo resultado, “que bajo condiciones
especiales que son faciles de cumplir el (MSN) y el (MSNFSPR) son convergentes para el
cdlculo de la p-tsima raiz de wna matriz no singular, pero solamente el (MSNFSPR) es
numericamente estable. ”,

Otro punto importante de resaltar es que la forma original del Método simplificado de Newton

que es la siguiente:

dado Y, =1
1 1-p
Y = ;((P—l)yk +Y, An) s 2

1 1
A° = Y (|l Ail)?
no se modificé de manera drastica, solo se expresd la matriz An como el producto de dos

matrices By y Ci—l que conmutan entre si, y utilizando un poco de algebra toma finalmente la

siguiente forma:

B(J:An, Cozl, Yozl b
for k=0:w
o)
Vier = 2 (0= D¥i + B (Vi1 )
Cr =Yg
By = pYiq1 — (p— L)Yy, l'
Cps1 = C
end
Y=Y =Y
i 1
Ar = Y(jlAlle)? /

La cual tiene un costo computacional de 2n*(3 + 9log(p)) operaciones aritméticas por

iteracion.
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