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1. Introduccién

La habilidad para construir nanoestructuras de diversos tipos ha llegado
acompanada de la capacidad para realizar experimentos controlados en los que
participan cantidades de moléculas cuyo ntimero puede ser desde unos cuantos
cientos de miles hasta una sola molécula cuya actividad quimica puede ser mo-
nitoreada. La reduccién de los tamanos involucrados también ha dado lugar a
que los efectos de volumen ya no sean los tnicos relevantes. En su lugar, los
efectos de la superficie y la forma de los productos nanométricos han tomado
importancia. Por esa razén, también ha requerido revisién teérica la fisica es-
tadistica tradicional, que ha sido formulada sobre la base de que la forma del
sistema fisico no influye sobre sus propiedades termodindmicas. Lo mismo ocu-
rre con las reacciones quimicas que antes se realizaban tnicamente en moles o
en fracciones de moles. Ahora que la cantidad se puede reducir a millares, a
cientos, o a decenas de moléculas participantes, la presencia de las fluctuaciones
aleatorias crece en importancia. Este es el caso del modelo de Michaelis-Menten
para la descripcion de reacciones enzimaticas.

El objetivo de este trabajo es analizar las fluctuaciones aleatorias en la
concentraciéon de sustrato y de enzima-sustrato en el modelo de catalisis de
Michaelis-Menten. Este es de mucha utilidad en bioquimica y describe la ve-
locidad de reaccién, V', definida como la derivada temporal del producto. La
ecuacion que expresa V' fue obtenida por Leonor Michaelis y Maud Menten en
1913(1].

V= Vmam [SO]

K+ [So] @

con [Sp] siendo la concentracion inicial de sustrato, K M:% la constante de
Michaelis-Menten, V,,,. la velocidad méxima de formacion de producto.

Tiene como antecedente la propuesta de reaccion quimica de Victor Henri[2],
quien en 1903 publicé un articulo en el que propuso que la base para explicar
los fenomenos de catélisis podria ser una reaccion reversible entre enzima (E)
y sustrato (5) para producir un compuesto enzima-sustrato (ES), a partir del
cual podia resultar una reaccion irreversible que daria lugar a un producto (P)
mas la enzima liberada (E).

S+E%E5$P+E 2)

con ki, ko, k3 las constantes de reaccion involucradas.

La validez de la expresion (1) es motivo de anélisis incluso en la literatura
reciente, por ejemplo, S. Schnell[3] ha publicado en 2014 un articulo de revision
en el cual discute trabajos que han tratado el tema desde 1955 hasta 1996 y
concluye que existen dos condiciones distintas para garantizar la aplicacién de
la ecuacion (1) en la estimaciéon de los parametros Vi, v Kas. De acuerdo a
Schnell, se requieren dos hipétesis discutidas ampliamente por él:

1. La condicién de reactantes estacionarios.



2. La condicion de estado estacionario (ver Schnell para mayores detalles).

Por otra parte, A. Kolomeisky ha llamado la atencién sobre una consecuencia
algebraica directa de la expresion (1): el hecho de que para bajas concentraciones
de S existen una relacién lineal de la velocidad de reaccion V' y la concentraciéon
de S. Afirma que es sorprendente el hecho de que la misma situacion experi-
mental ocurre en muchos sistemas enzimaéticos cuya conducta es mucho més
compleja. Por esa razon, Kolomeisky[4] presenta un método tedrico alternativo
para analizar redes de complejos enziméticos mediante una ecuacién maestra
y encuentra que si las tasas de reaccion (turnover rates) pueden ser tomadas
como cocientes de funciones polinomiales, entonces la relaciéon de Michaelis-
Menten se cumple siempre que esas polinomiales sean funciones lineales de las
concentraciones. El modelo de Michaelis-Menten puede ser obtenido a partir de
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que son no lineales, tal que en
ellas se introduce una condicién de estacionariedad en la que la concentraciéon
del compuesto enzima-sustrato, ES, casi no cambia en el transcurso del tiempo.
Esta no linealidad dificulta el anélisis tedrico del sistema y hace obligatorio el
uso de métodos numeéricos para estudiar la dindmica de la reaccion[5], por esa
razén, G. Dell’Acqua y A. M. Bersani[6] encontraron una solucion algebraica
basada en un método perturbativo y encontraron relaciones aproximadas para
la velocidad de reaccién y la concentracion del sustrato. Este enfoque ha gene-
rado una polémica con D. Vogt[7] quien afirma haber encontrado un método
mas sencillo. Se recomienda también ver a G. Dell’Acqua y A. M. Bersanil§].
Desde el punto de vista matemaético, Bo Li y Banghe Li[9] estudiaron el sistema
de ecuaciones del modelo Michaelis-Menten y encontraron que, efectivamente
debe cumplirse el requisito de que el complejo enzima-sustrato ES debe perma-
necer casi constante, después de un periodo inicial, en el que la concentracién
de sustratoS es muy superior a las enzimas E.

El interés en el estudio de las fluctuaciones aleatorias de las concentraciones
de reactantes y producto en las reacciones quimicas susceptibles de ser mode-
ladas mediante la expresiéon de Michaelis-Menten empez6 a recibir atencién a
partir de 1962 cuando A. F. Bartholomay[10] formul6 el problema de la reaccion
quimica planteada en (2) por medio de una densidad de probabilidad dependien-
te del tiempo y de las concentraciones de sustrato y de complejo enzima-sustrato.
Obtuvo la ecuaciéon maestra correspondiente y demostr6é que la evolucién en el
tiempo de los promedios de las concentraciones coincide con las ecuaciones di-
ferenciales no lineales conocidas en los textos de cinética quimica. En 1978,
Sandra Hasstedt[11] estudio el mismo problema pero manejando como variables
la concentracion de sustrato, S, y una variable bivaluada {0,1}, para indicar
la presencia o ausencia de una sola molécula de enzima. Estudi6 situaciones
estacionarias y presté importancia al hecho de que las distribuciones estadisti-
cas obtenidas son normales, lo cual, en su opinién justifica el uso de la teoria
estadistica estandar para analizar los resultados experimentales. Un ano antes
Aranyi & Thoth[12] desarrollaron un enfoque similar para estados con cero o
una molécula de enzima pero un numero ilimitado de moléculas de sustrato.
Transformaron la ecuacién maestra en un conjunto de ecuaciones en derivadas



parciales para la funcion generadora[13] y calcularon, por medio de derivadas, la
densidad de probabilidad conjunta para la cantidad de sustrato S y de enzima
E. Obtuvieron las ecuaciones deterministas del modelo Michaelis-Menten y las
resolvieron numéricamente. Ademas hicieron comparaciones entre sus resultados
y los del modelo determinista, y notaron que este tltimo se acerca a sus predic-
ciones estocésticas cuando el nivel de ruido tiende a cero. En sus conclusiones
dicen que si la enzima cataliza un proceso vital para la célula, las consecuencias
de la naturaleza estocastica del proceso y de su varianza podrian jugar un papel
importante.

En la década de los afios 1990 se hizo necesario estudiar las fluctuaciones
aleatorias debido al desarrollo de técnicas de observacién sobre lo que ocurre
con una sola molécula usando espectroscopia Raman y otros métodos de fotofi-
sica (photophysics) y de fotoquimica (photochemistry). Ver por ejemplo Xie[14],
Funatsu[15] y Lu[16]. En el afo 2002 Hong Qian y Elliot L. Elson[17] realizaron
un analisis estocastico de las reacciones enzimaticas de una sola molécula que
sigue la cinética de Michaelis-Menten y demostraron que se presenta una situa-
cién no estacionaria fuera de equilibrio que exhibe conducta oscilatoria cuando se
presentan concentraciones apropiadas de sustrato. Concluyen que las ecuaciones
deterministas aparecen como el limite no estocastico cuando el nimero de molé-
culas involucradas es muy grande. Tres afios mas tarde, en el ano 2005, Stéfanini
et. al.[18] utilizaron una distribuciéon de probabilidad dependiente del tiempo,
de la concentracion de sustrato (N) y de una variable bivaluada {J = 0,1} para
indicar la presencia o ausencia de una molécula de enzima. Encontraron la ecua-
cién maestra correspondiente y estudiaron un experimento pensado en el que el
promedio de N es mantenido fijo permitiendo la entrada de moléculas al medio
con una tasa constante. Calcularon la relaciéon entre la velocidad de reaccion V
y N, la cual result6 ser diferente de la expresion de Michaelis-Menten, pero tal
que ésta se podia recuperar en un caso limite.

En el ano 2008, Bersani et. al.[19] llamaron la atencién sobre el hecho de
que, en las dimensiones pequenas de las células, las enzimas en su interior es-
tan sujetas a fluctuaciones aleatorias debido al movimiento Browniano, dando
por consecuencia un desplazamiento aleatorio de éstas, y por consiguiente, mo-
dificaciones en las tasas de interaccion. Luego de hacer ver que el ntimero de
proteinas también es muy pequeno, pusieron en tela de juicio la descripcion de
las reacciones quimicas en términos de flujos continuos de materia y propusieron
una formulacion en términos de ecuaciones estocésticas discretas. El comentario
de Bersani et. al. se enmarca dentro de una propuesta méas general, planteada
por Puchalka y Kierzek[20], quienes presentaron un método llamado "maximal
time step method", dirigido a la simulacién estocastica de sistemas compues-
tos por reacciones metabdlicas y procesos regulatorios que involucran pequenas
cantidades de moléculas.

En el mismo sentido, en el 2004 Turner et. al.[21] revisaron los esfuerzos ten-
dientes a incluir los efectos de las fluctuaciones en la organizacion estructural del
citoplasma y la difusién limitada de moléculas debido a la aglomeracién mole-
cular y discutieron la conveniencia de varios de ellos para la modelacién de reac-
ciones intracelulares. Uno de los tipos de reacciéon que tomaron en cuenta fue el



conjunto de ellos que se pueden modelar por medio de la expresion de Michaelis-
Menten. En el 2008, Valdur Saks, Nathalie Beraud y Theo Walliman|[22] hicieron
ver que las células tiene estructuras altamente organizadas por compartimientos,
por lo que no se les puede considerar como si se trataran de bolsas con proteinas
donde las enzimas se difunden como si fuesen un gas. Por el contrario, sostienen
que una sola enzima puede actuar una multitud de veces para inducir conduc-
tas oscilatorias en los sustratos y senalan que en ese caso las aplicaciones del
modelo de Michaelis-Menten basadas en la hipétesis determinista y en la cua-
siestacionariedad son inapropiadas a nivel celular; ofreciendo como alternativa
el tratamiento estocastico.

La revisiéon anterior, sin ser exhaustiva, nos lleva a que el analisis de las
fluctuaciones aleatorias de las concentraciones de las sustancias quimicas es re-
levante por varias razones: una de ellas es que los sistemas bioquimicos en la
naturaleza son sistemas abiertos, mientras que, con frecuencia, los estudiados
en laboratorio in vitro no lo son; otro motivo es que, a diferencia de lo que ocu-
rria a principios de los anos 1970, en la actualidad los sistemas bajo estudio en
laboratorio pueden enfocarse a sistemas tan pequefios que ya no necesariamente
cumplen con tener mas de 10'° moléculas por centimetro ctibico. En consecuen-
cia, en este trabajo se propone reformular el enfoque basado en una ecuacién
maestra iniciado por Bartholomay[10] para obtener las ecuaciones de evolucion
temporal de las concentraciones de reactantes y producto, que llamamos parte
determinista del problema, ademéas de obtener una ecuaciéon de Fokker-Planck
que permite encontrar las ecuaciones diferenciales que describen la conducta en
el tiempo de los promedios y la matriz de autocorrelaciones de las fluctuaciones
aleatorias de dichas concentraciones (parte estocastica). Resulta que se trata
de un sistema no auténomo de ecuaciones diferenciales lineales, lo cual da por
consecuencia que las propiedades estadisticas de las fluctuaciones aleatorias de-
penden de la conducta determinista. Esto es importante porque es un ejemplo
mas de que para estudiar las conductas estocasticas no basta con tomar las
ecuaciones deterministas y agregarles un ruido blanco. Se investiga la tenden-
cia al equilibrio de las soluciones a las ecuaciones a la parte determinista y la
estabilidad de dicho estado. De este modo se logra diferenciarlo con claridad
del estado cuasiestacionario al que se refieren cuando usan el modelo Michaelis-
Menten. Se presentan algunas soluciones numéricas para ubicar el intervalo de
tiempo en el que se cumple la condicién de cuasiestacionariedad y se resuelven
las ecuaciones algebraicas para la parte estocastica en este caso.

Debido a que la formulacién basada en la ecuacion de Fokker-Planck deja
de ser valida cuando las moléculas involucradas son pocas centenas|23], en este
trabajo se ofrece la simulaciéon en computadora del proceso planteado en la
ecuacion 2. Para este propdsito se usa el algoritmo de Gillespie.

2. Descripcién del sistema bioquimico

Descripcién del sistema bioquimico Las enzimas son catalizadores biologicos
capaces de acelerar reacciones quimicas dentro de las células. Estas reacciones



pueden ser la respiracion, fotosintesis, sintesis de proteinas, replicacion de ADN
(4cido desoxirribonucleico), digestion, entre muchas otras. Los procesos dentro
de seres vivos se componen casi en su totalidad de reacciones bioquimicas, por lo
que en ausencia de enzimas, estas reacciones no serian lo suficientemente rapidas
para mantener la vida.

En la quimica se entiende como catalizadores a aquellas sustancias capaces de
impulsar reacciones sin sufrir alteraciones estructurales permanentes, es decir, no
son consumidas en el proceso. Esto lo hacen al disminuir la energia de activacién
requerida para que ocurra la reaccion.

La energia de activacién es la cantidad de energia requerida para que los
reactantes formen productos. Si las moléculas de reactante no poseen suficiente
energia para reaccionar, entonces no se formaré ningin producto. Al disminuir la
energia de activacion, un catalizador permite que las moléculas ganen suficiente
energia para sobrepasar la barrera y formar productos. La consecuencia de esto
es que las velocidades de reaccién aumentan.

Energia de
activacién
Energia de sin enzimas
activacién
con enzimas

Energia

Energia

liberada
durante
reaccion

Avance de la reaccion

Figura 1: Energia de activacion.

La mayoria de las enzimas estdn formadas por cadenas de aminoacidos lla-
mados proteinas; sin embargo, se ha comprobado que hay varias moléculas de
ARN (acido ribonucleico) con capacidades cataliticas. En el caso de las enzimas
de naturaleza proteica, debido a sus estructuras complejas, es posible regularlas;
lo que resulta especialmente importante en los seres vivos, que deben conservar
energia y materia prima.

Las enzimas poseen en su superficie un punto de union llamado "sitio activo",
donde los sustratos (las moléculas que se transforman en producto en la reaccion)
se unen. Ademas tienen otro punto llamado "sitio alostérico", en este sitio se
unen cofactores o coenzimas responsables de regular el funcionamiento de la
enzima; ya sea activandola o desactivandola.

Las enzimas son sensibles a la temperatura. A temperaturas bajas las reac-
ciones enzimaticas son lentas, pero éstas se aceleran a medida que la temperatura
aumenta hasta un punto 6ptimo. Mas all4 de este punto la velocidad reacciéon
disminuira hasta detenerse por completo, debido a que ocurrird un proceso de
desnaturalizacion, en el que se pierde la estructura que le permite a la enzima
catalizar reacciones.
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Figura 2: Temperatura 6ptima.

La mayoria de las enzimas trabajan mejor bajo condiciones de acidez neutra,
por lo que estar en un ambiente altamente alcalino o 4cido causara que la reac-
cion se dé de manera mas lenta. En casos extremos la reaccion puede detenerse
por completo. Hay algunos casos en los que requieren condiciones de pH altos,
como los relacionados con la digestion.

Otro de los factores capaces de afectar el funcionamiento de la enzima es la
concentracion de enzimas y sustratos en el sistema. A medida que la concen-
traciéon de alguno de ellos aumente o decrezca, también lo hara la velocidad de
reaccion.

Una de las propiedades méas importantes y caracteristicas de las enzimas es
su especificidad. Esto significa que tnicamente moléculas que tengan la forma
correcta pueden ajustarse en el sitio especifico de la enzima. Esto es facil de
entender si se le considera a la enzima como una puerta cerrada con seguro,
y el sustrato es la llave capaz de abrirla. La idea es que, de manera similar
en que unicamente la llave con la forma correcta podra entrar en la cerradura,
tinicamente el sustrato con la forma correcta podra unirse al sitio activo de la
enzima. Este modelo es llamado "llave y cerradura”.

3. Modelo

La ecuacién que representa la reaccién enzimatica del tipo Michaelis-Menten
se representa en la Figura 3. Como puede verse en la figura, la enzima libre se
une al sustrato libre y forma el complejo enzima-sustrato; una vez en este punto
puede disociarse de modo que se recupera la enzima y sustrato en sus estados
libres, o puede darse la reaccion en la que se forma un producto y la enzima
vuelve a su estado libre, lista para catalizar otra reaccion.
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Figura 3: Esquema Michaelis-menten.

Se hace un cambio de nomenclatura de las variables que se muestran en la
Figura 3 por las siguientes:

N Concentracion de enzimas (E)

Ny Concentracion de sustrato (.5)

N3 Concentraciéon de complejo enzima-sustrato (E.S)
Ny Concentracion de producto (P)

Nig Concentracion inicial de enzimas

Nog Concentracion inicial de sustrato

A primera vista es posible pensar que hay 4 variables independientes, pero
considerando que se tienen concentraciones iniciales de enzima y de sustrato,
pueden obtenerse las ecuaciones de conservacion (3) y (4). Con éstas podemos
escribir N7 y N4 en términos de No y N3, de modo que tnicamente Ny y N3
serdn las variables independientes.

Nip = N1+ N3 (3)
NQQ = N2+N3+N4 (4)

El modelo Michaelis-Menten supone que la concentracién inicial de sustrato
es mucho mayor que la de enzima, de modo que se deben establecer ciertos
rangos que los parametros deben de seguir:

Nog > Nig , N1 < Nig, N3 < Ny (5)

La ecuacién enzimaética en la Figura 3 puede representarse de otra forma en
un espacio llamado "espacio de estados", donde cada punto representa un estado
diferente del sistema bajo estudio. Para facilitar la representacion en éste, se hace
un cambio de notaciéon: Ny — N , N3 — M. Esto es con el propésito de obtener
una ecuacion llamada ecuaciéon maestra con la que se modela la evolucién en el
tiempo de un proceso enziméatico descrito por la cinética Michaelis-Menten.

El que estemos considerando solo dos variables de las cuatro trae como con-
secuencia el hecho de que estamos considerando un subsistema dentro de un
sistema més grande. Para entender esto considérese un sistema cerrado de vo-
lumen V' que dentro contiene un subsistema de volumen V;; como se muestra
en la Figura 4. Si las fronteras de V) son permeables a las particulas que se
encuentran fuera de éste, se tiene un sistema abierto que intercambia particu-
las y energia. Cuando el sistema se encuentra en equilibrio puede describirse
mediante el ensemble de Gibbs. En éste la funcion fundamental es el potencial
Qr,, conocido como potencial Omega o potencial de Landau (7), que se calcula
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a partir de la gran funcion de particion (6).
(Bj—nN)

Yy 0
N J

—kpTn(2) (7)

Z

Qp

Figura 4: Sistema cerrado de volumen V' con subsistema abierto de volumen Vj

A partir de Z puede calcularse el promedio de las particulas dentro de V) me-
diante la expresion (8), ademés de calcular la varianza del namero de particulas

N con (9)
_ (%
<N> - < 6/1, )VVT (8)

A partir de (8) y (9) es posible demostrar que en equilibrio se cumple que la

fluctuacion relativa {TTN) de la densidad de particulas es del orden de (N >_%, 0

ON

1
(V) V(N
= ON ~ 1/ <N>
La propuesta de Nico van Kampen, que es la base sobre la que descansa este
trabajo, consiste en proponer que fuera del equilibrio existe una relacién similar.
Sea 2 una cantidad caracteristica del tamano del sistema y IV es la canti-
dad de particulas (o cualquier variable aleatoria), entonces su densidad n debe

cumplir con la relacion
N =Qn

de tal modo que n puede separarse en una parte con comportamiento determi-
nista mas una parte con comportamiento estocéstico, entonces

TLle-‘r%n

12



donde 7 es una variable aleatoria. Esto lleva a que IV sea una variable aleatoria
tal que

N

anQ(ib—l—\/lﬁn) = +VQn

=N = W+Vy

Si se conoce i y ) entonces es posible calcular N.

Este intervalo es sumamente estrecho a nivel macroscopico y se ensancha
cuando se trabaja con experimentos a nivel nanométrico. Mas adelante en este
trabajo se presentaridn simulaciones en computadora del sistema bajo estudio,
donde N se ubicara en el intervalo Ne (N —vVN,N++ N).

En el Cuadro 1 se muestran algunos ejemplos con valores involucrados en
pequenas cantidades de sustancias, esto es con propésitos ilustrativos. Es impor-
tante hacer notar que, debido a las leyes de conservacion, la columna de N + \/%
resulta no ser relevante en las simulaciones del modelo Michaelis-Menten.

[V T gy [ V% [~ [N
200 | 0.0707107 | 14.1421 | 185.858 | 214.142
1000 | 0.0316228 | 31.6228 | 968.377 | 1031.62
2000 | 0.0223607 | 44.7214 | 1955.28 | 2044.72
5000 | 0.0141421 | 70.7107 | 4929.29 | 5070.71

Cuadro 1: Ejemplo ilustrativo.
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Capitulo I
Herramientas Estocasticas

4. Ecuacién maestra en dos dimensiones ajustado
a la cinética Michaelis-Menten

En esta seccion se obtiene una ecuacién maestra ya ajustada al estudio de
una reacciéon enzimatica tipo Michaelis-Menten. Esta sera util para describir la
evolucién en el tiempo de la reacciéon como si se tratara de un punto que se
mueve en un espacio bidimensional, donde cada posicién representa un estado
diferente del sistema, este espacio recibe el nombre de espacio de estados. Un
punto que se mueva en este espacio tiene tres tipos de movimientos permitidos,
donde cada uno de estos movimientos tiene asociado un paso en el proceso
enzimatico en todo el sistema. Este espacio y los movimientos pueden verse en
la siguiente Figura.

M
A
(N-1, M+1) (N, M+1)
L]
Mv+1
Fums1
M Y
dya
(N+1, M-1)
t >N
N

Figura 5: Espacio de estados.

Mas adelante, a partir de la ecuacion maestra (10), se obtendran un par de
ecuaciones diferenciales, no lineales y acopladas que describen la parte macros-
copica de naturaleza determinista (75) y (76), y una ecuacién de Fokker-Planck
(EFP) (90) que describira la parte estocastica del sistema. Si el lector prefiere
omitir el procedimiento con las que se obtuvieron, puede pasar al capitulo 2.

Ecuaciéon maestra
IPAMD — P (N +1,M —1,t)dpr—1 + P (N,M + 1,t) rara+ (10)
P(N—l,M+1,t)F]y[+1 —P(N,M,t) (dM+TM+FM)

Ecuaciones deterministas
Sustrato ¥ =—ki(no— &)Y+ ko (75)
Complejo enzima-sustrato ¢ = —kj (n1o — @) ¥ — (ko + k3) ¢ (76)

14



Ecuaciéon de Fokker-Planck

87D, 11
A+ § 250l (90)

o _ _ 9 [
ot 0qu
Considérese un sistema formado por un nimero de elementos N y M capaces
de reproducirse o desaparecer de manera aleatoria con tasas de reproduccién o
muerte por unidad de tiempo. Debido a que N y M son variables de naturaleza
estocastica, es necesario hacer uso de una descripciéon probabilistica de este
fenémeno, por tanto se emplea una probabilidad de que existan IV y M elementos
en un instante ¢:

Sea
P(N,M,t) Probabilidad de que ocurra N y M en t.

I=1tt+ At Intervalo de tiempo entre t y ¢t + At
Se consideran 4 eventos que pueden ocurrir en I. Cada evento esta compuesto
por dos eventos especificos.
1" evento Al tiempo ¢ las variables aleatorias estan en (N — 1, M + 1) y pasan a (N, M) en I.

P(Nf 17M+ 17t)FM+1At
Esto modela cuando «nace» un sustrato y «muere» un complejo ES.
2° evento Al tiempo ¢ las variables aleatorias estdn en (N, M + 1) y pasan a (N, M) en 1.
P (N, M + 1,t) TM+1At
Esto modela cuando «muere» un ES y S queda igual.
3" evento Al tiempo ¢ las variables aleatorias estan en (N +1, M — 1) y pasan a (N, M) en I.
P (N +1,M — 1,t) dy—1At

Esto modela cuando «muere» un S y «nace» un ES.
4° evento Al tiempo ¢ las variables aleatorias estan en (N, M) y permanecen en el mismo punto en I.

P(N,M,t) [1—(dM+’f‘M+FM)At]

Esto modela cuando el proceso no avanza.

La probabilidad de que la variable aleatoria tome el valor (N, M) en t + At
se denota P (N, M,t + At). Por conservaciéon de la probabilidad, debe de ser la
suma de los 4 eventos
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P(N,M,t+At) = P(N+1,M—1,t)dy_1At+ P (N, M +1,t) a1 At

+P (N —1,M + 1,t) Far 1At

+P(N,M7t)[1—(dM-l-?"M-‘rFM)Aﬂ
= P(N,M,t+At)—P(N,M,t) = P(N+1,M—1,t)dy_1At+ P (N, M + 1,t)rp+1At

+P<N_17M+17t)FM+1At
—P (N, M,t) (dn + 7y + Far) At
1

= [P(N,M,t+At)— P(N,M,t)]— = P(N+1,M—1,t)dy_1+P(N,M~+1,t)rym

At
+P (N =1, M +1,t) Fryrya

_P(N7M7t)(dM+TM+FM)

Tomando el limite cuando At — 0

P (N, M, t
% = P(N+1,M—1,t)dy—1+P(N,M+1,t)rar (10)
+P(N —=1,M +1,t) Farg1 — P (N, M, ) (das + 7as + Far)

La ecuacion 10 es la ecuacion maestra, describe la evolucién temporal de
P (N, M,t). Para representarla de una manera méas util mateméaticamente, se
definen los «operadores de pasoy.

enf(N,M,t) = f(N+1,M,t) (11)
ey f(N,Mt) = f(N-1,M,1) (12)
emf(N,M,t) = f(N, M+1 t) (13)
FFN M) = f(N, L) (14)

Usando los operadores, la ecuacion (10) queda como:

oP (N, M,t
% = €N5_M1P(N’M’t)dM+€MP(N,M,t)TM
ten'emP (N, M, t) Fay — P (N, M,t) (das + s + Far)
oP (N, M.t
= % = I:ENE&I _ 1] P<N7M7t)d]\/[ (15)

+ [ex‘em — 1] P (N, M, t) Fiy
+lem =1 P (N, M, t)ry

Una manera mas compacta de escribir la ecuacion (15) puede obtenerse al
definir el operador (16):

£=(€N8]T41—l)dM+(€M—I)TM—F(e’:‘&lEM—l)FM (16)
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de modo que la ecuacion (15) puede reescribirse como:

aP (N, M, 1)
ot

La ecuacion (15) estd en términos de variables extensivas, esto quiere de-
cir que depende del tamano del sistema, en este caso la cantidad de enzimas
y sustrato en el medio. Los bioquimicos trabajan con concentraciones de estas
cantidades dadas en mﬁ, o unidades similares, por lo que para ellos son varia-
bles intensivas; por lo tanto conviene pasar de variables extensivas a intensivas.
Esto se hace dividiendo una variable extensiva entre otra variable extensiva,
y definiendo este resultado como una nueva variable, ahora intensiva. Con ese
proposito se define (2 = tamano del sistema, considerando que las unidades de
() son también moles. Entonces

= LP (N, M,t)

Q = N+ Ny (17)
=>N10 = Q—NQOZQ—NQ—N?,—N4
Subsecuentemente
N
- 1
no= 4 (18)
M
= — 19
mo= g (19)

donde se tiene que n y m son ahora variables aleatorias, adimensionales e
intensivas.

La transformacién de variables extensivas a intensivas modifica tanto el lado
izquierdo como el derecho de la ecuacién maestra. Esto significa que la funcién
P (N, M,t), asi como su derivada temporal, deben ser analizadas. El resultado
lleva a un conjunto de términos proporcionales a Q° y otro a 02 a ambos lados
de la ecuacién. Uno de los méritos de Nico van Kampen es haber captado que
tratando por separado estos conjuntos se llega a las ecuaciones deterministas y
estocasticas que describen el sistema. El anélisis detallado, como se adelant6 en
la seccién anterior, se presenta enseguida haciendo una aproximacion de ruido
lineal, la cual consiste en descomponer n y m en una parte macroscopica (o
parte determinista) y parte microscopica que fluctua al azar:

VQ

donde £ y 1 son variables aleatorias cuyas densidades de probabilidad son
gaussianas.

n = w+%n (20)
mo= g+ —=¢ (21)
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Como los operadores (11), (12), (13) y (14) estan dados en términos de N
y M, es posible reescribirlos en términos de n y m separados en partes deter-
minista y estocastica. Si los valores de N y M son lo suficientemente grandes,
sus cambios por unidad de tiempo pueden ser aproximados con un desarrollo en
serie de Taylor como si fuesen variables continuas. En ese caso puede seguirse
un procedimiento no riguroso con f (N £ 1,M,t)y f(N,M £ 1,¢):

1 62
f(n+17mat):5Nf(nam7t) \/>(9 f+298 2f+ te
Esto sugiere aproximar el operador £y como
1 a 1 02
=14 —=— — 22
+ f@n 202 on? (22)

El procedimiento previo puede extenderse para los demés operadores de paso,
tal que

+1 1 9 1 92

ey = 1% 7f 7(917 + 72 76172 (23)
11 1 0 1 92

c = 1= VQOE 20 03%¢ (24)

De igual modo pueden trabajarse los diferentes términos del operador (16).
Primer término:

( *1_1) = 1+ig+ii2 1_L2+ii2 1
ENEM - JOon 20 a2 JO o€ T 20 de?
10 1 6 1 0 1090
= —14+4l-—==4+ ==+ ——=——"==—=
VQOE 20062 \JQOn Qonok

Lo® 12 1 po 1o
203 I oE2 20002 203 02 9E 402 On2 H¢2

Cortando la aproximacion hasta términos cuadraticos

N B ) 1 (2 00 02
eveit =0 =5 (5~ )~ (G~ o) @

Segundo término:

(en'em —1)

1 a 1 92 1 19 0

JooE T 2002 T Jaon Qoo
1 0o 10 1 2o 1 95

To0tonoe T 200 T aqi o2 0e T AE oif 08

[1_18+182H1 1 a+1 82}_1
VQon  2Q0n? f@ 20 0¢2

0

an
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Una vez mas, cortando la aproximacién hasta términos cuadraticos

ooy L (o 9N L1 (o ,00 0
Fen-0= 5 () *on (e ~2yoe tap) @

Tercer término:

1 0 1 92

-1 = 1+ —=—+-—— -1
(em —1) +\/ﬁ(9§+2§28§2
10 1 &
-1 i 27
= (em ) m3§+298§2 (27)
De aqui se tiene que la ecuacion maestra puede reescribirse como
9p (N, M,t) = LP (N, M,t) (28)

ot

con

9,00 PN\,
aez “oanoc "o ) M

1

& 20
1 0 0 1 02 o 0 02
— | = - = — = —2— =+ == F 2

{75 (G o) o (G —20n ~ )} P

NERIER AN
VRogE T 2008 [ M
Para conocer la forma que tienen las tasas de transicion dy;, Far y Tas €s

posible recurrir a la ley de accién de masas, con las que se obtienen las siguientes
ecuaciones:

dM = klNlNQZkil (Nlo—Ng)NQZk’l (Nlo—M)N (30)
Fyo = koN3=koM (31)
rve = k3N3 = kgM (32)

donde k1, ko, k3 son las llamadas velocidades de reaccion o tasas de reaccion
en bioquimica. Puede verse que dj; es una tasa de transicién no lineal, por lo
tanto, haber hecho la aproximacion lineal anteriormente era un paso necesario
para poder obtener mas adelante una EFP. Cabe mencionar que esta aproxi-
macion limita la aplicabilidad del método, pues descansa en el supuesto de que
las fluctuaciones van como Q~%. En otras palabras, la aproximacién de ruido
lineal es aplicable cuando los individuos de la poblacién disminuye, sin embargo,
ese proceso de disminucion de reactantes tiene una cota inferior, de modo que
mas abajo de ella la aproximaciéon deja de ser 1til. Es por esta razén que méas
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adelante se recurre a una simulaciéon por computadora usando el algoritmo de
Gillespie.

Como dps, Fyy vy rpr estan escritas en términos de N y M, es necesario
pasarlas a n y m como estan dadas en (20) y (21). Trabajando el factor que
acompana a k; en la ecuacion (30)

(NlofM)N = {Qﬂlo*Q(ﬁ*\/ﬁf} {Q’l/)‘i’\/ﬁn}
= ity — Q200 — QFeY + QEnyon — Q3 dn — Qe

Como el término £2€n es no lineal, no se toma en cuenta ya que son pequenas,
v &n es todavia mas pequeno. Entonces

(Nio = M) N = © (n1o9) — ¢9) + Q% (maon — ¢ — ) (33)
Sustituyendo la ecuacion (33) en (30)

dyr = Q%ky (n1o — &) ¥ + Q% ky [(nyo — @) n — ¥¢] (34)

Tomando k] = Qk; y escribiendo N y M en su forma intensiva separada en
parte determinista y estocastica, se tiene que las ecuaciones (33), (34) y (35)
quedan como

dy = QK (n1o — ¢) % + VK, [(n1o — ¢) 1 — ¥€] (35)
Fy = ks (ngﬁ + mg) (36)
rv = ks (Q¢ + x/ﬁg) (37)
Volviendo al operador (29), se puede reescribir como
L=1Ly+ Lo+ Ly (38)
donde
ﬁl = (ENEM ) dy = —iﬁ1 + iD2 dag (39)
Q 2Q
. 19 1 0
£2 = (EM—l)’l‘M—|:98€ 29862] M (40)
o 1 - 1 -
L3 = (6;\, €M—1) Fy = |:QD1+ZQDQ:| Fy (41)
siendo
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“ 0 0

- 2_ 9 42
D, 9~ oy (42)
- 0? 0? 5 0 0

a¢ o lonoe (43)

Para seguir el cilculo con mayor facilidad es ttil hacer un cambio de notacién
también en las tasas de transicion (35), (36) y (37)

dy = QdY +0#d” (44)
Fy = QFY 4+ Qi (45)
M = Qrél)—FQ%réo) (46)
con
dél) = ki (niwo— )¢ (47)
& = ki [(mo— ¢)n—ve] (48)
FY = ko (49)
FO = kst (50)
’/‘él) = k‘3(b (51)
r = kst (52)

Las nuevas formas para dp;, Fiy y 7y pueden susrtituirse en el operador f,
de modo que sus componentes pueden recalcularse
Calculo de £,

P L, S D), b @

£1 = — ﬁQ D1 + QQD2:| {Qdf + QQdf
_ 1A 1) 00p 40 L oola 1) L)
= —QiDydy” — Q°Didy” + Q05 Dod +2\/§D2d£

1 . , . ~
Como 272 < 1 se puede ignorar el término que lo acompana, entonces

1 A N 1 4
Lr=-0iDd" + 0 [—Dldéo) - 2D2dg)} (53)
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Se calcula ﬁg

& 3
oL ot o091
Ahora se calcula L3
Ey = | =Dy 4+ —Dy|[0FD Qi E®
3 = ﬁ 1759 2 ¢ + ¢
1A A 1 -
= D FY + QD FY + 5QODQQO) TH
. LA . 1. 1
=L; = QiDFY +Q° [DlF§°)+2D2F§” (55)
Entonces se tiene que el operador L tiene la forma
[ o= b |-ha + L0 1 pE®
= 1% T He'e 1He
- 0
+QO [—Dldéo) afré()) + Dy P (56)
02
D d(l) o (1) D F (1)
+2< 2 +5§2 + D1

Volviendo a la ecuacidn maestra (28), es necesario también cambiar el lado
izquierdo de la igualdad para que su dependencia sea n y m como estan dadas
n (20) y (21). Trabajando el lado izquierdo de la igualdad:

P(N,M,t)=P (sw () + vV (1), Q0 (1) + VO£ (1) ,t)
Se define

TG, 1) = P (0 (0)+ VA (1), 20 (1) + VO (1) 1) (57)
tal que

OIl 9P (N, M,t) . OP (N, M,t) dN L OP (N, M,t) dM
ot ot ON dt oM dt
El lado derecho de la ecuacion (58) contiene derivadas temporales de N y

M, que se calculan para 7 y £ fijas en el espacio de fluctuaciones dejando variar
'y ¢, entonces resulta:

(58)
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AN dy

N = Qpt)+vVan@t) = — =0 (59)
dM d
M = Qo)+ V() = A _ oo (60)
dt dt
Entonces la ecuaciéon (58) puede reescribirse como
Ol _ 9P (N.M.1)  dvOP(N.M.1) | o dodP (N, M.1) 1)

ot ot dt ON dt oM

Por otro lado, se tiene que para el caso de un estado cuasiestacionario, es

decir, donde 1 y ¢ se encuentran fijas (casi no cambian en el tiempo), y solo
cambian los ruidos n y &, se tiene que I =II (1, &, t)

oP  _ QM any _ O D 4 _ 101
ON ~— 9y dON  onoON [Q (v QM_Q on (62)
opP  _ O 96 _OU O -1y _ -39

o Fgaﬁ_agaM{Q (M ~09)| =0 € (63

entonces la ecuacion (61) queda como

O _OP(NMLY) | (db O | (do, Ol
ot ot dt on dt 193
Por lo tanto, el lado izquierdo de la ecuacidn maestra tiene la forma si-

guiente

(64)

8P(N,M,t):87H_Ql@87H_Qld¢8H (65)
ot ot dt on dt o
Hasta aqui ya se tiene la forma del operador L en términos de n y m ha-
ciendo uso del desarrollo de van Kampen, y P (N, M,t) de modo tal que esté en
términos de los ruidos i y . Ahora se sustituyen (65) y (56) en (28), entonces
la ecuacion maestra toma la forma:

o o1 — ot l_pan 9.0 (1)
N {z& +¢a€] = Q {Dld5 5e"e + Dy F
. P .
+0° [—Dldgo) + 5 e + Dy P (66)

1 w , o e (1)
Dody — D Fe II t
+2< 2 +a§2 + D (77757 )
Se pueden comparar coeficientes en ambos lados de la ecuacion. Empezando
1
con los que acompanan a €22 se tiene que

. 0 O oI
Dy [d? + FO |4 —riVm =

9e"e o Yo (67)
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Seguido de los coeficientes que acompafan a 2°

b, [ d(0)+F(O)} H+@% (O)H+1 {Dz (dg) F(l)) +§7§2 (1)] = %—l;[ (68)

5. Obteniendo las ecuaciones para la parte deter-
minista (parte macroscopica):

En esta secciéon se obtienen las ecuaciones para la parte determinista del
problema a partir de la parte que acompana a Oz de la ecuacion maestra.
Estas seran ttiles para estudiar la parte macroscopica del fenémeno, ademés
se obtendra como caso particular el modelo de Michaelis-Menten que se usa en
bioquimica.

Se trabaja la ecuacion (67), se multiplica por una G (n,£) arbitraria y se
integra en —oco < £ < ooy —oo <17 < 00, en el instante t.

J dn ] deG(n.6) Dy [~V + PO+ 7 dn 7 deG (n, €) 2. ]

EN %
o o r T o1
- —{_f an T agiGmoR  + [ [aicmo e ©9)

Se trabaja la primera integral del lado izquierdo de la igualdad de (69)

f dn | G (n.€) Dy [~d + K|

- T T e[+ (- #)n
= Joan ] 4G (n,€) [~df? + FV] o1
- T an ] aecono[-d+ r) 58
= L - I
Se trabaja I;
1 7 ol
I :/ dn / d¢G (,€) [—dgl) +F£(1)} %
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Se resuelve integrando por partes de la siguiente manera

w = [~a+FO] G

v = 1II
B

du = afg([—dglup‘g”}@(n,g))
Bl

dv = el

entonces

o0

[ anG e [~ 4

— 0o

I

/dn / d&aG n.§) d§1>+F§1>]n

Debido a que I (n, £00) = I (+00,£) = 0, ya que II es una distribucion de
probabilidad, la integral queda como

/ /dﬁaG”’E [—d + FO

Ahora se trabaja Is de manera anéloga

o0

L= [ dn f aG (n,€) [~ + F{V| 9L

G, [~ + F ]
7 f dn_f dgac;(ng)[ dél)+Ff(1)}H
¥ 0G(n.8) [_ A1) | p(D)
—fdnfdg"[dfuff]n

— 00

Entonces, la primera integral queda como

oo

= [ dn [ dg?S [—d? + F | (70)

+ J dn i ag 290 | —dV + ;| 1

— 00

_ 9608 [_ 40, p 06 [_ 1) | (1)
- 7<T[fd£ + FO]) + (25528 [ a4+ V] ) (71)
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La segunda integral del lado izquierdo de la igualdad de (69) se trabaja de
manera similar a la primera

/dn / déG(mi)rél)a—? = - / dn / dgfa(Z’g)rél)H
9G (n, €)
() (72

Subsecuentemente, se trabaja el lado derecho de (69)

- °f° dn f aEP2G (1 f dn f dEGLLG (1, €)
— Dfodn f d{d}HaG )4 f dn f dgngaG”f)
. CESLENE <¢>6G§Z’5>> (73)

Sustituyendo las ecuaciones (71), (72) y (73) en (69), se obtiene:

(50 [+ )+ (50 [ 4] - (g0

= <w8G(77§ >+ <¢3Ga(g,§)> (74)

Se toma el caso particular en el que G (n,£) =n = = 0, entonces la

ecuacion (74) toma la forma

9G(n,¢)
23

(B = (=d" + FD) = (=K (mao = 6) ¥ + kae)

pero como la parte aleatoria se encuentra separada como se indic6 en (20) y
(21), entonces

=~k (19 — ¢) 9 + ka¢p (75)

Ahora considerando el caso en el que G (n,§) = ¢ = %Z’E) = 0, entonces
la ecuacién (74) toma la forma

<3G(§Z ) [ a4 F0 )}>_<3Géz,£)r§1)> _ <¢~)3G6()Z,€)>
= —<—d§1) + RV +rél)> = <¢>
= ¢ =k (n1o— )¢ — (ka + k3) ¢ (76)
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La ecuacion de evolucion temporal del sustrato es ¢ (76), y la ecuacion de
evolucién para el complejo enzima-sustrato es w (75), sus unidades son % En la
seccién 7 se verd que el model de Michaelis-Menten resulta ser un caso particular
de estas dos ecuaciones.

6. Obtencion de la ecuacion de Fokker-Planck

En esta seccién se obtiene la ecuacion de Fokker-Planck que serd til para
describir la parte de las fluctuaciones estocasticas del problema, para ello se
parte de los términos que acompaiian a 20 en la ecuacion maestra (66).

Se trabaja (68). Es importante notar que d(l), Fél) y rél) no depende de 7
o &; pero déo), FE(O) y réo) si. Sustituyendo (42) y (43) en (68)

0 0 () (0) 0 (0) 1 92 02
(ag_an){[_dﬁ + F }H}Jra—g[rg I+ a7t o8 (77)
LI N amY, 9 _ o
287)85) (dg + )-&-8527"5 no=

La ecuacion de Fokker-Planck estd dada por la ecuacion (77), pero es con-
veniente darle una forma més familiar.
El término de conveccion sale de las primeras derivadas

(& - %) {[-"+ O]} + 2 [+n] (78)
= & [(-d? + F 40 1] - & [(=d? + F) 1]
Sustituyendo de (47) a (52) en (78), y haciendo un cambio de notacion simple
deqi=nyq=¢
2 {[—K1 (n10 — @) 1+ KY€ + ko€ + k€] T} (79)
— & A{[=K] (n10 — @) n + K€ + ko€] 1T}
Entonces, sea

D(AID)  O(AI) 9 (A

8% - Iq * 9q2 (80)

con i = 1,2, donde
A = =k (nwo—@)n+ (k1 + k)€ (81)
Ay = Ky (nio— @)+ [k — (ko + k3)] € (82)

Puede resultar conveniente escribir la ecuacién de Fokker-Planck en forma
matricial:
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I i e | O B

Li1 Lis q
Loy Lo 0
siendo L = { k1 (n10 — ¢) K'1 + ko

Ky (no—¢)  —k'1% — (k2 + k3)
El término de difusion se obtiene de las segundas derivadas de (77)

(8 + £ -288) (40450 + £}

On
el (€]

1

2 0.

dt (1)
e (4" + 7)1

Para escribir de manera mas compacta el término anterior es posible hacer
lo siguiente:

} la matriz de conveccion.

2 2
L9 p,m = 1{8 Dyl | % DMQH}
2 99,9, 2 | 99,901 8(]#3(]2
B 1{6 DHH 92Dy T N 92D, H2 DQQH}
2 | 0¢10q1 3(128611 0q10q2  0q20q2
1 62 1 {62D11H 62D12H 32D22H}
———[D,I = = +2 85
2 0¢,q, (D] 2 | 0¢:10¢: 0q10qs  9q20g> (85)

con 4 = 1,2y v = 1,2. Considerando que D13 = Ds;, se compara (84) y
(85) y sustituye de (47) a (52), entonces puede verse que

Dy = d + FY =K (o — ¢) ¥ + koo (86)
Doy = d+ FO 10D =K (o~ )b+ (ko +he) 6 (87)
D1z = —d = FY = <k} (mo — ¢) ¥ — k2ot (88)

Siendo la matriz de difusién

Dyi1 Dqo
D = 89
[Dlz D22} (89)

Usando las expresiones anteriores podemos escribir la ecuacion de Fokker-
Planck en una forma que es familiar en los textos
oIl 0 10%[D, 10
O 0 10°(D.)
5‘t 6qu 2 aqanu

(90)
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Con el término de convecciéon dado como A, = L,,q, y la matriz de con-
veccion L dada como se indica en la ecuacion (83).
La solucion general[13] de (90) toma la forma siguiente:

1 1 =1
I 1) = e~ 3 (2= (au(D)E (D) (g —(gx (1)) 91
(7.1) 2m/det (2 (t)) 1)

donde = (t) = (quqv) — (qu) (q.) es la matriz de autocorrelacion y =71 (¢) es
su inversa.

Cuando los experimentos con enzimas y sustratos involucran cantidades del
orden de micromoles la distribucién gaussiana es extremadamente aguda, de tal
modo que los promedios resultan suficientes para la descripcion del sistema y el
ruido se puede considerar irrelevante. En cambio conforme el nimero de molé-
culas participantes se reduce a miles, centenares o hasta una enzima actuando,
la anchura de la distribucién gaussiana toma importancia y con ella los ruidos
que son materia de este trabajo.

En la fisica estadistica, la entropia se define de la siguiente manera[13]:

S =-Wi(@.0) =~ [ do [ det(@ 0wl ©)
Sustituyendo la solucion general :en la ex;)resi(’)n para la entropia resulta[24]:
S(t) = %m [det ( (1))] + In (27e) (93)

Dados dos instantes de tiempo ¢ < t5, el cambio en la entropia es:

1 det (2 (t2))
§=5(tz) = §(t) = 5In [det(E(tl))
de modo que la condicion AS > 0 se traduce en que se debe cumplir que

det (2 (t2))

aeti=\t2)) >1
det (B (0))
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Capitulo 11
Estudio Analitico

7. Estudio del estado de equilibrio macroscépico

Ahora se estudia el comportamiento de las ecuaciones macroscopicas para el
caso en equilibrio, para analizar si este es estable o no. Este estado se alcanza
una vez que la reaccién ha terminado, es decir, todo el sustrato se ha convertido
en producto y la concentracién de complejo enzima-sustrato ha vuelto a cero.

Se considera que k] = ka = k3 = 1, y se resuelven las ecuaciones (75) y (76)
para el estado de equilibrio, el cual se denota como (¢, @) y es tal que

@[}e =0, (i)e =0 (94)

Entonces las ecuaciones (75) y (76) quedan:

—ki (n10 — ¢e) Ve + kage = 0 (95)
ki (nio — ¢e) Ve — (k2 + kz)pe = 0 (96)
Sumando (95) y (96), se tiene:
k3pe =0 = ¢ =0 (97)
Sustituyendo (97) en (95):
—kinigthe =0 = 1. =0 (98)

Como se habia adelantado, el equilibrio se alcanza en (¢, ¢.) = 0.
De la ecuacién de conservacion del nimero de enzimas result

1
no = n1+n3 = ni=nj+n;=nj+ <¢e+\/ﬁff)

1
—=¢ 99
Va %)
De la ecuacion (99) se concluye que, salvo el ruido, todas las enzimas regresan
al estado nqg
También, de manera similar, a partir de la conservacién del ntimero de mo-
léculas de sustrato se obtiene

= Nig = ’I’L‘lz-i-

1 §
n = Npt+nN3+my=y%Pct —==+¢+—=+n
20 2 3 4 d] \/ﬁ ¢ \/ﬁ 4
1
= ngp = ﬁ(ﬂ+§)+”4 (100)
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De (100) se tiene que, salvo el ruido, todo el sustrato se convierte en producto.
En el capitulo 4 se vera que las simulaciones en computadora de la ecuacion (2)
respaldan esta conclusion.

Todavia hace falta analizar si el estado de equilibrio que alcanzan las ecua-
ciones (95) y (96) es estable. La técnica estandar consiste en linealizar las ecua-
ciones de evolucion temporal para estudiar su conducta muy cerca del equilibrio,
para ello se lleva a cabo un desarrollo en serie de Taylor de las ecuaciones (75)
y (76). Sea el lado izquierdo de (95) y (96):

fi(,¢) = =k (n10 — ¢e) Ve + kaobe (101)
fo (b, ) = K (nio — ¢e) e — (k2 + k3) de (102)

Para f; (¢, ¢) se obtiene:

of 0f1
,$) = — e+ = et 103
fi(¥,0) = fi (O}O)+ 90 (O!O)w +3 5 (O!O)¢ + (103)

Analizando cada uno de los componentes de (103)

f =0
(0,0)
afl / ! /
- = [~k k =—k
o9 (0!0) [—kinio + k1 ¢] ©0.0) 1110
afl ’
ZJL = [k k =k
96 (0!0) (k1 + ko] 00 F2
Entonces
fi (. 8) =0 — kinioe + kagpe + - -+ (104)
Ahora se sigue con fs (¢, ¢)
0f2 0f2
Lo, d)=fo | +5- | et —= | det-- (105)
00 9 (00 ¢ (0,0)
Analizando cada uno de los componentes de (105)
fo | =0
(0,0)
af2 / / !
== = [k —k =k
By, (0‘,0) [Kin10 19] ©0,0) 1710
df2
== = [~k — (ks +k =—(ka+ k
96 (O\,O) (=K1Y — (k2 + ks)] ©0.0) (k2 + ks3)
Entonces
fo (¥, 0) = 0+ Kiniothe — (ko + k) e + - - (106)

31



De (104) y (106) puede concluirse que las ecuaciones macroscopicas (75) y
(76) toman la forma siguiente muy cerca del equilibrio

¥ = —kinioy + k2o (107)
¢ Einioy — (ko + k3) ¢ (108)

O en forma de matriz

d | 4 —kinio ko (0
il - 109
dt [ ) ] [ kinio = (k2 + k3) o (109)
El analisis de estabilidad se realiza mediante la obtencién de los eigenva-
lores que aparece en la ecuacion (109). Si los eigenvalores de la matriz son
reales negativos, entonces ¢ (t) y ¢ (t) decaen exponencialmente al estado de
equilibrio y se podra decir que hay estabilidad. Los eigenvalores de la matriz

—k/lnlo ]i)2
{ kinig  — (k2 +k3) son

1

A1 = 5 [—kllmo —ky — k3 — \/—4k’1k3n10 + (kinio + k2 + k3)2] (110)
1 7 ! / 2

Ae = o | kim0 — ke — ks + \/—4kiksnao + (K{nio + k2 + ks)” | (111)

Ahora se prosigue a hacer un anélisis de A1 y Ag, yendo término por término.
Se tiene que por definicion

kll’rllo >0, ky>0,k3>0

Ademés
4k'1k3n10 >0 = —4k’1k3n10 <0
También )
(Kinio + k2 + k3)” >0

Entonces se tiene que

—4kik3nio + (Kinio + ko + k3)2 < (Kinio + k2 + k3)2

Sacando raiz

:I:\/—4k:ik3n10 + (ki’nlo + ko + k3)2 < k‘llnlo + ko + k3

— (k/lnlo + ko + kg) + \/—41{3/11637110 + (ki’nlo + ko + k3)2 < 0 (112)
Entonces

A< 0 (113)

A < 0 (114)
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Por lo tanto, si A\; < 0 y A2 < 0 entonces se tiene que las soluciones lineal-
mente independientes {e*'?, e*2'} se van a 0, entonces (¢, ¢) = (0,0) es un
estado atractor[25].

Los resultado se van a (0, 0) sin oscilar, debido a que —4k} ksnio+(kinio + ko + k’3)2 >
0. Esto puede verse haciendo un desarrollo algebréico sencillo. Suponiendo que

—4k ksnio + (kinio + k2 + ks)? < 0
= (Kinyo — k3)® + k3 + 2ko (K\nio + ks) < 0 (115)

Pero como ki, ks, k3, n10 > 0 se tiene que (115) es imposible. Por lo tanto,
es un estado de equilibrio estable. En la parte final de esta tesis se vera que las
simulaciones en computadora de la ecuacién (2) respaldan este resultado.

Este sistema de ecuaciones diferenciales no se limita a los casos en los que la
concentracién de enzimas es mucho menor al de sustrato, como suele tomarse
el modelo de Michaelis-Menten, sino también cuando se encuentran en concen-
traciones similares. Sin embargo tiene la limitante, como se mencion6 en una
de las secciones anteriores, que si el niumero de moléculas actuantes desciende
demasiado el enfoque comienza a fallar.

8. Andlisis del estado cuasiestacionario

En esta secciéon se demostrara que las ecuaciones diferenciales determinis-
tas que se obtuvieron reproducen las expresiones algebraicas utilizadas en la
quimica.

Los textos de cinética enzimética que suelen encontrarse en los libros de
bioquimica descansan sobre la suposiciéon de que la velocidad de reaccién inicial
refleja un estado estacionario en el cual la concentracién de complejo enzima-
sustrato permanece constante, es decir, la tasa de formacion de complejo es igual

que la tasa de disociacién. La evolucién temporal puede verse esquematizada en
la figura 6[26].
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cconcentracion —

\

[E]

0 tiempo —s

T ]
antes de estado  estado estacionario:
estacionario: ES casi constante

formacién de ES

Figura 6: Evolucion temporal de concentraciones.

Al estado que se alcanza cuando el cambio de concentraciéon de complejo
es casi cero lo llamamos estado cuasiestacionario. De la ecuaciéon determinista
para ¢ (76), se tiene que; cuando se cumple que ¢ ~ 0, entonces queda como

k1 (n1o — ¢s) Vs — (k2 + k3) ¢s ~ 0 (116)

Sea e, = densidad estacionaria de enzimas, donde e, estd dado por la ecua-
cion de conservacion

€s = N10 — ¢s (117)
Reescribiendo (116)
esPs est
bs Ltk = K (118)
con P
Ky = =20 (119)
1
Definiendo la velocidad de reacciéon V' como
dP
V=—=k 120
= ko (120)

Ahora se intenta obtener la ecuaciéon para V en términos de la concentracion
de sustrato ,:
Sustituyendo (117) en (118)

(n10 — ¢s) Vs

K = KMQbs + wsqbs =~ n10¢s
M

G =
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Resulta

n10¢s
s = o 121
¢ Ky + 7;[}3 ( )
Sustituyendo (121) en (120) se tiene
v = 3By, _movs (122)

E_ 3KM+1/)5

Como k3nig es la velocidad cuando todas las enzimas se encuentran en es-
tado de complejo enzima-sustrato catalizando una reaccién, puede definirse la
velocidad maxima de reaccién como

Vinax = k3nio (123)
Reescribiendo (122) como
dP Vs

Esta es la expresion usual que se encuentra en los textos de cinética quimica,
llamada la ecuacién de Michaelis-Menten, la ecuaciéon de velocidad para una
reaccion catalizada con una enzima que se adhiere a un sustrato. Haciendo el
cambio de notacién a una mas usual que se encuentra en estos textos:

P — [P]
¥s — [S]
nio — [E],
s — [ESY]

Las ecuaciones (122) y (124) pueden reescribirse de la forma siguiente. Su
grafica se representa en la Figura 7[27].

[E], [5]

vV o= kgm (125)
dpP B [S]
7=V = Ve (126)
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1
7 Vimax

Velocidad de formacion
de producto (#«M/min)

Concentracion de sustrato, [S] (mM)

Figura 7: Una relacién numérica importante para los bioquimicos se observa en
el caso cuando V = %Vmam en la ecuacion (126). Esta es importante ya que es la
que les ayuda a los bioquimicas a determinar el valor de K, para cada reaccion.

El valor de k3 puede obtenerse experimentalmente midiendo la pendiente de
una grafica como la que se muestra en la Figura 8[27], esto se logra al discretizar
la ecuacion (187) del Apéndice A:

AP = k3 (Tllo — 6) At

.
- ,
, .
, .
, )
,
- , ~151=1.0 um
o // /’
— 7’ ”
g 1/ /, -
o 7’ Vs -
) ; - -
o / 7 -
3 /o " [51=K,=05
£ yap - TK - 05 uu
2 y - g [ m it
s ~ T
5] P -
= P -
(o] -
o e
[51=0.2 um
Tiempo

. . - . . M :
Figura 8: Una enzima tedrica cataliza una reaccion con Vg, = 1 1‘7‘1 - con dis-
tintas concentraciones de sustrato. La velocidad de reaccién catalizada por la

enzima decrece a medida que el sustrato se convierte en producto.

De la fisica estadistica puede obtenerse la formula de Arrhenius, segin la
cual s
ks ~ e~ RT
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con AFE = energia de activacion, R = constante universal de los gasesy T =
temperatura. Entonces

ks = ce R = Inks =Inc— % = AE = RTIn []:3]

Se tiene que, si se conoce la constante ¢, puede conocerse la energia de
activacion.

Es importante hacer notar que en casos para tiempos muy largos, es decir,
t — 00, se trata del caso en que ¢ (t) se acerca asintéticamente a 0. En este caso
¥ (t) también se acerca a 0 asintoticamente y la descripciéon aproximada es la
del régimen en equilibrio, dada en base a (109). En este caso, puede calcularse
el tiempo de vida media que tiene el estado cuasiestacionario; esto se hace con
base en las soluciones fundamentales {e*?, 2}

Sean

t t

) =M= ypt)=c 2

con
1 1

= — 7’7’
Ml ]

El tiempo que predomine es el menor de los dos, entonces puede definirse la
vida media del estado estacionario como T,., es decir

T1

T, =min {7, 7}

donde A; y A9 estan dados por (110) y (111), respectivamente.

En secciones mas adelante se presentarén y discutiran los resultados de las
soluciones numéricas de las ecuaciones diferenciales (75) y (76), al igual que la
simulacién.

9. Analisis de la parte estocastica (microscdpica)

En esta seccion se hace uso de la ecuacion de Fokker-Planck (90) que se
obtuvo anteriormente para estudiar las fluctuaciones que se presentan en este
fenémeno, las cuales podrian cobrar importancia cuando se trata de volimenes
mas pequenos que con los que se trabaja cominmente en los laboratorios. Este
es el caso de los compartimientos que se encuentran dentro de las células.

Debido a la naturaleza de este enfoque, es apropiado trabajar en términos
de promedios. Para ello se parte de la ecuacion (90)

2
o9 188 D.)
ot 0q, 2 0q,0q,

Ahora se considera una magnitud fisica f = f (q1,¢2) que contribuye a la
descripcion del sistema,
Multiplicando la EFP (96) por f e integrando en los intervalos —oo < ¢; < 00

y —00 < g2 < o0
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o0

- [ an [ derg-iam (127)
m

[ [ aer;
VT 00

- d déf—— (D,
s3 [ [ g o (D)
Trabajando el lado izquierdo de (127):

d df— = — = —
[an [aerSy = 5 [an [ aem=5m
T el d
= [an [ aery = G0 (129)
Ahora se trabaja la primera integral del lado derecho de (127):

oo

—/Ooandefai[AMH] - Zand5 (5f) A= (51) A

- Jf s n - ((39)4) o

Sigue la segunda integral del lado derecho de (127):

/dn/df[ oo (Do) /dnf T

‘;/d”7d5< 1) gt
-l 7 gt (83/) Dy |
* 7 dn / (5t ) 1D
-t ] aldmom] < Lo (hga) e



Sustituyendo (128), (129) y (130) en (127):

(@) Hon(Bk)

Esta es la ecuacion de evolucién temporal del promedio de cualquier magni-
tud fisica del sistema.

9.1. Casos particulares fundamentales:

Ahora que se tiene la evolucién temporal del promedio para cualquier magni-
tud fisica, se toman dos casos especiales, cuando f = ¢y, f = 7 vy f=aqnq,, de
modo que podamos conocer la evolucién del promedio de los ruidos, sus desvia-
ciones estdndar y su covarianza. Estos ultimos son especialmente importantes
para conocer mas adelante la matriz de autocorrelaciéon, necesaria para calcular
la entropia.

Sea

= , A=12

conn=q y &= qo, serevisa

0. 0,
aq# - 9 HQA — Oux
g 0 0
4, an“ 67%5/»\ =0
De (131) se tiene que
d(qx)
L () = (A
o o) _ (A)) (132)

Sea ¢ = (¢1,42), entonces la matriz de Fokker-Planck (83) puede reescribirse

A=17 (133)

donde que L es la matriz de conveccion, que depende de ¢ y ¢.
La ecuacion (132) queda para este caso como

() _
& - L (7) (134)

Esta es la ecuacion de evolucion de los promedios de 'y &
Otro caso. Sea

f:(D\q’y ’ A77:1a2
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L= Lwn = () oo (e
0q, - 4, aAGy) = ﬁqﬂq’\ Gy T gx 5(1#%
0
~ 9q. Ourdy T 4x0py (135)
9 9 9 9 9
87(]”8(1”10 = @T%(q’\qv)_@{@’\%*’q/\éw}
o 0
- T%@ql,f = 00y + 000y (136)

Sustituyendo (135) y (136) en (131)

d 1
pn (rgy) = (Au(0urdy +arduy)) + 5 (Duw (60207 + 62604))
d 1 1
= T (gy) = (Axgy) +(Ayn) + 5 (Dya) + 5 (Dxv) (137)
Para el tercer y cuarto término de (137) se aprovecha que D,y = Dy,
entonces 1 1
b} <D“/>\> + b} <DM> = <D“/>\> (138)
Aprovechando (138), se tiene que (137) resulta
d
i (arngy) = (Axgy) + (Ayan) + (Day) (139)

La expresion (139) es la ecuacion de evoluciéon temporal para las funcio-
nes de autocorrelacion no centradas. Un calculo similar para las funciones de
autocorrelacién centradas

Exy = (0ngy) — () (ay) (140)
lleva a la ecuacion (141)

= — T

Pl LE+ (LE) +D (141)

9.2. Analisis del caso cuasiestacionario microscépico

La situacién de interés usual en el laboratorio es el caso estacionario que
en este trabajo se ha discutido al nivel de las ecuaciones deterministas. En esta
subseccion se lleva a cabo el mismo anélisis, pero en el &mbito de las fluctuaciones
aleatorias.

En el uso cotidiano del modelo de Michaelis-Menten se realizan mediciones
experimentales que detectan lo que en este trabajo se ha venido llamando la
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parte macroscopica, o determinista, del problema; pero asi como en la fisica
estadistica en equilibrio es posible anadir el estudio de las desviaciones estandar
de la concentracién de particulas, o de la energia (entre otras magnitudes fisicas),
asi también es factible revisar las propiedades del ruido en las concentraciones de
sustrato y de complejo enzima-sustrato en el modelo de Michaelis-Menten para el
caso cuasiestacionario. Las ecuaciones que se necesitan se obtienen imponiendo
la condicién 2= = 0 en la ecuacion (141).

Yendo término a término de la ecuacion (141), y aprovechando que = y D

son simétricas:

1= — [ Ly Lo } [ Ei1 Ep2 } _ [ L1121y + L12E12 L11E12 + L1282 ]

Loy Lo 12 Hao Lo1E11 + LogZ12  Lo1ZE12 + LoaEas
(142)
- L11E11 + L12E12 Lo1Ei1 + LagEqo
=)’ = - - - - 143
(ZE) { L11Z12 + L12522  L21E12 + LaoEan (143)
LE+(L3)T = 2(L11E11 + L12E12) L11Z19 + L1259 + Lo1 =11 + LooEqo
L1512 + L12592 + Lo1E11 4 LagZ19 2(L21Z12 + L2aZ22)
(144)
La ecuacion (141) produce
En = 2L11E5 + 201351+ Dy (145)
Ho1 =E12 = L1819+ L1282 + Lot Ey1 + LagZ12 + Do (146)
Hoa = 2L31E812 + 2L22E99 + Doy (147)
Entonces se tiene que (141) puede reacomodarse como sigue
d Hip 2141 2L 0 i Dy
T Ei2 | = | Lo Lin+ Lo Lo Zi2 | + | D2 (148)
Eoo 0 2Ly, 2L Eo2 Doy

Para el caso cuasiestacionario, cuando se cumple %Ejﬂ{ = 0, se tiene que la
ecuacion (148) toma la siguiente forma resumida

0=MY + D, (149)

donde el superindice s en los términos de (149) indica el estado cuasiestacionario

5 [
=| 25, (150)
=3
2L%, 2L%5, 0
M=| L3 Li;+L3 Li, (151)
0 215, 2L%5,
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_-)
D, = | D3, (152)

Es importante hacer notar que, debido a que se esta en el estado estacionario,
en (151) y (152) deben usarse ¢s y ¢, fijas.
Partiendo de (149) se puede llegar a

Y —-M'D, (153)

(153) es util ya que permite conocer los elementos de la matriz de correla-
cion =Z. Como se verd en las soluciones numéricas més adelante, para el caso
cuasiestacionario (1) y (£) son muy pequeiias, por lo tanto se hace el siguiente
estudio sobre la base de que (1) (£) son de tamaiio irrelevante, tal que

Ell = <7]2>s (154)
By = (&), (155)
Bz = (), (156)

Ahora se obtiene la forma general de la matriz de convecciéon y de la matriz
de difusién para el caso estacionario.
Partiendo de la ecuacién (83) se obtiene

Ly, = —kj(nio— o) (157)
Ly = ks+k (158)
Ly = Ki(nio—os) (159)
Ly = —Kis—ko—ks (160)

De las ecuaciones (86), (87) y (88) se obtienen las componentes de la matriz
de difusion D

o= ki (nio — ) ¥ + k2o (161)
Di2 = _kll (nlo - ¢s) ws - k2¢s (162)
D3y = Ky (nio — ¢s) s + (k2 + k3) ¢ (163)

9.3. Estudio de la conducta en el tiempo de los promedios
de los ruidos (g,) (t):

Las familia de soluciones de la ecuacion diferencial (134) son de la forma
{eMt er2t} donde

)\1 = —a—R
A2 = —a+R
con
1 , , 1
a = 3 (k2 + k3 + k1 (n10 — @) + ki) = —3 [L11 + Lao]
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R = %\/(k’i)Q (10 — 0)* + 4K} (n1o — @) (ka + V) — 2K} (n1g — @) (ko + ks + ki) + (ko + ks + K1)

= %\/Lfl +4L12L9y — 2011 Lag + L3,
Estas soluciones no son oscilatorias si se cumple que

L3, +4L1oLo) — 2011 Los + L3, >0 (164)
Se puede ver que (164) se cumple debido a las siguientes razones:

1. Por definicion kf > 0, ko > 0, k3 > 0y njo — ¢ > 0, este ultimo debido a
la conservacion del nimero de enzimas.

2. Entonces L1; < 0, por lo que puede escribirse como L1y = — |L11].
3. Por definicion ¢ > 0, ¢ > 0.

4. Por el segundo punto, debido a que todos los sumandos de R son mayores
a cero, puede reescribirse como

R=1L3% +4L12Loy +2|L11| Log + L35, > 0 (165)

Por los puntos anteriores, se concluye que la solucién no solo es no oscilatoria,
ademads; debido a que a > 0 se sigue manteniendo, la solucién con \; se va
exponencialmente a cero porque Ay < 0.
Falta conocer el comportamiento de la solucién acompanada de A,. Si se
cumple que
kit + ks > (166)

Sumando k; > 0 a ambos lados y k3 al lado izquierdo
Kih+ ko + ks > ky + 9
Multiplicando por &} (n19 — ¢) > 0 en ambos lados
ki (n1o — @) (K19 + ko + k3) > (k2 + ¢) (k1) (n10 — @)
Multiplicando por (—1)2 en el lado izquierdo

—ky (n1o — @) (—1) (Ko + ko + k3) > (k2 + 1) k] (n1o — ¢)
= Li1Lay > Liglo

Multiplicando por 4 en ambos lados
4L11L9g > 4L12L2

Sumando L?; + L3, a ambos lados
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L3, + L3y +4L11 Loy > 4L1oLoy + L3, + L3,

Restando 2L1; Lss a ambos lados
L%l + L%Q + 2L11L22 > L%l + ng + 4L12L21 — 2L11L22

Multiplicando por i a ambos lados
Lo 2 Lo 2
1 (LT + L3y 4 2L11 Las] > 1 (LY, + L3, 4+ 4L12L21 — 2L11 L]

Puede verse que los corchetes de la izquierda son a? y los de la derecha son
R?, entonces

a®>R>=a>R = —a<—-R = —a+R<0
= A <0

Por lo tanto, si se cumple la desigualdad (166), entonces Ao < 0. Esto significa
que e*2* también converge a cero. Por lo tanto {q1) y {g2) convergen a cero.

Los resultados anteriores muestran que el sistema fisico avanza al estado de
equilibrio, que se alcanzaré en el momento en que el sustrato se agote, con lo cual
también se acaba el complejo enzima-sustrato. En ese caso el sistema se queda
exclusivamente con enzimas y producto. Por lo tanto, las propiedades del ruido
en equilibrio también forman parte del objeto de estudio. Estas propiedades se
pueden obtener como caso particular del estado de equilibrio, esto es cuando

¢e=07¢e=0

Las componentes de la matriz de conveccién L toman los siguientes valores:

Li, | = —ki(no—¢s) | =—kinwo
(0,0) (0,0)
= Li, ( | T —kinio (167)
0,0
Li, ( | : = (k2 + ¥sky) ( | )Z ks
0,0 0,0
= Li, ( | ) = ko (168)
0,0
L3, | = ki(no—¢s) | =kmnio
(0,0) (0,0)
= L3, 00) = kinio (169)
0,0

44



= (ks —ka—ks) | =—(ka+ks)
(0,0) (0,0)

= —(k2+ks) (170)

s
22

= L3,

(0,0)
Por lo tanto, la matriz L queda como:

| o —k‘llnlo k‘g

L | =
(0,0) kllnlo - (kQ + k3)

(171)

De manera similar, los componentes de la matriz de difusion D toman los
valores cuando ¥ =0y ¢s = O:

Diql | = kll (n107¢5)ws+k2¢s =0
(0,0

Df2 | = _ki (nlO - ¢s) ws - k2¢s =0
(0,0)

D3y | = K (nw—¢s) s+ (k2 +k3)ds =0
(0,0)

De esto resulta que la matriz D toma la forma

00
p=[2 0] .
Algo que puede concluirse de (171) y (172), es que debido a la dependencia
de M (151) se llega a que M # 0. Esto lleva a que la ecuacion (153) siga siendo
valida debido a que M ~lexiste. Por otra parte, a causa de la forma que toma
D en la ecuaciéon (172), la ecuacion (153) dice que ¥ = 0. Por lo tanto, en el
estado de equilibrio se tiene que los segundos momentos estadisticos son:

(") =
€ =0 (173)
m& =0

Los resultados anteriores indican que, de acuerdo al modelo de Michaelis-
Menten, el sustrato y el complejo enzima-sustrato desaparecen por completo
sin dejar rastro, ni siquiera a nivel de ruido. Este resultado es muy interesante
porque indica que existe alguna clase de reordenamiento en el sistema. Esto se
refleja en el estudio de la entropia del sistema fisico.
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Capitulo III
Soluciones Numeéricas y Analisis de
los Resultados

10. Soluciones numéricas de las ecuaciones deter-
ministas

10.1. Concentracién de enzimas mucho menor que la de
sustrato. Caso tipico en estudios in vitro.

La condicién de estado cuasiestacionario del modelo Michaelis-Menten se
cumple cuando la concentracién de enzimas es mucho menor a la concentraciéon
de sustrato. El sistema de ecuaciones deterministas fue resuelto numéricamente
por el método de Runge-Kutta de grado 4, y son capaces de mostrar cuando
aparece ese estado.

La densidad de enzimas y de complejo enzima-sustrato tienden a un estado
cuasiestacionario como se indica en la Figura 9:

Proporcién 1 enzima por 499 moléculas de sustrato
0.0020

0.0018 "
\ Enzima

0.0016 | —— Complejo ES

0.0014 \

0.0012

0.0010

0.0008

Densidades

0.0006
0.0004 |
0.0002

0.0000 !

0 20 40 60 80 100
Tiempo

Figura 9: El comportamiento de E y ES es similar al que se muestra en el
esquema en la Figura 6.

El cambio en el tiempo del complejo enzima-sustrato es muy pequeno. Las
ecuaciones deterministas también permiten hacer un estudio comparativo de la
evolucién temporal del producto para diversos valores del cociente Z—;, como

puede verse en la Figura 10.
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0.16 4 Proporcién 1 enzima por 499 moléculas de sustrato

0.14 4

0.12

0.10

0.08 4

0.06 o

0.04 4

Densidad de productos

0.02 4

0.00

-0.02 . .
0 20 40 60 80 100

Tiempo

Figura 10: Evolucién temporal de la densidad de productos contra el tiempo.

Es evidente que la pendiente de creacién de producto crece a medida que
la velocidad de formaciéon de complejo ES k; aumenta con respecto a la tasa
de descomposicion de ES ks. La velocidad crece asintéticamente a un valor
limite, después del cual el aumento de k; ya no impacta sobre el aumento de
la creacion de producto. Esto queda mas claro en la Figura 11, donce se hace
variar el cociente % hasta un instante de tiempo ¢ = 90.

0.16 -
Proporcién 1 enzima por 499 moléculas de sustrato
/'/‘
0.14 4 —
-/
-/
S 0.12 4 /
L /
© o
o]
£ o104 /
3
=
o
o
0.08
0.06 Y,
T T T T T
0 2 4 6 8 10
k /K,

Figura 11: Producto al instatne ¢ = 90 contra razén de %

Si se considera el caso cuando las velocidades de reaccion k1 = ko = k3 =1,

las ecuaciones deterministas, una vez que alcanzan el estado cuasiestacionario
) b)
pueden ser parametrizadas mediante las siguientes funciones
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Y(t) = tYo—ait (174)
o(t) = oo (175)

donde las constantes de (174) y (175) tienen los valores

Yo = 0.9981286
ap = 1.288x107*
po = 6.647 x 107*
- 1.00
A
0.98
Ajuste lineal
Resultado numérico
0.96
0 2 4 6 8 10 12 14
Tiempo

Figura 12: La curva en azul es la solucién numérica. La curva roja es el ajuste
analitico.

Mas adelante se estudia la evolucion temporal del promedio de las fluctua-
ciones. Para el caso cuando nig = ﬁ, Nog = % y velocidades de reaccién
ki =ko =ks=1.

Con las expresiones (174) y (175) pueden construirse los elementos de las
matrices de conveccion L y de correlacién Z. Se calculo la inversa 21 y se grafico
la densidad de probabilidad para tres etapas del periodo cuasiestacionario. Estas
son llamadas etapas inicial, intermedia y final. Las graficas en el espacio {q1,¢2}
se presentan en la Figura 13. Cabe mencionar que en la realizacién de la grafica
en la Figura 13 no se utilizaron los términos (g, ) (¢,), esto es porque su producto

resulta muy pequeno y se consideraron irrelevantes.
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(c¢) Densidad final.

Figura 13: Etapas de la densidad de probabilidad.

Los cambios son mas evidentes en las graficas de los contornos de las densi-
dades de probabilidad, éstas se encuentran en la Figura 14.
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~0.051 —0.08f

-010t

-010t

—015f

—015f

(a) Densidad inicial. (b) Densidad intermedia.

0.15

0.05

-0.05

-0.10

~0.15 ]

-3 -z -1 0 1 2 3

(¢) Densidad final.

Figura 14: Contornos de las etapas de la densidad de probabilidad.

10.2. Concentracién de enzimas y de sustrato muy simi-
lares

Este es un caso estudiado a detalle por Albe et. al.[28], quienes estudiaron
el caso en que la concentraciéon de enzimas excede a la concentracién de me-
tabolitos. Su estudio fue motivado por el conocimiento de que el interior de la
célula no es un medio acuoso en el que enzimas y metabolitos se mezclan al
azar, sino una estructura organizada en la que las enzimas con sitios multiples
de interaccién pueden exceder el nimero de metabolitos.

El sistema de ecuaciones diferenciales presentados en este trabajo también
permite estudiar este caso, pero presenta la limitacién de que si desciende dema-
siado el nimero de reactantes, el enfoque empieza a fallar. Cuando se presenta
este caso, se ofrece un tratamiento basado en simulaciones numéricas mediante
el método de Gillespie, el cual es estudiado méas adelante.

La evolucién temporal de sustrato y complejo enzima-sustrato en concen-
traciones similares de los reactantes no presenta un intervalo cuasiestacionario,
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como puede verse en la Figura 15.

0.5+

0.4 4

E/S uno a uno
—— Sustrato
Enzima-sustrato

0.3+

0.2+

densidades

0.1+

0.0+

tiempo

Figura 15: Producto al instante ¢ = 90 contra razén de %

Estos resultados para la evolucién temporal de la concentracién de enzi-
mas y de complejo enzima-sustrato reproducen los que fueron obtenidos por
Tzafriri[29] para el caso de altas concentraciones de enzimas.

El enfoque que se presenta aqui permite estudiar este caso, siempre y cuando
la cantidad de moléculas involucradas sea lo suficientemente grande como para
mantener valida la condicién (176).

1 1

7:7<<1
VQ  VNig+ Ny

La evolucién del producto tiene el comportamiento de una funcion sigmoide,
las cuales se caracterizan por tener inicialmente una conducta lineal para después
tender asintoticamente a un valor de saturacion. Ver figura 16.

(176)
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Evolucion temporal del producto cuando

07 enzimas y sustrato tienen pesos similares
0.6
0.5
2
2 044
2
=
2 039 ——— 30% de Enzima
S — 40% de Enzima
Z 0.2 I, .
3 50% de Enzima
0.1 — 60% de Enzima
] ——— 70% de Enzima
0.0 H
0.1 T T T T T T T T

tiempo

Figura 16: Evolucién del producto a diferentes concentraciones de enzima.

Si se considera el caso cuando las velocidades de reaccion k; = ko = k3 =1,
las ecuaciones deterministas pueden ser parametrizadas mediante las siguientes

funciones:

0.2te=0-95
p(t) = <0.0951e 018
0
Y(t) = 0.5 02

0<t<1.b
1.5<t<15 (177)
t>15

(178)

La concordancia entre el ajuste y el resultado numérico, presentadas en las
Figuras 17a y 17b se consideraron aceptables

0.08
o)

0.08

0.02

Ajuste analitico de la solucién
numérica para el complejo enzima-
sustrato

0.1

Ajuste analitico de la solucién
numérica para el sustrato

(a) Ajuste a la solucion del complejo enzima-sustrato.

L L
2 4 8 8 10 12 14

(b) Ajuste a la solucion del sustrato.

Figura 17: Ajustes analiticos. La curva en azul es la soluciéon numérica, la roja

es el ajuste.
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Debido a la gran cantidad de enzimas, practicamente una por cada molécula
de sustrato, el sustrato se agota rapidamente sin pasar antes por un estado
cuasiestacionario como en el caso anterior, alcanzando el estado de equilibrio
que fue predicho analiticamente:

w(teq) =0, ¢(teq) =0

donde t.q > 15 en este caso.

11. Analisis de la parte estocastica

11.1. Propiedades del ruido si la concentracién de enzimas
es mucho menor que la de sustrato

11.1.1. Evoluciéon de las fluctuaciones medias

Se hace un anélisis de la evolucién temporal de las fluctuaciones estocésticas
medias cuando se tiene una proporcién inicial de enzima nig = ﬁ y de sustrato
N9y = % con velocidades de reacciéon ki = ko = k3 = 1. Se hace uso de las
parametrizaciones (174) y (175) para el estado cuasiestacionario.

Anteriormente se obtuvieron los eigenvalores con los que los promedios de
y & evolucionan en el tiempo. Puede hacerse un desarrollo en serie de Taylor de

estas A\1 y Ao, y quedan de la siguiente forma:

o= Ao )
Ao = AV AN+ 0(82)

En el caso bajo estudio, el valor de los coeficientes de primeros términos son

A9 = —1.001312

ALY = 6.436 x 107
AP = 13335 x10°°
AP = 8ETIT X 1077

A partir de estas aproximaciones en serie resulta evidente que los cambios
en el tiempo de las fluctuaciones medias serd muy lento. Esto trae como con-
secuencia que (g,) (t) = (gu) (0). Por esta razén no se incluirén las expresiones
para las fluctuaciones medias en la densidad de probabilidad II (¢1, g2, t).

11.1.2. Evolucion de las funciones de autocorrelacion

Si la desviacion estandar tiene valor unidad, debido al desarrollo de van
Kampen, se cumple que la fluctuacién aleatoria de la concentracion de moléculas
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se traduce en un cambio del orden de ﬁ Con estas consideraciones puede

concluirse que es posible proponer las correlaciones iniciales:
Z11(0)=1,Z12(0)=0, Z52(0) =0

Inicialmente el complejo enzima-sustrato tiene una poblacién de cero molé-
culas, de modo que su correlacién con el sustrato es nula, y lo mismo sucede con
su desviacion estandar. También se supone que, en el momento en que inicia la
reaccion, el sustrato esta sujeto a un ruido térmico como el predicho en la fisica
estadistica en equilibrio.

En el caso donde hay una proporciéon de 1 enzima por 499 moléculas de
sustrato, las soluciones deterministas en la etapa cuasiestacionaria pueden ser
parametrizadas con las ecuaciones (174) y (175). Esta parametrizacion se utiliza
en la solucién numérica por el método de Runge-Kutta de 4° grado para las
ecuaciones diferenciales de la matriz de autocorrelacion (145), (146) y (147). La
grafica de estas soluciones puede verse en la Figura 18.

Funciones autocorrelacion para el caso de
una enzima en 499 moléculas de sustrato

0.8 4

m

[11

0.6 4

S

(1

N
N

0.4 4

funciones

0.24

0.0+

T T T T T T T T T

tiempo

Figura 18: Evolucién de funciones de autocorrelacion en el estado cuasiestacio-
nario.

La conducta de las funciones = muestra una conducta casi invariable en el
tiempo, como era de esperarse para el caso cuasiestacionario a nivel macrosco-
pico. En la Figura 19 se ven con més detalle las funciones =15 y Z92, y €s més
evidente que no hay cambios temporales. El intervalo inicial cuando se elevan
desde cero hasta estacionarse en una recta puede considerarse irrelevante, debi-
do a que en este contexto las parametrizaciones de v (t) y ¢ (t) no son validas,
va que no se ha alcanzado el estado cuasiestacionario.
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Funciones autocorrelacion para el caso de

0.0005 una enzima en 499 moléculas de sustrato
- I
0.0004 [
|
|
0.0003 \ =12
0] | 22
3
= 0.0002 -
=}
2
g |
0.0001
0.0000 -
-0.0001 ; : : . ; T T T T
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
tiempo

Figura 19: Evolucion de funciones Z15 y S99 en el estado cuasiestacionario.

Se vio anteriormente en el estudio analitico que cuando se alcanza el estado

en equilibrio se cumple que <772> = <§2> = (n€) = 0. Por esta razon es conve-
niente analizar el comportamiento del ruido en el proceso en que el sistema pasa

del estado cuasiestacionario al estado en equilibrio.

Conocida la matriz Z para cada instante ¢, se puede calcular su determinante
para saber si la entropia del sistema crece o no durante un intervalo de tiempo.
En la Figura 20 se aprecia la evolucion en el tiempo del det () para el caso

bajo estudio.
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Determinantes de la matriz = para el caso de

una enzima en 499 moléculas de sustrato
0.00045 |
0.00040 -
0.00035 |
%
g
£ 0.00030 eterminantes
£
£
£ 0.00025 -
kst
=
0.00020 |
0.00015 -
0.00010
T T T T T T T T T
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
tiempo

Figura 20: Evolucién del determinante de la matriz de autocorrelacién = en el
estado cuasiestacionario.

Aunque en la Figura 20 el sistema se encuentre en el estado cuasiestacionario,
puede alcanzarse a notar un ligero descenso a medida que pasa el tiempo, lo cual
indica que la entropia disminuye muy lentamente. Esto es muestra de que avanza
hacia la situacién en equilibrio y sin ruido en la parte del sistema formada por
moléculas de sustrato y de complejo enzima-sustrato.

La ecuacién (93) permite calcular la evoluciéon temporal de la entropia, ésta
puede verse en la Figura 21. Llama la atencién que la entropia tome valores
negativos. A esto se le llama en la literatura «negentropiay, y serd discutida
maés adelante.
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Funcion de entropia para el caso de
una enzima en 499 moléculas de sustrato

Entropia
S
1

tiempo
Figura 21: Evolucién de la entropia en el estado cuasiestacionario.

Debido a que las Figuras 20 y 21 no son concluyentes para comprender qué
estd sucediendo con la entropia, es necesario estudiar el sistema fisico en el cual
la proporcién inicial de enzima y de sustrato es muy parecida. Esto se hace en
la siguiente subseccion.

11.2. Propiedades del ruido cuando la proporciéon de en-
zimas y sustrato es muy similar

11.2.1. Evoluciéon de las fluctuaciones medias

Cuando se tiene que la proporcién de enzimas y de sustrato son iguales, la
evolucion de las fluctuaciones estadisticas medias con velocidades de reacciéon
k1 = ko = kg = 1, se hace uso de las parametrizaciones (177) y (178) para este
analisis.

Haciendo uso de los eigenvalores de las soluciones para la ecuacion (134), se
conocen los elementos de la matriz de convecciéon L. La evolucién temporal de
los eigenvalores A1 y Ay se encuentran en las Figuras 22a y 22b. Debido a que
varian muy rapido en el tiempo, en comparacién con el caso cuasiestacionario,
no conviene hacer un desarrollo en serie de Taylor como se hizo anteriormente.
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-2.30 -0.17
2235 -0.18
A,

2.40 2 i -0.19
-0.20

-2.45
-0.21

-2.50
-0.22

5 10 15 0 5 10 15 20
tiempo tiempo

(a) Evolucion de \q (b) Evolucion de Az

Figura 22: Eigenvalores de la matriz de conveccién en el régimen de concentra-
ciones de E y S iguales.

Para valores de tiempos grandes, los eigenvalores tienden a los siguientes
valores:

lim Ay = —2.28078
t—o0
lim A\ = —0.219224
t—o00

Debido a que las soluciones de (134) son exponenciales, los valores para
tiempos muy grandes de (g1) y {g2) tenderan a cero. Para obtener un resultado
para todo instante de tiempo t se resolvio la ecuacion diferencial usando el
método Runge-Kutta de 4° orden, y graficando los resultados en la Figura 23
se obtiene el espacio fase del promedio de los ruidos ({q1), (¢g2)). La grafica es
consistente con el estudio analitico del estado de equilibrio, indicando que para
tiempos grandes el resultado final es (0,0).
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({g1)0+ {g2)0)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

(¢1)

Figura 23: Evolucion del promedio de los ruidos {(q1) y (g2) en el régimen de
concentraciones de E y S iguales.

11.2.2. Evoluciéon de las funciones de autocorrelacion

Haciendo uso de las parametrizaciones (177) y (178) de las ecuaciones de-
terministas, se resolvieron numéricamente las ecuaciones diferenciales para las
funciones de autocorrelacion (145), (146) y (147) con el método de Runge-Kutta
de 4° orden tomando como condiciones iniciales (179). Los resultados se aprecian
en la Figura 24.

Ein(0)=1,E12(0)=0,E2(0)=0 (179)
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Funciones de correlacion cuando el nimero
104 de enzimas iguala al nimero de sustratos

0.8 4

0.6 4

funciones

0.4

024

0.04

tiempo

Figura 24: Evoluciéon de funciones de autocorrelacién en proporciones de enzima
y sustrato muy parecidos.

Todas las curvas tienden a cero, como se habia predicho por métodos anali-
ticos para el caso de equilibrio en las ecuaciones (173)

El determinante de la matriz de autocorrelacion = fue calculado para cada
instante de tiempo t discreto, y el resultado esté en la Figura 25. El determinante
crece inicialmente, pero poco después desciende hasta un valor casi constante.
La condicion para que se presente un aumento de entropia es que el det (Z) > 0,
pero se observa que ocurre lo contrario. Entonces se dice que el proceso que
tiende al equilibrio involucra un decrecimiento de la entropia, como se habia
adelantado en el estudio del estado cuasiestacionario. El resultado del calculo
de la entropia estd en la Figura 21 y, como era de esperarse, decrece con el
tiempo.
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Determinantes de = cuando el nimero de Entropia del sistema cuando el nimero de

005 enzimas iguala al niimero de sustratos 154 enzimas iguala al nimero de sustratos
1.0 4
0.04 -
é 0.034 o 0.0
< 2
g g
2 o002 5 084
5
1.0 4
0.014
1.5
0.00 4 20
> 0 2 4 6 8 0 2 u 1w > o0 2 4 6 5 1 1w 1w
tiempo tiempo
Figura 25: Evolucién del determi- Figura 26: Evoluciéon de la entropia
nante de la matriz de autocorrela- en proporciones de enzima y sustra-
cién = en proporciones de enzima y to muy parecidos.

sustrato muy parecidos.

El sistema formado por el sustrato y complejo enzima-sustrato es un sub-
sistema contenido dentro de uno mas grande, que es el que comprende a las
enzimas, sustrato, complejo enzima-sustrato y producto. Esto lleva a catalogar
a nuestro subsistema como uno abierto, por lo que no es motivo de preocupaciéon
el detectar un decrecimiento en la entropia. No obstante, la entropia negativa,
llamada «negentropiay en la literatura, ha sido analizada cuidadosamente por
varios autores, aunque a primera vista aparente tratarse de una situacion afisica.
Con base en ellos se ofrece como conclusiéon que el modelo Michaelis-Menten es
un buen descriptor de una gran cantidad de fenémenos naturales que ocurren en
la biologia, debido a que contempla un proceso de reordenamiento que Sungchul
Ji[30] enuncia de la siguiente manera:

La negentropia catalitica almacenada en la enzima puede regular la
tasa de reaccién enzimatica modulando la magnitud del cambio en
la entropia.

11.3. Discusiéon

Seguin Yi-Fang Chang[31] la entropia puede disminuir en las reacciones qui-
micas. En la seccién 4 de la referencia citada, discute que la catélisis podria
disminuir de manera sustancial la energia de activacién y hacer crecer las tasas
de algunas reacciones quimicas, controlando la direccién de la reaccién. En es-
tos procesos, escribe Chang, aparecen fenémenos de reordenamiento espontaneo,
como es el caso del amoniaco NHj y el cloruro de hidréogeno HCI, dos gases
que forman cloruro de amonio N H4C', un sélido cristalino, cuando son mezcla-
dos. Hace ver también que el decrecimiento de entropia podria estar involucrado
en la termodinamica de las reacciones catalizadas mediante enzimas y recalca

61



que en biologia hay autoorganizacion y autoensamblaje, como es el caso de las
moléculas anfifilicas que forman micelas cuando se encuentran suspendidas en
un fluido polar después de sobrepasar una concentracién critica, lo cual indica
que la naturaleza no tiende siempre al desorden, de modo que los procesos de
ordenamiento irfan acompanados de decrecimiento de la entropia. De acuerdo
a Chang[32], una condicién necesaria y suficiente para el decrecimiento de la
entropia en sistemas aislados es la existencia de interacciones internas.

Por su parte, Sungchul Ji[30] afirma que la negentropia juega un papel en
la catalisis enzimética y discute el caso de la sintesis de proteinas a partir de
aminoéacidos con la presencia de energia libre disponible y de un cédigo genético
que es seguido en el proceso de formaciéon de cada proteina. Hace ver que hay
dos clases de orden en la naturaleza, uno que es sensible a la temperatura y otro
que es insensible a ésta. Como ejemplo del primero menciona los patrones de
interaccion de elementos individuales de un sistema fisico sujeto a movimiento
térmico. Como ejemplo de orden insensible a la temperatura menciona los aco-
modos improbables de elementos en un sistema fisico, como es el caso del orden
intrinseco de un escrito en una pagina impresa, o la estructuracién del ADN.
De acuerdo a Sungchul Ji hay negentropia térmica y negentropia no térmica.
Postula, ademés, ver pag. 435, que la negentropia catalitica almacenada en la
enzima puede regular la tasa de reacciéon enziméatica modulando la magnitud
del cambio en la entropia.
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Capitulo IV
Simulacién por computadora de la
reaccion enzimatica

12. Algoritmo de Gillespie

Para la simulacion se hace uso del algoritmo de Gillespie. Este consiste en
la consideracién de un sistema quimico confinado dentro de un volumen V' y
que evoluciona en el tiempo, de modo tal que puede ser especificado por un
numero M de variables de estado: hi, ha, ..., har; donde hy(con p=1,..., M)
es el namero de tipos distintos de combinaciones de moléculas reactantes para
cada reaccion R, donde cada reaccién debe tener especificada una tasa de
transicion[33].

El enfoque de Gillespie considera una funcién de densidad de probabilidad
P (7, ) tal que P (7, ) d7 es la probabilidad en un instante de tiempo 7 en que
la reaccion ocurrird en el intervalo (¢ + 7,¢ + 7+ dr). Siguié un razonamien-
to similar al que se encuentra expresado en el estudio de la probabilidad de
colisiones en gases[34], en el que consideré una serie de eventos diferentes:

Evento 1: Existe una probabilidad Py (7) en el que no ocurre ninguna reaccién
en el intervalo (¢,t + 7).

Evento 2: Toma en cuenta que existe la probabilidad a primer orden en dr de
que ocurra una reaccién R, en el intervalo (¢t + 7,t + 7 + dr), y estd dada
por h,c,dr, donde ¢, es la fraccién de colisiones con energia suficiente
para reaccionar.

Si los intervalos que no se traslapan son estadisticamente independientes, la
probabilidad de que no ocurra reaccion en el intervalo (¢,t + 7), pero si ocurra
una reaccion en el intervalo (¢t + 7,t + 7 + d7), estd dado por:

P (1,p)dr = Py (1) hycudr

Después encontr6 que la densidad de probabilidad P (7, 1) estd dada por:

M
— hyc,T
P (r,p)dr = hucpe X

Como consecuencia, un proceso estocastico descrito por la ecuacion (10)
puede ser simulado, dice Gillespie, con un algoritmo similar al siguiente.

Etapa 1: Inicializacién

1. Especificar el numero inicial de sustrato N4 (0) y de complejo enzima-
sustrato Ng (0).

2. Especificar el numero de realizaciones Ny.
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3. Introducir las tasas de transicién o;, donde ¢ = 1,..., M, siendo M el
nimero de interacciones entre dos especies. En nuestro caso M = 3.

4. Marcar el tiempo inicial como ¢ = 0.

5. Inicializar la variable sigma_ sum=0.
Etapa 2: Iteracién

1. Producir una actualizacién de la variable sigma_ sum de la siguiente ma-

nera:
M

sigma__sum :Z o (i)
i=1

2. Generar dos nimeros aleatorios r1 y 72, con probabilidad uniforme dentro
del intervalo [0, 1]

3. Generar el incremento temporal aleatorio con distribuciéon exponencial 7:

T=————In|—
sigma__sum 71
4. Actualizar el tiempo t — ¢t + 7.

5. El ntmero aleatorio r3 se utiliza para escoger una de las M interacciones
diferentes.

6. Acutalizar N4 y N deacuerdo al evento escogido en el punto 5.

7. Guardar (t + 7, N4, Ng) y volver al punto 1.

13. Resultados

13.1. Simulacién con 1 enzima y 400 sustratos

Partiendo de los valores iniciales Ny (0) = 1 y No = 400, se generaron 200
realizaciones para guardar resultados cada At = 2 hasta agotar la existencia de
moléculas de sustrato. El resultado del producto para una sola realizacién se
muestra en la Figura 27a.

La conducta aleatoria del sistema es evidente, pero es aun maés facil de notar
cuando se muestran cuatro realizaciones. En la Figura 27b se muestra el resul-
tado para el sustrato y en la Figura 27c para el producto. De las dos graficas se
evidencia que la desviacién estdndar crece con el transcurso del tiempo.

En la Figura 27d se presenta la evolucién del complejo enzima-sustrato, pero
no es muy interesante, ya que desaparece de inmediato cuando solo existe una
sola enzima.

De los resultados anteriores es claro que es necesario un estudio estadistico
de estos resultados. Para abundar sobre la conducta del sustrato y del producto
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en el intervalo de tiempo 2 <t < 106, se hizo una seleccién de 50 realizaciones
para agrupar los datos por tiempo y calcular sus propiedades estadisticas. Los
resultados para el promedio del sustrato y del producto se muestran en las
Figuras 28a y 28b.

Los resultados de la evolucién en el tiempo de las desviaciones estandar del
sustrato y el producto se muestran en las Figuras 28c y 28d. Estos indican cuan-
titativamente un comportamiento que ya se habia adelantado anteriormente, que
la desviacién estandar crece con el tiempo.

El resultado analitico del modelo Michaelis-Menten lleva a que, al llegarse al
estado de equilibrio, inicamente permanecen enzimas y producto en el sistema.

Cuatro realizaciones con ¢l algoritmo de Gillespie, una

Simulacion mediante el algoritmo de Gillespie. enzima y cuatrocientas moléculas de sustrato.
400 Caso de 1 enzima y 400 moléculas de sustrato . 400
— S (realizacion 1)
—— S (realizacion 2)
3004 2300 —— S (realizacion 3)
E S (realizacion 4)
¢ 2
2 ’ H
2 200+ g Producto! = 2004
< — o
5 5
@ £
El
100 100 4
0 04
T T T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo tiempo
(a) Producto vs tiempo. Una sola realizacion. (b) Sustrato vs tiempo. Cuatro realizaciones.
Una realizacion con el algoritmo de Gillespie, una
Cuatro realizaciones con el algoritmo de Gillespie, una enzima y i léculas de sustrato. <
: N complejo ES
enzima y cuatrocientas moléculas de sustrato.
400 e 104
@ 0.8
g 300
El
<
S
g e v 0.6
3 — P (realizacion 1 =
S 2004 P (realizacion 2 )
g —— P (realizacion 3 2 04
2 P (realizacion 4 S
100 4
/ ;/ ]
01 0.0 RE——
T T T T T T T T T T T T T T
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 100 200 300 400
tiempo tiempo
(c) Producto vs tiempo. Cuatro realizaciones. (d) Complejo ES vs tiempo.

Una sola realizacion.

Figura 27: Evolucién temopral de reactantes. Una y cuatro realizaciones
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Simulacién mediante el algoritmo de

Gillespie. Caso de 1 enzima y 400 moléculas de 1209 X
4004 sustrato Evolucion temporal de la media del producto tomada
100 sobre 50 datos en cada tiempo, (At=2).
Evolucion temporal de las medias del
3804 sustrato sobre 50 datos cada dos unidades
de tiempo. 804
£ 3604 g
g 2 60
2 &
T 340 <
= <
g 8 404
2 a0 2 ‘medias del producto
2 a0 2 (- modins def producto]
204
300 o
o]
280 T T T T T T 1 T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
tiempo tiempo
(a) Evoluciéon temporal del promedio del sus- (b) Evolucién temporal del promedio del pro-
trato. 50 realizaciones. ducto. 50 realizaciones.
Simulacion mediante el algoritmo de
Gillespie. Caso de 1 enzima y 400 moléculas de Evolucién temporal de la desviacion estandar del producto
124 sustrato 12 tomada sobre 50 datos en cada tiempo, (At=2).
104 104

[

iacién estindar
del sustrato sobre 50 datos cada dos unidades
de tiempo.

4 desviacion estandar,

desviacion estandar

44 R Evolucion temporal de la d

Desviaciones estandar del sustrato
>

24 24
0 T T T T T T 1 o T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
dempo dempo
(c¢) Evolucion temporal de la desviacion estan- (d) Evolucion temporal de la desviacion estan-
dar del sustrato. 50 realizaciones. dar del producto. 50 realizaciones.

Figura 28: Evolucién temopral de reactantes. Cincuenta realizaciones

Inicialmente puede parecer que el resultado de que la desviacién estandar
crezca es contradictorio con el resultado anterior, pero debido a que se trata
de un sistema finito, lo que se tiene en la simulacién es que llega a su fin en
tiempos diferentes. Es decir, el crecimiento de las desviaciones estdndar solo se
manifiesta en que el tiempo que tarda en agotarse el sustrato cambia de manera
aleatoria.

Se hizo un estudio con 31 realizaciones y se encontraron los tiempos de
agotamiento que se encuentran en el Cuadro 2. El Histograma de estos datos se
encuentra en la Figura 29.

Segun la Figura 29, el tiempo de agotamiento del sustrato tiene una media
y desviacién estandar de

(ty = 4104
o = 216
La contradiccion se resuelve si se considera que, al final de cada realizacion

en la simulacién, el producto llega a 400 moléculas, pero esto ocurre en tiempos
diferentes.
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440 406 394 416 368 402 390 428 440 446
432 400 398 404 412 448 426 368 424 424
394 406 404 394 416 448 402 406 410 376
400

Cuadro 2: Tiempos de agotamiento de sustrato.

380 400 420 440 480

Figura 29: Histograma de tiempos de agotamiento de sustrato. 31 realizaciones.

13.2. Simulacién con 50 enzimas y 5000 sustratos

Partiendo de los valores iniciales Ny (0) = 50 y Ny = 5000, se generd 1
realizacion. Las graficas de la evolucion temporal de el complejo enzima-sustrato
y de la enzima se muestran en la Figura 30a, y para la evolucién del sustrato y
del producto se encuentran en la Figura 30b.

Una sola realizacién con
N,(t=0)=50'y N,(t=0)=5000 ®— enzimas Una sola realizacion con

50 P 5000 4 N, (t=0)=50 y N,(t=0)=5000 ...u
404 4000
8 2
E 30+ é 3000 4
® 8
> o
-~
8 20 o 2000
o 8
< g
3 2]
g 10 1000 4
0 O 04
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
tiempo tiempo
(a) Evolucién temporal del complejo ES y E. (b) Evoluciéon temporal del Sy P.
Una sola realizacion. Una sola realizacion.

Figura 30: Evoluciéon temporal de los reactantes.

A diferencia del caso en el que Ny (0) = 1 y Ny = 400, donde el complejo
enzima-sustrato se mantenia en ceros durante casi todo el tiempo de duracién
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de la reaccién, ahora son las enzimas las que exhiben esa conducta. Esto puede
interpretarse como que casi todas las enzimas se encuentran catalizando una
reaccién y son pocas, o ninguna, las que se encuentran libres.

En el caso de la evolucién del sustrato y el producto, se puede predecir que
el sustrato se agota a medida que el producto crece paulatinamente. Al final de
la reaccién, una vez que se alcanza el equilibrio, las posiciones de las rectas se
hacen horizontales.

13.3. Simulacién con 50 enzimas y 500 sustratos

Ahora se parti6 de los valores iniciales N7 (0) = 50 y No = 500 y se genera-
ron 30 realizaciones. Para darle un seguimiento en el tiempo de la distribucién
de moléculas de producto en cada realizacion, se hizo una seleccion de cuatro
instantes de tiempo distintos: t = 2, t =4, t = 6 y t = 8. Se siguié el mismo
procedimiento para los datos de los sustratos.

Haciendo uso del software Mathematica para ajustar densidades de pro-
babilidad normales, se obtuvieron las graficas en Figuras 3la y 31b. Para las
distribuciones del producto se observa que, para el instante de tiempo t = 2, los
ntimeros de moléculas de producto se agrupan cerca de 100; y la distribucion se
corre hacia la derecha conforme transcurre el tiempo.

Densidades de probabilidad ajustadas con Software Mathematica
para 30 realizaciones con 50 enzimas y 500 moléculas de sustrato

Densidades de probabilidad ajustadas con Software Mathematica
para 30 realizaciones con 50 enzimas y 500 moléculas de sustrato
0.030

0.025 | 0.030

0.020 |\ 0.025

0.015 | 0.020 |

a partir del histograma

0.010 / 0.015 |

Densidad de probabilidad estimada

0.005 0.010 |

Densidad de probabilidad cstimada
a partir del histograma

0.005

100 200 300

Nimero de moléculas de producto

100 200 300

Niimero de moléculas de sustrato

(a) Moléculas de producto. (b) Moléculas de sustrato.

Figura 31: Ajuste de densidades de probabilidad normal.

En el caso de las distribuciones del sustrato se observa una conducta similar,
pero invertida. En el instante de tiempo t = 2 los nimeros de moléculas del
sustrato se agrupan a la derecha de 300, y la distribucién se corre hacia la
izquierda conforme transcurre el tiempo.

También es posible obtener la evolucién de los promedios de enzima y de
complejo enzima-sustrato (Figura 34), la evolucion del sustrato y producto (Fi-
gura 32), asi como las desviaciones estandar de enzima y producto (Figura 33).
Como era de esperarse, muy cerca del equilibrio las desviaciones estandar si-
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guen siendo diferente de cero, debido a que cada realizacién avanza a diferentes
velocidades y el sustrato se agota en diferentes tiempos.

Promedios sobre 30 realizaciones con el algoritmo de o . )
Gillespie. N,(t=0)=50, N,(t=0)=500 Desviaciones estandar sobre 30 realizaciones con el algoritmo

de Gillespie. N, (t=0)=50, N,(t=0)=500
500 - 20
% o enzimas
g . © productos
400 d
5 15 4
2
P |
H g 10
5 200 -] E
e
100 S
0+ 04
0 2 : 5 s 1 o 2 i 5 3 10
tiempo tiempo
Figura 32: Evolucién temporal de S Figura 33: Evolucién temporal de la
y P. 30 realizaciones. desviacion estandar de E y P. 50 rea-
lizaciones.

Promedios sobre 30 realizaciones con el algoritmo de
Gillespie. N,(t=0)=50, N,(t=0)=500

50 4 .

40

@
8
L

promedios

tiempo

Figura 34: Evoluciéon temporal del complejo ES y E. 30 realizaciones.
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Capitulo V
Conclusiones

Modernamente las reacciones enziméticas pueden ser realizadas y monito-
readas cuantitativamente en tres niveles de cantidades de enzima y de sustrato:

1. Cuando las concentraciones son del orden de microgramos.

2. Cuando el numero de moléculas involucradas alcanzan a varios miles de
ellas.

3. Cuando son unos cuantos cientos, incluyendo la posibilidad de que esté
presente una sola enzima actuante. También es usual que en los experi-
mentos in vitro la concentracién de enzimas sea mucho menor que la con-
centracion de sustrato, en cambio, el monitoreo del funcionamiento de las
células biologicas permite afirmar que puede haber proporciones similares
de ambas sustancias en una region especifica de una célula biologica[28].

Los experimentos que se realizan a nivel nanométrico pueden involucrar can-
tidades de enzima y sustrato como los senalados en los puntos 1 y 2. Por las
razones anteriores, en este trabajo se ha desarrollado un tratamiento matemé-
tico para todas las reacciones enzimaticas que pueden ser descritas mediante la
ecuacion irreversible del tipo F + S = ES — E + P. Este tratamiento consiste
en lo siguiente:

Para el caso 1, cuando las concentraciones son del orden de microgramos, es
suficiente con la descripcién macroscopica, que descansa en las ecuaciones (107)
y (108) para la evolucién temporal de las concentraciones de sustrato , ¥ (t), y
de complejo enzima-sustrato , ¢ (¢). A partir de sus soluciones es posible usar
las ecuaciones (184) y (186), que se obtienen en el apéndice A, para explorar la
evolucion temporal de las concentraciones de enzima, e (t), y de producto, P ().

El sistema fisico que se describe siempre avanza hacia un equilibrio estable
que consiste en el agotamiento del sustrato y del complejo enzima-sustrato. Esto
es cuando todas las enzimas regresan a su niimero original y todo el sustrato ha
sido transformado en producto. La ecuacion algebraica (126), que es utilizada
en bioquimica para obtener la velocidad de formacion del producto resulta como
una aproximacién para el caso particular en que el cambio en el tiempo de la
concentracién enzima-sustrato es extremadamente lenta.

Para el caso 2, en que las moléculas involucradas son pocos millares, es nece-
sario agregar una descripcién que permita detallar las propiedades estadisticas
del ruido. En este caso es necesario agregar las consecuencias de la ecuacién
de Fokker-Planck (90), que permite obtener las ecuaciones (134) para estudiar
la evolucién temporal de los promedios de los ruidos, (g.) (t), y las ecuaciones
(141), para el estudio de las autocorrelaciones =Z,,, (t). Las concentraciones de
sustrato y de complejo enzima-sustrato fluctiian aleatoriamente siguiendo una
densidad de probabilidad gaussiana que esta dada por la ecuacioén (91). La teoria
predice que los ruidos promedio y las autocorrelaciones se iran a cero cuando se
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alcance el estado de equilibrio. Por esa razoén, la entropia del subsistema sustra-
to més complejo enzima-sustrato, que estd definida mediante la ecuacién (92),
tiene una conducta muy especial. Es una magnitud que desciende en el tiempo
y puede tomar valores negativos. Este es un tema que se deja abierto en este
trabajo y que podria ser inspeccionado en al menos dos direcciones:

= primero, averiguar qué sucede con la entropia de todo el sistema formado
por: enzima, sustrato, complejo enzima-sustrato y producto, para saber
si la entropia recupera la conducta conocida en la termodindmica que ha
sido aplicada a los sistemas fisicos formados por cuerpos inanimados.

= Segundo, dependiendo del resultado anterior, explorar la posibilidad de
que en los sistemas fisicos que involucran vida podrian existir procesos de
ordenamiento en los cuales toma importancia el concepto de negentropia.
De ser asi, seria necesario revisar las opiniones de los investigadores que
afirman que la entropia puede disminuir en sistemas en los que ocurren
procesos organizados por genes, como es el caso de las sintesis de proteinas.

Para el caso 3, cuando deja de ser valida la hipotesis de van Kampen establecida
en la seccién 2 de este trabajo, se ha propuesto el anélisis del sistema por medio
de la simulacion en computadora. Haciendo uso del algoritmo de Gillespie se
puede simular la evolucién en el tiempo del niimero de moléculas de todo el
sistema y los resultados sugieren que en este régime hay ocasiones donde es
valida la hipdtesis de variacion temporal muy lenta de la concentracion del
complejo enzima-sustrato. Por lo tanto, el uso de la ecuacion algebraica (126)
podria ser de utilidad. Se han encontado valores de las tasas de reacciéon para
las cuales la afirmacion anterior no es véalida. Ademas, si se conocen las tasas de
reaccion, es posible estimar el tiempo que duraré la reaccion.
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Capitulo VI
Apéndice

A. Ecuaciones diferenciales macroscépicas para
densidad de enzima y producto

Hemos escogido como variables independientes al sustrato y al complejo
enzima-sustrato, pero también pueden obtenerse ecuaciones diferenciales para
la densidad de enzimas (en moles) y densidad de producto (en moles). En esta
subseccion se obtendran estas ecuaciones diferenciales.

Siendo
e densidad de moles de enzima

p densidad de moles de producto
Recuperando ecuaciones de conservacién normalizadas

Ny = MNi+ns3 (180)

Nogg = MNog+N3+ Ny (181)

Haciendo un cambio de notacién para facilitar el seguimiento del desarrollo
ny — e
ng —
ng — ¢
ng — P

Entonces las ecuaciones (180) y (181) se reescriben como

np = e+¢ (182)

Haciendo algebra simple y derivando respecto al tiempo, de (182) y (183)
respectivamente se tiene

de do
= - _X 184
dt dt (184)
dP d
-~ - _Z 185
— =+ 0) (155)
Por otra parte, de la velocidad de reaccion de P se tiene que
dP
— =k 186
= ks (156)
o bien, despejando ¢ de (182), la ecuacién (186) queda
dP
E = k‘g (nm — 6) (187)

7



Antes de usar la ecuacion determinista de evolucién temporal de qﬁ (76), es
conveniente escribirla en términos de e y P
De las ecuaciones (182) y (183) se obtienen

¢ = mwo—e (188)
Y = ng—-—P—¢ (189)

Sustituyendo (188) en (189)

1/) = ngo—P—n10+€
=19 = An—P+e (190)

donde An = ngg — nqg
Sustituyendo (188) y (190) en (76)

¢ = kinoy —kigy — (ko +ks) 6
= ¢ = kinio|An—P+e]—kj[nio—e][An— P +e] — (ko + k3)[n10 — €]
[An — P+ 6} [k‘llnl() — k'll’fllo + k'lle] — (kg + k‘3) [1110 — e}

Entonces

¢ =[An— P +e|kie— (ko + k3) [n1o — €] (191)
Sustituyendo (191) en (184)

d
£ = (kQ =+ kg) [7110 — 6] — [An — P + 6] k/1€ (192)
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