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Resumen

En este trabajo se presenta un enfoque geométrico-diferencial para el estudio de
sistemas dindmicos sesqui-producto (o sistemas dindmicos proyectables) en es-
pacios fibrados triviales, en el contexto de la dindmica Hamiltoniana y la teoria
Hamiltoniana de perturbaciones. La dindmica proyectable surge en varios proble-
mas de la teoria de sistemas Hamiltonianos tales como sistemas con simetrias y la
reconstruccion de fases, la linealizacién de sistemas Hamiltonianos, el método de
los promedios y las formas normales. En esta situacion, presentamos dos tipos de
resultados:

@

(ID)

Se formula un criterio sobre la existencia de estructuras Hamiltonianas para
una clase amplia de sistemas dindmicos, los sistemas sesqui-producto, en un
espacio fase del tipo (variedad simpléctica) x (variedad de Poisson), en térmi-
nos de la solubilidad de una ecuacién lineal no-homogénea (ecuacién ho-
moldégica), con respecto a una familia de estructuras de Poisson no-lineales
(degeneradas), parametrizadas por 1-formas con valores vectoriales. Se da
una interpretacién geométrica de esta ecuacién por medio de conexiones de
Ehresmann invariantes en un haz fibrado trivial, de Poisson. La familia de
estructuras de Poisson (no-lineales) que se introducen, representa una clase
especial en el contexto del llamado acoplamiento de Poisson. Aplicamos a
esta clase de corchetes de Poisson el procedimiento de acoplamiento minimo
para derivar una familia 1-paramétrica de estructuras Hamiltonianas. Se es-
tablece la equivalencia entre estas estructuras de Poisson por medio de una
version contravariante del método de homotopia de Moser. Estos resultados
se aplican a la construccién de estructuras Hamiltonianas para una clase im-
portante de sistemas sesqui-producto asociadas con familias de sistemas de
Lie periédicos.

Se desarrolla un nuevo enfoque perturbativo para una clase de sistemas Ha-
miltonianos perturbados en espacios fase cuya estructura de Poisson de-
pende, de manera singular, de un pardmetro pequefio. La caracteristica
tipica en esta situacién es que los sistemas no-perturbados asociados, los
cuales son sistemas sesqui-producto, no son Hamiltonianos relativos a la
estructura de Poisson en el espacio fase original. Aqui, la aplicacién de
métodos estandar tales como la técnica de la funcién generadora o el de la
transformada de Lie no son apropiados. Ademas, en el contexto de los sis-
temas casi-integrables, se estudia con bastante detalle una clase de sistemas
Hamiltonianos con dos grados de libertad sobre cilindros de 6rbitas y se
derivan dos tipos distintos de normalizacién para este tipo de sistemas. Fi-
nalmente, los resultados generales que se obtienen los aplicamos a las ecua-
ciones de Euler en so(4) para derivar la propiedad de casi-integrabilidad de
estos sistemas alrededor de 6rbitas co-adjuntas singulares.
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Abstract

We present a differential-geometric approach for the study of skew-product dy-
namical systems (or projectable systems) on trivial fibered spaces, in the frame-
work of the Hamiltonian dynamics and the theory of Hamiltonian perturbations.
The projectable dynamics appears in various problems of the theory of Hamil-
tonian systems, for example, systems with symmetries and the reconstruction of
phases, the linearization of Hamiltonian systems, averaging methods and normal
forms. In this context, two kind of results are presented:

@
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A criterion for the existence of Hamiltonian structures is formulated for a
wide class of (nonlinear) dynamical systems, the so called skew-product
systems, on a phase space of the type (symplectic manifold) x (Poisson mani-
fold), as the solvability of a linear non-homogeneous equation (homological
equation), relative to a family of (degenerate) nonlinear Poisson structures
parametrized by vector valued 1-forms. We provide a geometric interpreta-
tion of this equation in terms of invariant Ehresmann connections on a Pois-
son fiber bundle. The introduced family of Poisson structures represents a
special class of nonlinear coupling Poisson structures. The minimal coupling
procedure is applied to this class of Poisson brackets in order to derive a 1-
parameter family of Hamiltonian structures. The equivalence between these
Poisson structures is stated by using a contravariant version of Moser’s ho-
motopy method. These results are applied in order to construct Hamiltonian
structures for an important class of skew-product systems associated with
families of periodic Lie systems.

A new perturbative approach is developed for a class of perturbed Hamil-
tonian systems on phase spaces whose Poisson structure has a singular de-
pendence on a small parameter. The typical feature in this situation is that,
the associated unperturbed systems, which are skew-product systems, are
not Hamiltonian relative to the original phase space Poisson structure. Here
the application of standard methods such as the generating function tech-
nique or Lie transform method are not effective. Moreover, in the context
of near-integrable systems, we thoroughly study a class of two degrees of
freedom Hamiltonian systems over orbit cylinders and derive two different
types of normalization for this kind of systems. Finally, we apply the ob-
tained general results to the case of Euler equations on so(4) in order to
derive the near-integrability property of these systems in the neighborhood
of a singular co-adjoint orbit.
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Introduccion

El objetivo general de este trabajo es presentar un enfoque unificado sobre la for-
mulacién Hamiltoniana de los sistemas dindmicos proyectables en haces fibra-
dos triviales, en términos geométrico-diferenciales. Al mismo tiempo, se verd la
utilidad de este enfoque con algunas aplicaciones a la teorfa Hamiltoniana de
perturbaciones y las formas normales. Para tal fin, utilizaremos las modernas
herramientas que nos proporciona la geometria de Poisson.

De esta manera, debido a los métodos utilizados, este trabajo se relaciona con
varias dreas importantes de investigacion actual en la teoria de sistemas dindmi-
cos y la fisica-matemadtica, tales como la mecdnica Hamiltoniana, la teoria de sis-
temas completamente integrables, la teoria de perturbaciones, los sistemas casi-
integrables y la teoria KAM. En todas estas &reas, las principales herramientas
de estudio provienen de la geometria simpléctica y, méds generalmente, de la ge-
ometria de Poisson. Por si misma, ésta dltima ha sido una 4rea de investigacién
intensa durante los tltimos 35 afios y también debido a sus multiples conexiones
con una diversidad de otros campos, tanto de las propias matematicas como de la
fisica.

Podemos decir que los origenes de la geometria de Poisson se remontan hacia
principios del siglo XIX cuando el corchete de Poisson cldsico

oF oG OJF dG
ey =55 : ()

fue introducido por Poisson en su estudio de las ecuaciones de movimiento de la
mecdnica celeste. Unos treinta afios mds tarde, Jacobi pudo reconocer la impor-
tancia de estos corchetes y al estudiar sus propiedades algebraicas descubrié su
famosa “identidad de Jacobi”. Alrededor de 1833, Hamilton observé que usando
los corchetes de Poisson, las ecuaciones de movimiento para varios sistemas de la
mecdnica y de la 6ptica podian escribirse en la forma

oH

. 9H

donde H es una funcién suave que, en la mayoria de los casos, representa la
energia total del sistema. Un sistema de 2n ecuaciones expresado en la forma (2),
(3), se llama un sistema Hamiltoniano y una de las ventajas de esta formulacién
es que la funcién H es una integral de movimiento del sistema. En este caso,
el corchete en (1) es no-degenerado y proviene, esencialmente, de una estructura
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2 Introduccién

simpléctica candnica en un espacio vectorial. Sin embargo, en el caso general, el
formalismo Hamiltoniano tiene lugar en variedades de Poisson cuya estructura
estd definida por un corchete de Poisson que es, usualmente, degenerado.

Un paso importante en el estudio de este tipo de estructuras fue dado por Lie
alrededor de 1890, ya que fue el primero en investigar corchetes de Poisson de-
generados y estudiar su geometria. Lie consideré en sus investigaciones el caso
mas simple, a saber, el de las estructuras lineales de Poisson; es decir, corchetes
de Poisson en un espacio vectorial para los cuales el corchete de las funciones
coordenadas resulta ser una funcién lineal. Estas son las famosas estructuras de
Lie-Poisson, redescubiertas por Berezin en los 1960s. Posteriormente y durante
las tres tltimas décadas, la geometria de Poisson ha llegado a ser un activo campo
de investigacion que ha incidido en varias areas, por ejemplo, las dlgebras de Lie
infinito-dimensionales (Kirillov [1976]); la mecdnica de particulas y medios con-
tinuos (Arnold, Kozlov y Neishtadt [1993], Lichnerowicz [1977], Marsden y Wein-
stein [1982]); la teoria de singularidades (Varchenko y Givental [1982]); sistemas
completamente integrables (Gelfand y Dikii [1978], Kostant [1979]); cuantizacién
semicldsica (Karasev y Maslov [1993]), etcétera.

En términos algebraicos, un corchete de Poisson en una variedad suave M
se define como un corchete de Lie {, } en el espacio de funciones C®(M), que
satisface la regla de Leibniz. El campo vectorial Hamiltoniano X,, de una funcién
H € C®(M) estd univocamente determinado por la condicién: La derivada de
Lie a lo largo de X, es igual al operador adjunto {H,-}. El sistema dindmico
que corresponde al campo vectorial X,, da lugar a la dindmica Hamiltoniana en
My el par (M,{,}) es llamado una variedad de Poisson, terminologia que fue
acufiada por Lichnerowicz [1977]. Una definiciéon equivalente a la anterior, pero en
términos geométricos, es la siguiente: Una estructura de Poisson es un par (M, ¥)
que consiste de una variedad suave M y un campo de bi-vectores ¥ en M tal
que se satisface la identidad de Jacobi para el corchete de Schouten, [¥,¥] = 0.
En este caso, ¥ es llamado un tensor de Poisson o también se le denomina la
estructura de Poisson en la variedad M. La relacién entre el tensor de Poisson ¥
y el corchete de Poisson {, } estd dada por {F,G} = ¥(dF,dG). Por lo tanto, la
identidad de Jacobi puede interpretarse como una ecuacién diferencial no-lineal
de primer orden para ¥:

S ¥ (y)

—0. 4
S 3 (y) (4)

El tensor de Poisson es degenerado si el rango de ¥ es menor que la dimensién de
M, dim(M). Un punto singular de la estructura de Poisson ¥ estd determinado
por la siguiente condicién: El rango de ¥ no es localmente constante alrededor de
dicho punto. En consecuencia, una variedad de Poisson es, usualmente, degen-
erada y admite puntos singulares. Tales variedades de Poisson generales ocurren
como los espacios fase para las ecuaciones de movimiento de las particulas cldsicas
y también son relevantes para las dlgebras de observables en la mecanica cudntica,
al igual que para dlgebras no-conmutativas mas generales. La motivaciéon para
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este formalismo se debe, en parte, al descubrimiento de muchos modelos fisicos
que provienen de los sistemas mecénicos, especialmente, sistemas que admiten
grupos de simetrias o sistemas con restricciones.

Es en este contexto de la geometria de Poisson en el que formulamos uno de
los problemas principales que abordamos en este trabajo y que usualmente se
le conoce como el problema de Hamiltonizacién, el cual esta relacionado con la
siguiente pregunta: ;Son las ecuaciones de movimiento de un sistema, Hamil-
tonianas en algtun sentido? En otras palabras, dado un sistema arbitrario de
ecuaciones diferenciales ordinarias, jadmite este sistema una formulacién Hamil-
toniana? Mads precisamente, si (M, X) es un sistema dindmico, el problema de
Hamiltonizacion consiste en tratar de encontrar un par (¥, H) formado por una
estructura de Poisson ¥ en M y una funcién H € C®(M) tal que el campo vectorial
X sea Hamiltoniano con respecto a ¥, con funcién Hamiltoniana H, es decir,

v _ gn9H 0
X_XH:—‘I’a—yIa—y]. (5)
Por lo tanto, desde un punto de vista analitico, el problema de Hamiltoniazacién
se reduce a la solubilidad del conjunto de ecuaciones diferenciales no-lineales
(4) para ¥, junto con la condicién de compatibilidad (5) en la cual, la incégnita
es la funcion H para un campo vectorial X, dado de antemano. Notemos que
localmente, en una vecindad de un punto no-singular de X, la solubilidad de
(4) y (5) se sigue del teorema de rectificaciéon. Sin embargo, en el planteamiento
semi-local, alrededor de una subvariedad invariante de X, de dimensién distinta
de cero, la pregunta sobre la Hamitonizacién de X resulta ser no-trivial. Por
otro lado, el problema de Hamiltonizacién, en su formulacién global, viene a ser
bastante complicado debido a que su naturaleza geométrica esta relacionada a la
foliacién simpléctica singular de la estructura de Poisson ¥ y a la topologia del
espacio de orbitas de X.

El problema de dar una formulacién Hamiltoniana para un sistema arbitrario
de n ecuaciones diferenciales de primer orden es bastante antiguo y desde Lie
[1877] se sabe que, al menos localmente, el problema de Hamiltonizacién tiene
una respuesta afirmativa. Posteriormente, Koenigs [1895] obtiene resultados anal-
ogos a los de Lie y los métodos de ambos se basan en el conocimiento previo de n
integrales de movimiento, las cuales forman un conjunto completo de soluciones
del sistema. Sus resultados se resumen en el Teorema de Lie-Koenigs, llamado asi
por Whittaker [1937]. Sin embargo, una formulacién Hamiltoniana no-global re-
sulta ser de poca utilidad préctica y, salvo por algunas aplicaciones a la mecdnica
(Kerner [1965]), el problema permaneci6 olvidado durante bastante tempo. Perlick
[1992] investiga el problema desde una perspectiva geométrico-diferencial global
y establece que un sistema dindmico admite una formulacién Hamiltoniana si
el espacio fase estd equipado con una estructura simpléctica, asumiendo que el
campo vectorial que define el sistema es completo. Otra respuesta al problema
de Hamiltonizacién es presentada por Hojman [1996] y su método requiere de
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la existencia de un campo vectorial adicional (una simetria) y de una integral de
movimiento del sistema, que se relacionan por medio de ciertas ecuaciones con el
campo asociado al sistema dindmico. Sin embargo, el planteamiento presentado
por Hojman no es global y Alvarado-Flores et al. [2006] generalizan sus resulta-
dos por medio de técnicas geométrico-diferenciables, lo que también les permite
obtener respuestas en los planteamientos de Lie-Koenigs y de Perlick.

Por otro lado, un problema que es ampliamente conocido en la mecdnica
clasica, consiste en establecer una equivalencia entre las formulaciones Lagrangiana
y Hamiltoniana. En el caso de Lagrangianos degenerados, la derivaciéon de una
formulacién Hamiltoniana lleva a un problema no-trivial sobre la relaciéon entre es-
tructuras pre-simplécticas y de Poisson (Gotay et al. [1980], Dubrovin et al. [1993]).
En este contexto, otra pregunta interesante es acerca de la construcciéon de una es-
tructura Hamiltoniana a partir de una ya dada. Para sistemas completamente
integrables, esta cuestion ha sido estudiada por Bogoyavlensky [1983]. Aparte de
su interés intrinseco, otra motivacién para el problema de Hamitoniazacién es la
formulacién Hamiltoniana de un buen nimero de ecuaciones bastante conocidas
de la fisica-matematica, por ejemplo, las ecuaciones de Maxwell-Vlasov (Mars-
den y Weinstein [1982]); las ecuaciones de Wong para una particula cldsica en
una campo de Yang-Mills (Montgomery [1984]); las ecuaciones covariantes BMT
para una particula relativista cargada, con spin (Bette [1993]); el movimiento del
cuerpo rigido (Kozlov [1996], Borisov y Mamaev [1999]); sistemas de Ermakov
(Haas [2001]), etcétera.

Para un sistema dindmico (M, X) dado, una solucién del problema de Hamil-
tonizacién puede no ser tnica. Un planteamiento razonable para tratar de obtener
soluciones de este problema es considerar una clase de sistemas dindmicos en es-
pacios fase con ciertas caracteristicas especificas, fijadas de antemano, y tratar de
buscar estructuras Hamiltonianas en una clase adecuada de estructuras de Pois-
son que puedan ser compatibles. En este sentido, una clase importante de sistemas
estd dado por la dindmica proyectable en el espacio total M de una haz fibrado
de Poisson 7t : M — B. Un campo vectorial proyectable X en M estd determinado
por la siguiente condicién: X desciende a un campo vectorial v en la base B bajo
la proyeccion 7. En las aplicaciones, tales sistemas dindmicos proyectables usual-
mente aparecen como aproximaciones a las ecuaciones reales de movimiento (por
ejemplo, dindmica de spin y movimiento del cuerpo rigido). Més atn, la dindmica
proyectable es un ingrediente del método de reduccion para sistemas Hamiltonia-
nos con simetrias (Marsden, Montgomery y Ratiu [1990]). Un mecanismo en el que
aparecen los sistemas proyectables en haces vectoriales simplécticos o de Poisson
son los llamados sistemas de primera variacion, los cuales estdn determinados por
el procedimiento de linealizacién para la dindmica Hamiltoniana en subvariedades
invariantes. En el caso simpléctico, enfoques geométricos para la Hamitonizacién
de sistemas de primera variacién, basados en la teoria de conexiones lineales sim-
plécticas, han sido desarrollados en varios articulos: (Marsden, Ratiu y Raugel
[1991], Karasev y Vorobiev [1998], Vorobiev [2000], Flores-Espinoza y Vorobiev
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[2000]).

En el presente trabajo, abordamos el problema de Hamitonizaciéon para sis-
temas sesqui-producto (no-lineales) que representan la dindmica proyectable en
haces de Poisson triviales en los que la base es simpléctica. En este caso partimos
de una variedad M = B x P la cual es el producto de una variedad simpléctica
(B,{,};) y una variedad de Poisson (P, {, },) y consideramos un sistema sesqui-
producto en M, esto es un sistema que se expresa en la forma

dg' _ i
E - {fré }B’ (6)
= {R),, 7)

donde ¢ = (¢) € B,x = (x*) € P, f : B— R, F : M — R son funciones suaves
dadas y Fz(x) = F(,x). El campo vectorial V de (6), (7), es proyectable bajo la
proyeccién canoénica 7 : B X P — By desciende al campo vectorial Hamiltoniano
v; de f en B. El mecanismo sesqui-producto nos proporciona una relacién entre la
dindmica dependiente del tiempo y el sistema auténomo. Fijando una trayectoria
¢(t) de vy, el sistema (7) viene a ser un un sistema Hamiltoniano dependiente
del tiempo en la fibra (P, {, },) con Hamiltoniano dependiente del tiempo Fg).
Por lo tanto, uno puede asociar a (6), (7) una familia generalizada de sistemas
Hamiltonianos dependientes del tiempo, los cuales estdn parametrizados por los
elementos del espacio de 6rbitas de v;.

Una primera observacién que debemos sefialar en el contexto del problema de
Hamiltonizacién es que el sistema (6), (7) no es Hamiltoniano con respecto a la
estructura natural de Poisson Iy en M, la cual estd determinada por el producto
directo de los corchetes {, }, y {, },, excepto para el caso trivial cuando el campo
vectorial Hamiltoniano de Fz en (P, {, },) es independiente de ¢. Sin embargo, al
mismo tiempo, el flujo de V respeta la foliacién simpléctica de la estructura pro-
ducto de Poisson en M, la cual consiste de la unién de las variedades producto
B x O, donde O representa cualesquiera de las hojas simplécticas de (P, {, },).
Cada subvariedad B x O es invariante bajo el flujo del sistema (6), (7). De esta
manera, nuestro objetivo es buscar un “nuevo” corchete de Poisson {, },, en el es-
pacio total M de tal manera que esta estructura nos proporcione una formulacién
Hamiltoniana para el sistema (6), (7),

dg’ ;
a - {H/C }M/ (8)
dx* N
dt = {H’x }M’ (9)

De acuerdo con las caracteristicas descritas del sistema (6), (7), es natural buscar
el corchete {, },, en una clase de estructuras de Poisson que sean compatibles con
la foliacién B x O. Decimos que un corchete de Poisson {, },, en M es compatible
si su tensor de Poisson ¥ admite una descomposisciéon

M=1II+Y, (10)
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donde V¥ es el tensor de Poisson de {, }, y II es un campo de bi-vectores en M
que satisface las condiciones

det[T1(d¢,d@) ] #0, (11)
rank [T = dim B (12)

De esta manera, cada estructura compatible de Poisson es tangente a la foliacién
B x O. Claramente, la estructura de Poisson producto Il en M pertenece a la clase
de estructuras compatibles, donde el primer factor I1 en (10) es el “pull-back” bajo
7t de la estructura de Poisson no-degenerada {, },. Por lo tanto, las estructuras
de Poisson compatibles pueden considerarse como “deformaciones” de Iy que
preservan la foliacion caracteristica B x O.

La naturaleza geométrica de las estructuras de Poisson compatibles se puede
explicar en el contexto del método de acoplamiento de Poisson (Vorobiev [2001]).
Este método presenta una manera geométrica de como construir estructuras de
Poisson (i.e. cémo resolver la identidad de Jacobi) en el espacio total de un haz
tibrado de Poisson a partir de algunos datos geométricos que incluyen una conex-
i6on de Ehresmann y una estructura de Poisson por fibras. Tales estructuras son
llamadas estructuras de acoplamiento de Poisson, y en general, tienen singulari-
dades que provienen de los efectos de la curvatura. Aplicando el procedimiento
de acoplamiento se obtiene una factorizacién de la identidad de Jacobi, la cual se
descompone en una serie de ecuaciones lineales para los datos geométricos, las
llamadas condiciones de integrabilidad.

En el caso de los haces simplécticos, el método de acoplamiento fue intro-
ducido por Sternberg [1977] y posteriormente desarrollado por Guillemin, Ler-
man y Sternberg [1996]. El procedimiento de acoplamiento fue extendido para
haces vectoriales de Poisson especiales (haces co-adjuntos asociados con haces
G-principales) por Montgomery, Marsden y Ratiu [1984] en el contexto de la for-
mulacién Hamiltoniana de las ecuaciones de Wong. Para haces de Poisson gen-
erales, el método de acoplamiento fue desarrollado por Vorobiev [2001] para la
geometria de Poisson semilocal alrededor de una hoja simpléctica. Finalmente,
Vaisman [2004] ha observado que la nocién de la estructura de acoplamiento de
Poisson también se puede introducir para las variedades foliadas.

El punto importante aqui es que todo tensor de Poisson ¥, compatible con I1
en (10) es una estructura de acoplamiento de Poisson en el haz trivial de Pois-
son 7t : B x P — B, cuya conexiéon de Ehresmann intrinseca I' estd determinada
de manera tnica por el campo de bi-vectores I1. Al variar T se obtienen varias
estructuras de Poisson compatibles en M. Sin embargo, de acuerdo con las condi-
ciones de integrabilidad, la conexién I' no es arbitraria y debe, particularmente,
respetar la estructura de Poisson ¥, en cada fibra. La idea aqui es elegir I' de
una manera especifica, de forma tal que satisfaga las condiciones de integrabili-
dad automaéticamente. En este trabajo, y siguiendo este argumento, introducimos
una nueva clase de estructuras de Poisson compatibles I1, en M las cuales es-
tdn parametrizadas por 1-formas horizontales arbitrarias Q en M; estas nuevas
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estructuras son llamadas Q-estructuras de Poisson. La conexioén intrinseca I' de
I, estd definida precisamente por Q. Usando el calculo diferencial en varieda-
des producto, damos una derivacién directa de las Q-estructuras de Poisson, la
cual es independiente de las condiciones de integrabilidad. Formulamos un cri-
terio para la Hamiltonizaciéon de los sistemas sesqui-producto (8), (9) en la clase
de Q-estructuras de Poisson y discutimos su significado geométrico. Estos resul-
tados proporcionan una generalizacién no-lineal del criterio de Hamiltonizacién
para ecuaciones lineales de Euler en haces triviales de Lie-Poisson obtenidos en
Vorobiev [2005].

Una de las motivaciones del problema de Hamiltonizacién para los sistemas
sesqui-producto (8), (9) estd relacionado con la formualcién perturbativa no-estdndar
siguiente: Consideremos la variedad producto M = B x P equipada con una es-
tructura de Poisson dependiente de un pardmetro I que corresponde al producto
directo de {, }, y el corchete de Poisson reescalado 1{, }, en P. En el espacio fase
(M, I1§)) estudiamos un sistema Hamiltoniano con Hamiltoniano de la forma

He(E,x) = f(&) + eF(§,x) + O(e?), (13)

para valores pequefios de un parametro ¢ > 0. En el limite cuando ¢ — 0, la
dindmica Hamiltoniana que corresponde a H,,

&= 1,8, + e{E, &}, + O(), (14)
£ = {F,2*}, + O(e), (15)

coincide precisamente con el sistema sesqui-producto (8), (9). Por lo tanto, el
campo vectorial Hamiltoniano X, de (14), (15) es una perturbacién del campo
vectorial V del sistema sesqui-producto. En este caso trabajamos con un modelo
Hamiltoniano cuyo sistema limite no es Hamiltoniano con respecto a la estructura
original de Poisson. Este efecto proviene de la dependencia singular de la estruc-
tura de Poisson ITj en ¢ = 0. Podemos trasladar esta singularidad al Hamiltoniano
por medio del reescalamiento (He, I1§) — (1H,,€I15) el cual preserva al sistema
Hamiltoniano (14), (15). Fisicamente, para f # const, esta situacién corresponde a
la dinamica de variables lentas § € B y variables rdpidas x € P en los niveles altos
de la energia (o, para una evolucién larga en el tiempo). En el caso cuando no se
tienen dindmicas en la base (v, = 0), se llega a la situacion adiabatica (Karasev
[1990]).

Estos modelos perturbados fueron estudiados en Vorobiev [2005] en el caso en
que P = g* es el espacio de Lie-Poisson de una algebra de Lie g y el sistema sesqui-
producto es un sistema lineal de Euler en el haz trivial B x g* (F es una funcién
lineal en las variables rdpidas x). En este trabajo consideramos cualquier tipo de
estructuras de Poisson (no-lineales) ¥, que admiten puntos singulares y funciones
F con dependencia no-lineal en x. Nuestro objetivo es escribir el sistema (14), (15)
en una formulaciéon Hamiltoniana perturbativa. La idea es separar este problema
en dos etapas. En la primera de ellas, consideramos una versién del problema de
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Hamiltonizacién para (6), (7), que depende de un pardmetro, introduciendo una
familia de Q-estructuras de Poisson IT, que dependen de ¢. Aqui usamos la idea
de acoplamiento débil (Guillemin, Lerman y Sternberg [1996], Davila-Rascén y
Vorobiev [2008]), lo cual nos permite reducir los efectos de la curvatura y definir
la estructura de Poisson IT§, en todo el espacio M para ¢ suficientemente pequefio y
asumiendo propiedades topoldgicas adecuadas para M. En la segunda etapa, con-
siderando el sistema sesqui-producto (6), (7) como un sistema Hamiltoniano con
respecto a la Q-estructura de Poisson I, buscamos una transformacién cercana a
la identidad &, : M — M la cual nos proporciona un isomorfismo de Poisson

(@) TT5 = TS, (16)

para ¢ < 1. La construccién de ®, se obtiene por medio de una versién con-
travariante del método de homotopia de Moser para estructuras de Poisson (Voro-
biev [2001], [2005]) y que estd basado en la siguiente propiedad: los campos de
bi-vectores I1j y IIf, se pueden conectar por medio de una curva en el conjunto de
estructuras de Poisson compatibles en M. Como consecuencia de esto, obtenemos
que el sistema perturbado transformado (®.)* Xy, y el sistema sesqui-producto V
son Hamiltonianos con respecto a la misma estructura de Poisson IIf,, donde V
juega el papel de un sistema no-perturbado (®,)*Xy, =V + O(e). Podemos lla-
mar a P, una transformaciéon de normalizacién no-canénica para el sistema (14),
(15). Si el sistema Hamiltoniano no-perturbado (M, IT§, V) es integrable, entonces
podemos aplicar los resultados de tipo KAM (Broer, Huitema y Sevryuk [1996])
para obtener informacién del sistema original (14), (15) cuando ¢ — 0. Este en-
foque perturbativo nos permite extender los resultados obtenidos por (Vorobiev
[2005]) para haces vectoriales de Lie-Poisson B x g*, en haces triviales de Poisson
en general.

Hasta aqui hemos discutido el contexto general en el cual se ubica este trabajo.
Mas concretamente, presentamos resultados en las siguientes direcciones:

1. Conexiones invariantes para la dindmica proyectable (no-lineal) en haces fi-
brados triviales.

2. Reducibilidad de sistemas sesqui-producto.
3. Derivacion de Q-estructuras de Poisson en M = B x P.

4. Criterios de existencia para estructuras Hamiltonianas de sistemas sesqui-
producto (6), (7) en la clase de Q-estructuras de Poisson y su significado
geométrico.

5. Estructuras Hamiltonianas para sistemas sesqui-producto asociados con fa-
milias de sistemas Hamiltonianos periédicos dependientes del tiempo en
una variedad de Poisson.

6. Estructuras Hamiltonianas para sistemas de Lie sobre un 2-cilindro.



Introduccién 9

7. Equivalencia de Q-estructuras de Poisson por medio del método de homo-
topia (versiones semilocal y débil).

8. Construccién de una transformacion de normalizacién, no-candnica, para
sistemas Hamiltonianos de la forma (14), (15).

9. Normalizacién de la dindmica Hamiltoniana con dos grados de libertad con
variables lentas y rdpidas para evolucion en tiempos largos.

10. Formas normales de primer orden para sistemas de Euler en so(4)* alrede-
dor de orbitas co-adjuntas degeneradas.

Describimos a continuacién la forma en la cual se ha organizado este trabajo.

En el Capitulo 1 recordamos las nociones bésicas de la teoria de variedades
de Poisson y se introducen las principales herramientas de esta teoria que uti-
lizaremos en los capitulos subsiguientes. Asimismo, se presentan varias de las
férmulas basicas del calculo con corchetes de Schouten que serdn necesarias para
el desarrollo de algunos aspectos del presente trabajo. El material aqui presentado
se puede consultar en la mayoria de los textos en los que se estudia la geometria
de Poisson, entre los cuales citamos los siguientes: Dufour y Zung [2005], Karasev
y Maslov [1993], Marsden y Ratiu [1994] y Vaisman [1994].

En el Capitulo 2 se introducen los conceptos bdsicos de la teoria de conexiones
de Ehresmann ya que uno de nuestros objetivos en esta parte es estudiar el prob-
lema de la existencia de conexiones invariantes de Ehresmann para la dindmica
proyectable en haces fibrados triviales. Mas atin, de especial interés es el caso de
la invarianza de una conexion de Poisson en un haz trivial t: B x P — B, donde P
estd equipada con una estructura de Poisson. Debemos sefialar que las conexiones
invariantes son una de las principales herramientas geométricas para estudiar la
dindmica proyectable en el contexto Hamiltoniano.

Los principales resultados que presentamos en este capitulo son el Teorema 2.13
y la Proposicién 2.18, los cuales nos proporcionan criterios de invarianza para una
conexién de Poisson y de reducibilidad de sistemas de Lie, respectivamente. Por
otra parte, para investigar la invarianza de conexiones de Ehresmann utilizamos
los llamados campos de Higgs que inducen una conexién de Ehresmann y un
campo vectorial proyectable. La nocién de campo de Higgs fue utilizada por Ma-
son y Woodhouse [1996] para el caso de haces vectoriales en el contexto de la
teoria de los sistemas integrables. Este concepto nos sirve para caracterizar una
conexioén invariante (Lema 2.7) ya que el campo de Higgs asociado a una conexién
es una obstruccion para su invarianza. Mds atn, fijando una conexion, a través de
su campo de Higgs podemos plantear el problema de la existencia de conexiones
invariantes para un campo vectorial proyectable en términos de la solubilidad de
ciertas ecuaciones lineales no-homogéneas y obtener todas las conexiones inva-
riantes que admite esa dindmica proyectable. Esto se demuestra en el Lema 2.9.
Sin embargo, si la conexioén es plana, en la Proposiciéon 2.11 se prueba que las
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ecuaciones lineales mencionadas toman la forma de una ecuacién generalizada de
tipo Lax y las conexiones que admite el campo vectorial proyectable se expresan
de una forma particular. En el caso de una conexién de Poisson, se demuestra en
la Proposicién 2.13 que la existencia de conexiones invariantes para la dindmica
proyectable, en una clase especial de campos vectoriales proyectable, esté caracter-
izada por la existencia de formas horizontales que satisfacen una ecuacién lineal
no-homogénea, médulo una 1-forma que toma valores en el conjunto de las fun-
ciones de Casimir del corchete de Poisson.

Otras de las nociones importantes que se presentan en este capitulo son las
de transformacién gauge Hamiltoniana y reducibilidad (no-lineal) de sistemas
sesqui-producto. Estas tienen implicaciones relevantes para los sistemas de Lie en
una variedad producto B x P ya que, bajo ciertas condiciones, es posible probar
que este tipo de sistemas es reducible, es decir, por medio de una transforma-
cién gauge Hamiltoniana tales sistemas se reducen a una forma constante. Este es
precisamente el contenido de la Proposicién 2.18.

En el Capitulo 3 se establecen varios de los principales resultados de este tra-
bajo ya que es en esta parte donde se estudia el problema de Hamiltonizacién para
la dindmica proyectable en haces fibrados triviales 7 : M — B, donde el espacio
total es de la forma M = B x P, con (B,w) una variedad simpléctica y (P,¥)
una variedad de Poisson. Aqui, los resultados més relevantes se enuncian en el
Teorema 3.1, en el Teorema 3.6 y en el Teorema 3.7.

Para estudiar el problema de Hamiltonizacién en el contexto descrito anterior-
mente se introduce la nocién de Q-estructura de Poisson en el espacio fase M, la
cual estd determinada por un campo de bi-vectores Il,, parametrizado por una 1-
forma horizontal Q en M. En el Teorema 3.1 se demuestra que I, es un tensor de
Poisson que coincide con una estructura de Poisson en un dominio adecuado de
M, la cual esta definida por un corchete {, },, que a su vez, estd determinado por
los datos geométricos (w, ¥, Q). Aqui, la idea principal es resolver la identidad de
Jacobi para IT,.

Por medio de estas estructuras y utilizando el método de acoplamiento de
Poisson formulamos en el Teorema 3.6 un criterio para la Hamiltonizaciéon de
los sistemas sesqui-producto en M, en términos de soluciones para una cierta
ecuacién lineal no-homogénea. Usando los resultados del Capitulo 2 se ve en el
Teorema 3.7 que estas soluciones son 1-formas horizontales Q en M que inducen
conexiones de Ehresmann invariantes para el campo vectorial proyectable de un
sistema dindmico sesqui-producto. Lo anterior nos permite resolver el problema
de Hamiltonizacion para estos sistemas en algunos casos concretos: SiM = B x g*,
la dindmica proyectable correspondiente estd dada por un sistema de Euler lineal
sobre B y para soluciones Q en una clase especial de 1-formas horizontales se
obtienen Q-estructuras de Poisson I, tales que este tipo de sistemas resultan
ser Hamiltonianos (Proposicién 3.8). Igualmente en el caso de las Q-estructuras
de Poisson IIf, que se obtienen del acoplamiento débil al reescalar los datos ge-
ométricos (Q,Y) — (¢Q, e '¥) por medio del pardmetro ¢ # 0. En esta situacion,
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el Teorema 3.10 nos da un criterio para el problema de Hamiltonizacién de la
dindmica proyectable. Finalmente, también se discuten algunos casos especiales
con respecto a la solubilidad de la ecuacién lineal no-homogénea del Teorema 3.6,
para los cuales es posible obtener soluciones explicitas que nos proporcionan es-
tructuras de Poisson especificas que resuelven el problema de Hamiltonizacion.
Tal es el caso de familias de sistemas Hamiltonianos que dependen del tiempo,
en el caso general (Proposicién 3.21) y en el caso periddico (Proposiciéon 3.26), y
familias de sistemas de Lie periédicos (Teorema 3.27).

En el Capitulo 4, los resultados principales vienen dados en los Teoremas 4.9,
413 y 4.14. En esta parte se introduce una versién contravariante del método
de homotopia de Moser [1965] para Q-estructuras de Poisson, la cual ha sido
propuesta en Vorobiev [2001], [2005], [2005] y es una herramienta importante en
varias partes de este trabajo.

Si M es una variedad suave en la que estan definidos dos campos suaves de bi-
vectores, digamos I1 y 11, y asumiendo que es posible conectar estos dos campos
tensoriales por medio de una familia IT) de campos de bi-vectores en M, el método
de homotopia consiste en encontrar un difeomorfismo ¢ en M tal que c[)*ﬁ =1L
En la Proposicion 4.1 se prueba que tal difeomorfismo viene dado por el flujo a
tiempo 1 de un campo vectorial dependiente del tiempo en M que satisface cierta
ecuaciéon homoldgica. Este resultado es utilizado para estudiar el problema de
la equivalencia de Q-estructuras de Poisson, dependientes de un pardametro ¢, en
una variedad producto M = B x P para un tensor de Poisson en P reescalado,
¢ Y. En esta situacién, dadas dos estructuras de Poisson I, y 115 en M que
se conectan por una trayectoria suave de Q-estructuras de Poisson e-dependientes
en M, queremos encontrar un difeomorfismo ® : M — M tal que ®*IT5 = TI5.
Este problema se resuelve en el Teorema 4.9 para el caso cuando M es compacta,
usando el método de homotopia (acoplamiento débil). Asi, el difeomorfismo ® es
el flujo a tiempo 1 de un campo vectorial dependiente del tiempo en M: ® = ®].
Maés atin, ®! tiene la propiedad de ser una transformacién cercana a la identidad.

En el caso semi-local, resolvemos el problema suponiendo que la estructura de
Poisson ¥ en P es singular en un punto x° € P y que las formas horizontales Q
y Q se anulan en B x {x°}. Ademés, las Q-estructuras Il y I, son independi-
entes de ¢ y sus restricciones a B x {x°} coinciden con la estructura de Poisson
no-degenerada en (B, w). En esta situacion, el Teorema 4.13 muestra la equivalen-
cia de las estructuras de Poisson I1, y I1; en vecindades de B x {x"}. Lo anterior
lo relacionamos con la teorfa de perturbaciones, de la siguiente manera: Consi-
deremos el tensor de Poisson ITj en M que corresponde a la estructura producto
con reescalamiento en la fibra P por medio de ¢ '¥. El sistema Hamiltoniano
(M, 11, He) con He = f(&) +eF(&, x) + O(e?), para funciones suaves f y F, define
un campo vectorial Hamiltoniano X, = (IT5)*dH, pero con una singularidad en
¢ = 0 para ITj. Sin embargo, el campo X, admite el limite cuando ¢ — 0 y obten-
emos un campo vectorial proyectable Xy el cual define un sistema no-perturbado
que no es Hamiltoniano en (M, Hg). Por lo tanto, buscamos una Q-estructura
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de Poisson IT;, y un difeomorfismo @ que transforme el campo X, en un sistema

perturbado 7'78 = ®"H., = H. + O(sz), donde H; es el Hamiltoniano del campo
vectorial Xo. Mds atin, ambos sistemas, el perturbado y el no-perturbado, son Ha-
miltonianos con respecto a la estructura de Poisson IT,. Esta discusion se resume
en el Teorema 4.14.

En los Capitulos 5 y 6 aplicamos los resultados generales obtenidos previa-
mente, a ciertas clases de sistemas Hamiltonianos en el contexto de la teoria de
perturbaciones y formas normales.

Asi, en el Capitulo 5 nos centramos en el estudio de sistemas dindmicos so-
bre cilindros de 6rbitas, es decir, nos restringimos al caso de un espacio fase de
la forma M = (R x S!) x R? con coordenadas (s, ¢ (mod 271), p, q), equipado con
una estructura simpléctica no-uniforme () = ds Ad¢ + edp A dgq, dependiente de
un pardmetro ¢ > 0 y nuestro interés aqui es estudiar la dinamica perturbada del
sistema Hamiltoniano (M, O, He) donde He = Hy(s) + € H1(s, ¢, p,q) +O(€?) con
Hy y H; funciones suaves. Esta formulacién es una generalizacién de la situacién
adiabatica (Arnold [1963], Arnold et al. [1993]) y estd relacionados con los sis-
temas Hamiltonianos propiamente degenerados del tipo lento-rdpido (Neishtadt y
Vasiliev [2006]).

Los principales resultados en este capitulo son los siguientes. El Teorema 5.9,
el cual es un resultado sobre reducibilidad de la parte no-perturbada del sistema
(M, QF, Hg) a una forma normal. El Teorema 5.50 en el cual el sistema perturbado
original se transforma en un sistema casi-integrable (normalizacién de primer
tipo). El Teorema 5.54, en el cual el sistema perturbado se transforma a una forma
normal por medio de cierto simplectomorfismo que se construye explicitamente
(normalizacién de segundo tipo). El Teorema 5.21, que es un resultado de Hamil-
tonizacion para la parte no-perturbada. El Teorema 5.36, en el que se discute el
problema de Hamiltonizacién para sistemas de dos frecuencias. El Teorema 5.48,
que también es un resultado sobre la Hamiltonizacién de la parte no-perturbada
en un dominio adecuado, pero para el que se calculan explicitamente la forma
simpléctica y la funciéon Hamiltoniana. Finalizamos con el Teorema 5.56, en el
cual se establece una formulacién Hamiltoniana para un sistema perturbado en el
que la funcién H;j es cuadraticaen p y g.

Estos resultados generalizan algunos casos conocidos sobre la normalizacién
de sistemas Hamiltonianos alrededor de una trayectoria periddica individual, los
cuales fueron obtenidos en Bryuno [1988], [1988]; Kuskin [1992] y Belov et al.
[2003].

Finalmente, en el Capitulo 6 analizamos con bastante detalle un sistema sesqui-
producto que estd dado por las ecuaciones de Euler en el dlgebra de Lie so(4) =
50(3) @ s0(3), las cuales forman un sistema Hamiltoniano con respecto al corchete
de Lie-Poisson en esta algebra. Nuestro objetivo aqui es estudiar la dindmica de
este sistema alrededor de un conjunto de nivel que es una 6rbita adjunta singular
de las dos funciones de Casimir para el sistema. La restriccién del sistema original
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en so(4) a esta Orbita singular resulta ser un sistema Hamiltoniano en la 2-esfera
por lo que fijando un dominio abierto, foliado trivialmente por 6rbitas periddicas,
reducimos el problema original a un sistema en el espacio fase M = A x S x R?,
con A C R un intervalo abierto. El nuevo sistema que se obtiene resulta ser Ha-
miltoniano con respecto a una estructura de Poisson {, },,, que es el producto
de las estructuras simplécticas canonicas en A x S! y R3, y es posible estudiarlo
como un sistema casi-integrable, es decir, podemos verlo como un sistema Ha-
miltoniano perturbado cuya parte no-perturbada sea un sistema Hamiltoniano
completamente integrable, asumiendo ciertas condiciones de no-degeneracién. El
problema aqui es que el sistema que tomamos como candidato natural para la
parte no-perturbada, no es Hamiltoniano en el corchete del producto. Por lo tanto,
es necesario buscar una nueva estructura de Poisson en una clase de estructuras
que son deformaciones del corchete {, },,, que sea equivalente a la estructura pro-
ducto y que nos garantice la Hamiltonicidad del sistema no-perturbado. Asi, se
requiere construir un difeomorfismo que preserve estas estructuras de Poisson y
que transforme el sistema Hamiltoniano reducido en M a un sistema Hamilto-
niano completamente integrable. De nuevo, este difeomorfismo resulta ser el flujo
a tiempo 1 de un campo vectorial dependiente del tiempo y para construirlo uti-
lizamos el método de homotopia en su versién contravariante. Se ilustran estos
métodos con algunas aplicaciones para el caso de Hamiltonianos cuadraticos.
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Capitulo 1
Nociones Preliminares y Notacion

Los sistemas dindmicos que estudiamos en este trabajo tienen lugar en espacios
fase que son variedades de Poisson. Asi, en este primer capitulo se introducen
las nociones bésicas de la geometria de Poisson y algunas de las propiedades
mads conocidas del célculo con corchetes de Schouten, el cual es una herramienta
importante en la teoria de las variedades de Poisson. EIl material que aqui se
presenta se puede consultar en [22, 35, 45, 62].

1.1 Variedades de Poisson. Nociones basicas

Como ya se mencioné en la Introduccién, la geometria de Poisson es el contexto
adecuado en el que tiene lugar el formalismo Hamiltoniano y su relevancia como
campo de investigacién actual proviene de sus multiples conexiones con otras
dreas, tanto de las propias matemadticas como de la fisica. En esta secciéon re-
visamos algunas de las ideas bésicas de la teoria de variedades de Poisson que
utilizaremos en este trabajo.

Tensores de Poisson y campos vectoriales Hamiltonianos. Una variedad de Poisson
es un par (M, {, }) que consiste de una variedad diferenciable M equipada con un
corchete de Poisson {,} : C®°(M) x C®*(M) — C*(M), esto es, una operaciéon R-
bilineal, antisimétrica que satisface la regla de Leibniz para el producto puntual
de funciones suaves y para cualesquiera f,g,h € C*(M), se cumple la identidad
de Jacobi:

S {f Az} =0, (1.1.1)

Aqui, el simbolo & indica la suma ciclica sobre las funciones f, ¢ y h. De esta
manera, (C*(M),{,}) es una algebra de Lie, la cual es llamada una dligebra de
Poisson.

Denotemos por X (M) al conjunto de todos los campos vectoriales suaves en M.
Un campo vectorial X € X(M) se dice ser Hamiltoniano con respecto al corchete
de Poisson {, } y a una funcién H € C®(M) si

LF={H,F}, VFeC®M). (1.1.2)
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Con respecto al corchete de Poisson, el sistema Hamiltoniano correspondiente se
escribe, por medio de coordenadas locales (') en M, en la forma siguiente,

y' = {H,y'}. (1.1.3)

Para cada funcion H € C®(M), la regla de Leibniz nos garantiza la existencia
de un campo vectorial X, el cual es Hamiltoniano relativo al corchete {, }, con
funcién Hamiltoniana H.

La correspondencia H +— X, es un homomorfismo de algebras de Lie,
[ X, Xty | = Xy (1.1.4)

El ntcleo de este homomorfismo consiste de todas aquellas funciones que conmu-
tan, con respecto al corchete de Poisson, con todas las demds funciones en C®(M).
A tales funciones se les llama funciones de Casimir. En otras palabras, K € C*(M)
es una funcién de Casimir si y s6lo si {K, f} = 0, para toda f € C®(M). Notemos
que esta propiedad implica que una funcién de Casimir es una integral primera
para todo campo vectorial Hamiltoniano, de ahi su importancia.

Un campo vectorial Z en M se dice ser un automorfismo infinitesimal de Poisson
(o un campo vectorial de Poisson) del corchete de Poisson si su derivada de Lie es
una derivacién del algebra de Lie (C*(M), {, }),

LAk, B} ={L,F,FE} + {Fh,L;E}

para cualesquiera F;, F, € C*°(M). Como una consecuencia directa de la identidad
de Jacobi se deriva que todo campo vectorial Hamiltoniano es de Poisson. Es
necesario hacer notar que, a diferencia del caso simpléctico, un automorfismo
infinitesimal de Poisson no necesariamente es localmente Hamiltoniano [45].

En coordenadas locales (y') en M, el corchete de Poisson toma la forma

. Jof o
(fg) =¥ ’<y>a—j]a—j,, 115)

donde
U _ ) 4
Y={y.y}
Aqui se debe tomar en cuenta la convencién usual de sumar sobre los indices
repetidos en la expresiéon anterior. Seguiremos esa convencién en todo lo que
sigue. De la identidad de Leibniz se sigue que bajo un cambio de coordenadas,

las funciones (locales) ¥" se transforman de acuerdo a la regla de transicioén para
un 2-tensor contravariante. De esto se sigue que

¥ — (1/2) ‘I’”(y)aiyl A aiy, (1.1.6)

es un campo de bi-vectores en M, llamado el tensor de Poisson.



1.1 Variedades de Poisson. Nociones basicas 17

De esta manera, es claro que si escribimos la identidad (1.1.1) para las fun-
ciones coordenadas y', y/, y* y usamos la relacién (1.1.5), entonces la identidad de
Jacobi se expresa, en términos del tensor de Poisson, por medio de la siguiente

férmula: po—-—
_(y) = 0. (1.1.7)

TKI
S¥ ) 5y
Consideremos ahora el morfismo de haces vectoriales ¥¥ : T*M — TM asoci-
ado al tensor de Poisson ¥ y que se define por

(B,¥a) =¥(a,f) VapBeQ(M). (1.1.8)
Luego, el campo vectorial Hamiltoniano X;; se puede escribir como

9H 3
X, =¥4(dH) = —¥" YR (1.1.9)

por lo que se tiene la siguiente identidad para el corchete de Poisson:

{f,.g} = (df ANdg, ¥) = ¥(df,dg). (1.1.10)

Notemos que en términos del morfismo de haces ¥# definido por (1.1.8), la condi-
cién para que una funcién suave K € C*(M) sea una funciéon de Casimir se
expresa en la forma siguiente,

Y¥4(dK) = 0. (1.1.11)

El rango de la estructura de Poisson en el punto y € M es el rango del tensor de
Poisson ¥(y) y lo denotaremos por rank,(¥) o simplemente por rank(¥) cuando
no sea necesario especificar el punto de aplicaciéon. Un punto y € M se llama
regular si rank('¥) es constante en una vecindad de y en M. En caso contrario, y
se dice ser un punto singular.

En el caso cuando rank,(¥) = dim M para todo y € M, el corchete de Poisson
se dice ser no-degenerado. En tal situacion, existe una tnica estructura simpléctica en
M compatible con la estructura de Poisson; es decir, queda definida una 2-forma

= (1/2) Q) (y) dy' Ady’, 1a cual es cerrada y no-degenerada, de tal manera que

{f,.8} = Q(X;, X,), VY f,g € C®(M), (1.1.12)

0, equivalentemente,
‘F“QS, = —5}. (1.1.13)

En este caso, la identidad de Jacobi para ¥ es justamente la condicién de cer-
radura de la forma simpléctica (2. Ademds, en términos de (), el campo vectorial
Hamiltoniano de F € C*(M) se define por

i,0=X10=—dF. (1.1.14)

La variedad de Poisson (M, ¥) se llama regular si rank(¥) es constante en M.
En caso contrario, diremos que M es una variedad de Poisson singular.
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Hojas simplécticas. Dada una variedad de Poisson (M, ¥), denotemos por Ham(M, ¥)
el dlgebra de Lie de todos los campos vectoriales Hamiltonianos en M relativos a
Y. Consideremos la distribucién caracteristica D de la estructura de Poisson ¥ que

se define por

def

D, € Im¥} = Span{X.(y) | F € C*(M)}. (1.1.15)

Es claro que el flujo de cualquier campo vectorial Hamiltoniano X, preserva el
tensor de Poisson y, en consecuencia, D es X.-invariante. Luego, aplicando el
Teorema de Stefan-Sussmann [22, 42, 45, 62] al conjunto Ham (M, ¥) se tiene que
la distribucion caracteristica D es integrable. Sea B = B, la variedad integrable
maximal de D que pasa por el puntoy € M,

Y
T,B = ImY¥?.

De esto concluimos que existe una tinica 2-forma w; en B que satisface la condicion
de compatibilidad
wi(X,,, X;,) = {F, B} (en B), (1.1.16)

para cualesquiera F;, F, € C®(M). Se puede demostrar que wj; es cerrada y no-
degenerada [45, 35, 42, 62], por lo que define una estructura simpléctica en B. La
variedad simpléctica (B, w;) se llama una hoja simpléctica de la variedad de Poisson
(M,Y). Se sigue que el rango de ¥ es constante a lo largo de B, rank, (¥) = dim B,
para todo y € B.

De este modo, toda variedad de Poisson puede ser caracterizada como la unién
ajena de hojas simplécticas (que son, en general, de dimensiones distintas), las
cuales se “pegan” de una manera suave. De acuerdo a las anteriores definiciones,
se pueden distinguir dos tipos de hojas simplécticas: regulares y singulares.

Transformaciones de Poisson. Sean (My,{,};) vy (M2, {,},) dos variedades de
Poisson y supongamos que Y1 y Y2 son sus respectivos tensores de Poisson. Una
transformacion de Poisson es una funcién suave ¢ : M; — M, tal que

{fop,gop}={fghoo (1.1.17)

para cualesquiera f,¢ € C®(M;). En términos de los tensores de Poisson ¥; y
Y5, la condicién (1.1.17) se expresa como sigue: ¥ y ¥» estdn ¢-relacionados, es
decir,
*
(¥3) ) = (dugp) © (¥5),, © (dnp) ", (1.1.18)

en todo punto m € M;j. Esta condicién establece que para toda H € C®(M), los
campos vectoriales Hamiltonianos relativos a (M1, ¥y, 9*H) y (M, ¥2, H) estan
p-relacionados,

Xu(p(m)) = (dme) Xy (m). (1.1.19)

Si una transformacién de Poisson ¢ es un difeomorfismo, entonces se le llama
un isomorfismo de Poisson (o equivalencia). En este caso, el tensor de Poisson ¥, es
simplemente el “pull-back” de ¥ por medio de ¢, esto es Y2 = ¢*¥;.



1.2 Algunos ejemplos de variedades de Poisson 19

Sean (Mj,¥1) y (M, ¥2) dos variedades de Poisson. La variedad producto
M; x M estd equipada, de manera natural, con una estructura de Poisson definida
por el tensor de Poisson ¥ @ ¥», la cual es llamada la estructura de Poisson del pro-
ducto directo. Es claro que las proyecciones naturales de M; X My en sus respectivos
factores, son transformaciones de Poisson.

Una subvariedad de Poisson [45, 62] es una subvariedad (inmersa) N en una
variedad de Poisson (M, ¥), de tal manera que N estéd equipada con una estructura
de Poisson Y, para la cual, la inclusién i : N — M es una transformaciéon de
Poisson. Tal estructura Y,;, en caso de que exista, estd definida de manera tinica
por la condicién

¥, (i*Br,i"Ba) = i* (¥(Br, B2)),

para cualesquiera 1,82 € Q'(M). Se tiene el siguiente criterio [62]: N C M es
una subvariedad de Poisson si y sélo si todo campo vectorial Hamiltoniano en
(M,Y) es tangente a N.

1.2 Algunos ejemplos de variedades de Poisson

En esta parte se presentan algunos ejemplos sencillos de variedades de Poisson,
pero que son importantes en este trabajo debido a que las relacionaremos més
adelante con algunos sistemas dindmicos sesqui-producto.

Estructuras de Lie-Poisson. Sean g una dlgebra de Lie de dimension finita y g*
su dual. Fijemos una base {¢'} de g y supongamos que {Y,} es la base dual,
(Y,,€') = 4,. Un ejemplo clasico de una variedad de Poisson singular es la que se
define en el espacio dual g* por medio del corchete de Lie—Poisson

v,y =My, (1.2.1)

donde A! son las constantes de estructura de g con respecto a la base {¢'} y las
funciones {y'} son las coordenadas definidas en g* por la base {Y, }. En este caso
se tiene que las componentes del tensor de Lie-Poisson estan dadas por ¥"(y) =
Ad y®. Para cada F € C*(g*), denotemos por 6, F al elemento de g definido por

def OF N
oyF = a—y,(y)el, (v €g").
Es fécil ver que 6, F no depende de la base que se elija para g. Mas atn, el corchete
de Lie-Poisson para F,G € C*(g*) esta definido por

{F,G}(y) = <y, [0yF, 5yG]>, (1.2.2)
De esta manera, el tensor de Lie-Poisson viene dado por
Y =(1/2)A)y° 9 A 9 (1.2.3)

dy' oy’
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Ademas, si H € C®(g*), entonces de (1.1.9), el campo vectorial Hamiltoniano X,
estd dado por

X, =AMy — (1.2.4)

Por otro lado, para cada v € g, sea ad, : g — g la representacion adjunta de g
definida por ad,(w) = [v,w]. La representacién coadjunta ad; : g* — g* se define
para cada y € g* como:

ad;k y(w) def (y,ady(w)), (w € g). (1.2.5)

En particular, se tiene que

9F 9
adjry = —Al'y* 3 3y

por lo que comparando esta relacién con (1.2.4) se sigue que para todoy € g*,
Xy = ad;kH Y.
Por lo tanto, de (1.1.15) se sigue que la distribucién caracteristica D esta dada por
D, = Span{ad; yy |y € g", H € C*(g")},

y se puede ver facilmente [22, 62, 70] que las hojas simplécticas de g* son las érbitas
coadjuntas. En particular, el origen y = 0 es una hoja singular de dimension cero.
El sistema Hamiltoniano que corresponde a F € C®(g*), relativo al corchete de
Lie-Poisson, es llamado un sisterma de Euler y toma la forma

d

d—{ = —adly. (1.2.6)
En coordenadas, el sistema (1.2.6) se expresa como

dy' s OF

—Z =AUy =

dt s Y dy’

Una estructura de Poisson para IR3. Consideremos ahora el espacio R3 con coor-
denadas (y!,1%,%). En lo que sigue, vamos a dotar a este espacio con una estruc-
tura de Poisson ¥, no trivial. En efecto, sean ¢ : R3 - R (j = 1,2,3) funciones
suaves y consideremos el tensor que puntualmente estd dado por la matriz

0 L
Y=|-¢p, 0 ¢ |=—-Aoy, (1.2.7)
v, —¥; 0

donde ¢ = (¢;,%,,1;) es un campo vectorial suave en R®> y A o ¢ representa a
la matriz del producto vectorial en IR?; es decir, para todo y € R?, (Ao ¢)(y) =
1 x y. De esta manera, la identidad de Jacobi para ¥ toma la forma

1./]1 (82’#3 - 831:[’2) + 1/’2 (831101 - 811,03) + 1/’3(8111[’2 - 8211[’1) =0, (1.2.8)
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o bien, en la forma vectorial equivalente,
(,V x ) =0. (1.2.9)

De lo anterior, es facil calcular el corchete de Poisson para cualesquiera dos
funciones f, g € C®(R3):

{f.g} = (9, VfxVg). (1.2.10)

Luego, el campo vectorial Hamiltoniano X,;, asociado a una funcién H € C*(RR?)
estd dado por
X, = (¢ x VH, V). (1.2.11)

De (1.2.7), es claro que un punto y € R? es regular si ¢(y) # 0, esto es,
rank, (¥) = 2. Si ¢p(y) = 0 (ranko(¥) = 0), entonces y es un punto singular. Por
otro lado, introduciendo la 1-forma

ay = Py dy’ + ¢, dy? + ¢, dy, (1.2.12)
asociada al campo vectorial 1, podemos reescribir (1.2.8) como sigue
day ANy = 0. (1.2.13)

Esta es precisamente la condicién de integrabilidad de Frobenius. En efecto, si
consideramos la distribucién plana que en cada punto y € R® est4 definida por

Dy={a eR®| (a,¢(y)) =0}, (1.2.14)

entonces en el dominio regular N = {y € R® | ¢(y) # 0}, la distribucion (1.2.14)
es integrable si y s6lo si da, A ay = 0. De esta manera, N esté foliado por hojas

simplécticas S de dimensién 2, las cuales son tangentes a la distribucién plana
(1.2.14).

Por otra parte, dadas m, K € C®(IR?), con m # 0, se tiene que
p = mVK y ay = mdK, (1.2.15)

son soluciones de (1.2.9) y (1.2.13), respectivamente, asumiendo que VK # 0.
Luego, el corchete de Poisson (1.2.10) toma la forma

{f,¢} =m(VK,Vfx Vg). (1.2.16)

Claramente, de (1.2.16) se sigue que K es una funciéon de Casimir y toda hoja
simpléctica regular O es una componente conexa de un conjunto de nivel, regular,
de K. El sistema Hamiltoniano es de la forma

y=mVKx VH.
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En el dominio N, definamos la 2-forma

1 1 ‘
Q 2m | VK]]2 (VK x dy Ady) 2 [VK|P €ijx 0;Kdy A dy
= # 1 2 2 3 3 1
- mHVKHz@SKdy Ady? + BKdP Ay + KA Ady').  (1217)

La restricciéon w, = Q‘O de ) a cada hoja simpléctica regular O es compatible
con la estructura de Poisson y define la estructura simpléctica de O. Fijemos una
orientacién en O asociada con el campo vectorial normal VK/||VK]|| y sea ¢, la
2-forma de drea de O. Luego,

1

Wo = 0o = LK) %

(1.2.18)
Es preciso hacer notar que en el caso cuando m = 1, a la estructura de Poisson

en R? definida por el corchete (1.2.16) se le llama el corchete del cuerpo rigido [1, 24,
45].

La estructura de Lie-Poisson para so0(3)*. Presentamos ahora uno de los ejemplos
bésicos en el cual tiene lugar el corchete del cuerpo rigido, dado por el corchete de
Lie-Poisson en la coalgebra de g = s0(3). En efecto, filemos una base {e!,¢?,¢%}
para so(3), de tal manera que

[e',e?] = ¢, [e?,e%] =el, [e3,e!] = e

Identifiquemos s0(3)* ~ R® y sean {y',4?,1°} las coordenadas duales en la codl-
gebra s0(3)*. Tenemos asi, que el corchete de Lie-Poisson para estas funciones estd
dado por

yt=v, ri=y, {¥yt=v (1.2.19)
Si calculamos el corchete de Lie-Poisson de dos funciones f,g € C*®(s0(3)*) por
medio de la férmula (1.2.2), obtenemos,

{f.8}(y) =y, Vf x Vg), (v € 50(3)"). (1.2.20)

Luego, de (1.2.20), y tomando en cuenta (1.1.5), las componentes ¥/ del tensor de
Lie-Poisson ¥ nos dan la representacion puntual para éste:

0 yS _yZ

Yy)=|-yv* 0 yl=-Aoy (1.2.21)
yZ _yl 0

Comparando esta relaciéon con (1.2.7) y (1.2.15) se tiene que m = 1 y en con-

secuencia, ¥ = VK, para una funcién suave K € C*®(s0(3)*). De esto se sigue
que

k=3[0 + 072 + 077, (1222)
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la cual es una funcién de Casimir que satisface K > 0 para todo y € so(3)*.
Ademas, de (1.2.11) se sigue que el campo vectorial Hamiltoniano asociado a una
funcién H € C*(s0(3)*) estd dado por:

X, =(V,yx VH).
Mads atin, es claro que el corchete de Lie-Poisson (1.2.20) se escribe en la forma

{f.8} = (VK,Vf xVg),

el cual resulta ser el corchete del cuerpo rigido.

Por otro lado, las hojas simplécticas que nos dan la foliacién de so0(3)* son

Orbitas coadjuntas regulares, las cuales coinciden con los conjuntos de nivel de la
funcién de Casimir (1.2.22) y son las 2-esferas

Oy, ={K=r"}=8.

Notemos que el origen es un punto singular. Luego, en el dominio abierto IR®\
{0}, la 2-forma en (1.2.17) est4 dada por

1
Q= 3Ty (¥ > dyndy)
1
=T (dy' Ady? + yidy* Ady® + yAdy® Ady').

Por lo tanto, la forma simpléctica (1.2.18) en cada hoja viene dada por
(Us% = Q‘S% == (1/7) Or,

donde ¢, = r?sen0df A d¢ es la forma de 4rea en la 2-esfera S2.

La estructura de Lie-Poisson para s[(2)*. En el siguiente ejemplo, que también es
uno de los bésicos en la teoria de las variedades de Poisson, se discute la estructura
de Lie-Poisson en la codlgebra de g = sl(2). Para ello, fijemos una base {e!, ¢?,¢*}
para s[(2), de tal manera que

[e',e?] = —¢€?, [e?,e%] =el, [e3,e!] = e

El corchete de Lie-Poisson en las coordenadas duales {y!,1%,1°} de sl(2)* ~ R®
que corresponde a este caso estd dado por las relaciones

Wt =—v), Ay =y, Pyt =+ (1.2.23)

De manera anédloga al ejemplo anterior, si calculamos el corchete de Lie-Poisson
para f,g € C*(sl(2)*) por medio de la férmula (1.2.2) se obtiene:

{f.8Y(y) =(Ty, Vf x Vg), (v €51(2)). (1.2.24)



24 Nociones Preliminares y Notacién

donde Z = diag(1,1,—1). Tomando en cuenta (1.1.5) y utilizando el corchete
(1.2.24) para calcular las componentes ¥/ del tensor de Lie-Poisson ¥, se obtiene
la siguiente expresion local para este tensor:

0 _yS _yZ
Y(y)=|y> 0 yl| = —AoZy. (1.2.25)
2 _yl 0

Luego, de (1.2.7) y (1.2.15) se tiene m = 1 y ademds Zy = VK, para una funcién
suave K € C®(sl(2)*). De esto se sigue que

K=5|0" + 0 = 7)), (1226)

la cual es una funcién de Casimir y podemos notar que a diferencia del ejemplo
anterior, en este caso K puede tomar valores negativos. De esta manera, podemos
reescribir el corchete (1.2.24) como

{f.8} = (VK,Vf x Vg).

Ademas, de (1.2.11) se sigue que el campo vectorial Hamiltoniano asociado a una
funcién H € C*(sl(2)*) esta dado por:

X, =(V,Zy x VH).
Excepto por el origen, que es un punto singular, en todos los otros puntos
el tensor de Poisson es de rango 2. Luego, la foliaciéon de s(2)* por medio de

hojas simplécticas estd dada por las o6rbitas coadjuntas y éstas resultan ser las
componentes conexas de los conjuntos de nivel de la funcién de Casimir K (1.2.26)

Ose = {(1/2) [ + (A = ()] = %¢} (c>0).
De esta manera, se tienen tres tipos de 6rbitas coadjuntas de dimensién 2:

(1) O_. = O*, U OZ, es un hiperboloide de dos hojas.
(2) Oc es un hiperboloide cilindrico de una sola hoja.
(3) Op = O(J{ U O, es el cono sin el origen.

En este caso, O7, y OZ, son las componentes conexas que estdn determinadas
por la eleccién + = sgny?>. Por lo tanto, en el dominio abierto R3\ {0}, la 2-forma
en (1.2.17) se escribe como sigue:

1
2|ly[I?

1
= TIE (—yPdy* Ady? + yidy? Ady® + yPdy® Adyt),

Q=

(Zy x dy A dy)
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y la 2-forma (1.2.18) viene a ser

1

Wo,, = T 0, -
eyl o

Debemos notar aqui que ||y|| no es constante a lo largo de O... De esto se tiene
que, en contraste al ejemplo previo, la forma simpléctica no es proporcional a la
forma de drea de O,.

1.3 El corchete de Schouten

En esta parte se presentan algunas de las propiedades del corchete de Schouten
[22, 45, 42, 62], las cuales son necesarias para el desarrollo de este trabajo. Pode-
mos decir que el corchete de Schouten es una extensién natural de la derivada de
Lie y es una de las herramientas mds importantes en el célculo de las variedades
de Poisson.

Sea M una variedad diferenciable cualquiera y para cada entero b > 0, de-
notemos por 2°?(M) = Sec (A’TM) al espacio de los b-campos vectoriales (cam-
pos tensoriales contravariantes y antisimétricos de grado k en M). En particu-
lar, notemos que Z°%(M) = C®(M) es el espacio de las funciones suaves en
My 2ZYM) = X(M) es el espacios de los campos vectoriales suaves en M.
La suma directa de todos estos espacios la denotaremos por 2™*(M), esto es,

(M) = 2 (M

b>0

Si (y') son coordenadas (locales) en M, entonces cada b-campo vectorial B se

escribe en la forma

d d
— Iy..1 . — Iy.d RN JEE—
B = Z B ayll A aylb - b | Z Bt ayll A aylb ’

L<-<I

Sea O (M) el espacio de las b-formas diferenciales en M. Para cada & € Q(M)
se tiene

1
Z Q.. dyll ARENA dylb = bl Z X, dy“ VAYRIRAN dylb
Loy

L<--<l
Si Be 2%(M)yac Qb(M), definimos el pareamiento {(a, B) por

(,B)= > ., B (1.3.1)

L<-<I

En particular, para cualesquiera 1-formas al, ..., &b, denotamos

B(a!,... &%) def <a1 N ,B) Z tXIl e “Z BT, (1.3.2)

L<--<Iy
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La derivada de Lie. Recordemos que dado un campo vectorial X € X(M), la
derivada de Lie LxB de un b-campo vectorial B a lo largo de X es el b-campo
vectorial definido por
b
(EXB)(ocl,...,och) = EX(B(ocl,...,ocb)) — ZB(al,...,EXaj,...,ah), (1.3.3)
j=1

1

para cualesquiera 1-formas «", .. ., «’. En coordenadas se tiene lo siguiente,

b .
(EXB)IIMIb — LB 4 Z (_1)j Bul'jj”'lb allj
0

(1.3.4)
‘ y*
j,L=1

En particular, si B = Y es un campo vectorial, entonces
ExY == [ X, Y ],

es el corchete de Lie usual para campos vectoriales.

La siguiente propiedad establece que la derivada de Lie es una derivacién con
respecto al producto cuna:

para cualesquiera A € 2°*(M) y B € 2?(M). En particular, la siguiente férmula
nos serd de mucha utilidad,

b
Lyx(YIA - AY) =D ViA-- ALY A AY
j=1
para cualesquiera b campos vectoriales Y, ..., Y, € X(M).

El corchete de Schouten. Como se mencioné anteriormente, una generalizacién
natural de la derivada de Lie para campos vectoriales se logra por medio del
llamado corchete de Schouten (o Schouten—Nijenhuis) para tensores contravariantes
antisimétricos. En esta parte definimos tal operacién y se establecen algunas de
sus propiedades, guidandonos principalmente por [45, 62].

Sean A un a-campo vectorial y B un b-campo vectorial en la variedad M. El
corchete de Schouten de A y B es un (a + b — 1)-campo vectorial [A, B] en M,
el cual puede definirse de la siguiente manera [62]: existe una tinica operaciéon
R-bilineal, de tipo local,

[,]: 2%(M) x 2°(M) — 21 (M),

la cual esta bien definida y satisface

a
[Xy Acos AXg Bl =D (1) Xy A XA AX A Ly B, (1.3.5)
j=1

para cualesquiera Xj,..., X, € ¥(M) y B € %b(M). Mas aun, de (1.3.5) se
derivan las siguientes propiedades:
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(i) Anticonmutatividad con graduacion:

[A,B] = (-1)"[B, Al

(ii) Regla de Leibniz con graduacion:

[A,BAC]=[ABIAC + (-1)P*BA[AC],
[AANB,C]=AN[B,C] + (—=1)*P[A,C] A B,

para cualquier C € 2°¢(M).

(iii) Identidad de Jacobi con graduacién: Si A € 2%(M), B € 2'(M)yC €
2 ¢(M), entonces

(1) VIA[B,C]] + (~)"V[B,[C, A]] + (-1)"[C, [A,B]] =0.

Las propiedades anteriores hacen de 2* (M) una élgebra de Lie graduada con
respecto al corchete de Schouten, la cual es también llamada una siiper-dlgebra de
Lie.

Notemos, en particular, que el corchete de Schouten de un campo vectorial X
y un b-campo vectorial B coincide con la derivada de Lie de B a lo largo de X,

[X,B] = LxB.
Ademas, si B = f € C*(M), entonces
(X, f1=1[f,X]=Lxf.

Una de las ventajas de este formalismo en el contexto de la geometria de Pois-
son es que nos proporciona las herramientas para expresar varios de sus princi-
pales enunciados en términos invariantes. En efecto, es claro que de (1.1.10) se
obtiene

© {f g )} = —2(df AdgAdh [¥,¥]).

Esto implica que la identidad de Jacobi para el corchete de Poisson se puede
escribir en términos del 2-tensor de Poisson ¥ y del corchete de Schouten de la
siguiente manera:

[¥,¥] =0. (1.3.6)

Por otro lado, la condicién para que el campo vectorial Z sea un automorfismo
infinitesimal de Poisson se formula como sigue: el flujo de Z preserva el tensor de

Poisson,
LY=1[2ZY]=0,

lo cual podemos expresar en coordenadas como sigue:

£)d oX' 9X~
(X, Y] =~ <‘I”KW - T]KW & ayK> =0.
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Otra definicion equivalente del corchete de Schouten debida a [43] se puede
dar en términos del producto interior y la diferencial exterior para formas. Recorde-
mos que el producto interior de una (a + b)-forma a y un a-campo vectorial A es
una b-forma iz & cuyas componentes son

(is “)IHH...IH,, = A QL daly gl
De esta manera,
(BIAB]) = (—1)Vl i, d(is8) + (—1)" igd(isf) — i.sdB, (1.3.7)

para cualquier (a + b — 1)-forma .

Finalmente, recopilamos algunas férmulas del calculo de Schouten que nos
serdn de utilidad més adelante para realizar algunos célculos:

() Si f € C°(M)y A € 22(M)), entonces
[f, Al(dg) = A(df,dg).
(i) Si X € X(M) and A € 272(M)), entonces
[X, AJ(df,dg) = A(dg,d(Lxf)) — A(df,d(Lxg)) + Lx(A(df,dg))-
(iii) Si A€ 22(M), Be 22%(M)y f,gh € C°(M), entonces

[ A, B](df,dg, dh) = —(Sh)A(df,d(B(dg, dh))) + B(df,d(A(dg, dh))).

(iv) Si f,g € C*(M),X € X(M) y A, B € 2?(M), entonces

[fX, Al =XNAN[Af] + fIX, A]; (1.3.8)
[fAgB]=flASINB + gAN[B, f] + fgl A B]. (1.3.9)

(v) SiX,Y,Z,W € X(M), entonces
[Z,XANY]|=[Z,X]NY + XA[Z,Y],

[XAY,ZAW]=YAWA[X,Z] = YANZA[XW] = XAWA[Y,Z]
+ XAZALY,W]. (1.3.10)

(vi) Para cualquier ¢ € C*(M) y cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z, W en
M se satisface

[SXAY,ZAW] =L, () XAYAW —Ly(g) XAYANZ
+g[XAY,ZAW], (1.3.11)
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Notemos que (1.3.10) también se puede escribir en la forma siguiente:

[ XAY,ZAW] = [X,Z]A\YANW = [X,W]AYAZ+[Y,W]|AXAZ
—[Y,Z]AXAW. (13.12)

Hasta aqui hemos presentado las principales herramientas que utilizaremos en
este trabajo y que forman parte de la teoria basica de la geometria de Poisson y
del calculo de Schouten. En lo que sigue haremos uso extensivo de este material
y estaremos refiriéndonos constantemente a las férmulas y ecuaciones de este
capitulo.
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Capitulo 2

Conexiones Invariantes para la Dindmica
Proyectable

En este capitulo estudiamos el problema de la existencia de conexiones invarian-
tes de Ehresmann para la dindmica proyectable en haces fibrados triviales y se
presentan varios resultados que nos caracterizan los campos vectoriales proyecta-
bles que admiten una conexién invariante, en términos de soluciones de ciertas
ecuaciones diferenciales lineales no-homogéneas.

La nocién de invarianza de una conexién de Ehresmann en un haz fibrado es
relativa a un campo vectorial proyectable: El flujo del campo preserva la distribu-
cién horizontal que determina la conexién. Ademads, una conexién de Ehresmann
y un campo vectorial proyectable inducen el concepto de campo de Higgs [49, 68],
el cual es nuestra principal herramienta para estudiar la invarianza. Mds atn, la
existencia de campos de Higgs no-nulos es una obstruccion para la invarianza de
una conexion.

El hecho de que sea posible caracterizar la invarianza de una conexion de
Ehresmann a través de su campo de Higgs, nos permite plantear el problema de
la existencia de conexiones invariantes en términos de la solubilidad de ciertas
ecuaciones lineales no-homogéneas. En el caso de una conexién de Poisson, los
resultados obtenidos los aplicamos para resolver el problema de la existencia de
conexiones invariantes para una clase natural de campos vectoriales proyectables
en haces fibrados triviales de Poisson. Estos resultados nos serdn de utilidad
cuando se aborde el problema de Hamiltonizacién para la dindmica proyectable
en el Capitulo 3.

Por otra parte, los sistemas dindmicos que determinan los campos vectoriales
proyectables (en haces fibrados triviales) son precisamente el objeto de estudio
en este trabajo, a saber, los sistemas dindmicos sesqui-producto. Presentamos
también en este capitulo, algunos resultados relacionados a este tipo de sistemas.
En particular, se define lanocién de reducibilidad para la dindmica proyectable y
se prueba su utilidad en el caso de los sistemas de Lie periddicos.
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2.1 Conexiones de Ehresmann. Nociones y resultados basi-
cos

En esta seccién introducimos los conceptos bésicos del calculo de Ehresmann
en haces fibrados triviales. Para los propdsitos de nuestro estudio no es nece-
sario adoptar el enfoque mas general de la teoria de conexiones de Ehresmann
en haces fibrados arbitrarios (submersiones sobreyectivas) ya que el espacio fase
de los sistemas dindmicos que nos interesan es del tipo (variedad simpléctica) x
(variedad de Poisson). Sin embargo, las nociones y resultados aqui expuestos nos
proporcionan las herramientas necesarias para estudiar la dindmica proyectable
en ese tipo de haces fibrados. Para mads detalles, ver [17, 53, 58].

La distribucién horizontal y la forma de conexién. Sean M y B dos variedades
suaves y supongamos que 7 : M — B es una funcién sobreyectiva que define
un haz fibrado con espacio total M y base B. La fibra sobre { € B estd dada
por m1(&) C M. Si denotamos por dnt : TM — TB la diferencial (tangent map),
entonces para cada punto m € M, el espacio tangente vertical V,, queda definido por
V,, = kerd,,m C T;,M. De esta manera, el subhaz vertical V.C TM queda definido
por medio de los espacios tangente a las fibras, es decir, como la distribuciéon
Umem V. Esto lo escribimos sucintamente como V = ker d.

Un campo vectorial Y € X(M) se dice ser un campo vectorial vertical en M si es
tangente a las fibras, lo cual expresamos de manera equivalente por medio de la
siguiente condicién:

Ly(f) =0, Y f € C*(B). 2.1.1)

Denotaremos por Xy (M) al conjunto de los campos vectoriales verticales en M. Es
claro que Xy (M) tiene una estructura de dlgebra de Lie con el corchete usual de
campos vectoriales.

Como es usual, sea QOF(M) el espacio de las k-formas diferenciales en M. Una
k-forma 1 en M se dice ser una forma horizontal si anula al subhaz vertical V C TM:
n(Yy,...,Yx) = 0, para cualesquiera campos vectoriales Y; € X(M) (i = 1,...,k)
y Yj € Xy(M) para alguna j € {1,...,k}. En particular, la 1-forma o € Q'(M)
es una 1-forma horizontal en M si para todo Y € Xy (M), se tiene Y I o = 0.
Denotaremos por OF (M) al espacio de las k-formas horizontales en M.

Una conexién de Ehresmann en el haz fibrado 7 es un subhaz H C TM el cual
es complementario al subhaz vertical, es decir,

TM=Ha&V. 2.1.2)

De esta manera, H es una distribuciéon en M tal que para cualquier m € M, el
subespacio H,, C T,,M es complementario a V,,: T,,M = H,, ® V,,. Por lo tanto,

H= U H,,
meM
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Dada una conexién de Ehresmann IH C TM, es posible introducir varios con-
ceptos asociados a esta conexion. El primero de ellos es el de los campos vectoriales
horizontales, los cuales se definen como los campos vectoriales en M que son tan-
gentes a H. Denotaremos por X, (M) al espacio de los campos vectoriales hori-
zontales en M. De acuerdo con (2.1.2), para todo campo vectorial X € X(M) se
tiene una tinica descomposicion en sus partes horizontal y vertical,

X = Xy + Xy. (2.1.3)

Otra nocién es la de k-formas verticales, las cuales son aquellas k-formas en M
que anulan a los campos vectoriales horizontales, esto es, las formas u € Qf(M)
tales que u(X,...,Xx) = 0, para cualesquiera campos vectoriales X; € X(M)
(i=1,...,k) y X; € Xu(M) para alguna j € {1,...,k}. Denotaremos por O (M)
al espacio de las k-formas verticales en M.

Consideremos ahora el espacio QF(M, V) de las k-formas en M que que toman
valores en el espacio de los campos vectoriales verticales. La forma de conexién I' €

Ql(M,W) asociada a la conexién de Ehresmann dada por el subhaz H, se define

por T'(X) L Xy, para todo X € X(M). Es claro que se tienen las propiedades

siguientes:
r|, =id, (2.1.4)

A%

H = kerT. (2.1.5)

De hecho, notemos que es posible caracterizar a la forma de conexién I' por medio
de la férmula
I'=id —pr,,, (2.1.6)

donde pr,, : X(M) — Xyu(M) es la proyeccién horizontal definida, a través de la
descomposicién (2.1.3), por pry, (X) = Xy.

Reciprocamente, dada una forma I' € Q}(M,V) la cual es la identidad en
V, definimos un subhaz H, complementario a V, por medio de (2.1.5). Por lo
tanto, las dos descripciones de conexiones de Ehresmann en términos de subhaces
horizontales y formas de conexién son equivalentes [17, 42, 66, 68, 69].

Levantamiento horizontal y la forma de curvatura. Supongamos que se tiene
dada una conexién de Ehresmann I' y la correspondiente distribucién horizontal
H. Es claro que dn‘H :IH — TB es un isomorfismo. Mds especificamente, se sigue
que para cada m € M, me[‘]Hm :H,, — Tn(m)B es un isomorfismo, de lo cual se
deduce que para todo campo vectorial u € X(B), existe un tinico campo vectorial
horizontal hor'(u) € X (M) que satisface

(dym) hor'(u) (m) = u(n(m)). (2.1.7)

Al campo vectorial hor'(u) € X3 (M) se le llama el levantamiento horizontal de u.
Notemos que (2.1.7) es equivalente a requerir que para todo u € X(B) y para toda
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f € C*(B) se cumpla la siguiente relacion:

Ehorr(u) (" f) = " (Luf). (2.1.8)
Ademads, en cada punto, el levantamiento horizontal genera el espacio horizontal,
H,, = Span{ hor'(u)(m) | u varia en X(B) }.
Por otro lado, de (2.1.1) y (2.1.8) se obtiene la propiedad siguiente

[hor'(u), Xy (M) ] C Xy(M). (2.1.9)

Otras propiedades del levantamiento horizontal se enumeran a continuacién
[58]:

(a) Para cualesquiera u,v € X(B),

hor'(u +v) = hor'(u) + hor'(v).

(a) Para todo u € X(B) y para toda f € C®(B) se tiene
hor'(fu) = (m*f) hor'(u).

(b) Sean {¢'} coordenadas locales alrededor de ¢ € B y consideremos la base
local de campos vectoriales {9/9Z'} en X(B). Si definimos

def
hor; =

hor'(9/9¢),
entonces se tiene que

H,, = Span{ hor;, i =1,...,dimB}, ni(m) = ¢.

Consideremos ahora el espacio de las k-formas en B que toman valores en el
espacio de los campos vectoriales verticales O (B, Xy (M)) = QF(B) ® Xy(M). La
forma de curvatura Curv' € Q?(B, Xy (M)) esté definida por

Curv'(uq,up) def hor'([uy, uz]) — [hor'(uy),hor'(uz)]. (2.1.10)

La curvatura de una conexién es una obstruccion para la integrabilidad del subhaz
horizontal H. De hecho, se tiene que la distribucién horizontal H es integrable si
y s6lo si la curvatura es cero, Curv' = 0 [58]. En este caso, se dice que la conexién
es plana.

En lo que sigue del presente capitulo y en todo lo que resta de este trabajo s6lo
consideraremos haces fibrados triviales, para los cuales la teoria de conexiones se
simplifica considerablemente.

De esta manera, supongamos que B y P son dos variedades suaves y consi-
deremos la variedad producto M = B X P con las proyecciones canénicas 7; y
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7, sobre cada uno de sus respectivos factores. Se tiene que M es el espacio to-
tal del haz fibrado trivial w : M — B sobre la base B, donde m = 7. Notemos
que en este caso, la fibra sobre & € B es m1(¢) = {¢} x P. Més atn, para cada
punto m = (§,x) con { € By x € P, el espacio tangente vertical estd dado por
V,, = kerd,,m = T,P. Luego, el subhaz vertical es simplemente V = kerdn = TP.

Si H C TM define una conexién de Ehresmann, se tiene que
TM=H&V=HeTP. (2.1.11)

Luego, la descomposicion (2.1.3) para un campo arbitrario X € X(M) es simple-
mente

X=Xu+Y, (2.1.12)

donde Y € X(P) es un campo vectorial determinado de manera tinica por X. En
este caso, la forma de conexién I' (2.1.6) estd definida por I'(X) = Y € X(P).

En este contexto, un ejemplo de una conexién plana viene dado por la conexiéon
trivial I'’ que corresponde a la descomposicién canénica

TM = TB & TP. (2.1.13)

En efecto, para todo u € X(B) se tiene que horro(u) = u y de (2.1.10) se sigue
claramente que Curvro(ul, uy) = 0 para cualesquiera uy, uy € X(B).

Parametrizacién de conexiones de Ehresmann. Sea QF (M, V) el espacio de las
k-formas horizontales que toman valores en el espacio de los campos vectoriales
verticales. Para cada 77 € QOF(B, Xy (M)) definimos un elemento 7'y € QF (M, V)
por medio de la férmula

(7T*17)(Y1, . ,Yk) = 17((317’[(Y1), . ,dT[(Yk)). (2114)

Es claro que si Y; € Xy(M), para alguna i € {1,...k}, entonces la k-forma en
(2.1.14) se anula, por lo que 7t*y € Ok (M, V).

Por otra parte, dadas dos conexiones arbitrarias I' y T en el haz ﬁbraglo T
M — B, se tienen dos descomposiciones del haz tangente TM = H®OV =H @ V.

Luego, para cualquier u € X(B), dn(horf(u)) = dn(hor'(u)) por lo que horf(u) -
hor'(u) € Xy(M). De esto se sigue que

I-T=mF, (2.1.15)
para & € Q!(B, Xy(M)), lo cual es equivalente a

horf(u) —hor' (1) = — E(u), (2.1.16)

donde u € X(B) es un campo vectorial arbitrario.
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Consideremos ahora una familia t-paramétrica {I';} de conexiones suaves en
el haz fibrado 7. En este caso se tiene que

%horr' € O'(B, Xy(M)). (2.1.17)

Una observacion importante es la siguiente: Si hacemos I' = I'’ en (2.1.15), con I
la conexién trivial, entonces es posible obtener todas las conexiones de Ehresmann
en M, las cuales son de la forma

[ =I°— "5, (2.1.18)

donde E varia sobre Q!(B, Xy (M)). Se sigue que el conjunto de todas las conexio-
nes en M estd parametrizado por los elementos del espacio Q!(B, Xy (M)), esto es,
por funciones C*(B)-lineales E : X¥(B) — Xy(M).

Funciones que preservan las fibras. Sean M = Bx Py M = B x P dos variedades
producto y consideremos los haces fibrados correspondientes, 1 : M — By 7 :
M — B. Se dice que un difeomorfismo ® : M — M preserva las fibras si existe un
difeomorfismo ¢ : B — §, tal que

nod=¢@om, (2.1.19)
es decir, el diagrama siguiente es conmutativo:
M-—2.M
S A
B - B

En particular, dado un isomorfismo ® como en (2.1.19), se tiene que el diagrama

™ -, ™™

d’]‘[l ldﬁ
B -2, TB

es conmutativo, de donde se sigue claramente que la derivada d® es un isomor-
fismo de haces vectoriales entre los subhaces verticales Vy V,

Vo = (dn®) V. (2.1.20)

En el caso cuando B = B, decimos que & es un difeomorfismo que preserva las fibras
y cubre a la identidad (o idéntico en la base) si (2.1.19) se cumple para ¢ = idp. Este
tipo de funciones son llamadas transformaciones gauge (gauge transformations). Es
claro que toda transformacién gradiente es de la forma

(%) = (& Pg(x)), (€ B, xeP), (2.1.21)
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donde @z : P — P es una familia de difeomorfismos suaves entre las fibras.
Debemos observar que cuando M = M, se tiene que las transformaciones gauge
forman un grupo llamado el grupo gauge.

Por otro lado, sea @ : M — M un difeomorfismo que preserva las fibras como
en (2.1.19). Dada una conexioén de Ehzesmann (2.1.11) con forma de conexion T,
definimos la conexion del push-forward H = ®,IH como sigue:

Hy = (dg1(,)®)He1(,), Y pEM (2.1.22)
La correspondiente forma de conexién, T = P, I, estd dada por
T(Y) = @, (T(®*Y)). (2.1.23)
En particular, para el levantamiento horizontal se cumple lo siguiente:

hor'(1) = @, (hor'(¢*u)), Y u e X(B). (2.1.24)

Sistemas de coordenadas admisibles. Consideremos nuevamente el haz fibrado
trivial M = B x Py fijemos un sistema de coordenadas locales (¢, x) = (&,x*) en
M, donde (¢') son coordenadas en By (x*) son coordenadas en la fibra P. Tales
coordenadas serdn llamadas admisibles. Localmente, una forma de conexién I' en
M se representa, en un sistema de coordenadas admisibles, como

0

r=r1v ,
®axV

IV =dx’ 4+ TY(&x)d &, (2.1.25)

donde
V(& x) = (dx",T(9/0¢)). (2.1.26)

El subhaz horizontal H que corresponde a la forma de conexiéon I' estd generado
por el levantamiento horizontal de los campos vectoriales basicos {0/9¢'} en B:
rodef ad d
d/0 - Iy =—. 2.1.27
or(2/08') = 5~ (&) 557 (2127)
Mas adn, la forma de curvatura se expresa localmente por medio de la siguiente
féormula

hor;

1 ; , d
Curv' = SCi(E x) g ndg @ P (2.1.28)
donde P -
i oIy ore -
co__ ] v i v __]
Cl-j = e aC] + Fj v I YR (2.1.29)

De (2.1.27) y (2.1.29) se derivan las siguientes férmulas que nos serdn de utili-
dad:

)
[hor?,hor]r] =G 320 € Xy(M). (2.1.30)
orY o

r oy 9% 9
[hor;,d/dx" ] 327 g

€ Xy(M). (2.1.31)
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En esta situacién, si consideremos la conexién trivial T? (2.1.13), entonces el
subhaz horizontal correspondiente es H = TB, por lo que {9/9Z'} es una base
local de campos vectoriales horizontales. Por lo tanto, se sigue que I'°(9/9¢) = 0
y de (2.1.26) se deriva que () = 0 para toda i = 1,...,dimB. De esto y de

(2.1.25) se obtiene
0

' =dx'® el (2.1.32)
Ademas, de (2.1.27) se tiene que
hor! = a%" (2.1.33)

De la discusién anterior se concluye que el I'’-levantamiento horizontal de cualquier
campo vectorial u = u*(&) /¢ € X(B) esta dado por horro(u) = u.

Conexiones relacionadas con campos de bi-vectores. [66]. Sea M = B x P y de-
notemos por 2 (M) = Sec (A\*TM) el espacio los campos tensoriales contravari-
antes y antisimétricos de orden k en M. Sea Ann(V) C T*M el anulador del
subhaz vertical V C M. Luego, las secciones de Ann(V) son las 1-formas hori-
zontales en M, QL (M). Diremos que un k-campo vectorial Z € 2°¥(M) es vertical
si Z_1a = 0 para toda 1-forma horizontal a. Denotaremos por Z.F(M) al espacio
de los k-campos vectoriales verticales.

Un campo de bi-vectores IT € 272(M) se dice ser horizontalmente no-degenerado
si para todo m € M la forma bilineal antisimétrica

L, : T:M x TAM — R,

es no-degenerada en el subespacio Ann(V,,) C T,, M. Notemos que esto es equiv-
alente a las condiciones siguientes:

I (Ann(V)) NV = {0}, (2.1.34)

rank IT*(Ann(V)) = dim B, (2.1.35)

donde ITf : T*M — TM es el morfismo de haces vectoriales asociado a IT (1.1.8).

Asi, dado un campo de bi-vectores I1 € 2°2(M), horizontalmente no-degenerado,
se define la distribucién horizontal H como la imagen de Ann(V) bajo el morfismo
ITé:

H < 1T (Ann(V)).

Las condiciones (2.1.34) y (2.1.35) nos garantizan que se tiene la descomposicion
TM=HaV,

por lo que IT induce una conexién de Ehresmann con 1-forma de conexién I' que
satisface H = kerI' C TM (2.1.4), (2.1.5).
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2.2 Campos vectoriales proyectables y los sistemas dinami-
cos sesqui-producto

En esta seccion se introducen los sistemas dindmicos que son el motivo de estudio
en este trabajo, a saber, los sistemas dindmicos sesqui-producto. Este tipo de
sistemas modelan varios problemas importantes en la mecdnica [11, 19, 20, 25, 68]
y son el punto de partida para el enfoque que desarrollamos en este trabajo sobre
la teorfa Hamiltoniana de perturbaciones.

Nuevamente, consideremos el haz fibrado trivial t: M — B, con M = B x P.

Definicién 2.1 Un campo vectorial W € X(M) es llamado proyectable si existe un
campo vectorial w € X(B) tal que YV desciende a w bajo 7, es decir,

dnoW =wom. (2.2.1)

Denotaremos por X,(M) al conjunto de los campos vectoriales proyectables en M. Al sis-
tema dindmico que corresponde a un campo vectorial proyectable le llamaremos un sistema
dinamico sesqui-producto (skew-product dynamical system,).

Notemos que en la definicién anterior, YW € X(M) es un campo vectorial
proyectable si existe w € X(B) que hace conmutar el siguiente diagrama:

M2 ™

-

B % . TB

Sea @' el flujo local del campo vectorial W y sea ¢' el flujo local de w. La
condicion (2.2.1) para W significa que el flujo @' es una funcién en M que preserva
las fibras y que desciende a ¢' (ver (2.1.19)),

nod = glom (2.2.2)

En otras palabras, las trayectorias de WV se proyectan, bajo 7, a las trayectorias de
w. Notemos que la condicién (2.2.1) también se pueden reformular de la siguiente
manera:

Ly(n'f) =n"(Lwf), ¥V feC™(B). (2.2.3)

Por otro lado, si Y € Xy (M), se tiene que dn(Y) = 0, de lo cual se sigue que
cada campo vectorial vertical en M es proyectable y desciende al campo vectorial
w = 0 en B, es decir Xy (M) C X,(M). Notemos también que si W € X,(M) de-
sciende a w € ¥(B), entonces para cualquier funcién f € C®(B), (7" f)W es tam-
bién proyectable y desciende a f w. Ademds, de (2.2.3) se deducen las propiedades
siguientes:
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(1) Sean Wi, W, € X(M) dos campos vectoriales proyectables que descienden a
los campos vectoriales w; y w; en B, respectivamente. Entonces W; + W es
proyectable que desciende a wy + w,. M4s aun, el corchete de Lie [W;, W) |,
es también un campo vectorial proyectable que desciende a [wq, w2 | € X(B).

(2) El corchete de Lie de un campo vectorial proyectable V¥ con cualquier campo
vectorial vertical es, nuevamente, un campo vectorial vertical,

(W, %y (M)] C Xy (M). (2.2.4)

Por lo tanto, de (1) se sigue que el espacio de todos los campos vectoriales proyecta-
bles X(M) es una élgebra de Lie y la parte (2) nos asegura que Xy (M) es un
ideal del algebra X,(M). Es claro que el grupo de transformaciones gauge en M
preserva a estas agebras de Lie.

El siguiente resultado es un criterio importante que resume varias de las propiedades
que se han discutido hasta aqui.

Lema 2.2 Un campo vectorial VV en M es proyectable si y sélo si se cumple alguna de
las dos condiciones siguientes:

(@) Para cada t, el flujo (local) @' del campo vectorial W es un difeomorfismo que
preserva las fibras.

(b) La derivada de Lie a lo largo de VV preserva el dlgebra de Lie de los campos vectoriales
verticales,
Ly (Xy(M)) C Xy(M). (2.2.5)

(c) Para toda conexion I' en M, existe una descomposicion,
W = hor'(w) + Wy, (2.2.6)

donde w € X(B) y Wy = I'(W) es la componente vertical del campo vectorial V.
Como una consecuencia de esta proposicién, derivamos el siguiente hecho.

Corolario 2.3 Sean Wy W dos campos vectoriales proyectables en M que descienden a
los campos vectoriales w y w en B, respectivamente, y T una conexién de Ehresmann en
M. Entonces, el corchete de Lie [W, W], estd dado por

(W, W] = hor'([w,@])
+ [hor'(w), Wy ] — [hor'(@), Wy | — Curvi(w, @) + [Wy, Wy]. (22.7)
Es oportuno remarcar que los dltimos cuatro términos en (2.2.7) forman la

parte vertical de la descomposicién del campo vectorial [ W, )7\7] € X(M) en sus
partes horizontal y vertical con respecto a la conexién I'.
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Sean & = (&) y x = (x*) coordenadas locales en B y en M, respectivamente. La
descomposicién (2.2.6) de la conexion trivial T? se expresa en estas coordenadas
en la forma siguiente:

; 0 d
=w'(¢) — + W" — 2.2.
W =/(@) g + W) 5 (228)
donde el primer término w = w'd/9& es un I'%-campo vectorial horizontal en M
y el segundo término W = W*9/9x* es un I'’-campo vectorial vertical en M. El
correspondiente sistema dindmico sesqui-producto es de la forma

& =w(%), (2.2.9)
= W(E, x). (2.2.10)

Supongamos ahora que I' es una conexioén arbitraria en M. De (2.1.18) se sigue
que I = I’ — *E, para & € QYB,Xy(M)). Luego, de (2.2.6) y de (2.2.8) se
deriva la siguiente regla de transicion para la parte vertical del campo vectorial

proyectable W:
d

Wa = (w(@) (&%) + WHE X)) 5 (2.211)

La observacion siguiente establece que los difeomorfismos que preservan las
tibras también respetan el dlgebra de Lie de los campos vectoriales proyectables.

Lema24 Sean m: M — By m: M — B dos haces fibrados y ® : M — M un
difeomotfismo que preserva las fibras y cubre a un difeomorfismo ¢ : B — B. Entonces
para todo campo vectorial proyectable VW en M, el push-forward W = DWW es un campo
vectorial proyectable en M. Mds aiin, dada una conexion T en M, el campo vectorial w
se descompone con respecto a la conexion T = ®,T, en la forma siguiente,

W = hor'(@) + Wh.

En este caso, w = @.w Y Wy =T(W).

Sistemas proyectables lineales. Supongamos ahora que P = E es un espacio vec-
torial real. Luego, M = B x E es el espacio total de un haz vectorial trivial sobre
B. Sea Cﬁ;(M) el espacio de las funciones lineales por fibras en M, es decir, las
funciones que al restringirlas al conjunto {{} x E son lineales. Un campo vectorial
W en M se dice ser lineal si la derivada de Lie a lo largo de W preserva el espacio
de las funciones lineales por fibras,

Ly (Cin(M)) C Cin(M). (2.2.12)

Esto implica que la seccién cero B ~ B x {0} es W-invariante y £,,(7*C*(B)) C
*C®(B). Por lo tanto, todo campo vectorial lineal )V es proyectable y desciende
a un campo vectorial w en B tal que Ly (7" f) = 7*(L,f), para toda f € C*(B).
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Sea (&, x) = (&', x*) un sistema de coordenadas en M, donde (&') son coordenadas
en By (x*) son coordenadas en E asociadas a una cierta base. Luego, en estas
coordenadas

o O d

W= wl(@) sy + W 55

Una conexion de Ehresmann I' en M = B x E es llamada homogénea si el levan-
tamiento horizontal hor'(w) es un campo vectorial lineal para todo u € X(B). En

este caso,

(2.2.13)

r=r'e donde TV =dx" 4 I’ (&)x"dé.

oxv’
Existe una correspondencia una a uno entre las conexiones homogéneas y las
conexiones lineales en el haz vectorial w: M — B [58]. Una clase importante de
campos vectoriales lineales proviene del llamado procedimiento de linealizacién
normal, que presentamos en lo que enseguida.

El procedimiento de linealizacién normal. Consideremos una tripleta de datos
geométricos (N, Z, B) que consiste de una variedad suave N, un campo vectorial
Z y una subvariedad invariante B C N. Sea M = T;N/TB el haz normal con
proyeccién candnica v : T;N — M. Supongamos que el haz normal es trivial, es
decir, M = B x R¥, donde k = dim N — dim B. Denotemos por 1, : T, M — RX
la proyeccién con respecto a la descomposiciéon canénica T,M = T,B @® R¥. Por el
teorema de la vecindad tubular [42], existe una funcién exponencial, esto es, un
difeomorfismo f : M — N del espacio total M sobre una vecindad de la base B en
N, tal que f‘B =idy y vy o dpf = 1.

Para ¢ € (0,1], definimos la dilatacién m, : M — M por m.(&, x) = ({,ex), para
todo & € By x € RF. Luego, se tiene un campo vectorial lineal bine definido en
M, el cual estd dado por

vary(Z) = lirré(fomg)*Z.

e—
Notemos que esta definicién es independiente de la funcién exponencial f [66]. El
campo vectorial var,(Z) es lineal y se proyecta a la restriccién Z‘B y es llamado
el campo vectorial linealizado Z en B. El sistema dindmico de vary(Z) se llama el
sistema de primera variacion.

Sea (¢,x) = (&, x*) un sistema de coordenadas en M, de tal manera que (x*)
son coordenadas lineales en M. Luego, B = {x = 0} y se tiene

y ‘ d 0
7 = Zl(sz)a—Ci + 28, )5 =
En coordenadas,
‘ d 0z~ 0
var(2) = Z/(€,0) 3 + 55 (600555

Otros enfoques para la dindmica Hamiltoniana linealizada también se pueden
encontrar en [36, 48, 65, 67, 68].
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2.3 Conexiones invariantes

El par formado por un campo vectorial proyectable y una conexién de Ehresmann
induce la nocién de campo de Higgs [49, 68]. Este concepto nos sirve para car-
acterizar la invarianza de una conexiéon de Ehresmann con respecto a un campo
vectorial proyectable. De hecho, se prueba que este tipo de campos vectoriales
admiten una conexién invariante si y sélo si el campo de Higgs asociado se an-
ula. Asi, los campos de Higgs los podemos considerar como obstrucciones para la
invarianza de una conexion.

Sea W un campo vectorial proyectable en M = B x P que desciende al campo
vectorial w en B. Supongamos que @' es el flujo de Wy ¢' es el flujo de w.

Definicién 2.5 Una conexion de Ehresmann I en M se dice ser VV-invariante si el flujo
@' de W preserva la distribucion horizontal de T, es decir,

(dn®") Hy = Hot (), Y me M. (2.3.1)

En términos infinitesimales, la condicién de W-invarianza de la conexion T’
es equivalente a la condicion siguiente: El corchete de Lie de VW con cualquier
campo vectorial horizontal es, de nuevo, un campo vectorial horizontal. Esto lo
expresamos por

(W, Xu(M) ] C Xux(M). (2.3.2)

Por otra parte, de la descomposiciéon (2.2.6) se sigue directamente que para
cualquier conexion I' en M se cumple la siguiente relacion,

[W,hor'(u) | = hor'([w, u]) — [hor'(u), Wy ]| — Curv'(w,u), (2.3.3)

donde los dos tltimos términos representan la parte vertical de este corchete de
Lie:
[W,hor'(u) ]y = — [hor'(u), Wy | — Curv'(w, u). (2.3.4)

Esta observacion es importante y nos permite introducir el concepto de campo de
Higgs asociado a la conexion I' en M.

Lema 2.6 Elpar (W,T) induce una 1-forma con valores vectoriales A, € Q(B, Xy(M))
definida por

Apr(u) ¥ W, hor'(u)] — hor'([w,u]), Y u e X(B). (2.3.5)

A la 1-forma A, ; le llamaremos, siguiendo a [49], un campo de Higgs asociado al
campo vectorial proyectable JV y a la conexiéon I'. Se sigue que

[W,hor'(u) ] = hor'([w,u]) + Ay, (2.3.6)

lo cual es equivalente a,
Ay = [W,hor'(u) ]y. (2.3.7)
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De esta manera, dada una conexioén I' en M, las observaciones anteriores nos
permiten establecer una correspondencia entre campos vectoriales proyectables en
My campos de Higgs: W +— A,,, la cual satisface las propiedades siguientes:

Ayiomyr = Awpr + Ay r (2.3.8)

Apeppwr = (T f) A + df @ Wy, (2.3.9)

donde Wi y W, son campos vectoriales proyectables arbitrarios en M y f es
cualquier funcién en C*(B). La identidad (2.3.8) es trivial y (2.3.9) se sigue del
hecho de que el campo vectorial proyectable (7t f)W desciende a fw € X(B).

Por otro lado, puesto que para cada u € X(B) se tiene que A, (1) es un campo
vectorial vertical, podemos decir que el campo de Higgs A, mide la desviaciéon
de la conexién I' de la propiedad de )WW-invarianza. El siguiente resultado nos
proporciona un criterio 1til para establecer la WW-invarianza de una conexién I' en
M.

Lema 2.7 Una conexion de Ehresmann I' en M es W-invariante si y sélo si cumple
alguna de las condiciones siguientes:

(i) EI campo de Higgs se anula,

Ayr = 0. (2.3.10)
(i) Para todo u € X(B),
[W,hor'(u) ] = hor'([w, u]). (2.3.11)
(iii) La parte vertical de VV satisface
[ Wy, hor' | = w_Curv'. (2.3.12)

Corolario 2.8 Dada una conexion I en M, el conjunto de todos los campos vectoriales
proyectables VW en M para los cuales I' es VW-invariante, es una dlgebra de Lie.

Demostracién. Sean W; y W, dos campos vectoriales proyectables y supongamos
que Ay, r =0y Ay, r = 0. De (2.3.8) se sigue que I' es (W1 + Wh)-invariante. Para
probar la invarianza de T bajo el corchete de Lie [W;, W, ], se utiliza la identidad
de Jacobi para campos vectoriales junto con la relacioén (2.3.11). ]

Supongamos ahora que YW € X(M) es un campo vectorial proyectable dado.
Una cuestion natural que surge en este caso es acerca de la posibilidad de de-
scribir todas las conexiones )JV-invariantes en M. Veremos en lo que sigue que
podemos dar una respuesta a esta pregunta y para ello es necesario introducir las
operaciones siguientes:
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(a) Utilizando la propiedad (2.2.5) podemos definir la derivada de Lie a lo largo
de cualquier campo vectorial proyectable W, como la 1-forma en B con
valores en los campos vectoriales verticales de M, Ly, : Q' (B, Xy(M)) —
O!(B, Xy(M)), por medio de la regla,

(LwE) (1) ¥ 1w, 5w)), (2.3.13)

para u € X(B) y E € Q'(B,Xy(M)). Es claro que se satisface la regla de
Leibniz: £,,(FE) = L(F)E + FLW(E), VF € C®(M).

(b) La diferenciacién parcial d, : Qf(B,%y(M)) — QF1(B,xy(M)), llamada
también la derivada I'-covariante, estd dada por d; = 7t; o d. Mds precisa-
mente,

(det) (Xo, X1, ..., Xi) = (d77) <(X0)H, (X1)u- - -, (Xk)]H), (2.3.14)

donde d es la derivada exterior en M y Xy denota la parte horizontal de
X € Xy(M), relativo a la descomposicién (2.1.13).

(c) Sea I' una conexién dada en M. Para todo campo vectorial vertical Y deno-
tamos por [hor', Y] el elemento de O'(B, Xy (M)) definido por

[hor', Y ](u) def [hor'(u),Y]. (2.3.15)

De (2.1.9) se sigue que (2.3.15) esta bien definido.

Sea V¥V un campo vectorial proyectable en M y consideremos ahora una conex-
ion fija, I', en M. Sea A,,; el campo de Higgs correspondiente. En estas condi-
ciones, se tiene el resultado siguiente.

Lema 2.9 Un campo vectorial proyectable VW en M admite una conexion invariante T si
y sblo si la siguiente ecuacion lineal no-homogénea,

LyE=—Ayg, (2.3.16)
es soluble para & € Q' (B, Xy(M)). En este caso,
r=r — & (2.3.17)
Demostracion. Sustituyendo I' — I — mE en (2.3.5) y usando las relaciones
hor'(u) =hor'(u) + E(u) y  [W,Ew)]y = [W,E(u)],
se obtiene que la regla de transicion para el campo de Higgs estd dada por

Apr— Ayr + Ly &, (2.3.18)
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lo cual implica (2.3.16). |
Usando ahora la descomposicion W = hor (@) + W,, podemos reescribir la
ecuacion (2.3.16) como sigue:

E + [Wy,E] = [hot', Wy ] — @ Curv'. (2.3.19)

hor (@)

Corolario 2.10 Si la conexion T es plana, Curv' = 0, entonces la ecuacion (2.3.16) toma
la forma

+ [Wy,E] = [hor', Wy ] (2.3.20)

[1]

hor' (@)

Debemos notar que el lado derecho de la “ecuacién homolégica” (2.3.16) de-
pende de W. Para hacer esta dependencia atin més explicita, hagamos I=T1%1a
conexién trivial en (2.1.13). Tomando en cuenta (2.1.33), se deduce de (2.3.16) el
resultado siguiente:

Proposicién 2.11 Un campo vectorial proyectable VW = w'(&) 9/9& + W*(&, x) 9/9x*
admite una conexion invariante T en M si y s6lo si existe una solucion & € Q! (B, Xy(M))
de la ecuacion

L&+ [W,E] =d;,W. (2.3.21)

La conexién correspondiente estd dada por

r= (dx” — &Y (&, x) d§i> ® I

e (2.3.22)

2.4 Conexiones de Poisson

Consideremos ahora una variedad de Poisson (P,¥), cuya estructura de Poisson
estd definida por un tensor de Poisson ¥ = (1/2) ¥*f(x)d/9x* A 9d/dxP. Sea
M = B x P el espacio total del haz fibrado trivial de Poisson 7 : M — B, sobre la
base B. El levantamiento del tensor de Poisson ¥ al espacio total M por medio de
la proyeccién canénica 7, : M — P es un tensor vertical de Poisson, el cual también
denotaremos por Y. El corchete de Poisson que corresponde al tensor vertical de
Poisson ¥ serd denotado por {, },. Sea d, = 7, od la derivacién parcial en P.
Diremos que una conexién de Ehresmann I es una conexién de Poisson si para todo
u € X(B), el levantamiento horizontal hor'(#) es un automorfismo infinitesimal
de Poisson (un campo vectorial de Poisson) de ¥,

L, ¥=0. (2.4.1)

hor' (1)
De esta manera, las conexiones de Poisson I en M estdn dadas por (2.3.22), donde
& es una 1-forma en B con valores en los campos verticales de Poisson de ¥. Es
claro que la conexion trivial T'” es de Poisson.
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Una clase especial de conexiones de Poisson I' corresponde al caso cuando E
toma valores en el dlgebra de Lie de campos vectoriales Hamiltonianos verticales

I = (dx” — BY(&, x) d§f> ® J Z=%"4,Q, (2.4.2)

axv’

donde Q es la 1-forma horizontal Q = Q;(&, x)d¢’ € QL(M) ~ Q!(B,C®(M))
representa el Hamiltoniano de &: Z(u) = ¥*d,Q(u), para u € X(B). El levan-
tamiento horizontal correspondiente estd dado por

hor'(u) = u + ¥* d,Q(u). (2.4.3)

De esto se sigue que la forma de curvatura Curv' de (2.4.2) toma valores en el
conjunto de los campos vectoriales Hamiltonianos verticales,

Curv'(uy, up) = —¢* dpdy (1, u2), (2.4.4)
donde la curvatura Hamiltoniana &, € Q?(B, C*(M)) es de la forma

% d,0 + 5{Qn Q). (245)

Sea K(M,¥) el espacio de las funciones de Casimir en M de la estructura
vertical de Poisson. Es claro que 7* (C*(B)) C K(M,¥). Notemos que los Hamil-
tonianos Q y d, estdn determinados de manera tnica por (2.4.2) y (2.4.4), médulo
los elementos de los espacios K(M,¥) ® Q'(B) y K(M,¥) ® Q?(B), respectiva-
mente.

Consideremos ahora la siguiente clase natural de campos vectoriales proyecta-
bles en el haz fibrado trivial de Poisson M:

W: =w + Y*d,F, (2.4.6)

donde w € X¥(B) y F € C®(M). Para toda trayectoria ¢(t) de w, el sistema
dindmico sesqui-producto de (2.4.6) se reduce al sistema Hamiltoniano depen-
diente del tiempo en (P,¥) con Hamiltoniano Fi(x) = F(¢(t),x), (x € M). Por
lo tanto, podemos pensar de (2.4.6) como una familia generalizada de sistemas
Hamiltonianos dependientes del tiempo.

Teorema 2.12 EI corchete de Lie de WW; (2.4.6) y W: =@ + Y!d,Fesdela forma
(Wi, Wi = [w,@] + ¥ do({F,F}y + LoF — LF). (2.4.7)

De esto que se sigue el espacio de todos los campos vectoriales del tipo (2.4.6) forman una
dlgebra de Lie.

Demostracion. Sea I' una conexion de Poisson. Luego, por las propiedades estandar
de los campos vectoriales de Poisson, se tiene

[hor'(w), ¥* d,F | = ¥* d,(LF). (2.4.8)
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Aplicando ahora (2.4.8) junto con (2.2.7) a T = TV, se deriva (2.4.7). |

El resultado que se enuncia a continuacién nos da un criterio para la existen-
cia de conexiones invariantes de los campos vectoriales proyectables de la forma
(2.4.6) y es una consecuencia directa del Lema 2.3.16.

Teorema 2.13 EI campo vectorial proyectable Wy (2.4.6) admite una conexion invariante
de Poisson I, de la forma (2.4.2), si y sélo si existe una 1-forma horizontal Q = Q;(¢, x) de
que satisface la ecuacion

L,Q + {F,Q}y = dsF + «, (2.4.9)

para una cierta 1-forma x € Q'(B) ® K(M, ¥).

2.5 Transformaciones gauge Hamiltonianas y reducibilidad

Recordemos de la Seccion 2.1 que una transformacion gauge en la variedad pro-
ducto M = B x P es una funcién 7 : M — M que preserva las fibras y es de la
forma 7 (¢,x) = (¢, 7z(x)), donde 7z : P — P es un difeomorfismo (¢ € B, x € P).
Ademés, el conjunto de este tipo de transformaciones forman un grupo, el lla-
mado grupo gauge.

Supongamos que P es una variedad de Poisson con tensor de Poisson Y. Dec-
imos que una transformacion gauge es de Poisson si 7,Y = Y. Equivalentemente,
Tz : P — P es una transformacién de Poisson en (P,Y) para todo ¢ € B. Es
claro que tales transformaciones forman un grupo y preservan el conjunto de las
conexiones de Poisson en M. Mads atn, toda transformacion gauge de Poisson 7
preserva el espacio de los campos vectoriales verticales Hamiltonianos en M,

T.¥'d,F = ¥ d,(T.F). (2.5.1)

Nuestro objetivo aqui es describir las transformaciones gauge de Poisson que de-
jan invariante el dlgebra de Lie de los campos vectoriales proyectables de la forma
(2.4.6).

Supongamos que se tiene dada una transformacién gauge de Poisson 7 y
consideremos la conexi6n trivial I'’. Recordemos que a todo campo vectorial w €
X(B) lo identificamos con el I'’-levantamiento horizontal, w = horro(w). Puesto
que TY es una conexién de Poisson, es claro que w es un campo vectorial de
Poisson. Luego, el “push-forward” T,w es también un campo vectorial de Poisson.
Es facil ver que la I'-parte horizontal de 7, w es precisamente w. Por lo tanto,

T.w — w, (2.5.2)

es un campo vertical de Poisson. En coordenadas,

N I I )
Tw — w = w' (&) aé (’Té_l(x)) FPE (2.5.3)
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Definicién 2.14 Una transformacion gauge de Poisson T se dice ser una transformacién
gauge Hamiltoniana si existe una 1-forma ©; € Q'(B,C*(M)), esto es, una transfor-
macion R-lineal, ®; : X(B) — C®(M),

tal que
Tow — w=—¥d,0.(w). (2.5.5)

para cualquier w € X(B).

Notemos que una manera equivalente de escribir (2.5.5) es la siguiente:
T.I° =10 + ¥ 4,0,. (2.5.6)

Por lo tanto, para cada transformacién gauge Hamiltoniana 7 y todo campo vec-
torial proyectable de la forma (2.4.6), se tiene

TW, =w + ¥id, (T*F - @T(w)). (2.5.7)

Supongamos ahora que 7 y 7T son dos transformaciones gauge Hamiltoni-
anas dadas. Luego, usando la Definicién 2.14, se deduce que la composiciéon
T o T es también una transformacién gauge Hamiltoniana, cuyo Hamiltoniano
estd definido por la regla siguiente:

O,7 =0; + 7.0;. (2.5.8)

De esto se sigue que el conjunto de todas las transformaciones gauge Hamiltoni-
anas en M forman un grupo. En resumen, tenemos el resultado siguiente.

Proposicion 2.15 EI grupo de las transformaciones gauge de Poisson que preservan el
dlgebra de Lie de los campos vectoriales proyectables de la forma Wy = w + ¥*d,F
coincide con el grupo de transformaciones gauge Hamiltonianas. En este caso, w varia en
X(B) y F varia sobre C®(M).

Corolario 2.16 Si I es una conexién de Poisson de la forma (2.4.2) y es invariante con
respecto a Wy = w + Y*d,F, entonces para cualquier transformacién gauge Hamilto-
niana T, el “push-forward” 7.T" es una conexion de Poisson, la cual es invariante con
respecto a T, WV;.

De (2.5.1) y (2.5.6) se tiene
T.T =T° — ¥%d,(7.Q — O7). (2.5.9)
Por lo tanto, analiticamente la afirmacién del Corolario 2.16 significa que la trans-
formacién

(F,Q) — (F,Q) & (T.F — 0,(w), .Q — ©,), (2.5.10)

preserva la condicién de invarianza (2.4.9).
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Definicién 2.17 Un campo vectorial proyectable Wy = w + ¥*d,F se dice ser reducible
si existe una transformacién gauge Hamiltoniana T tal que la funcion

F'=T.F — O,(w), (2.5.11)
es constante a lo largo de la trayectoria de w,

L,F'=0. (2.5.12)

Si W; es reducible, entonces el sistema dindmico del campo vectorial transfor-
mado 7, W; toma la forma

¢ =w(g), (2.5.13)
X =¥, FO(E, x), (2.5.14)

y posee la propiedad siguiente: Dada una trayectoria () de w que pasa por
un punto ¢ € B, el sistema (2.5.13), (2.5.14) se reduce al sistema Hamiltoniano,
independiente del tiempo, en P

X = Yid,Fo(&, x).

Por lo tanto, la Definicién 2.17 coincide con la nocién usual de reducibilidad para
sistemas Hamiltonianos lineales con coeficientes periédicos [72]. Un analogo no
lineal del teorema de Floquet cldsico se puede obtener en el caso que se analiza
enseguida.

Familias de sistemas de Lie periédicos. Sea (P,¥) una variedad de Poisson y sea
G un grupo de Lie real con g su dlgebra de Lie. Supongamos que se tiene dada
una accién por la izquierda del grupo G en la variedad P, estoes, ®: G x P — P.
Para cualesquiera ¢ € Gy x € P, denotemos por @, : P — Py ®* : G — P las
funciones definidas por ®*(g) = ®¢(x) = ®(g, x). El generador infinitesimal de
cada a € g se define por

d x
Xa (x) = &q)exp(ta)(x)‘t:() = T.® (a) (2.5.15)

Supongamos que la G-accién es canodnica [45], esto es, existe una transformacion
de momento J : M — g*,
Xa(x) = ¥id ], (x), (2.5.16)

paraa € gy m € M. En este caso, J,(x) = (J(x),a).
Sea B una variedad suave y w € X(B). Dada una funcién suave

B>¢w—a(f) €y, (2.5.17)

consideremos el siguiente sistema dindmico en M = B x P, el cual es llamado un
sistema de Lie [15] sobre B,

&=w(?), (2.5.18)
x = T,®"(a(g)). (2.5.19)
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Es claro que el campo vectorial del sistema (2.5.18), (2.5.19) es de la forma W;, con

F(¢,x) = Ja(e)(x). (2.5.20)

En este caso, una clase importante de transformaciones gauge Hamiltonianas se
puede describir como sigue. Sea

B3¢ B(Z) €G, (2.5.21)

una funcién suave. Definimos 7 : M — M, T (¢, x) = (¢, 7z(x)) por

Te(x) & @p(x). (2.5.22)

Usando la férmula de variacién estandar [45], se sigue que esta transformacién ac-
taa sobre el campo vectorial W; del sistema (2.5.18), (2.5.19) en la forma siguiente:

(W) (@ %) = (w(2), (¥ Tu,) (), (2.5.23)

donde
bg = Ad‘B(g) LZ(C) + (T‘B(Q)R‘B‘l(g)) déﬁ(ﬂ)) €y, (2.5.24)
y dzB : TeB — T,(¢)G es la transformacion tangente de (2.5.21). Esto implica que

la transformacién (2.5.22) es una transformacién gauge Hamiltoniana con Hamil-
toniano © definido por

O(u)(g, x) = —<]I(X), (TaeRe-12)) déﬁ(u)>. (2.5.25)

para u € X(B). De esto podemos deducir el siguiente criterio: Si existe un ele-
mento B como en (2.5.21), de tal manera que para toda trayectoria ¢(t) la funcion

be () = const, (2.5.26)

entonces el sistema (2.5.18), (2.5.19) es reducible bajo la transformacion (2.5.22).

Consideremos ahora el caso cuando B = D xS! = {¢ = (s,9)} y w =
w(s)d/d¢. Aqui, D C R es un espacio de pardmetros y s — w(s) # 0 es una
funcion suave. Supongamos que la funcién a(¢) = a(s, ¢) en (2.5.17) define una
familia de curvas cerradas en g que depende de manera suave del pardmetro s y
es periddica en ¢:

a(s, ¢ +2m) =a(s, ¢). (2.5.27)

Entonces, el sistema de Lie (2.5.18), (2.5.19) toma la forma
$=0, (2.5.28)
¢ = w(s), (2.5.29)
=¥ AT (s, ) (). (2.5.30)
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Sea (s, ¢) — g(s, ¢) € G una solucién del problema de Cauchy

d
w(s)d—i = (T.Ry)a(s, ¢), (2.5.31)
<(s,0) =e. (2.5.32)

En general, (s, ¢) no es 2mr-periédica debido a la obstruccién que representa la
monodromia. Si aceptamos la hipoétesis sobre la existencia del logaritmo para la
monodromia, es decir, existe una funcién suave D > s — k(s) € g tal que

g(s,2m) = exp(27tk(s)). (2.5.33)

Definase ahora la funcién
def _
B(s,¢) = exp(pk(s))-g (s, 9). (2.5.34)

Sustituyendo (2.5.34) en (2.5.24), se puede verificar que se cumple (2.5.26).

Proposicion 2.18 Bajo la condicion (2.5.33), el sistema (2.5.28)-(2.5.30) es reducible por
medio de la transformacién gauge Hamiltoniana (2.5.22), con B dada por (2.5.34), a la
forma “constante”

§=0, (2.5.35)
¢ =w(s), (2.5.36)
& ="' ]y (x). (2.5.37)

Aqui es necesario apuntar que algunos criterios sobre la reducibilidad de sis-
temas de Lie también se han obtenido en [23, 27].



Capitulo 3

El Problema de Hamiltonizaciéon para la
Dindmica Proyectable

Recordemos que dado un sistema dindmico arbitrario (M, X), el problema de
Hamiltonizacién para este sistema consiste en encontrar una estructura de Poisson
¥ en M y una funciéon H € C®(M), de tal manera que el campo vectorial X sea
precisamente el campo vectorial Hamiltoniano determinado por la funcién H. En
un contexto general, este problema no es fécil de resolver por lo que una estrategia
razonable es considerar una clase de sistemas dindmicos en espacios fase de un
cierto tipo y tratar de dar una formulacion Hamiltoniana para tales sistemas, por
medio de una clase apropiada de estructuras de Poisson en esos espacios fase.

Este es precisamente el enfoque que se presenta en este capitulo ya que es-
tudiaremos el problema de Hamiltonizacién para los sistemas dindmicos sesqui-
producto en haces fibrados triviales del tipo (variedad simpléctica) x (variedad de
Poisson), en los que se introduce una estructura de Poisson parametrizada por
una forma horizontal Q, llamadas Q-estructuras de Poisson, las cuales tienen una
interpretacién geométrica en el contexto del acoplamiento de Poisson [66, 68, 69].
Nuestro objetivo aqui es formular un criterio de Hamiltonizacién para la dindmica
proyectable en términos de las soluciones de una ecuacién lineal no homogénea e
investigar algunos casos en los que es posible obtener soluciones explicitas para
esta ecuacion.

3.1 Planteamiento del problema

Consideremos un espacio fase el cual se separa como M = B x P, donde B es
una variedad simpléctica y P es una variedad de Poisson con corchetes de Poisson
{,}; v {,},, respectivamente. En este caso podemos ver a M como el espacio total
de un haz fibrado trivial sobre B, con fibra tipica P, y estudiar un sistema dindmico
proyectable en M el cual es el resultado de acoplar un sistema Hamiltonian en B
con Hamiltoniano f : B — R y una familia de sistemas Hamiltonianos en P con
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Hamiltonianos paramétricamente dependientes F : B x P — R,

dé

€ - 611
d; = {F:,x"},, (3.1.2)

donde ¢ = (') € B, x = (x*) € Py Fz(x) = F(& x). En la mecénica cldsica es
usual estudiar sistemas cuyas ecuaciones de movimiento son de la forma (3.1.1),
(3.1.2) [50, 52, 53, 68]. Aqui estamos especialmente interesados en el caso cuando
B es una variedad simpléctica y la estructura de Poisson en P es degenerada y
tiene puntos singulares. Varios ejemplos importantes de este tipo de sistemas son
los llamados sistermas de primera variacién, los cuales surgen en el estudio de la

dindmica Hamiltoniana alrededor de subvariedades simplécticas invariantes [24,
36, 65, 68].

En general, el sistema (3.1.1), (3.1.2) no es Hamiltoniano en el corchete natural
en M, es decir, el corchete que corresponde a la estructura de Poisson producto
la cual esta definida por el producto directo de las estructuras de Poisson en cada
uno de los factores B y P. Nuestro propésito aqui es dar una formulacion Hamil-
toniana para los sistermas dindmicos sesqui-producto (skew-product dynamical systems),
es decir, es necesario encontrar un corchete Poisson {, },, en el espacio total M de
tal manera que (3.1.1), (3.1.2) se escriba en la forma

g’ i
a {H, &'}, (3.1.3)
dx* N
= {Hx),, (3.14)

para una cierta funcién suave H : B x P — RR.

Una de las principales motivaciones para este problema de Hamiltonizacién
viene de la teoria de perturbaciones [68]. En efecto, consideremos el espacio fase
M = B x P equipado con una estructura de Poisson la cual es el producto de {, },
y el corchete de Poisson re-escalado por un pardmetro ¢ > 0, 2{,},. Si en este
espacio fase estudiamos un sistema Hamiltoniano H.(&, x) = f(¢) + eF(&, x) +
O(e?) para ¢ < 1, entonces el sistema limite correspondiente (no-perturbado)
coincide precisamente con el sistema (3.1.1), (3.1.2), el cual no necesariamente es
Hamiltoniano con el corchete original en M. Asi, la Hamiltonizacién de (3.1.1),
(3.1.2) puede verse como un primer paso del enfoque KAM para H, [20].

En el caso cuando P = g* es la codlgebra de una algebra de Lie real g y
Fz : g — R es lineal, el sistema (3.1.1), (3.1.2) es descrito por ecuaciones de Euler
lineales sobre la variedad simpléctica B y este tipo de sistemas aparecen en el pro-
ceso de linealizacién de sistemas Hamiltonianos alrededor de hojas simplécticas
singulares [66, 67, 68]. El problema de Hamiltonizacién que corresponde a este
caso se estudi6 en [68]. En este trabajo se extienden esos resultados al caso general
de corchetes de Poisson (no lineales) en P.
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El principal resultado que presentamos aqui es un criterio para la existencia de
una estructura Hamiltoniana {, },, para (3.1.1), (3.1.2), el cual es formulado como
la solubilidad de una ecuacién diferencial lineal no homogénea (una ecuaciéon ho-
moldgica) en B. Geométricamente, este criterio esta relacionado con la existencia
de una conexion de Ehresmann en el haz trivial B x P — B, la cual es invariante
con respecto al flujo de (3.1.1), (3.1.2). La construccién de la estructura Hamil-
toniana {,},, se basa en la aplicaciéon del método de acoplamiento de Poisson
[66, 69].

En la Seccién 3.2 se introducen y se estudia una clase especial de estructuras
de Poisson de acoplamiento en M, parametrizadas por 1-formas horizontales Q
en M, a las cuales les llamamos Q-estructuras de Poisson. En la Seccién 3.3 for-
mulamos un criterio para la existencia de una estructura Hamiltoniana para el
sistema (3.1.1), (3.1.2) en la clase de Q-estructuras de Poisson. En la Seccién 3.4
se discuten también algunos aspectos de la teoria de simetrias y aplicaciones a
sistemas Hamiltonianos dependientes del tiempo en espacios fase generales.

3.2 (Q-estructuras de Poisson

Sea M = B X P el producto de una variedad simpléctica (B, w) y una variedad de
Poisson (P, ¥). En este caso,

w = (1/2) w;j(¢) dg' AdZ, (€= (&) eB), (3.2.1)
es la estructura simpléctica en B y
Y = (1/2) ¥*F(x) aia A a%’ (x = (x*) € P), (3.2.2)

es el tensor de Poisson en P. Los corchetes de Poisson que corresponden a la
estructura simpléctica w en B y a la estructura de Poisson ¥ en P son, respectiva-
mente,

{g,¢} = —w"(0), (" wsj =), (3.2.3)
{x%,xP}, = ¥*F(x). (3.2.4)

Recordemos que el espacio fase M es visto como el espacio total del haz fibrado
trivial 7w : B x M — B sobre la base B, con fibra tipica P. Los campos vectoriales
en M, tangentes a las fibras, son llamados verticales y cualquier forma diferencial
en M que anula a los campos verticales se dice ser horizontal. Denotemos por d; y
d, las derivadas parciales exteriores en M a lo largo de B y P, respectivamente. Es
claro quedy =d,+dyyd;=d;=0,dpody = —dzod,.

Sean 7; y 7, las proyecciones candnicas sobre cada uno de los factores re-
spectivos. Luego, el levantamiento natural de ¥ a M nos da un 7-campo vertical
de bi-vectores al que llamaremos la estructura de Poisson vertical. Més atn, para
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cualquier G € C®(M) y cualesquiera 1-formas horizontales « = a;d&' y = Bj d¢
en M, denotamos por {G, a}, y {a A B},, respectivamente, las formas horizontales
siguientes:

{G,a}, = {G,a;}, dT, (3.2.5)
{a A B}, = {ai, Bj}, &' A AT (3.2.6)

Dada una 1-forma horizontal Q = Q;(¢, x) d& en M introducimos la siguiente
2-forma horizontal,

Fo=m'w—(d:Q + (1/2) {Q A Q},). (3.2.7)
En coordenadas, esta expresién toma la forma
Fo = (1/2) Fyi(,x) dg' AdE, (3.2.8)
donde 20 90,
Fij(6,x) = wy(8) — < 2 agfl +{Qi Qj}p> : (3.2.9)
Denotemos por
Dom(7,) = {(&,x) € M| det[F;;(Z, x)] # 0}, (3.2.10)

un dominio abierto en M, el cual consiste de aquellos puntos en los que la 2-forma
F, es no-degenerada y consideremos las siguientes relaciones para los corchetes
de las funciones coordenadas ¢', x* en Dom(F,):

{¢, ¢}, = —F1( ), (3.2.11)
(@) = PR ¥ () 2 g ), (212)
{x*,xP}, = ¥*F(x) + ¥%(x) gff (& x) FI(E x) %(C,x)‘l’”ﬁ(x). (3.2.13)
En este caso, F* = F(Z x) denota las entradas de la inversa de la matriz

[ﬂj(él x)]/ ]:isfsj = (5]1

Teorema 3.1 Para cada 1-forma horizontal Q en M, el corchete definido por las relaciones
(3.2.11)-(3.2.13) determina una estructura de Poisson en Dom(F,), asociada con los datos
geométricos (w,¥, Q).

La demostracién de este teorema se basa en la idea de acoplamiento de Pois-
son, la cual proporciona un enfoque geométrico general para la construcciéon de
estructuras de Poisson por medio de conexiones de Ehresmann. En este caso,
usando las técnicas estdndar del calculo diferencial [1, 35, 62] presentamos una
verificaciéon directa de la identidad de Jacobi para el corchete dado por las rela-
ciones (3.2.11)-(3.2.13).

Primeramente, debemos probar que las relaciones para el corchete definen un
campo de bi-vectores, que estd bien definido en todo el dominio Dom(Z,). Para
ello, dada una 1-forma horizontal Q asociamos con ésta los siguientes objetos:
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(i) Los campos vectoriales (locales) en M:

def O b 0Q; 9

hor; = 57 9P Txt’ (3.2.14)
parai=1,...,dimB.
(ii) El campo de bi-vectores
IT5 = —(1/2) (&, x) hor; A hor;. (3.2.15)

Debemos notar que {hor;,d/9dx"} forma una base de campos vectoriales (lo-
cales) en M. De las reglas de transicién para Fi/ y para hor; bajo el cambio de
coordenadas locales (&) se sigue que [T es un campo de bi-vectores bien definido
en Dom(F,) C M. Introduzcamos ahora el campo de bi-vectores

I, = I + ¥. (3.2.16)

Un célculo directo nos muestra que, en términos de I, las relaciones (3.2.11)-
(3.2.13) para el corchete {,},, de las funciones coordenadas se pueden escribir
como sigue:

{¢', &% = To(dg', d?)), (3:217)
{&,x7}, = T (d&, dx7), (3.2.18)
{x*,xP},, = ITy(dx®, dxP). (3.2.19)

Debemos probar ahora que I, es un tensor de Poisson tensor, esto es, satisface
la identidad de Jacobi,

[T1,,11,] = 0. (3.2.20)
Dado que ¥ es un tensor de Poisson, (3.2.20) se reduce a la siguiente ecuacién
[Hg, H]g] +2 [Hg,‘I’] =0. (3.2.21)

Realizando los calculos indicados en el primer término en (3.2.21), podemos derivar
las siguientes relaciones entre hor; y 7.

Lema 3.2 El corchete de Lie de los campos vectoriales hor; y hor; es de la forma

d

[hor;, hor; | = — Cii(, x) pp (3.2.22)
donde
oF;;
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Demostracion. Notemos que es posible representar los campos vectoriales hor; en
la forma

d
hOI‘l' = a—é,z +Tﬁ (dle)
Asi, de las propiedades de los campos vectoriales Hamiltonianos ¥#(d,Q;), se
obtiene:

[¥H(dpQi), ¥¥(dpQ)) | = ¥H(dr{Qi Qi)
d 00Q;
Friea)-v(s%)

De esto, claramente se siguen las relaciones (3.2.22) y (3.2.23). |

Aplicando las férmulas (3.2.22) y (1.3.11), (1.3.12) se obtiene

[T, 1T, | = (1/4) []-"ij hor; A horj, F'T hory A hor; |
= —FFk Lhor, (F) hor; Ahor; A hory
) vy 9
— Frcy FH v Ahor; A hor;. (3.2.24)
Si tomamos en cuenta (3.2.14), se deriva la siguiente propiedad para los campos
vectoriales hor;.

Lema 3.3 Los campos vectoriales hor;, (i = 1,...,dim B) son automorfismos infinitesi-
males de ¥,
Lior, ¥ = [hor;, ¥] = 0. (3.2.25)

Ahora, si aplicamos de nuevo (1.3.11), (1.3.12) junto con (3.2.25), podemos cal-
cular el segundo término en (3.2.21):

.. , a a
2[I15,¥ | = —(1/2) | F7hor; Ahor;, ¥ v A S
. QFI 9
— 55 97 Ahor; Ahor;r. (3.2.26)

Si sustituimos (3.2.24) y (3.2.26) en la identidad de Jacobi (3.2.21), vemos que esta
es equivalente a las ecuaciones siguientes:

) . oFil
FICLFT =% -7 ,, (3.2.27)
ox7
S F* Lyor (F) =0, (3.2.28)

(kii,j)
La primera condicién (3.2.27) se cumple automaticamente debido a (3.2.23). Para
verificar la segunda condicién, debemos tomar en cuenta que (3.2.28) se puede

reescribir como:

S Lpo (Fii) = 0. 3.2.29
oS Ln (Fij) ( )
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Se sigue directamente de la definicién de F;; en (3.2.9) y de (3.2.14), que

L dwy | PQ PQ {Qi Qi
Fror () = 55+ ogag agog oz

0Q; 9Q;
+{Qs/ Q QJ} _{QS/{Qi/Qj}P}P‘

9ci o
Finalmente, sustituyendo esta igualdad en la suma ciclica (3.2.29) y teniendo en

cuenta la cerradura de w y la identidad de Jacobi para {, },, vemos que se verifica
(3.2.29). Esto completa la prueba del Teorema 3.1.

Interpretacion geométrica. Usando los resultados del Capitulo 2, se tiene que
toda 1-forma horizontal Q induce una conexién de Ehresmann en el haz trivial
7 : B x P — B, con forma de conexién

0

r=1r"e Pyl IV =dx¥ + IY(E x) d&, (3.2.30)
con BQ
v gvp i

IV =¥ (x) 5 (3.2.31)

Los campos vectoriales hor; en (3.2.14) son precisamente los I'-levantamientos ho-
rizontales de los campos vectoriales bésicos 9/9Z y la distribucién horizontal de
Tes

H ¢, = Span{ hor;(¢,x), i=1,...,dimB}. (3.2.32)

La propiedad (3.2.25) nos garantiza que I' es una conexién de Poisson, es decir,
el transporte paralelo de I' preserva la estructura de Poisson en cada fibra. De la
igualdad (3.2.22), la forma de curvatura de I' es

d

C=(1/2)Cfd&' NdF ® 5, (3.2.33)

donde Cg estdn dados por (3.2.23). En forma abreviada, escribiremos (3.2.33) como
C = ¥¥(d,Fo). (3.2.34)

Esto significa que C toma valores en el espacio de los campos vectoriales Hamil-
tonianos verticales. Ademads, (3.2.34) es de la misma forma que (1.1.9), lo cual nos
permite decir que la 2-forma horizontal F, juega el papel del “Hamiltoniano” de
la curvatura y se le llama la forma de acoplamiento. Por definicion se tiene que F
es no-degenerada a lo largo del subhaz horizontal H y anula al subhaz vertical.
De esto se sigue que la distribucién caracteristica de 11, es la suma directa de H y
la distribucion caracteristica vertical de la estructura de Poisson ¥. En particular,

rank I, = dim B +rank Y.

El tensor de Poisson I, en (3.2.16) se define por medio del acoplamiento de la
estructura simpléctica w en la base B y la estructura de Poisson vertical ¥ a través
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de la conexién de Poisson I [66, 69]. De esta manera, las Q-estructuras de Poisson
representan una clase especial de estructuras de Poisson de acoplamiento. En
términos de la forma de conexidn (3.2.30), los corchetes de Poisson (3.2.11)-(3.2.13)
se escriben como sigue:

{&, 8}, = —Fi(Gx), (3.2.35)
{827}, = FEE ) T, ), (3.2.36)
{2, 6P}, = ¥ (x) — TH(&,x) FI(E ) TH(E x). (3.2.37)

Notemos que si Q satisface la ecuacion de curvatura cero

d:Q + (1/2){QAQ}, =0, (3.2.38)

entonces F, = 7*w por lo que I1, estd bien definido en todo el espacio total M.

En este caso llamamos a I, una Q-estructura de Poisson plana. En particular, en el

caso cuando Q = 0 se obtiene la estructura de Poisson del producto directo en M:
. d d 1 d d

__1 ey oA 1 Zgep —
=3O 5 ag T 27 W aw " oup

(3.2.39)

En este caso, la conexién I'’ correspondiente estd definida por la descomposicién
canénica TM = TB @ TP. Las hojas simplécticas de 11y son las variedades pro-
ducto B x O, donde O C P es una hoja simpléctica de ¥. Luego, B x O son
subvariedades invariantes de una Q-estructura de Poisson I1; dada. Las hojas
simplécticas de I, son las componentes conexas de (B x O) NDom(F,). De esta
manera, podemos considerar a las Q-estructuras de Poisson como una deforma-
cién de la estructura de Poisson candnica I'ly en M.

En general, una Q-estructura de Poisson tiene singularidades y el dominio
de definicién Dom(F,) no coincide con todo el espacio total M. Para ilustrar
esto, en lo que sigue mostramos un caso importante en el cual se puede obtener
informacién mds precisa acerca de Dom(F,). Supongamos que x" € M es un
punto singular de la estructura vertical de Poisson ¥,

yeh(x0) = 0. (3.2.40)

Supongamos también que una 1-forma horizontal Q se anula en los puntos del
subconjunto B x {x"},

Qi(¢,x%) = 0. (3.2.41)

De esto se obtiene
Fo=m'w, enBx{x°},

por lo que existe una vecindad abierta U de B x {x°} en M tal que
det[Fji(Z,x)] #0, V(& x) e U.

En consecuencia,
Bx{x’}cUc Dom(F,).
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Por lo tanto, el rango de la estructura de Poisson I, en todo punto de B x {x°}
es igual a dim B y cada componente conexa de B x {x"} es una hoja simpléctica
de B x {x"}.

Notemos que la condicién (3.2.40) tiene lugar, por ejemplo, en el caso cuando
P = g* es el espacio dual de una algebra de Lie g, con la estructura de Lie-Poisson
(1.2.1). La estructura vertical correspondiente es

) )
N —

_ 2B
¥=Arx oxx " oxb

y el origen x° = 0 es un punto singular de VY.

Acoplamiento débil de Q-estructuras de Poisson. En esta parte y siguiendo a
[66, 69], se describe una Q-estructura de Poisson que depende de un parametro.
De nuevo, dada una 1-forma horizontal Q hacemos un reescalamiento de los datos
geométricos (Q,¥) por medio de un pardmetro € # 0. En efecto, sea

1
A (3.2.42)

La 2-forma de acoplamiento que corresponde a los datos reescalados se escribe
como

Fo=m'w — e(dsQ + (1/2) {Q A Q). (3.2.43)
En coordenadas, se tiene que
Fr=(1/2) F(&,x) A A dE, (3.2.44)
donde 20 20
Fi(Gx) = wij(§) —¢ ( agz‘] - ag; +{Qi, Qj}\y> . (3.2.45)
Sea
I = —(1/2) F/ (&, x) hor; Ahor; + (1/2¢) ¥ (x) % A %, (3.2.46)

el tensor de Poisson asociado a los datos (3.2.42). En este caso, J’:fs]-fj = 5{ y los
campos vectoriales hor; estdin dados por (3.2.14) y son independientes de e. De
esta manera, [T}, estd bien definido en un dominio dependiente del pardmetro ¢,

Dom(F;) = {(&,x) € M | detF;;(G,x) #0}, (3.2.47)

el cual se aproxima a M cuando ¢ — 0. Notemos que para ¢ = 0, I, resulta ser
singular. Ademds, como una consecuencia directa del Teorema 3.1 se obtiene el
siguiente hecho que es importante en las aplicaciones.

Teorema 3.4 Si M es compacta, entonces para cualquier Q el tensor de Poisson T,
(3.2.46) estd bien definido en todo el espacio M para € < 1 suficientemente pequerio.
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El caso simpléctico. Vamos ahora a considerar el caso cuando la estructura de
Poisson vertical ¥ es no-degenerada, esto es, P es una variedad simpléctica con
forma simpléctica dada por

0= (1/2) oap(x) dx* A dxP, (3.2.48)

donde (Talglfﬁ7 = 4.

Proposicion 3.5 La estructura simpléctica de la Q-estructura de Poisson 1T, en (3.2.46)
es

Of = F5 + eor = (1/2) Fi(§,x) dE AdF + (¢/2) aup(x) T ATP,  (3.2.49)

donde las 1-formas T'* estdn definidas por (3.2.30). Esta forma también admite la repre-
sentacion
O = mw + emo —edQ. (3.2.50)

3.3 Un criterio para la existencia de estructuras Hamiltoni-
anas

Supongamos que se tienen dadas las funciones f € C®(B) y F € C®(B x P), y
consideremos el sistema dindmico proyectable (3.1.1), (3.1.2) en M, el cual puede
escribirse en la forma

d¢
a =7, (C), (331)
dx
T Ve (&, x). (3.3.2)
En este caso,
v, = wif(g) ajafg) %, (3.3.3)

es el campo vectorial Hamiltoniano de f = f({) en (B,w) y

oF 2

— i = _wap _—
Ve=TdoF =¥ oxP oxr’

(3.3.4)

es el campo vectorial Hamiltoniano en (P, ¥) de la funcion “pardmetro-dependiente”
Fz(x) = F(g, x). Luego, el campo vectorial del sistema (3.3.1), (3.3.2) es

oy O d
V= U;(C)a—gl + Vf‘(é,x)w. (3.3.5)
Asi, bajo la proyecci6é canénica 7, V se proyecta al campo vectorial Hamiltoniano
v, en B
f 4

dnoV:vfon
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De manera equivalente, en términos del flujo FIt = F/{, de V, esta condicién se
expresa como
1z 0 FIt = got o TTy.

En este caso ¢' es el flujo Hamiltoniano de v, en B. El flujo FI* estd dado por

FI'G x) = (9'(2), Ge (), (3.3.6)

donde G! es una familia de difeomorfismos (locales) en P que estdn determinados
como el flujo del sistema Hamiltoniano dependiente del tiempo

952 v lat(E) Gt 0.
T (x) = V(g (C),gé(x)), g7 = id,. (3.3.7)

Si V es completo, entonces la propiedad de grupo de F/' implica las relaciones
siguientes:

h+ty _ oh b _ oh 31
9" = Ygae ° 97 = Ygn( ° % (3.38)
(95" = Gyiley (3.3.9)

Se sigue que el flujo FI' preserva el tensor de Poisson vertical,
(FI", Y =Y.

Debemos notar que V es Hamiltoniano con respecto a la estructura de Poisson
canodnica Iy en M, solamente en el caso trivial siguiente,

dBF - 0.

Por lo tanto, nuestro objetivo es buscar una estructura Hamiltoniana para V en la
clase de Q-estructuras de Poisson, las cuales se presentan como deformaciones de
la estructura de Poisson canénica en M.

Formulacién de los resultados principales. Presentamos ahora un criterio de
Hamiltonizacién para la dindmica proyectable, del cual podemos decir que es
uno de los resultados centrales de este trabajo. A través de este resultado nos sera
posible encontrar formulaciones Hamiltonianas para varios casos importantes, por
ejemplo, los sistemas de Euler lineales y los sistemas de Lie periddicos, entre otros.

Teorema 3.6 (a) Supongamos que existe una 1-forma horizontal Q = Q;(&,x) d&' en M
que satisface la ecuaciéon homolégica

Ly,Q + {F,Q}, = diF. (3.3.10)

Entonces el sistema dindmico proyectable (3.3.1), (3.3.2) es Hamiltoniano con respecto al
corchete de Poisson (3.2.11)-(3.2.13) asociado a la solucién Q y a la funcién

H=mf+F—-i,Q (3.3.11)
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Ms atin, el dominio Dom(F,) es invariante con respecto al flujo FI* del campo V (3.3.5).

(b) Reciprocamente, si el sistema (3.3.1), (3.3.2) es Hamiltoniano con respecto a una Q-
estructura de Poisson, entonces Q satisface la ecuacion (3.3.10).

De esta manera, el Teorema 3.6 nos da un criterio que nos permite reducir el
problema de Hamiltonizacién a la solubilidad de una ecuacién diferencial lineal
(3.3.10) en la que su lado derecho es de una forma especifica.

Por otro lado, usando el Teorema 2.13, el criterio anterior se puede interpretar
geométricamente en los términos siguientes.

Teorema 3.7 Toda solucion Q de (3.3.10) induce una conexion de Poisson—Ehresmann T
definida por (3.2.30), (3.2.31) en el haz trivial my : B X P — B, la cual es invariante con
respecto al flujo del sistema (3.3.1), (3.3.2). Esto significa que existe una descomposicion

TM=H®TP,
de tal manera que el subhaz horizontal H es V-invariante,
dFI'(Hzx) = Hep e x)-

Sistemas de Euler lineales sobre B. Sea P = g* el espacio dual del algebra de Lie
finito-dimensional (g, [,]g), el cual estd equipado con la estructura de Lie-Poisson

{x*, xP}g = /\i;ﬁx”y.

Dada una funcién suave de valores vectoriales B 5 ¢ — ¢(¢) € g, hacemos
F(Z,x) = (x,¢(Z)). Luego, el sistema (3.3.1), (3.3.2) toma la forma

dg _

5 = (@), (3.3.12)
% = ady g x. (3.3.13)

Este sistema dindmico lineal (skew-product) en M = B x g* es llamado un sistema
lineal de Euler sobre B [45, 68]. Si buscamos una solucién de (3.3.10) de la forma

Q = (x,0:(Z)) d&', (0i(€) € 9), (3.3.14)

se obtiene la siguiente ecuacién para la 1-forma p = p;(¢) ® d& en B, con valores
en g:

Lop+[¢,0]g = dso. (3.3.15)

El corchete de Poisson asociado a Q en (3.2.11)-(3.2.13) estd dado por las relaciones
{¢, &Y, = —F1(g,x), (3.3.16)

{¢, x7}y = F1(C x) A pjax, (3.3.17)

{x%,xP} = AWy — A i FI(E, %) pjn APV X0 (3.3.18)
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donde 5 )
v Ojv iv «
Fif(&,x) = wij(§) — x <ag]i = aigf + A% 0, p]-ﬁ>. (3.3.19)

De acuerdo con el Teorema 3.6 se obtiene el siguiente criterio.

Proposicién 3.8 La existencia de una solucién p para (3.3.15) implica que el sistema lin-
eal de Euler (3.3.12), (3.3.13) es Hamiltoniano en el corchete de Poisson (3.3.16)-(3.3.16),
con funcién Hamiltoniana

H(E,x) = f() + (x,¢() —iyp)-

Debemos observar que en el caso cuando g es semisimple, la solubilidad de
(3.3.15) es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una estructura
Hamiltonian del sistema lineal de Euler en una clase natural de estructuras de
Poisson [68].

El proceso de linealizacién sobre B. Supongamos ahora que P ~ R" y que el
origen es un punto singular de ¥,

¥(0) = 0. (3.3.20)

Esto implica que V;(§,0) = 0, por lo que B = B x {0} es una subvariedad inva-
riante de V (3.3.5). Dado que la funcién F en (3.3.4) estd univocamente definida
moédulo la suma de una funcién de Casimir de ¥ que depende del parametro, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que

F|,=0.

De esta manera, la ecuacion (3.3.10) es invariante bajo la transformacién Q —
Q — g, para cualquier 1-forma ¢ en B tal que L,.g = 0. Se sigue de esto que si
(3.3.10) es soluble, entonces se puede tomar una solucién Q que se anule en B,

Ql,=0. (3.3.21)

En esta situacién, se tiene
— >k
fQ‘B =m'w,

por lo que det .7-"5(6, x) # 0 en una vecindad de B en M. Como una consecuencia
del Teorema 3.6 se deduce el resultado siguiente.

Proposicion 3.9 Si Q es una solucion de (3.3.10) que satisface (3.3.21), entonces V es
Hamiltoniano con respecto a la Q-estructura de Poisson asociada a la solucion Q, la cual
estd bien definida en una vecindad abierta U de B en M de tal manera que

B C U C Dom(F,).

Si B es compacta, entonces U se puede tomar como el producto de B y la bola abierta de
radior > 0, U = B x {||x|| <r}.
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Por otro lado, supongamos que Q una solucién de (3.3.10) que satisface (3.3.21).
Si se linealizan los datos geométricos (¥, Q) en x = 0, entonces se obtienen los
datos infinitesimales

A R i
A=A¥y A p = pi(Z)de,

dados por
Yh(x) = A2 X7 + O(x?)
Q= (x,p) +0(x*).

Es claro que A es la linealizacién de la estructura de Poisson ¥ en x = 0, asociada
con el dlgebra de Lie de isotropia g y p satisface la ecuacién linealizada (3.3.15) con

p(@) = &0,

Se sigue que la no-solubilidad de la ecuacién linealizada es una obstruccién para
la solubilidad de (3.3.10) en una vecindad de B.

Estructuras Hamiltonianas por medio del acoplamiento débil. Dados los datos
geométricos (¥, Q), para todo ¢ # 0, consideremos el tensor de Poisson Hg en
(3.2.46) con los datos gemétricos reescalados (w,s_l‘Y,sQ), (3.2.42). Tomando en
cuenta que la ecuacién (3.3.10) y el campo vectorial V (3.3.5) son invariantes bajo
la transformacién

F—eF, ¥—elY, Q— €Q,

se llega a la siguiente version parametro-dependiente del Teorema 3.6:

Teorema 3.10 Sea Q una soluciéon de (3.3.10). Entonces, para todo ¢ # 0, el campo
vectorial V (3.3.5) es Hamiltoniano relativo a la estructura de Poisson dependiente del
pardmetro €, I1¢, (3.2.46) en Dom(]:é) (3.2.47) y a la funcién

He=m"f + ¢(F - i, ). (3.3.22)
Si M es compacta, entonces para € # 0 suficientemente pequefio,
) —
Dom(F]) = M,

es decir, el sistema (3.3.1), (3.3.2) admite una formulacién Hamiltoniana en todo el espacio
fase M.

Este resultado serd una de nuestras principales herramientas para el enfoque
perturbativo que desarrollaremos en el Capitulo 4.
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Campos vectoriales Hamiltonianos. En esta parte se presenta una prueba del
Teorema 3.6 y se discuten algunas propiedades de sistemas Hamiltonianos en
espacios fase equipados con Q-estructuras de Poisson.

Dada la 1-forma Q, consideremos la Q-estructura de Poisson I1, (3.2.16).

Lema 3.11 EI campo vectorial Hamiltoniano de una funcion H € C*(M) es de la forma

oH 9

ﬁ o e ‘
Ty dH = —F7 Loy, (H) hor; + ¥ 52 -5,

(3.3.23)

Nuestro objetivo aqui es describir todos los campos vectoriales proyectables en
M, los cuales son Hamiltonianos con respecto a Il,. Para cada campo vectorial
u = u;(&)d/9& en B, denotaremos por hor(u) = u;(&) hor; el campo vectorial en
M que representa el levantamiento horizontal de u con respecto a la distribucién
(3.2.32). Luego, todo campo vectorial proyectable X en M es de la forma

X =hor(u) +Y, (3.3.24)

donde Y = Y*(&,x)d/dx" es un campo vectorial vertical. De (3.3.23) y (3.3.24),
derivamos el criterio siguiente.

Lema 3.12 EI campo vectorial proyectable X (3.3.24) es Hamiltoniano con respecto a I1,
y a la funcion H € C®(M), esto es, X = Hé dH, si y sélo si

Lhor,(H) = —u Fj, (3.3.25)
OH

ap — v

¥ =Y (3.3.26)

Noétese que la segunda condicién (3.3.26) significa que la parte vertical Y de X es
Hamiltoniana relativa al tensor de Poisson Y.

Consideremos ahora el campo vectorial V del sistema (3.3.1), (3.3.2). Para una
Q tomada arbitrariamente, tenemos la representacién

V =hor(vy) + ¥ d,G, (3.3.27)

donde
G=F — iva. (3.3.28)

Aplicando el Lema 3.12 a V y a la funcién
H=mnf + G, (3.3.29)

obtenemos que (3.3.26) se cumple automéaticamente y la condicién (3.3.25) viene a
ser

of _
a_Ci + Lhori(G) =Y ‘F]l (3.3.30)
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Si introducimos la 2-forma

© o — Fo=d,Q + (1/2){QAQL,, (3.3.31)

5Q -
entonces (3.3.30) se puede reescribir como sigue:
d:G — {G,Q}, = ivaQ. (3.3.32)

De esta manera, si Q satisface (3.3.32), entonces V es Hamiltoniano con respecto
a I, y la funcién H (3.3.29). Obsérvese ahora que la relacién (3.3.28) nos da una
equivalencia entre las ecuaciones (3.3.10) y (3.3.32).

Lema 3.13 (a) Cada solucién Q de (3.3.32) también satisface la ecuacion (3.3.10) para
F=G+ iva. (3.3.33)

(b) Reciprocamente, si Q satisface (3.3.10), entonces Q es una solucién de (3.3.32) para G
dada por (3.3.28).

Demostracién. Supongamos que Q es una solucion de (3.3.32). Sustituyendo (3.3.28)
en (3.3.32) se obtiene

dBF - dBiva - {F/ Q}p + {iva/ Q}p - ivdeQ + {iva/ Q}p

Luego, aplicando la férmula de Cartan Evf = dzo iz,]c + iz,]c od, a esta ultima
relacion, nos lleva a (3.3.10). [

Hasta aqui, hemos probado la primera parte del Teorema 3.6.

Ahora sélo resta mostrar que si Q satisface (3.3.10), entonces Dom(]-"Q) es inva-

riante con respecto al flujo del sistema (3.3.1), (3.3.2). En términos infinitesimales,
esto significa que la derivada de Lie de la 2-forma F, a lo largo de V es igual a
cero.

Lema 3.14 Si Q es una solucion de (3.3.10), entonces

EVfQZO.

Demostracion. De las propiedades estandar de la derivada de Lie podemos derivar
las siguientes identidades:

Ly(dse) — dp(Lya) = — {dsF Aa},, (3.3.34)
L,({anB},) ={LanB}, + {aNLLBY,, (3.3.35)

para cualesquiera 1-formas horizontales a y B. Si escribimos (3.3.10) en la forma
L,Q = d;F y aplicamos (3.3.34), (3.3.35), entonces se obtiene

Ev ]:Q = - LV(dBQ) - (1/2) Ev({Q/\ Q}P)
={dsF A Q}, — (1/2) {d,FAQ}, — (1/2){Q Ad,F}, = 0.



3.3 Un criterio para la existencia de estructuras Hamiltonianas 69

Esto completa la demostracién del Teorema 3.6. Como una consecuencia di-
recta se obtiene un criterio que nos serd de mucha utilidad:

Criterio 3.15 Dada una 1-forma horizontal Q, el campo vectorial V en (3.3.27) es Ha-
miltoniano con respecto a la Q-estructura de Poisson I, si y sélo si G satisface (3.3.32).

La observacion siguiente establece que si una solucion Q de (3.3.10) satisface
una condicién de compatibilidad adicional con v, entonces el flujo FIt admite una
factorizacion.

Proposicion 3.16 Considérese el campo vectorial
V = hor(v;) + ¥*d,G, (3.3.36)

para una funcion G € C®(M) cualquiera. Supongamos que existe una solucion Q de
(3.3.10) que satisface la condicién

i,0,=0, (3.3.37)
y sea T, la Q-estructura de Poisson asociada a esta solucién. Entonces, V = V' + VY,
donde V' y VV son los campos vectoriales Hamiltonianos de las funciones fy = 7 f y G,
respectivamente,

i 0
V=TT, df, = —F a—é hor;, (3.3.38)
dG o
v 11 — b =
V' =1I;dG =Y P (3.3.39)
Mds aiin, fy y G conmutan entre si con respecto al corchete de Poisson {, }:
{fs,G}u =0. (3.3.40)

Demostracion. Se tiene que {fy, G},, = I1y(dfs dG) + ¥(df;, dG). Es claro que
el segundo término se anula. Por el Lema 3.13, las relaciones (3.3.10) y (3.3.37),
implican que Ly, (G) = 0 para todai = 1,...,dim B. Luego,

o (dfs, dG) = —F7 Lhor,(f5) Lhor,(G) =0

por lo que se cumple (3.3.40). |

Notemos que como una consecuencia de (3.3.40) se tiene [Vh, V“] = 0. De esto
se observa que el flujo de V es la composicién de los dos flujos Hamiltonianos de
los campos vectoriales Yh y VY, los cuales, como ya se vi, conmutan entre si. En
otras palabras, el flujo de V es la composiciéon de los flujos conmutativos de los
campos Hamiltonianos horizontal y vertical en (M, I1,).
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Algebras de Lie y simetrias. Dada una 1-forma horizontal Q, considérese el ten-
sor de Poisson I, y el corchete de Poisson {, },,, correspondiente. Es posible ver
la relacién (3.3.32) como una ecuacién para G. Denotemos por A, el conjunto
de todas las funciones H € C*(M) con la siguiente propiedad: EI campo vectorial
Hamiltoniano Hg dH desciende, bajo la proyeccion 1z : M — B al campo vectorial Ha-
miltoniano v, para una cierta funcién f € C*(B). Es claro que A, es un espacio
lineal y por el Lema 3.12, consiste de las funciones de la forma H = 7} f + G,
donde la funcién G € C®(M) satisface (3.3.32).

Proposicién 3.17 El espacio lineal (Ag, {, } ) es una digebra de Lie. Para dos funciones
cualesquiera Hy = 70 f1 + G1 y Hy = 7 f» + Gy en A, se tiene

{HI/HZ}M - 7[; ({flffZ}B) + {GLGZ}P - 5Q(vf1’vfz)' (3.3.41)

Demostracién. Si tomamos en cuenta que (f1, G1) v (f2, G2) satisfacen (3.3.32), en-
tonces podemos calcular el corchete de Lie de V; = hor(vfl) +¥4d,G, y Vo =
hor(v;,) + ¥* d,Go:

HﬁQd({Hl,HZ}M) — [Vl,VZ] — hor(v{fllfz}B) + Tﬁ dp({G], GZ}p - (5Q(Uf1,vf2)).

Esto nos muestra que {H;y, Hy},, pertenece a A,. u

De esta manera, vemos que los campos vectoriales
Y =14 dH,

donde H varia en todo A, describe el dlgebra de Lie de todos los campos vecto-
riales Hamiltonian que son proyectables en (M, I1,).

Ahora, usando la férmula (3.3.41), se deriva el resultado siguiente.

Proposicion 3.18 Sea by una dlgebra de Lie. Supongamos que se tiene dado un homomor-
fismoh > a+— f, € C*°(B),

{fﬂ/fb}B :f[a,b]/ Vabeh.

Entonces la transformacion R-lineal h > a — H, € A,
H, =ngf, + G,
es un homomorfismo de dlgebras de Lie si y solo si
{Ga, Go}p — Gap) = d0(v;,, ;).

para cualesquiera a,b € .



3.4 Solubilidad de la ecuacién (3.3.10) 71

3.4 Solubilidad de la ecuacién (3.3.10)

En esta seccién vamos a discutir, para algunos casos especiales, la solubilidad de la
ecuacion (3.3.10), la cual nos da una condicién suficiente para la Hamiltonizacién
del sistema dindmico proyectable (3.3.1), (3.3.2).

Supongamos que la variedad simpléctica B es el espacio R?* con coordenadas
&= (s,a) = (s!,...,s% 1, a). Si suponemos que el campo vectorial Hamiltoniano
v, es de la forma

d
— _
%= f=s
entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la estructura simpléc-
tica w en B se escribe como sigue:

w=ds' Ada + @(s,a)ds’ Ads.

En esta situacion, el sistema proyectable (3.3.1), (3.3.2) toma la forma

ds da

i — =1 4.1
7= T (3.4.1)
dx

- Ve(s, a, x). (3.4.2)

Es claro que este sistema auténomo se obtiene de la familia de sistemas Hamilto-
nianos dependientes del tiempo en una variedad de Poisson (P, ¥), que dependen
de un parametro s € R:

X7 = {Fs, x7},.

Aqui, el Hamiltoniano F;; : P — P depende del tiempo ¢t de manera suave y el
parametro s y estd dado por

F(s,a,x) = Fyu(x).

La ecuacién (3.3.10) para Q = Q;(s, a, x) ds’ + Qi (s, &, x) da se separa en las ecua-
ciones siguientes:

9Q; . _OF L B

o t{EQl =55 (i=1..,2k-1), (3.4.3)
Qo _ oF

=i T FQah =5 (3.4.4)

Primeramente vamos a considerar la solubilidad de (3.4.3), (3.4.4), para lo cual
se establece el resultado siguiente.

Proposicién 3.19 En una vecindad de cada punto en R*" x P existe una solucién de
(3.4.3), (3.4.4).
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La prueba de este resultado se sigue de la existencia de coordenadas (locales)
de rectificacién para el sistema (3.4.1), (3.4.2) que estdn asociadas a con la hiper-
superficie transversal {a = 0} en R*" x P. Mds adelante se dan argumentos mas
precisos acerca de esta situacion.

De la Proposicién 3.19 derivamos la solubilidad local de la ecuacién (3.3.10) en
el caso general.

Corolario 3.20 Consideremos el sistema (3.3.1), (3.3.2) en M = B x P. Sea (&°,x°) €
M un punto tal que

v:(g%) #0.

Entonces la ecuacién (3.3.10) es soluble en una vecindad de (&%, x°) en M.

En esta situaciéon, primeramente debemos aplicar el teorema de rectificacion al
campo vectorial v; alrededor de de &0 para poder reducir el sistema (3.3.1), (3.3.2)
a la forma 3.4.3), (3.4.4).

Supongamos ahora que el sistema (3.4.1), (3.4.2) es completo, esto es, el flujo
FI* : M — M esté bien definido para todo t € R. Consideremos la familia de
difeomorfismos ¢! : P — P definida por

dg§ t 0 _
T (x) = Vi(s,t,g.(x)), g =id. (3.4.5)

Entonces, por las propiedades (3.3.8), (3.3.9) se tiene que, en términos de ¢!, la
familia G! , en (3.3.6), (3.3.7) esta dada por

=8 o (g (3.4.6)

y de aqui se concluye que el flujo de (3.4.1), (3.4.2) tiene la representacion
Fi(s,a,%) = (s, £+, g5 0 (g8) 7 ().

Proposicién 3.21 Una solucién general de (3.4.3), (3.4.4) en R*" x P estd dada por las
férmulas

Q) = [ (57) o (6) ) dr + il () (), (47)
(i=1,...2%—1),
Qox(s,a,x) = F(s,a,x) + xox(s, (gg‘)’l(x)), (3.4.8)

donde x1 = x1(s,x), ..., Xox = X2k(S, x) son funciones arbitrarias suaves en s y x. EI
sistema (3.4.1), (3.4.2) es Hamiltoniano con respecto al corchete (3.2.11)-(3.2.12) asociado
con la solucién (3.4.7), (3.4.8) y la funcion

H(s,a,x) =s' — X2k (S, 8o (X))
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Demostracion. Las ecuaciones (3.4.3), (3.4.4) se pueden escribir en la forma

oF
£yQi =55, (3.4.9)

donde

0
V= 3 + Vi (s, o, x).

Introducimos el difeomorfismo g : M — M definido por
8(s,a,x) = (s, 4,85 (%)),
el cual tiene la propiedad de preservar las fibras. Luego, se tiene que
g'oL, = va og".
Si aplicamos ¢* a los dos lados de (3.4.9), entonces se obtiene

oF

8 (LvQi) = Lo,(87Q1) =8 55

O bien, de manera equivalente,

90; _OF .
atX (S/a/ x) - a_Si(S/a/gS (x))/

donde éi = ¢g*Q;. Al integrar esta ecuacion se obtienen (3.4.7) y (3.4.8). |

De esta manera, el difeomorfismo g es precisamente una transformacién de
rectificacion para el sistema (3.4.3), (3.4.4). En el caso local (Proposisicién 3.19), g
es un difeomorfismo (local) bien definido entre dos dominios abiertos en R** x P.

Notemos también que la afirmaciéon de la Proposicion 3.21 se cumple si las
hojas simplécticas de ¥ son compactas.

De la Proposicién 3.21 se deduce el criterio siguiente para el caso general:

Corolario 3.22 Considérese el sistema (3.3.1), (3.3.2) y supdngase que el campo vectorial
V (3.3.5) es completo. Sea & € B un punto tal que

v,(%) #0.

Luego, la ecuacion (3.3.10) es soluble en U x P donde U es una vecindad de &° en B.

Finalmente, observamos que si hacemos X, = 0 en (3.4.8), entonces las ecuaciones
(3.4.3), (3.4.4) se pueden expresar en términos de la 2-forma horizontal J, (3.3.31),
como sigue:

i5/0:00 = 0. (3.4.10)
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En este caso, F = ivaQ y, en consecuencia, el campo vectorial V coincide con el
levantamiento horizontal de d/da con respecto a la conexion.

El caso k = 1. Consideremos el caso de una familia 1-paramétrica de sistemas
Hamiltonianos dependientes del tiempo, donde B = R? = {(s,a)} y

w = ds A da.

En esta situacion, el sistema (3.4.1), (3.4.2) es Hamiltoniano con respecto al corchete
de Poisson

1
= — 4.11
{s,a},, 7y (3.4.11)
1 00>
o _ _ - wov
{s,x7},, = }_1211’ i (3.4.12)
o _ ov an
{Dé,x }M = ]:—12 Ry P (3413)
1 0Q010Q>  9Q10Q
x B —_waf _ - wavwPu .
{x , X }M b4 .7:12‘? b <axV P o ox ) (3.4.14)
donde 20 aQ
f - 1 + a ! - 2 - {Qll QZ}p/
y

Q1(s,a,x) = /a

0 (%f) (57,85 0 (8) ' (%)) dT + xa(s, (88) ' (x)),  (34.15)

Qa(s, &, x) = F(s,a,x) + xa(s, (2) " (x)). (3.4.16)
Ademads, el Hamiltoniano toma la forma
H(s,a,x) =s — x2(s, gsa (x)).
En particular, si x» = 0, entonces se sigue de (3.4.10) que 6, =0y F? = 1.

Observacion 3.23 Si F es independiente del pardmetro s, 0F /ds = 0, entonces el sis-
tema (3.4.1), (3.4.2) corresponde a un sistema “simple” dependiente del tiempo dx/dt =
Vi(t,x). Sisetoma x; = x2 = 0, se obtiene Q1 = 0, Q2 = Fy F'2 = 1. En este caso,
H(s,a, x) = s y las relaciones (3.4.11)-(3.4.14) para el corchete vienen a ser

{s,a} =1, (3.4.17)
(5,07} = —¥7(x) ;71: {a4,x7) = 0, (3.4.18)
{x%, xP} =92, (3.4.19)

Bajo la transformacion

s —s— F(a,x) a— o, X — X,
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el sistema (3.4.1), (3.4.2) es transformado a un sistema Hamiltoniano en el corchete de
Poisson del producto directo en M = R? x P con Hamiltoniano H(s, &, x) = s + F(a, x).
Este resultado es bastante conocido en el formalismos de los sistemas Hamiltonianos de-
pendientes del tiempo [1, 16].

El caso periédico. Consideremos ahora el caso cuando B = R x §! = {(s, & (mod 27)) }
es el cilindro con la forma simpléctica canénica w = ds A da, el cual esta trivial-
mente foliado por las trayectorias periddicas del campo vectorial

v, = w(s) %, con f'(s) = w(s).

Aqui, w = w(s) es la funcién de frecuencia que depende de manera suave de
s € R. Supongamos que

F(s,a+2m,x) = F(s,a,x),

de donde se tiene V;(s,a + 27, x) = Vi(s,a,x). Asi, en este caso estamos tratando
el sistema proyectable en M = R x S! x P:

ds

=0 (3.4.20)
da
i w(s), (3.4.21)
dx
T Vi(s,a, x). (3.4.22)

Este sistema es asociado con la familia 1-paramétrica de sistemas Hamiltonianos
periddicos en el tiempo (P, Y, F,,),

Fsrirs) = Fstr T(s) =

La ecuacién (3.3.10) para Q = Qids + Q,da en (R x S') x P, se reduce a las
siguientes ecuaciones para las funciones Q1 (s, &, x), y Qa(s, «, x):

w(S)aa% +{F,Qi}, + wi(s)Qa2 = g—f, (3.4.23)
w06 %2 4 (FQ), =3, G429

las cuales satisfacen la condicion de periodicidad
Qi(s,a,x) = Qi(s,a+2m,x),  Qa(s,a,x) = Qa(s, & + 277, x). (3.4.25)

La solubilidad de (3.4.23)-(3.4.24), significa que el sistema es Hamiltoniano en el
corchete de Poisson (3.2.11)-(3.2.12) con Hamiltoniano

H(s,a,x) = f(s) + F — w1Qs
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Consideremos los dos casos siguientes:

Caso 1: w(s) = 1. En esta situacion, las ecuaciones (3.4.23)-(3.4.24) son indepen-
dientes y por la Proposiciéon 3.21, la reducibilidad de (3.4.1), (3.4.2) equivale a la
existencia de ciertas funciones x1 = x1(s,x) y x2 = xz(s, x) tales que Q1 y Q2
en (3.4.23)-(3.4.24) satisfacen la condicién de periodicidad (3.4.25). Ahora, por
medio de argumentos estandar es posible mostrar que la familia de difeomorfis-
mos ¢! : P — P en (3.4.5) tiene la propiedad

donde

es la monodromia del sistema periédico en el tiempo (3.4.20)-(3.4.22). Recordemos
que para (s, «) fijo, denotamos por V; = ¥*d,G el campo vectorial Hamiltoniano
en P de una funcién G = G(s,, x). La férmula (3.4.7) implica que

Vo, = (85)+ /0 (85)"Var dT + (85)+ Vi, (3.4.26)

Tomando la derivada de (3.4.5) con respecto a s se obtiene

(6 V() = 51 | (dprnst) 1) B2 ).

ds

Sustituyendo esta igualdad en (3.4.26) nos lleva a la férmula de variacién de
parametros

Vo (50,7) = %2 ()7 () + (8):Vaa ()

De esto se deduce el resultado siguiente.

Proposicién 3.24 La periodicidad de Q1 (3.4.25) en « implica la siguiente condicion para
la monodromia Ms,

oM
ds

(x) + (deMs) Vi (s,x) — Vi (s, Ms(x)) =0, VxeP. (3.4.27)

Notemos que la condicién (3.4.27) es una analogia no-lineal de la llamada
condiciéon de “deformacion iso-espectral”, la cual aparece en el caso lineal [25,
65, 68]. Si existe x1 de tal manera que (3.4.27) se cumple, entonces M, coincide
con My salvo por una conjugacion, My = Us o My o L{S_l, donde

dU,

S .
g = VX% OUS, Z/{O =id.

Caso 2. w'(s) > 0. Si tomamos
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entonces (3.4.23), (3.4.24) se reducen a las siguientes ecuaciones para C y Q1:

w(s) % 4 (FC} =0, (3.4.28)

on
w(s) 21 o

/ !
+{F,Qi}, == — %P + %C. (3.4.29)

Por lo tanto, de la primera ecuacién se sigue que C = C(s,a, x) es una integral
primera del sistema (3.4.20)-(3.4.22), la cual es 2m-periédica en a. Ademds, el
Hamiltoniano toma la forma

H=mn"f + C.

Si resolvemos para C en la ecuacion (3.4.28) y sustituyéndola en (3.4.29) se
obtiene el criterio siguiente

Criterio 3.25 La solubilidad de las ecuaciones (3.4.28), (3.4.29) es equivalente a la exis-
tencia de una solucion Q, de la ecuacion

82Q1 an oF a F w' oF
Wz t2 {Ffw}l, + {le} o EARQihk =550 = 5 o
(3.4.30)

Consideremos el caso particular cuando F es independiente de «
F = F%Gs, x).
Luego, el sistema (3.4.20)-(3.4.22) toma la forma

ds

=0 (3.4.31)
da

T w(s), (3.4.32)
dx” oy oFY

ST Y7 (x) oy 7(5 X). (3.4.33)

Claramente, en este caso, (3.4.30) es soluble y una solucién particular de (3.4.28),
(3.4.29) esta dada por

0_ o 1 oF°
Q1 =0, Q= o) a_s(s’x)' (3.4.34)

Esto corresponde a
w(s) oFY

—r0 _ il
c=F w'(s) ds

Consideremos ahora el tensor de Poisson Il asociado con la solucion QY =
Q(l) ds + Qg da en (3.4.34). El corchete de Poisson (3.4.11)-(3.4.14) correspondiente
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toma la forma

{s,a}, = ]__le, (3.4.35)
1 9% F0
A ov
{a,x7},, =0, (3.4.37)
{x*, xP},, =¥, (3.4.38)

donde 5 3 F0
1 F
flz =1-— a_S <—w’(s) —aS (S, x)) .

Proposicién 3.26 En el dominio invariante

0 1 or°
e\ ~ ¢l — -
Dom(}"QO) ~ S x {(s,x) ‘ P <w’(s) % (s,x)) + 1},
el sistema (3.4.31)-(3.4.33) es Hamiltoniano relativo al corchete de Poison (3.4.35)-(3.4.38)
y a la funcién

H%s,x) = f(x) + F(s,x) — Zj,((ss)) aa—l_;o(s,x). (3.4.39)

Familias de sistemas de Lie periédicos. Aplicaremos ahora los resultados previos
al problema de Hamiltonizacién de sistemas sesqui-producto reducibles, en el
sentido de la Definicién 2.17 (ver Capitulo 2). De las Proposiciones 3.26 y 3.26 se
obtiene el resultado siguiente.

Teorema 3.27 Supongamos que el sistema sesqui-producto en M = R x S! x P,
ds

=0 (3.4.40)
de _

a - w(s), (3.4.41)
dx

T Ve(s, a, x), (3.4.42)

es reducible por medio de una transformacion gauge Hamiltoniana T : M — M, T (s, ¢, x) =

(s, ¢, Ts,(x)) ala “forma constante” (3.4.31)-(3.4.33). Sea © = Oy (s, ¢, x) ds + O (s, ¢, x) d¢
la 1-forma Hamiltoniana en (2.5.25). Entonces el sistema (3.4.40)-(3.4.42) es Hamilto-

niano con respecto a la Q-estructura de Poisson asociada a la 1-forma horizontal Q =

Q1(s, @, x)ds + Qa(s, ¢, x) de, con

Qi(s, ¢, x) = —0O1(s, 9, x), (3.4.43)
Qa(s, 9,x) = Q35 Trp(x)) — Q3(s,), (3.4.44)

y a la funcién
H(s,¢,x) = H%(s, Ty 5(x)) — w(s)Oa(s, ¢, x), (3.4.45)

donde Qg y HO estdn dadas por (3.4.34) y (3.4.39), respectivamente.



3.4 Solubilidad de la ecuacién (3.3.10) 79

Corolario 3.28 El sistema de Lie

ds

=0 (3.4.46)
de _

G w(s), (3.4.47)
% — T.0%(a(s, 9)). (3.4.48)

en M = R x S x P asociado a la familia de curvas cerradas a : R x sl — g, a(s, ¢ +
27t) = a(s, ¢). Si se satisface la condicion (2.5.33), entonces el sistema (3.4.46)-(3.4.48)
es Hamiltoniano con respecto a la Q-estructura de Poisson determinada por Q en (3.4.43),
(3.4.44) y la funcion (3.4.45), donde © estd dada por (2.5.25).

Algunas generalizaciones. En esta parte generalizamos los resultados obtenidos
anteriormente sobre la solubilidad de la ecuacion (3.3.10) para la estructura toplog-
ica de la variedad simpléctica (B,w) y la dindmica Hamiltoniana de v, es mds
complicada. Asi, supongamos que la variedad B es paralelizable y en cada punto
admite una base de campos vectoriales w1, ..., wy (dim(B) = 2k). Es amplia-
mente conocido [6] que si B es conexa y los campos vectoriales wy, ..., wy, son
completos, entonces se tiene que B ~ T® x R%*~5. Denotemos por 7!, ..., #* la
base dual de las 1-formas en B: 7'(w;) = 5]1 Supongamos ademds, que el campo
vectorial v = 1, satisface la siguiente condicién: Existe un entero s < 2k tal que

[0,wj] =0, (3.4.49)

in' =0, (3.4.50)

parai=1,...,5yj=s+1,...,2k. Las condiciones (3.4.49) y (3.4.50) implican la
siguiente descomposicion para v

2k
V= Z cjw]-,

j=s+1
donde los coeficientes ¢/ € C*(B) satisfacen
Loy =0, (L j=s+1,...,2k).
Geométricamente, las condiciones (3.4.49) y (3.4.50) implican que v es tangente a
las hojas de la distribucién integrable generada por los campos vectoriales w1, . . ., Wok.

Debemos notar que para cualquier campo vectorial w en B, si aplicamos el
producto interior i, en ambos lados de la ecuacién (3.3.10) se obtiene

Ev(in) + {F/ in}P + i[w,v]Q = LwF (3451)

Aqui hemos utilizado la relacion estdndar entre la derivada de Lie y el producto
interior [1]: i, 0 £, — Ly 01, = ij,,. Ademds, tomando en cuenta (3.4.49) y

w,0]*
2% ‘
[w;,v] = Z (L, wj, (3.4.52)

I=s+1
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y representando una 1-forma horizontal Q como

s 2k
Q=3 Q' + >

j=s+1

se deriva de (3.4.51) que (3.3.10) se descompone en las ecuaciones siguientes:

2k
L,Qi + {F.Qi}, + > £Qj=LyF (i=1,...,s), (3.4.53)
j=s+1
L.Q; + {F,Qj}, = LuF (j=s+1,...,2k), (3.4.54)
donde ‘ ‘
gl L. (3.4.55)

Supongamos ahora que la funcién F en (3.3.10) satisface
LyF =0 (j=s+1,...,2k). (3.4.56)

Luego, haciendo Q; = 0 (i = 1,...,s) y sustituyendo en (3.4.53), se obtienen las
relaciones

2k
> Q= LuF, (3.4.57)
j=s+1
L£,Q; + {F,Qj}, = 0. (3.4.58)

Lema 3.29 Si la ecuacion algebraica (3.4.57) admite una solucion Q; = Q?, para cada
j=s+1,...,2k, entonces Q? es también una solucion de (3.4.58).

Demostracion. Es claro que las Q? dependen algebraicamente de £, F y S{ Asi, es

suficiente probar que L, F y S{: satisfacen (3.4.58). De (3.4.52) y de (3.4.56) se tiene
Lo(Ly,F) = 0junto con £,(£)) = 0. Ademads, {F, Ly, F}, =0y {F, &}, =0. =
De esto se deriva el resultado siguiente.

Proposicién 3.30 Supongamos que v; y F satisfacen las condiciones (3.4.49), (3.4.50) y
(3.4.56). Si (3.4.57) admite una solucion Q?, entonces

2k
Q= > Q7 (3.4.59)

j=s+1

es una solucion de (3.3.10). En el caso cuando s = k, la solucién Q? existe si £ = (Sz) es
no-degenerada en B,
det £ 0, (3.4.60)

y estd dada por

k
Q) => (£7iLyF (j=1,....k). (3.4.61)
i=1
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Las condiciones (3.4.49), (3.4.50) se pueden concretar en el caso cuando el sis-
tema Hamiltoniano (B, w, f) es integrable [6] o parcialmente integrable [56]. Sean
B=RfxTF={s=(s',...,s"), 9= (pr,...,00)}, w =Sk ds' Adg;y f = f(s).
Entonces,

k
v = ch(s)a%)j, cd(s) = s—sj;(s) (3.4.62)
j=1

y las condiciones (3.4.49), (3.4.50) se cumplen para ' = ds’, 'tk = d¢; y w; =
9/0s', wiyx = 9/9¢;, i = 1,...,k. Supongamos ahora que F = F%(s, x). Entonces
se cumple (3.4.56).

Consideremos ahora la version multidimensional del sistema (3.4.40)-(3.4.42)
en M = (RF x T) x P:

ds’

=0 (3.4.63)
dei

E =C (S), (34:64:)
dx? oF0

= _y77 -

T Y77 (x) e (s, x). (3.4.65)

De la Proposicén 3.30 se deriva la siguiente generalizacion de la Proposisi-
cioén 3.26.

2
Proposicién 3.31 Supongamos que £(s) = E} j]fgs) ] es no-degenerada,
s/ ds?
P*f(s)
det [asjasi} # 0, (3.4.66)
Yy sea
: -1 i oF°
Q= (71(s); 5 () dgy. (3.4.67)
ij=1

Entonces el sistema (3.4.63)-(3.4.65) es Hamiltoniano con respecto a la estructura de Pois-
son Ilg asociada a Q (3.4.67) y a la funcién

i aFO(S)‘

[ (3.4.68)

k
If(s) (a-
HO , — FO , _ : ¢ 1
(8,%) = f(x) + F(s,%) i; 7 (£7()
Debemos notar que la condicién de no-degeneracion (3.4.66) significa que el
sistema Hamiltoniano completamente integrable (B, w, f) es no-degenerado en el
sentido de Kolmogorov [6].

Notemos también que de aqui se deriva un andlogo del Teorema 3.27 para una

familia de sistemas Hamiltonianos quasi-periédicos dependientes del tiempo en
P.
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Capitulo 4

Equivalencia de Q-estructuras de Poisson.
Relaciones con la Teoria de Perturbaciones

La nocién de Q-estructura de Poisson se introdujo en el capitulo anterior con
relacion al problema de Hamiltonizacién para la dindmica proyectable y es pre-
cisamente esta clase de estructuras de Poisson las que nos permiten dar una re-
spuesta afirmativa a dicho problema.

Ahora estamos interesados en investigar las condiciones bajo las cuales dos Q-
estructuras de Poisson, en una variedad suave M, son isomorfas. Este problema es
un caso especial del llamado método de homotopia en su versién contravariante,
la cual ha sido propuesta en [66] y consiste en encontrar un difeomorfismo entre
dos campos suaves de bi-vectores contravariantes en M, sujetos a la condicién:
Existe una familia de campos de bi-vectores suaves en M que conecta a los dados
previamente. Esta version es un andlogo contravariante del método de homotopia
de Moser para el caso simpléctico [54].

En el caso del método de las trayectorias de Moser, como también se le conoce,
se tienen dos estructuras simplécticas (g y {); en una variedad suave, compacta,
M, unidas por medio de una familia de formas simplécticas {Q) } yc[0,1] ¥ se prueba
que son isomorfas, es decir, existe un simplectomorfismo ® : M — M tal que
P () = O [18, 51]. Precisamente, las 2-formas simplécticas ()) nos proporciona
una trayectoria suave entre las formas simplécticas () y (31 cuando A varia en [0, 1]
y se requiere construir una familia de difeomorfismos {®"} Aefo,1), en M, de tal
manera que ®° = id y se cumpla

*
(qﬂ> O, = Qy, v Aeo1] (4.1)
Aqui es oportuno observar lo siguiente: Si existe tal familia de difeomorfismos ®*,

que cumplen (5.7.10), entonces ésta define una familia Z), de campos vectoriales
dependientes del tiempo en M, los cuales, para cada punto y € M satisfacen:

Zyy) = = (@) (), donde x=(@7) (),
es decir,
% (@) = Zu(@). (4.2)

83
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Reciprocamente, dada una familia de campos vectoriales dependientes del tiempo,
Z), en M, se tiene que si ésta es una variedad compacta o los campos Z, tienen
soporte compacto, entonces existe una familia de difeomorfismos ®* en M que
satisfacen la ecuaciéon diferencial (4.2). Mads precisamente, para cada valor del
pardmetro A, el difeomorfismo ®* es el flujo del campo Z,.

Asi, la familia {®"},[o1] nos proporciona una trayectoria suave entre la iden-
tidad ®° y el llamado flujo a tiempo 1, ®!. Es precisamente este Gltimo difeo-
morfismo el que nos interesa ya que si hacemos ® = ®!, entonces @ satisface la
condicién ®*(); = Q).

Por otra parte, notemos que al aplicar la férmula

%((@g*m) — (@A)* (LZAQA + %0A>'

a la ecuacion (®") "y = (5.7.10) y puesto que

% (@) =0, VA eo1], 4.3)

se obtiene la ecuacién homoldgica

d
L7 O+ —=0,=0, 4.4
20+ 22 (4.4)
la cual debemos resolver para Z,. Precisamente un campo vectorial Z, que sea
solucién de la ecuacién (4.4) nos permite construir los difeomorfismos ®* con las
propiedades mencionadas. En este caso, Z, es un campo vectorial, dependiente
del tiempo, en M que satisface

%{;\A(m) = Z)(®*(m)), O (m) = m, Vm e M.

Vemos asi que (5.7.10) es equivalente a resolver la ecuacion homolégica (4.4) para
un campo vectorial Z,. Si es posible resolver tal ecuacién, entonces el flujo ®* se
obtiene al integrar el campo vectorial resultante, lo cual es equivalente a resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales (5.7.27)-(5.7.30), como se vera en lo que sigue.
Ademas, veremos que el flujo a tiempo 1, ®!, nos da el difeomorfismo ® que se
busca.

4.1 El método de homotopia

En esta parte se presenta una versiéon contravariante del método de homotopia,
la cual fue introducida en [66] y es un andlogo contravariante del método de
homotopia de Moser [54] para el caso simpléctico.
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Esquema general. Sea M una variedad diferenciable y supongamos que es com-
pacta. Si asumimos que Il y I1 son dos campos suaves de bi-vectores en M, el
método de homotopia, en su versién global, consiste en encontrar un difeomorfismo
¢ : M — M tal que

¢*II = I1. 4.1.1)

En este caso se dice que I1y I1 son isomorfos o equivalentes.

Para resolver este problema es necesario, ademads de la anteriores hipétesis,
suponer que podemos “conectar” los bi-vectores I y Il de alguna manera. La
respuesta se da en el resultado siguiente.

Proposicién 4.1 Supongamos que existe una familia 1-paramétrica {11y} cp,q1) de cam-
pos suaves de bi-vectores 11, en M que unen I1 con I,

Il =11, I =1L

Si existe un campo vectorial suave Z,, dependiente del tiempo, en M que satisface la

ecuaciéon homolégica

A,
= =0 4.1.2)

entonces T y T1 son isomorfos en M por medio de un difeomorfismo ¢ : M — M dado
por

EZ)\H)\ +

¢ =P, (4.1.3)
donde ®* es el flujo de Z,,

A
%:ZAocpA, P =id.

El difeomorfismo ¢ en (4.1.3) lo llamaremos el flujo a tiempo 1 del campo vec-
torial Z,.

Demostracién. Dado que M es compacta, el flujo ®* estd bien definido para todo
A € [0,1]. Ahora, utilizando la relacion, bastante conocida, entre los flujos de
campos vectoriales dependientes del tiempo y la derivada de Lie [1, 42], se tiene
que

d x x oIl
- [(@) ] = (@) (LZAHA + a—f) —0,
y de esto se sigue
(@) T, = TI,, v Ae1].

Luego, definimos ¢ % ! y se tiene ¢*I1; = (®1)'I1; = Ty, por lo que se
cumple (4.1.1). |

En el caso cuando M no es compacta, la Proposicién 4.1 es verdadera si asum-
imos la siguiente hipétesis: Existe un dominio abierto U C M tal que el flujo ®*
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de Z, estd bien definido en U para todo A € [0,1]. Esta propiedad se realiza en
una situacién importante, que se describe en lo que sigue.

Para establecer una version semilocal de la Proposicion 4.1 partimos de una
variedad suave M (no necesariamente compacta) y de una subvariedad cerrada
B C M. Suponemos ademds, que se tienen dos campos de bi-vectores II y 11
definidos en una vecindad de B en M y que se cumplen las condiciones siguientes:

(i) Existe una familia 1-paramétrica suave {ITj},c[,1) de campos de bi-vectores

que unen IT con I1.

(ii) Existe una solucién Z) de la ecuacién homolégica (4.1.2), la cual se anula en
B,
Zy|z = 0.

En estas condiciones es tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.2 Existe una vecindad U de B en M de tal modo que el flujo ®* de Z,
estd bien definido para todo A € [0,1]. El flujo a tiempo 1, = ®' : U — U es un
difeomorfismo entre U y una vecindad U de B en M, el cual establece un isomorfismo
entre ITy II.

La prueba de este enunciado se sigue de la Proposiciéon 4.1 y del resultado
siguiente [1, 2]:

Lema 4.3 Sea m® un punto singular de un campo vectorial dependiente del tiempo Z en
M. Entonces, para todo T > 0 existe una vecindad U de m® en M tal que el flujo ®* de
Z estd bien definido en U para todo A € [0, T).

Notemos que si B es compacta, entonces U se puede tomar como una vecindad
tubular.

De esta manera, la cuestion de sobre la equivalencia de dos campos tensoriales
se reduce a la de solubilidad de la ecuacién homolégica (4.1.2).

4.2 Isomorfismo entre Q-estructuras de Poisson

Sea M = B x P el producto de una variedad simpléctica (B, w) y una variedad de
Poisson (P,¥). Supéngase, ademds, que se tienen dadas dos 1-formas horizon-
tales Q y @ en M. Cosidérense ahora los correspondientes tensores de Poisson,
dependientes del parametro ¢, I y 1§ dados por (3.2.46). Para definir una trayec-
toria de estructuras de Poisson con puntos finales ITj, y I15 es necesario que estos
tensores de Poisson estén bien definidos en un dominio que esté contenido en
Dom(I15) N Dom(IT5). Se consideran tres casos que estudiaremos en lo que sigue.
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La version del acoplamiento débil. Si suponemos que M es una variedad com-
pacta, entonces para ¢ > 0 suficientemente pequefio, los tensores de Poisson 1T,
y 11§ estan bien definidos en todo el espacio My Dom(I1j) = Dom(I§) = M.

Introduzcamos la familia “lineal” de 1-formas horizontales Q* haciendo

Q' = QM x)de ¥ (1-1)Q + Q. (4.2.1)

Consideremos la familia 2-paramétrica de estructuras de Poisson II asociadas
con los datos geométricos (w, eQt, e71Y),

0 0

IS 2ef ot = —(1/2) F (Q’ x) hor} /\hor + (1/2¢) P (x )ax”‘ A 3P (4.2.2)

donde [.7:;]8] es la inversa de la matriz [.7-"1/]\ ‘] cuyos entradas definen la 2-forma
de acoplamiento de I13:

FM = (1/2) F#(§,x)dg AdE = m'w — e[d,Q" + (1/2){Q" A Q"},]. (423)

Ademas,
A
podef 0 gupdQ 9 9 gy o0
hor; = oF Y oxf 3xt - op + Y7 d, Q7. (4.2.4)
De (4.2.2) y (4.2.3) es claro que
Ty =TT, I = H%.

Por otro lado, dado que M es compacta, existe § > 0 tal que para todo 0 < |e| < ¢
y para todo 0 < A <1, se cumple

det[F*(g,x)] #0.

en todos los puntos (¢, x) de M. De esta manera, para todo 0 < [e| < J, {TI§ }rcpo
es una trayectoria que consiste de tensores de Poisson bien definidos en todo M.
Aplicando ahora la Proposicién 4.1, se tiene que la existencia de un isomorfismo
entre los tensores de Poisson 11, y II5 se reduce a la solubilidad de la ecuacién

homolégica
ol
= 4.2.
4=, (425)
en M, para 0 < |¢|] < 5,0 < A < 1. Si existe un campo vectorial, dependiente del

tiempo, Z, . que satisface (4.2.5), entonces
A, A
(&) T =TI = IT§,
donde ®"¢ es el flujo de Z Aer

<
EZ)\,S A +

dq))\,s ‘
o Zyeo DM % = id,,.
Siguiendo a [66, 69], buscamos una solucién de (4.2.5) en la forma
Zye = Z} (& x) hor?. (4.2.6)

Una caracterizacién importante de las soluciones de este tipo se da en el resultado
siguiente.
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Proposicién 4.4 Para todo 0 < |e| < 6 y para todo 0 < A < 1, el campo vectorial Z, .,
de la forma (4.2.6), es una solucion de la ecuacion homoldgica (4.2.5). Este campo estd
determinado de manera iinica por la férmula

i, FM=eQ-Q). 4.2.7)

La prueba de esta proposicién se hace en tres etapas.

Primera Etapa. Debemos notar, primeramente, que los campos vectoriales hor?,
d/0x* forman una base (local) de campos vectoriales en M. Ademads, se tienen
(ver Lema 3.2 y Lema 3.3) las propiedades siguientes:

A€
9
[hor?, hor} | = —¥** ava o = ~Yd, Fi, (4.2.8)
ﬁhorﬂ’ 0. (4.2.9)

Se sigue de (4.2.8) y de las propiedades de la derivada de Lie que
[Zye hor] | = = (L0 Z5 ) hord — Z3  ¥F dp FJi°. (4.2.10)
Ademads, de (4.2.9) y de las propiedades del corchete de Schouten se tiene,
L, ¥ = —hor} N¥d, Z§ . (4.2.11)

De esta féormula y usando de nuevo las propiedades del corchete de Schouten, se
deduce el resultado siguiente.

Lema 4.5 La derivada de Lie del tensor de Poisson 115 (4.2.2) a lo largo de Z) . estd dada
por

L2, X0 = (1/2) Ft (Lo, Fhite = Flii Lo Zie + Fors Lo 730 ) Frd horl Ahor

— 75, ]:A,S hor? A ¥ (dpfs)‘,;f) — hor} A (‘I’ti dPZA,s)' (4.2.12)

De la definicién de la derivada de Lie y de la férmula (4.2.10) se demuestra
que

Loy, Foins = Fare Lo Zie + Fomi Lron Z3e = (L2, F) (hory, horyy). (42.13)
Por otro lado, de las definiciones (4.2.3) y (4.2.4) de F 'y horf‘, respectivamente,
se verifica la identidad

S L, 1 Fif=0

(ifs)
Esta relacion junto con (4.2.13) nos lleva a la propiedad siguiente:

Ly, (F) (hory,, hor), ) = EZM]-";;;/ FNE Lhor 25 + T

= Ehorm (lz)\,sf)\,g) m Ehorm’ (iz)\,s.f.)L £) m
_ (dB (iZA/SJC'A,e) 4 {iZA,SJC'A,E A QA}P) mm/. (4214)

hor

ﬁhorm ZA €

Asi, obtenemos una nueva representacion de la férmula (4.2.12) para £, II5:
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Lema 4.6 Para cada A € [0,1], se cumple la siguiente identidad,

L, I = (1/2) /1\72 <dB (iZA,ef/\’S) + {iZA,ef/\’S A QA}P)mm/ F hor}' A hor])-‘
~ 75, ]:)’\”é horg\ IN & (dfs)‘nf) — horf\ A (Tﬁde\,g)- (4.2.15)

Segunda Etapa. Vamos a calcular ahora o1 /dA. Diferenciando (4.2.2) con respecto
al parametro A se obtiene

oIy,  10F, 1] i 3 ahor?
a2 an ~ Faehori A3
af)‘ S/ ’s .. al'lor).L
N a’Xm ]:Xfe] hor? A hor])-‘ — ]:;{,8 hor? A 8)\] (4.2.16)
De (4.2.4) y la relaciéon
0t ~
W - Q - Q/
obtenemos
0 wAQi-Q) 0 _wii 5 o
a)\h =-Y P 9xf ¥rd,(Q; — Qi). (4.2.17)
Maés atin, de (4.2.3) se sigue directamente que
9 phe— ey (4.2.18)
oA ’ -

donde X" denota la 2-forma horizontal en M dada por:

ef
2= d,(Q-Q) + {(Q-Q A QM.
Sustituyendo (4.2.17) y (4.2.18) en (4.2.16), se deriva el resultado siguiente.

Lema 4.7 Para todo A € [0,1], la férmula de variacién de pardmetros

ATTE
a% = €T T

se cumple en M.

F T hor) Ahor} — F hor! A¥d,(Q—Q), (4.2.19)

Tercera Etapa. Sustituyendo las formulas (4.2.15) y (4.2.16) para L, I} y oIT§ /oA
en la ecuaciéon homoldgica (4.2.5), vemos que los coeficientes se anulan bajos los
campos tensoriales independientes hor} A hor y hor A 9/9x%, lo cual nos da

dy(iz, F*) + {i,, F** A QY =34,

~Z5 LY FY - Wi, Zh — FL Y dN(Q - Q) =

De lo anterior se sigue que
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Lema 4.8 Un campo vectorial Z, . satisface la ecuacion homoldgica (4.2.5) si y solo si
dy (i, V= (Q- Q) + { (i, 7 — e(Q- Q) Q'} =0,
¥ d, (i, F — e(Q—Q)) =0.

Notemos que estas relaciones se cumplen autométicamente si i, JF A g (Q —
Q) = 0. Con esto finaliza la demostracion de la Proposicion 4.4.

Para resumir la discusién anterior, y por su importancia, formulamos el resul-
tado siguiente.

Teorema 4.9 Sea M = B x P una variedad compacta y Q, Q dos 1-formas horizontales
en M. Entonces, para € € (0,0) suficientemente pequefio, los correspondientes tensores
de Poisson, 1T, y IT5, son isomorfos en M por medio del flujo a tiempo 1, @V del campo
vectorial L

Zye = —eFy (Qj— Q) horl, (4.2.20)

es decir,
(®") 1T = 1T,

Debemos sefialar que @' es una transformacion cercana a la identidad ya que si
¢ — 0, entonces
O = idy.

Corolario 4.10 Para toda 1-forma horizontal Q y para € > 0 suficientemente pequefio,
la estructura de Poisson del producto directo 11j es isomorfa a 115, por medio del flujo a
tiempo 1,

(@) T8, = 11
del campo vectorial dependiente del tiempo

ij A
Zye = —¢ j:/\,le hor},

donde 3 20,
A ap Ixi 9
hor; o7 AY 2P It

FV = mw — eA(dsQ + (1/2){Q A Q},)-

El caso simpléctico. Supongamos de nuevo que M = B X P es compacta y que
(P,¥) es una variedad simpléctica, esto es, el tensor de Poisson ¥ es no-degenerado.
La correspondiente forma simpléctica en P (ver (3.2.48)) estd dada por

o= (1/2) op(x) dx* A dxP.

Dadas dos 1-formas horizontales Q y @ en M, consideremos las estructuras de
Poisson, e-dependientes, 11, y 115 que corresponden a cada una. Entonces, para
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e suficientemente pequefio, I, y Il son no-degeneradas en M y las respectivas
formas simplécticas (formas de acoplamiento) estds dadas por (ver la Proposi-
cion 3.5):

O =mw + em, o — edQ, (4.2.21)
Of=mw +emo — edQ. (4.2.22)

Como una consecuencia directa del Teorema 4.9 se deduce lo siguiente.

Teorema 4.11 Para ¢ suficientemente pequefio, las formas simplécticas (g, y QO son iso-

morfas por medio del flujo a tiempo 1, ®'¢, del campo vectorial dependiente del tiempo
Z) e en (4.2.20),
(@) Qg = Qf.

Es oportuno sefalar, por otro lado, que este hecho se sigue del resultado am-
pliamente conocido de Moser [31], el cual no tiene un anédlogo en el caso de es-
tructuras de Poisson degeneradas.

Proposicion 4.12 Sea M una variedad compacta y sean Qg y () dos estructuras sim-
plécticas en M. Supongamos que

1) Qx = A0y + (1 — A)Qy es simpléctica para todo A € [0,1], y
(ii) Las clases de cohomologia Qo] y [(21] son iguales.

Entonces, Qg y (4 son isomorfas.
Demostracién. En esta situacion, la ecuacion homolégica (4.2.5) toma la forma

L, 00+ 5 =0. (4.2.23)

Por hipétesis, existe una 1-forma y en M tal que
Ql — Q() = dy

Luego, usando la féormula de Cartan, £, = iz o d+do iz, es posible escribir la
ecuacion (4.2.23) en la forma

d(iz, ) = —dp. (4.2.24)

Dado que Q) es no-degenerada para todo A € [0, 1], existe un tnico campo vecto-
rial dependiente del tiempo, Z), en M que satisface

i, 0= —p. (4.2.25)

Por lo tanto, (4.2.24) se cumple y Z, es una solucién de la ecuacién homolégica
(4.2.5). El flujo ®* de Z, esta bien definido para todo A € [0,1] y se sigue que
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(@1)*01 = Q(). |

Regresando al Teorema 4.11, podemos aplicar la Proposicién 4.12 al caso cuando
O = QF y Op = Q. Luego, la condicién (4.2.25) se satisface para p = Q — Q. La
primera de las hipétesis (i) en la Proposicion 4.12 también se cumple. En este caso
es importante que Q y Q sean horizontales.

La version semi-local. Consideremos ahora el caso cuando la variedad M = B x P
no es necesariamente compacta, pero asumiendo que la estructura de Poisson ¥
en P tiene un punto singular x° € P,

v*h(x%) = 0.

Supongamos que estdn dadas dos 1-formas horizontales en M,

Q= Qi(¢,x)dé’, Q= Qi(¢,x)dg,
las cuales se anulan en los puntos del subconjunto B x {x°}:
Qi(é&,x)y=0 'y Qi¢x°)=0, VE&eB. (4.2.26)

Luego, de acuerdo con el Teorema 3.1, se tiene que los correspondientes tensores
de Poisson I'l, y I vienen dados por (3.2.46) y estan bien definidos en una vecin-
dad de B x {x"} en M. El subconjunto B x {x°} es una subvariedad invariante
para estas estructuras de Poisson y las restricciones de I, y Iz a B x {x°} coinci-
den con la estructura de Poisson no-degenerada de la variedad simpléctica (B, w).
En particular,
Fo=Fs=mw,

en B x {x}. De esta manera, el problema aqui es estudiar la equivalencia entre
las estructuras de Poisson I, y I1; alrededor de B x {x"}.

Teorema 4.13 Existe un difeomorfismo ¢ : U — U entre dos vecindades U y U de B en
M, el cual es la identidad en B, |, = id,, y tal que
Demostraciéon. La prueba se basa en los mismos argumentos usados en la de-

mostracion del Teorema 4.9. Primeramente, introduzcamos la familia de 1-formas
horizontales

Q'=(1-1Q+AQ
que, debido a (4.2.26), autométicamente satisfacen
QM&E %) =0 VEeB. (4.2.27)
Esto da lugar a la familia de estructuras de Poisson {ITj } ,¢[o 1] asociada con Qh,

I, = Iy,
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y a las 2-formas de acoplamiento
Fl=m'w = (d:Q" + (1/2{Q" A Q™).
Claramente, para todo A € [0,1], se tiene
Fr = o,

en B x {x"}. Esto implica que IT) estd bien definido en una vecindad de B x
{x%} en M. La solucién de la ecuacién homolégica (4.2.5) es un campo vectorial
dependiente del tiempo

Z) = Zi (& x) hor?

dado por N
ZyJF'=Q-0Q.
De la propiedad (4.2.27) se sigue que
ZA‘BX{XO}:Q VAelo1].

De esta manera, existe una vecindad U de B x {x°} en M tal que el flujo ®* de Z,
estd bien definido en U para todo A € [0,1]. Finalmente, el difeomorfismo en el
Teorema 4.13 estd dado como ¢ = P!, ]

4.3 La dindmica proyectable y su relacién con los sistemas
Hamiltonianos no-perturbados

En esta parte presentamos la Teorfa de Perturbaciones para sistemas Hamiltonia-
nos en espacios fase que son el producto directo de dos variedades, en los que la
dindmica no-perturbada juega el papel de los sistemas no-perturbados.

Al igual que en la seccién anterior, estamos interesados en dos casos: estruc-
turas Hamiltonianas que dependen de un pardmetro y la dindmica en vecindades.

El caso compacto. Sean (B, w) una variedad simpléctica y (P, ¥) una variedad de
Poisson. Consideremos la variedad producto M = B x P, la cual estd equipada
con el corchete de Poisson del producto, el cual también depende de &:

{648} = ="0), (4:3.1)
{&,x7} =0, 4.3.2)
{x%, xP} = %‘I’“ﬁ(x). (4.3.3)
En este caso, el tensor de Poisson que corresponde a esta estructura producto es
’ d d d d
e _ ij v A «p o
115 = —(1/2)w" (&) 553 T (1/26)¥F(x) 5 5 A 5 5. (4.3.4)
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Notemos que el tensor 11 en (4.3.4) puede verse como una Q-estructura de Pois-
son asociada con Q = 0.

Nuestro interés aqui es estudiar, en el limite cuando ¢ — 0, un sistema Hamil-
toniano en el espacio fase (M, ITj), el cual posee un Hamiltoniano dependiente de
g, que es de la forma

He(E, x) = f(&) + eF(& x) + O(e?), (4.3.5)

donde f y F son ciertas funciones suaves en B y M, respectivamente.

El sistema dindmico que corresponde al campo vectorial Hamiltoniano

X, = (I15)*dH,, (4.3.6)
se puede escribir en la forma
. 9 - OF(F,
&= w'(g) % + ew' (€) % + O(&?), (4.3.7)
o «8 OF
X = —gh -5 + 0 (4.3.8)

Por lo tanto, la caracteristica principal en este caso es que la estructura de Poisson
(4.3.4) tiene una singularidad en ¢ = 0; sin embargo, el campo vectorial Hamilto-
niano admite el limite cuando ¢ — 0:

Xo=V = v}(g)a% + V2(E x) % (4.3.9)

el cual es precisamente el sistema proyectable en M asociado con los datos (f, F).
Como sabemos, Xy no es Hamiltoniano en (M, Hg) y en el contexto de la teoria
Hamiltoniana de perturbaciones, surge una pregunta natural, a saber, si es posi-
ble encontrar una transformaciéon que reduzca X, al sistema perturbado con parte
Hamiltoniana no-perturbada. Més adelante damos una respuesta a esta pregunta,
para lo cual combinamos el Teorema 3.6 sobre la existencia de estructuras Hamil-
tonianas para X y el Teorema 4.9 sobre la equivalencia de Poisson para estructuras
de Poisson ITj y IT,.

Vamos a suponer lo siguiente:

(i) M es compacta.

(ii) Existe una 1-forma horizontal Q en M, la cual es una solucién de la ecuacién
Eny + {P, Q}P — dBP.

Luego, por el Teorema 3.10, Xy es Hamiltoniano con respecto a la estructura
de Poisson e-dependiente HSQ (3.2.46) asociada a los datos (w, €Q, sfl‘I’),

Xo = (I15)*dH,,
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donde
He =m,f + ¢(F—v51Q). (4.3.10)

Con la solucién Q vamos a asociar el siguiente sistema dindmico dependiente
del tiempo,

d¢i :

d—i = eFE.Qs, (4.3.11)

dx® ij p9Qi

s A=1)eF; Q¥ 34B" (4.3.12)
Notemos que este sistema también depende del parametro . Aqui,

0Q;  9Q

agt a¢;
y ]:}f . ]:s);’g = 5]1 Denotemos por ® el flujo del sistema (4.3.11), (4.3.12). Podemos
observar que ®% = &0 = idy, y, por lo tanto, para A fijo, ®** es una transforma-
cién cercana a la identidad para ¢ — 0. Mds aun, recordemos que para ¢ € (0,0),

el flujo ¢ esta bien definido en todo el espacio fase M para todo A € [0,1] y por
el Teorema 4.9 para el caso Q = 0, se tiene

FYe = wy — e(1-2) ( - {Qi,QJ-}p),

(V) "IT§ = ITE.
Teorema 4.14 Para ¢ € (0,0) suficientemente pequerio, el flujo a tiempo 1, ot M —
M, transforma X, en el sistema Hamiltoniano perturbado (M, LT5, He) de tal manera que

7’_‘28 d:ef HS o @1,€ — HS + 0(82), (4.3.13)

donde He es el Hamiltoniano del campo vectorial Xy (4.3.9). Esto es, (®V)* Xy, =
V + O(e) y los sistemas perturbado y no-perturbado son Hamiltonianos con respecto a la
misma estructura de Poisson 1T,

Demostracién. Si tomamos en cuenta que
o i
Fre=—w’ + 0(e)

entonces obtenemos que el campo vectorial del sistema (4.3.11), (4.3.12) es de la
forma

Z)e = eFy Qjhor], (4.3.14)
donde 5 30 3
A 2 (1— ap Ixi 9
hor; PR 1-MY 3P 3t

Notemos que en ¢ = 0, el campo vectorial Z, , (4.3.14) tiene la siguiente descom-
posicion:
— o7 2
Zye=¢eZy, + O(&),
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donde
%0,
oxB ox«

Z(AB = Qiw'l <i — (1-A)y*P

57 > : (4.3.15)

Luego, se tiene

(mif + eF)o® Y =mif + eF + eL o (mif + eF) + O(¢?)

Ag

=mf +eF +eLo(mf) + O()

=mf +eF —evp1Q + O(e?).

Z

Finalmente, vamos a hacer algunas observaciones sobre la existencia de inte-
grales de movimiento para el sistema (4.3.7), (4.3.7). Consideremos el caso cuando
H. = f +¢eF. Decimos que una funcién e-dependiente G, = Gop+¢Gy + -+ es
una integral de movimiento de (4.3.7), (4.3.7), médulo O(e") si {H,, G.} = O(&").
Notemos que la tltima condicién se cumple si

£,Go =0, (4.3.16)
- 9F 3Gy
— o ——_ Y
£,G1 = —w 57 (4.3.17)
- 9F 3Gy_»
— ol
£,Gy = —w' 5 T (4.3.18)

Supongamos que se tiene una integral de movimiento Go del campo vectorial no-
perturbado V. Entonces observamos que bajo las hipétesis (i), (ii) asumidas para
el Teorema 4.14, existe una solucion G; de (4.3.17). De hecho, de (4.3.13) se tiene
{He, Goo (@)1} = O(&?). De esto y de (4.3.15) se obtiene

G1 = —in a—é,] (4319)



Capitulo 5

Normalizacion de Sistemas Hamiltonianos sobre
Cilindros de Orbitas

En este capitulo veremos como se concretan los resultados generales que obtuvi-
mos en los Capitulos 3 y 4, en el enfoque Hamiltoniano perturbativo por medio
del acoplamiento minimo, para el caso mds simple de un sistema Hamiltoniano
con dos grados de libertad en el espacio fase R* = {(p1, 41, p2,42)} equipado con
una estructura simpléctica dependiente de un pardmetro,

dp1 Adgr + edpa Adgo, (e>0), (5.1)

y Hamiltoniano de la forma
He = Ho(e"p1, et #q1) + eHi(p1, 41, P2, 92)- (5.2)

Para funciones genéricas Hy y H;, el sistema Hamiltoniano no es integrable
y nuestro interés es estudiar este sistema en el contexto de la teoria de perturba-
ciones para ¢ pequeno. La caracteristica principal de esta formulacién es que, en
el limite cuando ¢ — 0, la estructura simpléctica (5.1) es degenerada. Ademés, el
corchete de Poisson que corresponde a (5.1) depende del pardmetro ¢, de manera
no-uniforme y es de la forma

{p.m} =1,
1
{p2,q2} = -
€
De acuerdo a la teoria adiabatica [34], las coordenadas (p1,92) v (p2,42) son
llamadas variables lentas y rdpidas, respectivamente. El sistema (5.1), (5.2) puede
asociarse con un sistema Hamiltoniano en IR*, equipado con la forma simplética
canodnica, de dos maneras diferentes, las cuales se describimos a continuacién.

Caso 1. Supongamos que se comienza con un sistema Hamiltoniano

dp1 Adgr + dpa Adg, (5.3)
He = Ho(p1, 1) + eHa(p1, a1, p2/€",q2/€ 1), (54)
donde p € [0,1]. Luego, por medio del reescalamiento
P2 q2
p2 — EI q2 — El_}l’ (55)

97
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el sistema (5.3), (5.4) se transforma precisamente en el sistema (5.1), (5.2).
Para u € (0,1), esta transformacion es llevada cerca de la subvariedad lenta
{p2 = 0,92 = 0}. Notemos que en el caso particular cuando H; es cuadrético
en pa2, 42 vy 4 = 1/2, el Hamiltoniano (5.4) es independiente de ¢ y describe
la dindmica cerca de una 2-subvariedad simpléctica invariante. En los casos
extremos y = 0,1, se derivan de (5.5) las siguientes configuraciones para el
Hamiltoniano H, y que aparecen en la mecénica clésica:

2 2

He = % + U()(ql) + % + 8U1((]1,Q2), (y = 1), (5.6)
pi p3

He =7 + Uo(q) + e + elh(q,q2/¢),  (n=0). (5.7)

Caso 2. Consideremos ahora un sistema Hamiltoniano

dp1 Adgr + dpa2 Adg, (5.8)
He = Ho(pr,q1) + eHi(e"p1, e " q1, p2, q2), (5.9)

para p € [0,1]. Notemos que en el dominio y € (0,1), se tiene p; — oy
g1 — oo. Luego, por medio del reescalamiento

pr—e'py, g — e, (5.10)

(forma simpléctica) — ¢(forma simpléctica), (5.11)

se obtiene nuevamente el sistema (5.1), (5.2). El contexto adiabatico [5, 7, 34]
aparece cuando Hy = 0. Por ejemplo, si 4 = 0, entonces de (5.6) se obtiene
el sistema adiabéatico modelo [34]

d}’)l AN dql + sz A dqz,
H1(p1, €91, P2, 92),

cuyo Hamiltoniano varia lentamente en ¢;.

Debemos sefialar que nuestro caso es una generalizacién de la situaciéon adi-

abdtica en el sentido que asumimos el sistema (dp; A dg1, Hp) como un sistema
Hamiltoniano no-degenerado, con un grado de libertad, el cual posee 6rbitas per-
i6dicas que producen una foliacién de algiin dominio abierto en R?. Esta hipétesis
serd importante en lo que sigue y en las siguientes secciones se discute amplia-
mente.

5.1 Formulaciéon del problema

Para plantear nuestro problema, consideremos el espacio fase M = (R x S!) x R?,
con coordenadas (s, ¢ (mod27), p,q). Supongamos que M esta equipado con una
estructura simpléctica no-uniforme

Oy =dsAde+edpAdg, (5.1.1)
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donde ¢ > 0 es un parametro. Notemos que en el caso ¢ = 0 se obtiene la es-
tructura simpléctica canénica en R x S! y para ¢ = 1 se obtiene la estructura
simpléctica candnica en M.

Supongamos que se tiene un sistema Hamiltoniano (M, Q, H;) tal que el Ha-
miltoniano H, depende del pardmetro ¢ de manera suave y es de la forma

H. = Hy(s) + ¢Hi(s, ¢, p,q) + O(¢?), (5.1.2)
donde Hy = Hy(s) y H1 = Hi(s, ¢, p,q) son funciones suaves. Denotemos por
X = X,,, el campo vectorial Hamiltoniano de H, esto es, X, 1 ()§ = —dH,. Luego,

0H; 0 oH; 0

De esta manera, el sistema dindmico correspondiente a (5.1.3) se escribe en la
forma siguiente:

oH,;

§ = e +0(&?), (5.1.4)
¢ = wy(s) + e% +0(&?), (5.1.5)
p= —aa—il + O(e), (5.1.6)
j= %—? + O(e), (5.1.7)

donde wy = wi(s) es la funcién
wi(s) = iHo(s). (5.1.8)

s
Suponemos, ademds, que

w(s) #0, VseR. (5.1.9)

Debemos sefialar que los sistemas dindamicos del tipo (5.1.4)-(5.1.7) surgen en el
estudio de sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad, alrededor de cilin-
dros de 6rbitas (ver Secciones 5.5 y 5.6).

Recordemos que en la Seccién 4.3 se discuti6 el problema de reducciéon de
un sistema perturbado a un sistema con parte Hamiltoniana no-perturbada en
el contexto de la teoria Hamiltoniana de perturbaciones en variedades producto.
Ahora, nuestro interés es estudiar el sistema (5.1.4)-(5.1.7) en este mismo contexto
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y analizar su comportamiento cuando ¢ — 0. Una primera observacién es que
para € = 0 en (5.1.4)-(5.1.7), se obtiene el siguiente sistema no-perturbado en M,

§=0, (5.1.10)
¢ = wi(s), (5.1.11)
. O0H

== (5.1.12)
. oH;

=5, (5.1.13)

En este caso, el campo vectorial que corresponde al sistema (5.1.10)-(5.1.13) esta

dado por
B d oH; 0 oH; 9
Y=l g T ap oy
por lo que, en términos de Xy, el campo vectorial Hamiltoniano X, (5.1.3) se ex-
presa como

(5.1.14)

Xe = Xo +eX1 +O(?), (5.1.15)
para un cierto campo vectorial Hamiltoniano X; en M.

Se verd mas adelante que bajo ciertas hipétesis es posible considerar el sistema
(5.1.4)-(5.1.7) como una perturbacién del sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13), el
cual es un sistema dindmico proyectable (ver Capitulo 2). De hecho, en este caso el
espacio fase M es el espacio total del haz vectorial simpléctico trivial w: M — B,
donde 7 es la proyeccién canonica sobre la base simpléctica (B = R x 8!, w,)
con w, = Q% = ds Adg y cuyas fibras estdn dadas por la estructura simpléctica
(R2,dp Adg).

Notemos que el campo vectorial v, que corresponde al sistema Hamiltoniano
(B, wB,Ho) es de la forma Uy, = W1 (s)0/0¢; un célculo directo nos permite ver
que el campo vectorial Xy se proyecta, bajo 7, al campo vectorial v, .

Por otra parte, (B, Wy, Ho) es un sistema Hamiltoniano con un grado de libertad
y es claro que la funcién coordenada s es una integral de movimiento. Por lo
tanto, el retrato fase de este sistema consiste de orbitas periddicas de la forma
ve ={(s,¢) € B| s =c}, donde c € R y el periodo esta dado por 27t/ w;(s). Esto
nos dice que cualquier trayectoria del campo X, que pase por el punto (s, ¢, p,q)
se proyecta a una 6rbita periddica ;. Mds atn, las coordenadas (s, ¢) en la base
B resultan ser coordenadas accién-angulo de Hy.

Con base en estos hechos y otras hipétesis adicionales que se discuten en la
Seccién 5.2, veremos que el sistema no-perturbado tiene la siguiente propiedad:
Existe un dominio abierto M C M, con M compacto, foliado trivialmente por 2-toros
invariantes Agm del sistema (5.1.10)-(5.1.13). Ademuds, en estos toros, el movimiento a lo
largo de las trayectorias del campo vectorial X es quasi-periddico.

En esta situacion, una pregunta que surge de manera natural es si los 2-toros

invariantes AZ . del sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13) se preservan bajo pe-

quenas perturbaciones. En otras palabras, nos preguntamos si para ¢ < 1, el
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sistema perturbado (5.1.4)-(5.1.7) posee también 2-toros invariantes y si éstos per-
manecen cerca de los 2-toros A%Mz. Una manera de tratar de resolver este problema
es a través de la teorfa Hamiltoniana de perturbaciones (resultados del tipo KAM).
Sin embargo, con este enfoque surge otro problema: El sistema no-perturbado X
no es Hamiltoniano con respecto a la estructura simpléctica (). Asi, en este con-

texto no es posible aplicar directamente la Teoria KAM y sus derivaciones.

De esta manera, nuestro objetivo es dar una formulacién Hamiltoniana para el
sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13) y establecer las condiciones bajo las cuales
el sistema perturbado (5.1.4)~(5.1.7) pueda realizarse como una perturbacioén del
anterior. Para resolver este problema partimos de un enfoque que comprende
varias etapas, el cual se basa en el esquema siguiente:

(I) Toros invariantes para el sistema no-perturbado. Se discuten las hipétesis bajo
las cuales es posible garantizar que el dominio M C M esté, efectivamente,
foliado por 2-toros invariantes. En estas condiciones, se demuestra que es
posible llevar el sistema (5.1.10)-(5.1.13) a una forma normal (Teorema 5.9).

(IT) Transformaciones gauge exactas. Se introduce un tipo de transformaciones por
medio de las cuales la forma simpléctica no-uniforme f (5.1.1) en M es
transformada en una forma simpléctica deformada, (), 1a cual estd parametrizada
por una 1-forma horizontal Q. El “push-forward”del campo vectorial X, bajo
una transformacién gauge exacta es un sistema Hamiltoniano con respecto
a (), y a cierto Hamiltoniano (Teorema 5.21).

(II) Estructuras simplécticas deformadas. Se estudia con mds detalle la familia de
formas simplécticas en M dependientes del pardmetro ¢,

O =dsAde + edpAdg —edQ,

las cuales estdn parametrizadas por una forma horizontal Q = Q;ds+ Q> dg
y se establece la equivalencia (simpléctica) entre las estructuras simplécticas
Qf y Q). Esto ultimo se lleva a cabo por medio del método de homotopia
ya que se construye un simplectomorfismo ®,, dependiente de ¢, entre las
estructuras simplécticas ()f y )f, es decir,

(®e)" Q5 = Of,
para 0 < ¢ < 1 (Seccién 5.4).

(IV) Normalizacién Hamiltoniana de primer tipo. Bajo ciertas hipotesis con respecto
a la funcién Hj, se construye una estructura Hamiltoniana dependiente de
g, (M, Q5 Fg), para el sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13), de tal manera
que
X Qg = —dF.

Se muestra, ademads, que el sistema (M, QF, Fg) es un sistema Hamiltoniano
completamente integrable con dos grados de libertad cuya foliacién por toros
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5.2

de Liouville coincide con la foliacién por 2-toros quasi-periddicos Tgm del
espacio fase M (Teorema 5.48). Por otro lado, por medio de una transforma-
cién cercana a la identidad aplicada al sistema perturbado se obtiene un nuevo

sistema perturbado (./\/l, Q‘SQ, ﬁg) correspondiente al Hamiltoniano
H. = Hy o ®.' = F, + O(£?),

de tal manera que podemos considerar al sistema Hamiltoniano (M, Q3, Fg)
como un sistema no-perturbado del sistema Hamiltoniano (M, QF, ﬁg) (Teo-
rema 5.50). En este caso, la estructura simpléctica QSQ y el Hamiltoniano F;
dependen de manera suave del pardmetro e. A este proceso lo llamamos
normalizacién hamiltoniana de primer tipo. Una observacién importante aqui
es que el sistema dindmico que corresponde al sistema (M, QF, Fg) coincide,
precisamente, con el sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13). Por lo tanto, es
independiente de ¢ y en esta situacion es posible aplicar los resultados de
tipo KAM ya conocidos.

Normalizacion Hamiltoniana de segundo tipo. Se construye un simplectomor-
fismo Y. : M — N, donde el dominio toroidal /' = (A; x S!) x (A; x S1)
estd equipado con la forma simpléctica

f)f, =ds; Adsy Adgr +edsy Adgo.

y donde A;, A; son intervalos abiertos de IR. En esta situacion, el sistema
Hamiltoniano perturbado X, es transformado, bajo Y, a una forma normal

Heo (Yo) ™ = f(s1) + eh(sy,52) + O(),

para ciertas funciones f y h. Asi, el sistema no-perturbado se transforma
en un nuevo sistema Hamiltoniano no-perturbado, el cual es de la forma
(N, ﬁg,fg = f +¢h) (Teorema 5.54). A este proceso le llamamos normal-
izacién Hamiltoniana de sequndo tipo. En este caso, la forma normal construida
aparece usualmente en la Teoria KAM.

Toros quasi-periddicos para el sistema no-perturbado

Recordemos que en la seccién anterior mencionamos la existencia de un dominio
abierto M, con cerradura compacta, en el espacio fase del sistema no-perturba-
do (5.1.10)-(5.1.13), del cual afirmamos estar foliado por 2-toros invariantes A, ,,
quasi-periddicos. En esta seccién vamos a establecer algunas condiciones para
justificar dicha afirmacién y estableceremos las hipétesis que son necesarias para
la existencia de dichos toros quasi-periddicos.

Nuestra primera hip6tesis tiene que ver con la existencia de una integral de
movimiento, adicional a la que ya se menciond en la seccién previa, a saber, la
funcién coordenada s. En este caso, debemos presuponer también la existencia de
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un dominio abierto en el cual estd definida dicha integral primera. Sin embargo,
en la segunda hipétesis abundaremos mds sobre este dominio. Asi, supongamos
que:

(H1) Existen un dominio abierto, compacto, M C M y una integral de movi-
miento G : M — R del campo Xj. Esto es, G = G(s, ¢, p,q) es una funcién
suave y 27t-periddica en ¢, la cual satisface (ver 5.1.14):

oG
Ly,G = wl(s)% + {H1,G}, =0, (5.2.1)

donde el corchete {, }, denota la operacién

{H,,G}, & =2z (5.2.2)

En la segunda hipoétesis establecemos condiciones necesarias para garanti-
zar que el dominio M esté foliado por toros quasi-periédicos del sistema no-
perturbado Xy. De esta manera, suponemos lo siguiente:

(H2) Existe un intervalo abierto A C R y para cada (s, ¢) € A x S! existe un do-
minio abierto Us, en IR? tal que se cumple:

(i) Para todo E € (E1, Ez) C R, el conjunto de nivel

Too(E) = {(p,q) € Usy | G(s,9,p,9) = E}, (5.2.3)

es compacto y conexo. Ademads, suponemos que

U= |J Tsp(E). (5.2.4)
EE(El,Ez)

(ii) El dominio M queda definido por la unién

M= |J {6e}xUs, (5.2.5)

(s,p)EAXS?
y es un subconjunto abierto en M, con M C M compacto, que satisface
(M) = A xS (5.2.6)

Suponemos ademads, lo siguiente:

3G 9G
<$, 8_q> 20, (52.7)

en M.
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Sea (s, ¢) € A x S! un elemento fijo y denotemos por gs ¢ : Usp — (E1, E2) la
restriccion gs , = G‘u . Luego, las soluciones del sistema Hamiltoniano con un
5,9
grado de libertad

9

_‘;FZ . g;‘f’(p,q), (5.2.8)
dg _ 98¢

T -5, (5.2.9)

son las trayectorias periddicas I's ,(E) (5.2.3). En este caso, la funcién g , es vista
como un Hamiltoniano que depende de los pardmetros s, ¢.

Por otra parte, la hipétesis (H2) implica que g; , s una submersioén sobreyec-

tiva propia y por el Teorema de Trivializacién de Ehresmann [??], se sigue que
existe una seccién suave L, : (Eq, E2) — Us o,

85,9 © Ls,p = id.

Esto nos indica que el dominio abierto Uy, esta trivialmente foliado por las trayec-
torias periddicas I's ,(E). Més adelante mostraremos como tomar una seccién L;
que depende de manera suave de los pardmetros s y ¢.

Si X un campo vectorial arbitrario en M y F € C®(M) es una integral de
movimiento de X, asociamos a F el campo vectorial Hamiltoniano vertical,

9F 0 9F 9
= 5557~ 395 (5.2.10)

De este modo, la integral G de X tiene asociado el campo vectorial Hamiltoniano

vertical 3G\ 2 3G\ 3
Ve= <$) 2~ <$> o 621

Si consideramos ahora el haz vectorial trivial 7t : M — R x S! con fibra sim-
pléctica (IR%,dp A dg), entonces el dominio abierto M C M es el espacio total de
un subhaz de 7, 7t|, : M — A X S! con fibra tipica Us,. Luego, la restriccion de
V; a cada fibra {(s, ¢)} x Us , nos da precisamente el campo vectorial del sistema
(5.2.8), (5.2.9). De esto se sigue que el dominio M esté foliado por las trayectorias
periddicas de V dadas por fs,¢(E) =1{(5, @)} x Tso(E).

Denotemos por G : M — (A x S') x (Ey, E;) la restriccion de tx G : M —
(RxS")xRaM,

G =(mx G)|M. (5.2.12)

Se tiene asi que G es una submersion sobreyectiva de tal manera que
G (s, 9,E) = Ts4(E),

para cada (s, ¢, E) € (A1 x S') x (Ey, E).
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Si introducimos ahora la accién a lo largo de la trayectoria periddica I's ,(E) del
sistema (5.2.8), (5.2.9),

a=a(sgE) & % ) pdn (5.2.13)
S,¢

entonces el periodo T de T’ ,(E) esta dado por

1 oa

= - 55(5,9,E). (5.2.14)

Es claro que 4 y T son funcione suaves definidas en la base (A x S!) x (E1, Ey) de
la fibracién G.

El resultado que se enuncia a continuacién es consecuencia de las dos hip6tesis
anteriores y se demostrara en varias etapas ya que es necesario introducir varios
conceptos requeridos para su prueba.

Proposicién 5.1 Las hipétesis (H1) y (H2) implican lo siquiente:
(a) Las funciones a y T son independientes de ¢,

a=a(s,E) y T=T(s,E). (5.2.15)

(b) La fibracién del dominio M por medio 6rbitas periédicas de Vg es un S'-haz trivial;
esto es, existe una seccion suave L : (A x S') x (Ey, Ep) — M,

GolL =id. (5.2.16)

Antes de probar esta proposiciéon vamos a discutir algunas de las propiedades
del campo vectorial V;; (5.2.11).

(i) Toros invariantes quasi-periddicos y el invariante de Poincaré—Cartan. Consideremos
el campo vectorial X (5.1.14) del sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13),

d
XO = (,01(5)% + VHl’

donde la parte vertical V;, estd dada por (5.2.10). De (5.2.1) se sigue que Xp
conmuta con Vg,

[ X0, Ve = Vs + Vi, Vel = V6 + Vi, = 0, (5.2.17)

de lo cual se concluye que las integrales de movimiento s y G de X, son funcional-
mente independientes en M. Consideremos ahora la transformacion de momento
J: M — Ax(E, Ey),

JI(s,9.p,9) = (s,G(s, 9, p,9))-
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Es claro que Xy y V;; son tangentes a cada conjunto de nivel
AS,E = j_l(S/E)/

y se sigue que A, estd foliado por trayectorias periddicas de V¢,

A= | Tap(E).
pes!

En particular, esto nos dice que A;; es una 2-variedad compacta y conexa. De
la discusién anterior y del Teorema de Liouville-Arnold se deriva el siguiente
resultado.

Lema 5.2 Para cada (s,E) € A x (Ey, Ep), el conjunto de nivel A es difeomorfo a un
2-toro, en el cual, el movimiento a lo largo de las trayectorias de X es quasi-periédico .

De esto se sigue que Xp es un campo vectorial completo en M. Si denotamos
por F/f(O el flujo del campo vectorial Xy y tomando en cuenta que éste conmuta con
Vs, se tiene que el flujo F/)t{O transforma cada trayectoria de V; en otra trayectoria
de este campo vectorial. Asi,

FIi (Top(E)) =Ty o (E), (5.2.18)

para ¢’ = ¢ + wi(s) t. Notemos que

1 d(p>
a—=— dg—H— ).
27 JT, ,(E) <p 1 Yo

De esta relacion y de las propiedades del invariante de Poincaré—Cartan [1, 6], se
sigue que 4 no depende de ¢. Esto prueba la parte (a) de la Proposisicién 5.1.

(ii) EI miimero de rotaciones. Fijemos (s,¢) € AxS'y E € (Ey, Ep). Esto nos

determina una trayectoria periédica I's ,(E). Tomemos ahora un punto arbitrario

m® = (s,9,p%4°) € fS,(P(E). La trayectoria de Xo que comienza en el punto m°

intersecta de nuevo la trayectoria fw(E ) en el punto m! al tiempo ty = 271/ w1 (s)
(el tiempo del primer retorno),

FIR (m®) = m' € Tg p.
Sea T el tiempo a lo largo de la trayectoria de V;, desde m® hasta m!,

Fly, (m°) = m!.

Lema 5.3 El tiempo T no depende de la eleccién del punto m® € fw(E ) ni del valor de
@; es decir, T = 1(s, E) es una funcién suave en A x (Eq, Ep).
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Demostracion. El tiempo T estd determinado por la condiciéon
to (13,0 0
FIQ (m”) = FIy_(m”).

Seam® = Flf/G (m%) otro punto en fw(E ). Dado que los flujos de Xp y V; conmutan,
se tiene

FI (1) = FI% o FIf,_(m®) = FI{_(FI% (m°))

= Fly,_o Iy (m°) = FI}_(ii°).

La independencia de T con respecto a ¢ se sigue de (5.2.18). |

Consideremos ahora los campos vectoriales

1 T
w6y, y, = L&G) (5.2.19)

U w1(s)

Se tiene asi el siguiente resultado.

Lema 5.4 Los campos vectoriales Y1 y Y en (5.2.19) tienen las propiedades siguientes:
(1) Y1y Ys son linealmente independientes en M y conmutan entre si.
(2) Todas las trayectorias de Y1 y Yo son periédicas, con periodo igual a 27t.

(3) Cualesquiera dos trayectorias 71 y 2 de Y1 y Yo, respectivamente, que pertenezcan
al toro Ay, forman una base de 1-ciclos. En particular,

ni(71) = {s} x s!

Demostracion. (1) se sigue directamente de (5.2.17). Mostraremos ahora que Y; es
2m-periddico. Es claro que

t_ gt —t
Fly = Flyjayoi © Fhy -
Luego, si tomamos en cuenta que
27T _ tg 27T T
Fl[l/wl(s)]Xo - F/XO’ FIY2 - FIVG’
de las definiciones para f( y T, se deriva F/Y21” =id. ]

Corolario 5.5 En A, se tiene la siguiente descomposicion

Xo = w; (S) Y: + CU2(S,E) Y>,
donde w1 y wy son las frecuencias del movimiento quasi-periddico, con w dada por (5.1.8),
los campos Y1 y Y, definidos por (5.2.19) y donde w; estd dada por

(s, E)

wy(s, E) = wi(s) TG.E)

(5.2.20)
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La discusién anterior nos permite introducir el siguiente concepto.

Definicion 5.6 EIl niimero

def wa(s,E) _ 7(s,E)
Bs B) & 25D = B (5.2.21)

se llama el namero de rotaciones del flujo del campo vectorial Xy relativo al flujo del
campo vectorial V.

(iii) Construccion de la seccion L. En esta parte mostraremos que existen funciones
suaves p°(s, 9, E) y 4°(s, ¢, E) que satisfacen las propiedades siguientes:

p°(s, ¢ + 2, E) = p°(s, ¢, E), 9°(s, 9 +2m,E) = q°(s, 9, E),  (52.22)

y
G(s, ¢, p°(s, 9, E),4"(s, ¢, E)) = E, (5.2.23)

para todo (s, ¢, E) € Ay x S! x (Ey, Ep). Luego, una seccién L (5.2.16) estd dada

por
L(s,¢,E) = (s,9,p°(s,,E),q"(s, 9, E)). (5.2.24)

Vamos a describir la construccion de L de manera mds explicita. Primeramente,
debemos notar que es posible definir L en ¢ = 0, esto es, existen funciones suaves
p°(s,E) y 4°s,E) que satisfacen (5.2.22). De hecho, consideremos la restriccién
G, : Mo — A x (Ej, Ez) de la submersién sobreyectiva propia G (5.2.12) al sub-
conjunto My = M N {p = 0}. Esta es una fibracién sobre una base contractible
y por el Teorema de Trivializaciéon de Ehresmann [? ], existe una seccién suave

L:Ax (Ey, Ey) — My,
L(s,E) = (5,0,p°(s,E),3°(s, E)).

De esta manera, para definir L, podemos extender L para todo ¢ € S, por medio
del flujo F/§1 del campo vectorial Y7 en (5.2.19). El sistema dindmico de Y; es de la
forma

§=0, (5.2.25)
¢ =1, (5.2.26)
. (10H TG

p= (w_la—q EaT;) (5.2.27)
. 1 8H1 T G

Ahora, tomando en cuenta que G es una integral de movimiento de Y; y la peri-
odicidad del flujo,
FILF27 = Fly,

definimos N
L(s, ¢, E) = FI{ (L(s,E)). (5.2.29)
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Esto nos dice que las funciones p°(s, ¢, E) y 4°(s, ¢, E) en (5.2.22) se definen como
solucién del problema de Cauchy para el sistema (5.2.25)-(5.2.28), con datos ini-
ciales p (s, E), 4°(s, E), lo cual demuestra la parte (b) de la Proposicién 5.1.

De la discusion anterior, podemos reformular la hipétesis (H2) en los términos
siguientes.

Corolario 5.7 Si existe un dominio abierto M C (R x S!) x R? de tal manera que
(M) = A x St y M estd foliado trivialmente por las trayectorias periddicas del campo
vectorial vertical Hamiltoniano V;, entonces se cumple la hipétesis (H2).

Reducibilidad. La propiedad (5.2.15) y la existencia de la seccién L hacen que sea
posible construir las variables accién-angulo para el sistema Hamiltoniano (5.2.8),
(5.2.9), las cuales varian de manera suave con los pardmetros s € A C Ry ¢ € S’

Consideremos también la variedad producto N = (R x S!) x (R x S!) con
coordenadas (s, ¢1(mod 27),s2, p2(mod 27)) y sea v : N — (R x S!) la proyec-
cién natural en el primer factor. De esta manera, N es el espacio total de un haz
fibrado simpléctico trivial cuya estructura simpléctica en las fibras es ds, A dgy.
Tenemos entonces dos haces fibrados triviales, simplécticos, 7t y v sobre la misma
base R x S

Por otro lado, para cada (s, ¢) € A x S, la trayectoria periédica I's(E) en
(5.2.3) se define en forma paramétrica como

Tso(E)={p=rp(s, @ E2nt/T(s,E)), q=4q(s, ¢, E 2mt/T(s,E))},

donde
<p(s, ¢, E, 21t/ T(s,E)), q(s, ¢, E, 27Tt/T(s,E))>,

es la solucion del sistema Hamiltoniano (5.2.8), (5.2.9) con condiciones iniciales
asociadas a la seccion L,

Ploo=1"G.9E),  a,_o=9"(59.E)
Denotemos por E = E(sy,s3) la solucién de la ecuacién
sp = a(s1, E), (5.2.30)
donde (s1,s7) varia sobre el dominio abierto,
D= [J{s1} xA(s1) C R (5.2.31)
s1€A
Aqui, A(s1) es un subconjunto de la imagen de {s1} x (E1, E2) bajo la accién 4, es

decir, A(s1) = {s» = a(s1,E) | E € (E1,E2)} y E es una funcién suave en D,

Definicién 5.8 Sea:: N — R? x T? la identificacién canénica dada por i(s1, @1, 52, ¢2) =
(1,52, 91, p2). Decimos que un subconjunto Y C N es un dominio toroidal simple en
N siv(U) = A x St y ademds, L(U) = D,, x T?, donde D,, C R? es un subconjunto
abierto, conexo y simplemente conexo.
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De esta manera, es claro que el conjunto

L J{s1} xS x A(s1) xS' C N, (5.2.32)

s1€EA

es un dominio toroidal simple en N con D, = D en (5.2.31). Notemos, ademas,
que los dominios M y N son subhaces fibrados de 7t y v, respectivamente, sobre
la misma base A x S!. En estas condiciones, sea R : N' — M la transformacién
definida por

R(s1, 91,52, P2) ot (51,(p1,p(51,(p1,E, ®2),4(s1, 91, E, (pz))‘E:E(slsz)- (5.2.33)

Se tiene asi que la transformacién R satisface las propiedades siguientes:

(1) R es un difeomorfismo de haces que cubre la identidad,

v=moR.

(2) Para cada elemento fijo (s, @) € A x S! se tiene que la transformacién in-
versa R, 41, : Usp — A(s1) x S! define las variables accion-dngulo del sistema
Hamiltoniano (5.2.8), (5.2.9) asociado a la secciéon L (Esto lo aclaramos mas
adelante).

Estamos ahora en condiciones de formular el principal resultado sobre la re-
ducibilidad del sistema (5.1.10)-(5.1.13).

Teorema 5.9 Sea X el campo vectorial del sistema dindmico no-perturbado (5.1.10)-
(5.1.13) y supongamos que se cumplen las condiciones (H1), (H2). Entonces existen fun-
ciones suaves A : M — A(s1), ¢ : M — Sty un difeomorfismo de haces T : M — N
que cubre a la identidad,

T(s,0.0.9) = (5,9, A, 9,0,9),9(,9,p,9)), (5.2.34)

con las siguientes propiedades:

(a) El sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13) se transforma, bajo T, a una forma nor-
mal. Esto es, el sisterna dindmico del campo vectorial T, Xy estd dado por

& =0, (5.2.35)
¢1 = wil(s1), (5.2.36)
6 =0, (5.2.37)
2 = wa(s1,52), (5.2.38)

donde wy es una funcién suave en las variables (s1,s;) € D.
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(b) T es una transformacion canonica con respecto al corchete { , }2, es decir,

{A ¢}, ==L —— =1 (5.2.39)

Demostracién. Por medio de la variable accién a(s,E) (5.2.13) y la integral de
movimiento G de la hipétesis (H1) definimos la funcién A por

Als,9,p.0) = a(s,G(s,9,p,9)). (5.2.40)

De la relacion (5.2.1) se sigue, por un célculo directo, que A es una integral de
movimiento de Xg (5.1.14),

JA oa
Ly, A=wi=—+{H, A}, = 3E

50 Ly,G = 0. (5.2.41)

Mas atin, las integrales de movimiento s y A son independientes (sus gradientes
son linealmente independientes).

Dada una seccién L (5.2.29), considere la transformacién R en (5.2.33). Luego,
para (s, ¢) € A x S fijo, la transformacion inversa R, : Usy — A(s1) x S' es de
la forma

Roe(p,4) = (A(s, 9, p,9),90(s, 9, p,9)),

donde la variable dngulo ¢y corresponde a la renormalizacion del tiempo t a lo largo
de la trayectoria periédica I's (E),

27t
T(s,E)

$o = (mod 27). (5.2.42)
Por lo tanto, (A, ¢p) son precisamente las variables accién-dngulo del sistema Ha-
miltoniano (5.2.8)-(5.2.9), de lo cual se obtiene

{A ¢}, =1. (5.2.43)

Notemos que la variable accién A es independiente de la elecciéon de la secciéon L
y que la variable dngulo se transforma, bajo variaciones de L, como ¢g — ¢o +
X, donde X es una funcién suave arbitraria que es constante a lo largo de las
trayectorias peri6dicas T ,(E).

Definimos ahora la siguiente funcién:

def

6% w(s) 20 1 (Hy, o), (5.2.44)

d¢
De las relaciones (5.2.41) y (5.2.43), junto con la identidad de Jacobi para el corchete
{, }, se obtiene que
{6,A}, =0, (5.2.45)
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lo cual se ve facilmente por medio de un calculo directo:

@Ak = {24} + (a4l
@ 2
d
{52, A}~ {ign,Aby Hiky— (14 Hi}y o,
d 0 0A

0
= a)lﬁ{(,bo,A}z = 0.

De las relaciones (5.2.44) y (5.2.45) se sigue que la funcién 6 es de la forma

0 =0(s, ¢, Als, 9,p,9)), (5.2.46)

donde ® = O(s1, ¢1,52) es una funcién suave, 27-periodica en ¢;.

Consideremos ahora la transformacién
7o : (51, 91,52, 92) — (51,gol,A(sl,gol,p,q),¢o(51,g01,p,q))-

De (5.2.41) se tiene que

0 JA d d d
(70)+Xo = w1=— + (601— + {A,H1}2> 3 <W1ﬂ + {¢0/Hl}2> 392

091 091 2 091
w0 9o 9
= wla—q)l + <(U]a—q)l + {(P(), Hl}z) a—g02, (524:7)

lo cual implica que el sistema dindmico que se obtiene del “push-forward” (7y).Xo
es de la forma

$1 =0,
¢1=wi(s1),
$» =0,

P2 = O(s1, 1,52).

Introducimos ahora una nueva variable ciclica de la siguiente manera:

¢(s1, 91, p,q) = po(s1, 91, p.q) + x(51, 91, A(s1, 91, P, 7)), (5.2.48)

donde
X = x(s1,91,52) = x(s1, 91 + 271, 52), (5.2.49)
es una funcién suave. Asi, la transformacién 7 en (5.2.34), con A y ¢ definidas por

(5.2.40) y (5.2.48), respectivamente, satisface las propiedades (a) y (b) del teorema.
En efecto, notemos que la condicién (b) se sigue de (5.2.43) y (5.2.48). Con respecto
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a la condicién (a), notemos que de (5.2.47), ésta se cumple si la funcién ¢ satisface
la ecuacion

0
wla—;)l + {H1, ¢}, = wa(s1, A(s1, 91, 1,9))- (5.2.50)

Luego, tomando en cuenta (5.2.41) y (5.2.44) vemos que (5.2.50) se expresa, en
términos de x como

0
w1 (Sl)a—;fl(sb ¢1,52) = wa(s1,82) — O(s1, 91, 52). (5.2.51)
Sea
1 27T
wZ(Sll 52) = 2_ @(S], P1, 52)) d(Pl (5252)
7T Jo

Se sigue que la ecuacién (5.2.51) tiene una solucién ) que satisface (5.2.49) y es de

la forma
P1

wi(s1)x = wa(s1,82)p1 — i O(s1, @7, 52)dg]. (5.2.53)

Esto termina la demostraciéon del teorema. ]

Una consecuencia directa del Teorema 5.9 es la siguiente: Para cada (¢1,¢2) € D
(5.2.31), la imagen inversa bajo 7 de cada toro T? = {s1=c1, 2 =02} C N esun
toro en M. Esto lo formulamos en el siguiente resultado.

Corolario 5.10 Bajo las hipétesis (H1), (H2), el espacio fase M estd trivialmente foliado
por los 2-toros invariantes del sistema no-perturbado X,

Neye, = T‘l("ﬂ%’q) ={s1 =1, A(s1,91,p,9) = 2}, (5.2.54)

en los cuales el movimiento a lo largo de las trayectorias de Xo es quasi-periédico con
frecuencias w1 (c1) y wa(ci, c2), que estdn dadas por (5.1.8) y (5.2.52), respectivamente.

Sistemas Hamiltonianos lineales periédicos en IR%. En esta parte ilustramos con
un ejemplo, algunos de los conceptos y resultados de las secciones anteriores. En
particular, consideramos el caso cuando la funcién H; en (5.1.2) es cuadratica en
las variables p y g,

1
Hy = §(W1P2 +2wop g+ wsq’),

donde w; = w;(s1, ¢1), (i = 1,2,3) son funciones suaves y 27-periddicas en ¢;.
Asi, el sistema (5.1.10)-(5.1.13) toma la forma

§1 =0, (5.2.55)
@1 = wi(s1), (5.2.56)

[’?] — [ W(s1, 1) [”] . (5.257)
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En este caso,

_ [wils1, 1) wa(s1, ¢1) o -1
W(Slr 901) - w2(51/ 901) w3(51/ 901)} 7 J= |:1 0] .

Asi, este sistema se asocia con una familia de sistemas Hamiltonianos lineales en
IR2, que son peri6édicos en el tiempo.

Recordemos de [25] que un sistema Hamiltoniano lineal periédico se dice ser
estable (en el sentido de Lyapunov) si todas sus soluciones son acotadas para t €
(—o0,00). M4s atin, un sistema Hamiltoniano lineal periédico y estable es llamado
fuertemente estable (o paramétricamente estable), si toda perturbacion Hamiltoniana
T-periddica, suficientemente pequeiia, de ese sistema, es también estable.

Para los propésitos de este ejemplo, es necesario suponer que nuestro sistema
satisface la Hipoétesis de Estabilidad Fuerte:

(HEF) Para todo s; € A el sistema (5.2.55)-(5.2.57) es fuertemente estable.

Antes de proseguir, debemos recordar algunos hechos de la teoria de sistemas
Hamiltonianos lineales, que pueden ser consultados en [25]. Primeramente, el cri-
terio de estabilidad para el sistema (5.2.55)-(5.2.57) se puede formular en términos
de su matriz de monodromia. Sea F(s1, ¢1) la solucién fundamental del problema
lineal

(Ulc(li—F = ]W(Sl, q)l) F (5258)
P1

F(s1,0) = L. (5.2.59)

Es claro que F es una funcién suave en s;, @1, que toma valores en Sp(1,R) y
ademads, detF(s1, ¢1) = 1. De esta manera, en términos de la matriz de mon-
odromia M(s1) = F(s1,27), la condicién de estabilidad (HEF) se formula como
sigue:

-2 <trM(s1) <2, Vs € A.

Esto nos dice que el espectro de la matriz de monodromia 91(s;) es simple y
pertenece al circulo unitario en el plano complejo,

SpecM(s1) = {exp(+2mip(s1))},

donde B(s1) > 0.

Con el sistema (5.2.55)-(5.2.57) asociamos la ecuacién de Riccati para una fun-
cién (s, 1) — D(s1,91) (que depende de s; como pardmetro), con valores en
C:

wlg%) + w1 D? + 2w, D + ws = 0. (5.2.60)
1
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Proposicion 5.11 La hipétesis (HEF) es equivalente a la siguiente condicion: Existe una
tinica solucién suave D(s1, ¢1) = D1(s1, ¢1) + i Da(s1, ¢1) de la ecuacién de Riccati
(5.2.60) que satisface las propiedades siguientes:

Dy(s1,¢1) >0, (5.2.61)
D(s1, g1 +27) = D(s1, ¢1), (5.2.62)

para todo (s1, 1) € A x S.

Observacién 5.12 La existencia de una solucion suave D : A x S' — C con parte
imaginaria positiva tiene una interpretacién geométrica [25]: en la complexificacion (A x
Sl) x C2 — A x S la solucién D determina el subhaz Kahleriano

(s1,¢1) = {p=D(s1,¢1) q}

el cual es invariante con respecto al flujo del sistema (5.2.55)—-(5.2.57).

Proposicion 5.13 Bajo la condicién de estabilidad fuerte (HEF) el sistema (5.2.55)-(5.2.57)
admite una integral de movimiento G : (A x S') x R? — R, la cual estd dada por

G(s1, 91, p,9) = 2172 [(P — D1g)* + (D> q)z]- (5.2.63)

De esta manera, se cumplen las hipétesis (H1) y (H2).

Para demostrar este hecho, fijemos E; y E,, arbitrarios, de tal manera que
0 < E1 < E,. El sistema dindmico del campo vectorial Hamiltoniano V;; se integra
facilmente ya que se reduce al oscilador arménico bajo el cambio canénico de
variables
P (p—Dig)
vD:
Luego, para todo E € (Ey, Ey), la trayectoria periédica I's, o, (E) de V tiene perfodo
T = 27t con variables accién-dngulo

g /Day. (5.2.64)

a(s;,E)=E,  ¢o=*t (5.2.65)

Tomamos ahora una seccién L definiendo

p’(s1, 91, E) = \/2EDa(s1,¢1),  4°(s51,91,E) = 0.

De (5.2.30) y (5.2.65) se tiene que E(s1,52) = s2. Luego, el difeomorfismo R en
(5.2.33) esta dado por

Dl 252
Resipn (s2,92) — (p,q) = <\/252 (x/Dz cos ¢ + \/—D_z sen q)2> Y D, sen q)2> )
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La transformacién inversa R ~! queda definida por las relaciones

1
A(s;, 91,0,9) = —|(p—Di19)*+ (D2q)?|, 5.2.66
Gvevpa) = 55 (p=D19)* + (D29 (5.2.66)
¢o = arctan <p—7qu> (5.2.67)

D,

De esto y usando la ecuacién de Riccati, calculamos la evolucién temporal de ¢y
a lo largo de las trayectorias del sistema original (5.2.55)-(5.2.57) y derivamos la
férmula siguiente para la funcién © en (5.2.46),

O(s1, p1) = wi(s1, ¢1) Da(s1, ¢1).

La transformacién 7 que reduce el sistema a la forma (5.2.35)-(5.2.38) estd dada
por la férmula (5.2.34) bajo la sustitucién ¢ — @2 + x, donde

1 2
X=—— [wz(sl) $1 —/ wi(s1, 1) Da(s1, 91)d e |, (5.2.68)
w1(s1) 0
1 27
wsls1) = 5 /O w1 (51, 91)Da(s1, g1)dgr. (5.2.69)

Por lo tanto, la transformacién 7 (5.2.34) queda definida por las funciones A en
(5.2.66) y
-D
¢ = arctan <u> + x(s1, 91)-
D,
Notemos que los exponentes de Floquet B(s1) estan relacionados con las frecuen-
cias a través de las relaciones siguientes:

B(s1) =

Observacion 5.14 Notemos que la transformacion T es precisamente una modificacion
de la transformacién estdndar de Floquet—Lyapunov £ : (A x S') x R? — (A1 x S!) x
R? dada por

L1, = €XP (wlqz;)lC(sl)> o F71(51, P1).

En este caso K(s1) = W11 1n 0 (s) y existe una rama real del logaritmo de 9 s1) debido
27 y g

a la hipétesis de estabilidad. Luego, K(s1) € sp(1,R) y los valores propios de K(s1) son
+iwy(s1). Bajo la transformacion £, el sistema (5.2.55)-(5.2.57) se reduce a la forma
constante
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De esta manera, podemos escoger funciones vectoriales suaves e; : A — R? (i=12),
tales que

K(s1)e1(s1) = —wa(s1) ea(s1),
K(s1) e2(s1) = wa(s1) e1(s1),

y 7T = Tgo %, donde Ty : (A x S') x R?\ {0} — (A1 xS') x (RL x S1) es I
transformacién con inversa

| 2p | 2p
(s1, 91,1,9) — (1) cosgei(s1) + o (51) sengex(sy).

5.3 Transformaciones gauge exactas

En esta parte vamos a estudiar de manera un poco més general el tipo de trans-
formaciones 7 (5.2.34) que se introdujeron en el Teorema 5.9.

Al igual que en la seccién anterior, sean M = (R x $') x Ry N = (R x S!) x

(R x S!), con coordenadas (s, ¢ (mod 277), p,q) y (s1, ¢1 (mod 277), 52, @2 (mod 277)),
respectivamente. Consideremos las fibraciones 1: M — R xS yv: N — R x S!
que definen los correspondientes haces fibrados simplécticos, triviales. Si M C M
y N C N son dos dominios abiertos tales que (M) = A x S! = v(N), en-
tonces podemos verlos como los espacios totales de los subhaces fibrados triviales
T[‘M M — AxSly U‘N : N — A xS sobre la misma base, la cual tiene estruc-
tura simpléctica ds A d¢. En este caso, las fibras M, = (s, @) C R?y Ny, o, =
v 1(s1, ¢1) C R x S! tienen estructuras simplécticas dp A dg y dsz A dgy, respec-
tivamente. Aqui estamos interesados en el caso cuando 711 (M, o) = 11(Ng,,0,) =
Z.

Adicionalmente a las hipétesis anteriores, supongamos que se tiene dado un
difeomorfismo de haces 7 : M — N que preserva las fibras y es la identidad en
la base,

def
T(s,0.p,9) = (51,91, A(,9,0,9),¢(s,9,p.9)), (5.3.1)

para funciones suaves A = A(s, ¢, p,9) y ¢ = ¢(s, ¢, p,q) en M, tales que A(s, ¢, p,q) €
Ry ¢(s,¢,p,9) € S! (ver Teorema 5.9). Al difeomorfismo 7 definido por (5.3.1) lo
llamaremos una transformacion gauge.

Se sigue directamente de (5.3.1) que se cumplen las siguientes relaciones:

Sp O T = A, @20 T = (P (532)

Por otra parte, para cada elemento fijo (s, ¢) € A X 5! denotemos por 7T, :
Ms,p — N, ¢, la funcion sobre las fibras definida por

To(pq) & (A(s, ®.p.9),9(s, 9, P,q))- (5.3.3)



118 Normalizacién de Sistemas Hamiltonianos sobre Cilindros de Orbitas

Es claro que 7 (s, ¢,p,q) = (sl, ¢1,7;,¢(p,q)). En estas condiciones, asociamos a
T la siguiente 1-forma en M ,:

s, « 7., (s2dga) — pdg. (5.3.4)

Luego, por medio de un calculo directo, se obtiene

0 0
7:2)(52 de2) = A(s, ¢,p,9) <£ dp + 8_(5 dq> : (5.3.5)

Definicién 5.15 Una transformacién gauge T : M — N se dice ser exacta si
T*(dso Adgy) =dpAdg + dP, (5.3.6)

donde
P = Pl (S’ go’ p/ q) dS + PZ(S/ (P/ P/ Q) d§0; (537)

es una 1-forma horizontal en M, y los coeficientes Py, P, son funciones suaves y 27-
periddicas en las variable ¢. La 1-forma P en (5.3.7) es llamada una primitiva de 7.

Denotemos por d; y d las derivadas exteriores en M con respecto a cada uno
de los factores R x S! y R?, respectivamente. Luego, d = d; +dp y djod, =
dy od; = 0. Ahora podemos probar el criterio siguiente:

Proposicion 5.16 Sea T : M — N una transformacion gauge y supongamos que existe
una funcién suave K : M — R tal que

s,9 = —d2K, (5.3.8)
para todo (s, ¢) € A x S'. Entonces T es exacta, con primitiva dada por

P=Adi¢p + diK. (5.3.9)

Demostracién. Notemos que de (5.3.4) y de (5.3.5) se tiene
as,p = Adagp — pdg. (5.3.10)
Luego, de la hipétesis (5.3.8) y de (5.3.10) se obtiene

Adyp =pdg — doK. (5.3.11)

Por otro lado, tomado en cuenta (5.3.11), un célculo directo nos muestra que

T"(dsy; Adgs) =d (Adp) = d(Adip) + d(Adap)
—dpAdg + d(Adi¢) — d(d2K)
—dpAdg + d(Adi¢) + d(diK)
—dpAdg + d(Adip + diK). (5.3.12)
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Asi, comparando (5.3.6) con (5.3.12) proponemos
P = Adlgb + diK,

por lo que se cumple (5.3.6) con P dada por (5.3.9). Finalmente, los coeficientes de
la 1-forma horizontal P en (5.3.7) estdn dados por

ap K

dp oK
Po=A—*+ —. 3.14
2 3¢ + P (5.3.14)
Esto termina la prueba de la proposicién. |

Observacién 5.17 Notemos que T es una transformacion candnica con respecto al corchete
{,},, ya que de (5.3.10) y (5.3.11) se tiene que A dr¢ — pdg = —d2K, lo cual es equiva-
lente a

{A ¢}, =1. (5.3.15)

Ademds, de (5.3.10) y (5.3.11) también se tiene

Asp = <Aa—('b> dp+<Aa—('b— >dq:—a—de—a—qu,

op g ap 0
por lo que se obtienen las siguientes ecuaciones:
dp oK
A - o (5.3.16)
dp  JK
A 3~ 90 +p. (5.3.17)

Como una consecuencia directa de la Proposicién 5.16 se prueba a continuacién
un resultado el cual nos muestra que la transformacién que se introdujo en el
Teorema 5.9 es un ejemplo importante de una transformacién gauge exacta.

Corolario 5.18 Sea 7 : M — N el difeomorfismo en (5.2.34), donde las funciones
A=A(s,¢,p,9) y ¢ = ¢(s, @, p,q) estin definidas por las relaciones (5.2.40) y (5.2.48),
respectivamente. Entonces T es una transformacion gauge exacta.

Demostracién. La condicién (5.3.15) es precisamente la propiedad (5.2.39). Ahora
vamos a probar que también se cumple la condicién (5.3.8), para lo cual es su-
ficiente encontrar una primitiva de as,. Fijemos (s, ¢) € A x Sl. Se tiene que
Msp = {(s,9)} x Us g y €l grupo fundamental del dominio U, C R? estd gen-
erado por la trayectoria periédica I's ,(E) del sistema Hamiltoniano (5.2.8), (5.2.9).
Notemos que «; , es cerrada ya que de (5.3.4), (5.3.5) y de la propiedad (5.2.39) (o
bien (5.3.15)), se tiene

dots o = ({A, ¢}, —1)dpAdg =0.
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Mostraremos ahora que a;,, es exacta. De (5.2.15) y de la definicién (5.2.40) de A,
se tiene que A‘Ts¢(E) = a(s,E). Tomando en cuenta (5.2.13) y (5.3.4), se deriva lo

f Xs,p = f 7;?20(52 d§02) - 7{ qu
Tsp(E) I's,0(E) I's,0(E)

s, s,

siguiente:

27T
:/ a(s,E)d¢ — 27a(s,E) = 0.
0

Finalmente, dada una seccién L en (5.2.29) y fijando E € (Ej, Ep), definimos la
primitiva K , de & », dependiente de manera suave de s y ¢, vistos como paramet-
ros, por medio de la férmula

(p.g)

Kso(p,q) = — / s,p, (5.3.18)
(r°4°)

donde la integral se toma sobre cualquier curva que une el punto dado (p,q) €
Us,, con el punto (p°(s, ¢, Eo),q°(s, ¢, Eo)) asociado con L. Es claro que de (5.3.18)
se tiene —d»Kj , = a5, con lo cual se demuestra el teorema. ]

Definicién 5.19 Al difeomorfismo T : M — N definido por (5.2.34), con A y ¢ dadas
por (5.2.40) y (5.2.48) respectivamente, le llamaremos una transformacién gauge exacta
asociada al sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13).

Consideremos nuevamente el espacio fase M con estructura simpléctica no-
uniforme dada por
Oy =dsAde + edp Adg. (5.3.19)

En estas condiciones, el siguiente resultado justifica el término transformacion gauge
exacta.

Corolario 5.20 Si 7 : M — N es una transformacién gauge exacta, entonces
T.Qf = ds; Adgy + edsy Ade, — dQ, (5.3.20)
donde
Q = T.P = Qi(s1, ¢1,52, ¢2) ds1 + Qa(s1, 91,52, ¢2) dg1, (5.3.21)

es una forma horizontal en N'y P = Pids + Pd¢y es la primitiva de T (5.3.6), (5.3.7).
En este caso se tiene que

Qi=PoT' y Qy=PoT L (5.3.22)

Reciprocamente, si T : M — N es una transformacion gauge que satisface (5.3.20),
entonces T es exacta.
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En la Seccién 5.4 mostraremos que dada una forma horizontal Q y para cualquier
¢ > 0, la 2-forma cerrada (5.3.20) es no-degenerada en un dominio abierto de .
Este dominio es el espacio total de un subhaz de N’ — A x S!. A la 2-forma
definida por (5.3.20) le llamaremos una estructura simpléctica deformada ( o @-forma
simpléctica) en N.

Resumimos la discusion anterior en el siguiente resultado, el cual también nos
permitird introducir una clase de sistemas a los que llamaremos sistemas Hamilto-
nianos perturbados modelo, que estudiaremos con més detalle en la Seccién 5.5.

Teorema 5.21 Sea X, el campo vectorial Hamiltoniano del sistema perturbado original
(M, O, Hg) (5.1.4)-(5.1.7). Supongamos que el sistema no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13)
satisface las hipétesis (H1), (H2) en un dominio M C M. Sea T : M — N la transfor-
macion gauge exacta asociada, la cual estd dada por (5.2.34), (5.2.40), (5.2.48). Entonces
el “push-forward” 7. X, de X, bajo T es un sistema Hamiltoniano en N con respecto a
la estructura simpléctica deformada

Qf € T.05 = ds; Adgr + eds; Adgs — dQ, (5.3.23)
y la funcion
H, = H.0oT = Hy(s1) + e Hi(s1, 91,52, ¢2) + O(€?). (5.3.24)
En este caso, la forma horizontal Q en N estd definida por (5.3.21) y
Hi (51, @1, A(s1, 91,52, 92), §(51, 91,52, 92)) = Hi (51, 1,52, 92). (5.3.25)

Muds aiin, el sistema no-perturbado Xo =
(5.2.38).

XFIJS:O de X = T.X. coincide con (5.2.35)-

Un sistema Hamiltoniano que depende del parametro ¢, (/\/ , Q%, ﬁg), en el cual
el Hamiltoniano satisface (5.3.25), lo llamaremos un sisterma Hamiltoniano perturbado
modelo si el sistema no-perturbado Xy es de la forma

Hasta aqui se ha completado lo que seria la primera etapa en lo que respecta a
la teoria de perturbaciones para una clase de sistemas Hamiltonianos de la forma
(5.1.4)-(5.1.7).

En las Seccién 5.6 se da el siguiente paso en el cual se da la interpretaciéon
del sistema no-perturbado Xy como un sistema Hamiltoniano completamente in-
tegrable. En particular, los 2-toros (5.2.54) vienen a ser toros de Liouville. Final-
mente, en la tltima etapa, Seccién 5.8, se aplica el método de homotopia con el
tin de llevar al sistema Hamiltoniano perturbado original al contexto de la teoria
KAM.
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5.4 Estructuras simplécticas deformadas

En esta parte estudiaremos las estructuras simplécticas introducidas al final de
la seccién anterior, que como ya hemos visto, surgen en el estudio de sistemas
Hamiltonianos con dos grados de libertad en el contexto de la teoria hamiltoniana
de perturbaciones.

El tipo de espacios fase que nos interesan son los dominios toroidales de la
forma N = (A1 x S') x (A x S'), con A1, Ay C R intervalos abiertos (ver Defini-
cion 5.8). Sean (s1, ¢1(mod 27), s, p2(mod 277)) coordenadas en el espacio Ny
supongamos que estd equipado con la familia de 2-formas

O =ds;y Ader +eds, Ade, —edQ, (5.4.1)
parametrizadas por la 1-forma horizontal Q en NV,
Q= 0Qyds; + 9> de, (5.4.2)

donde Q; = Q;(s1, 91,52, ¢2), i = 1,2, son funciones arbitrarias suaves en N y el
pardmetro ¢ € [0, 1]. Notemos que la 2-forma QF en (5.4.1) coincide con la 2-forma
Q% en (5.3.23) para Q = Q.

De manera explicita, se tiene que la 2-forma (), se expresa como

09, 09 091 091
e _ _ _ o=l =1
Oy, = [1 € < 2, P >] dsy Adeg +¢ 35, ds; Adsy + 884)2 dsy Adea
+ e@dq)l Ads, + e@dq)l Ad@, + edsy A des. (5.4.3)
aSQ 84)2

Ademds, para ¢ = 0 se tiene que )% = ds; A dg; es la 2-forma simpléctica canénica
en el cilindro A; x S'. Ademas, si Q = 0 en (5.4.1), entonces se obtiene la forma
simpléctica

Qf = ds; Adg; +edsy Adey, (5.4.4)

la cual es una forma simpléctica no-uniforme en .

Para cada ¢ € [0,1], la 2-forma QY es cerrada. Sin embargo, para ¢ > 0, la
condicién de no-degeneraciéon depende de las funciones Q; y O, por lo que es
necesario determinar un dominio adecuado en el espacio fase N en el cual esta
forma sea no-degenerada.

Para mostrar que la 2-forma (), es no-degenerada podemos calcular el deter-
minante de su matriz asociada y probar que éste es siempre distinto de cero. En
este caso, en lugar de calcular directamente tal determinante, vamos a introducir
bases locales adecuadas para TN y Q(N), de tal manera que la matriz de la 2-
forma (5.4.3) se exprese de un modo mads sencillo. Para ello, recordemos que toda
forma horizontal @ induce una conexién de Ehresmann I' (3.2.30), (3.2.31) en el
haz trivial T : N' — A; x S! y los campos vectoriales que generan localmente la
distribucién horizontal son precisamente los I'-levantamientos horizontales de los



5.4 Estructuras simplécticas deformadas 123

campos vectoriales basicos d/ds; y 9/9¢; en la base A; x S! (ver (3.2.14)). En esta
situacion, esos campos vectoriales vienen dados por

def O 091 0 991 0
hOI‘l = E + < a—q)za_sz + a—Sza—qoz> ’ (545)
def O 09, 0 09, 9 )
hor = — 4+ |- — — . 5.4.6
2 ag01 < ag02 852 852 ag02 ( )
Se tiene asi que
hory, hor i i (5.4.7)
1/ 2/ asz 4 a¢2 4 . .
es una base local para TN. Més aun, si definimos las 1-formas
def 09, 09, >
I'n = dsy+ | =—ds;+=—=d , 5.4.8
1 2 < 30, BT 54, ) (5.4.8)
def 09 09
I, = d¢; < 9% ds; + 9% dq)1> , (5.4.9)
se sigue que
{dsll d(Pll rl/ FZ} 7 (5410)

es una base local para el espacio de las 1-formas Q!(\'), dual a la base (5.4.7).

Sea F, la 2-forma definida en NV por

Fy & Frads Adey, (5:4.11)
donde
. 09, 09 09109, 09,09
Fp=1—c¢ [( 25, 84)1) + < 952 99 952 992 >] . (5.4.12)

Notemos que F, coincide con la 2-forma horizontal (3.2.44) introducida en la Sec-
cién 3.2. En este caso, la forma simpléctica en la base A1 x S! es ds; A dg; y la
estructura de Poisson vertical estd dada en las fibras por el corchete {, }, definido
en (5.2.2).

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 5.22 Para cada ¢ > 0, la 2-forma Q) (5.4.1) se representa como
QSQ = fg + el AT, (5.4.13)

donde F, estd dada por (5.4.11) y I'y, 'y se definen por (5.4.8), (5.4.9). Mds aiin, la
2-forma ), es no-degenerada si y sélo si la forma F, es no-degenerada, es decir, F12 # 0.
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Demostracion. Un calculo directo nos muestra que la 2-forma eI’y A I'; estd dada
por

_ [(0Q10Q2 092209 091 091
el1 AT, =¢ < 35, 99 25, a§02> ds; Adeq + sa—Sstl Adsy + Sa—gozdsl A dea
+ s@d(pl Adsy + s@dq)l Adg@s + edsy Adeo,
852 a§02

por lo que comparando esta expresién con la de (), en (5.4.3), se sigue claramente
la férmula (5.4.13), con F, definida por (5.4.11). Ahora s6lo nos resta establecer
las condiciones de no-degeneracion de ()f,. Para ello, notemos que la matriz que
la representa puntualmente con respecto a la base (5.4.10) esta dada por

0 Fno 0 O

, (5.4.14)

0 0 —¢ 0

cuyo determinante es e2F%,. De esto se sigue que el determinante de la matriz
(5.4.14) es no-nulo si y s6lo si Fip # 0. [ |

Corolario 5.23 Sie > 0, la 2-forma (), es no-degenerada en el dominio abierto

NE = Dom(0) = {(s1, 91,52, 92) € N | Fra(s1, 91,52, 92) # 0} C N,

Q

donde JFi estd dada por (5.4.12). Por lo tanto, Q) es una forma simpléctica en ./\/Q£

El dominio /\/’5 en el cual la 2-forma Q) es simpléctica puede extenderse a
todo el espacio fase N si tomamos el pardmetro ¢ lo suficientemente pequefio
e imponemos condiciones un poco mds fuertes para las funciones Q; y 9, que
definen la forma horizontal Q (5.4.2). Se tiene asi el siguiente resultado.

Corolario 5.24 Si las funciones Q1 y Q en (5.4.2) estdn bien definidas y son suaves en
la cerradura de N\, N = Ay x S x Ay x S, entonces existe 0o > 0 tal que para todo €
con 0 < & < 0, se tiene que

Por lo tanto, Q5 es una forma simpléctica en todo el espacio fase N

Demostracion. La funcion f, definida por

£ = 09, d 090109y 09,0
¢\ 95y 091 052 02 052 02 ’
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es suave en el compacto N por lo que toma su valor maximo en este conjunto.
Ademas, se requiere que

Fuo=1—¢f, #0. (5.4.15)
Si tomamos
5 1
2 max z)| V
max { 11,2)]}

secumple 0 < ¢[f,| < 1 paratodoecon0 < ¢ < ¢,, lo cual nos garantiza (5.4.15). m

En vista del Corolario 5.24 y por simplicidad, vamos a suponer en lo que sigue
que 0 < & < ¢,, de tal modo que el dominio de la forma simplética Q)F, sea todo el
espacio fase N.

De esta manera, la estructura de Poisson, {, }g, que induce la forma simpléctica
Q) esta definida en todo V' y estd dada por (ver (1.1.12)),

{F, Gl = Qa(X:, X5),

donde X, y X_ son los campos Hamiltonianos de las funciones F,G € C*®(N),
respectivamente. Recordemos que en este caso, el corchete de Poisson {, }; define
el tensor de Poisson

1 ;0 d
g LN )i A, 5.4.16
Q 2 2]:( Q) aZi 82] ( )
donde las funciones componentes estan definidas por

(¥5)7 = {z,, 5},
con z1 = sy, zp = @1(mod 27), z3 = 52 y 24 = @2(mod 271).

Proposicién 5.25 El corchete de Poisson {, }2 en N que corresponde a la forma simpléc-
tica QO estd dado por

e_ 1 e_ 109 . 100,
to1 1) = Fio’ to1s2)g = Fi2 092’ {s1,92) = Fi2 082
(5.4.17)
190 190
{pr,52}5 = f—ua—q)zl, lov ok = -5 (5.4.18)
e_ 1 1 (09100 09,0
{s2, 92} = -t 7 (852 20s o aq)z). (5.4.19)

Demostracién. Si utilizamos la relaciéon (1.1.13) y la expresion (5.4.13) para la forma
simpléctica (), en la base (5.4.10), se tiene que la matriz asociada al tensor de
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Poisson ‘I’; (5.4.16) en NV esta dada por

L Fel .
Luego, el tensor de Poisson se puede expresar en los siguientes términos:

1 1 0 0
Yt = — h h - — N =—. 4.2
T 7 or; Ahory, + ¢ 95, A 992 (5.4.20)

De esto se sigue, haciendo los cdlculos necesarios, que
1 d d 1 092\ 0 d 1 092\ 0 d
€ __ - - - - =~ - o - =~ o -
lFQ N <f12> 851 A aq)l <.7:12 ag02> asl A aSQ + <.7:12 aSZ > asl A ag02

+<L@>iAi _ <L@>1Ai
flz 84)2 aq)l aSZ .7:12 aSZ ag01 84)2

1 1 (001092 022,09 d d
+ |:€ + f12 < aSQ ag02 aSQ 84)2 >:| aSQ A ag02 (5421)
Esto finaliza la prueba de la proposicion. ]

5.5 Perturbaciones de sistemas modelo

Recordemos que en el Teorema 5.9 se introdujo una clase especial de sistemas
dindmicos (5.2.35)-(5.2.38) en dominios toroidales ' = (A; x S!) x (A, x S') que
resultan ser una forma normal de ciertos sistemas Hamiltonianos no-perturbados
(5.1.10)-(5.1.13), a través de una transformacién gauge exacta 7 (5.2.34). Mds aun,
en el Teorema 5.21 se probd que, bajo ciertas hipétesis, el sistema Hamiltoniano
perturbado (M, Qf, Hg) (5.1.4)-(5.1.7), considerado como un sistema en dominio
M C M, se transforma por medio de 7 : M — N, en un sistema Hamilto-
niano relativo a una estructura simpléctica deformada Qf (5.4.1) en A/, donde
Of = 7.0}, con Q) la estructura simpléctica no-uniforme (5.3.19). Ver también el
Corolario 5.20.

En esta seccién, veremos que la estructura de Poisson ({ SN ) introducida
en la Proposicién 5.25, nos permite investigar el tipo de sistemas que son Hamil-
tonianos relativos a ese corchete de Poisson. Para ello, fijemos la forma horizontal
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Q = Qids; + Qode; y consideremos la forma simpléctica Of, con 0 < & < 4,,
definida en todo el espacio N (ver Corolario 5.24). En estas condiciones, se tiene
el siguiente resultado.

Proposicién 5.26 Sea (N ,Q%, ﬁg) un sistema Hamiltoniano con

ﬁg = H()(S]) + Eﬁl (Sl, ¢1,52, q)z) + 0(82). (551)

Entonces la dindmica del sistema Hamiltoniano (N, Q5 IN{S), cuando ¢ — 0, es de la
forma

s = {Hes1} = O(e), (5.5.2)
¢1 = {He, 91} = w(s1) +O(e), (55.3)
$ = {He,5}5 = Oe), (5.5.4)
P2 = {ﬁs/ @2}; = wy(s1,52) + O(e), (5.5.5)
para -
w(s1) = %—}S{f, (5.5.6)

y una funcion w, = w»(s1,s2), si y sélo si
Hi = —w1Qs + g(s1,52) + x(s1,91), (5:5.7)

donde § = g(s1,52) y x = x(s1, ¢1) son funciones arbitrarias. En este caso,

wy = 28 (5.5.8)

Demostracién. Observemos que de (5.4.12), podemos expresar F1, como
Fi2 =14 0(e). (5.5.9)

De esta expresion y de las relaciones (5.4.17)-(5.4.19) para el corchete de Poisson
{, };, junto con (5.1.2), (5.5.6), se sigue que (5.5.2) y (5.5.3) se cumplen de manera
automaética.

Por otra parte, para los corchetes {ﬁg, Sy }2 y {ﬁg, P2 }2 se obtienen, respectiva-
mente, las siguientes expresiones:

_ ﬁ 0H,
{He, 52} {51,52} -+ {ous)y 5 = ot {925 Qa
_ _;an o QO | 1901 9H,
- flz a(p2 851 aS flz a§02 a(p1

+ 0(e?)

. [1 n 1 <3Q1 09, 99 3Q2>] oH,
]:12 852 a§02 a§02 852 a§02
1 9Q,0H, 0H;

= ——= — + O(e 5.5.10
F12 84)2 851 84)2 ( ) ( )
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o1,
{5t + 0

N oH, FI
{HSI G”Z} {S], 4)2}9 as + {q)ll GDZ} + {52’

_ 199
- .7'_12 852

51 Sas | T 0 agr

9H, aFIl] 1 99, 0H,

1 1 (00,900 00;00,\]0H; 2
e — (@)
te |: * flz <852 ag02 84)2 852 >:| aSQ * (S )
1 90,0Hy, 9H,
= — . 5.11
T os s o, O ©.5.11)
De esto se sigue que (5.5.4) y (5.5.5) se cumplen si y sélo si
9H, 90:0Hy  9Q,
g1 _ S wi(sy), 5.5.12
o0p2 0y 0sq 0P 1(s1) ( )
OH; 9Q,
B wy — 3—52“’1' (5.5.13)
En consecuencia, de (5.5.12) se tiene que
ﬁl = —w1Q2+ g(51,52, ¢1), (5.5.14)
para alguna funcién suave g = g(s1,s2, 1), de lo cual se obtiene
OH; 99,
5 —w1 55 + 355 (51,52, ¢1). (5.5.15)

Comparando (5.5.15) con (5.5.13) se sigue que

)
ws(s1,82) = ag (51,52, 91),

4 . .2 . a
y de esta dltima ecuacién se obtiene o1 (BSZ> a o7 w2 =0, por lo que

g = 8(s1,52) + x(s1, 91),

con lo cual se satisface la condicién (5.5.8) para la funcion ws. |

La Proposicién 5.26 que acabamos de demostrar es importante ya que es posi-
ble observar que si ¢ = 0, entonces el sistema (5.5.2)-(5.5.5) toma la forma

§ =0, (5.5.16)
g1 = w(sy), (5.5.17)
s = 0, (5.5.18)
@2 = wa(s1,52), (5.5.19)

lo cual nos permite pensar en el sistema (5.5.2)-(5.5.5) como una perturbacién del
sistema (5.5.16)-(5.5.19), para ¢ < 1, el cual es precisamente el sistema (5.2.35)-
(5.2.38), el cual a su vez, es el “push-forward” del campo vectorial X bajo la trans-
formacién gauge exacta 7 (5.2.34), como se prob6 en el Teorema 5.9. En lo que
sigue, vamos a estudiar con més detalle este tipo de sistemas.
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5.6 Estructura Hamiltoniana para sistemas de dos frecuen-
cias

En lugar de estudiar el sistema (5.5.16)-(5.5.19), vamos a estudiar una clase de
sistemas un poco mas generales, aquellos en los que las frecuencias w;y y wy de-
penden ambas de las dos variables s y s».

Consideremos el sistema dindmico

s = 0, (5.6.1)
g1 = wis1,%2), (5.6.2)
$ = 0, (5.6.3)
2 = wa(s1,%2), (5.6.4)

en el espacio fase D x T2, donde D C R? es un dominio abierto con coordenadas
(s1,%2) € Dy ¢1(mod27), ¢2(mod27) son coordenadas ciclicas en el toro T?.
Ademads, suponemos que wy = wi(s1,52) Y wa = wa(s1,52) son funciones suaves
en D.

El sistema (5.6.1)-(5.6.4) tiene dos integrales de movimiento, a saber, las fun-
ciones s1 y s2. En efecto, si denotamos por Xy = w19/9d¢1 4+ w;0/9d¢@y el campo
vectorial definido por este sistema, es inmediato verificar que Lx,(s;) = 0 para
i = 1,2. De esto se sigue que el espacio fase D x T? estd trivialmente foliado por
2-toros invariantes

T%],Cz = {Sl = Cl/ 52 = CZ}/

del sistema (5.6.1)-(5.6.4), en los cuales el movimiento a lo largo de las trayectorias
de Xy es quasi-periddico con frecuencias wi(s1,s2) y wa(s1,s2).

En general, un sistema de la forma (5.6.1)-(5.6.4) no es Hamiltoniano relativo a
la forma simpléctica candénica en D X T2,

OF" = dS] VAN dq)l + d52 A dgl)z (565)

Esto se debe a que las frecuencias w; y w, son funciones arbitrarias y no necesari-
amente satisfacen la condicion de compatibilidad
8w1 8w2

De esta manera, nuestro interés es darle una estructura Hamiltoniana a este
tipo de sistemas por medio de lo que hemos llamado estructuras simplécticas
deformadas y considerar a los 2-toros "Jl“%llc2 como toros de Liouville de un sistema
Hamiltoniano completamente integrable con dos grados de libertad.

El caso general. Una manera en la que podemos intentar resolver el problema que
ahora nos ocupa es tratando de deformar la estructura simpléctica canénica (5.6.5)
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por medio de ciertas funciones I1(s1,s2), I(s1,s2) definidas en el dominio abierto
D C R? De esta manera, se obtendrfa una nueva forma simpléctica, la cual nos
proporcionaria la estructura Hamiltoniana que buscamos para nuestro sistema.
Un resultado en esa direccion es el siguiente.

Proposicién 5.27 Supongamos que el dominio abierto D es simplemente conexo y que
existen funciones suaves Iy = I1(s1,52), I, = Ix(s1,52), definidas en D, las cuales satis-

facen las condiciones

oL oL, AL Al
oo ongs 2O (5.6.7)

8w1 811 8w1 811 . 8w2 812 8w2 812

= < — =, 5.6.8
asl 852 852 asl 852 851 851 852 ( )

Entonces el sistema (5.6.1)-(5.6.4) es Hamiltoniano en D x T? con respecto a la forma
simpléctica

Q=dl Adgy +dl Ades, (5.6.9)
y la funcion Hamiltoniana
811 812 811 812
; _ 9h | 0,92 90 4w, 22 6.1
(s1,82) [, <CO1 951 + wy 851> ds; + <CO1 9% + wy asz> ds,, (5.6.10)

donde y una curva arbitraria suave que une el punto fijo (s9,59) € D, elegido arbitraria-
mente, con el punto (s1,s2) en D.

Demostracion. Primero vamos a probar que (2 es una forma simpléctica. En efecto,
se tiene que en términos de las coordenadas (s1, ¢1,52, 92),

~ oL ol ol ol
Q= 851 d51 VAN dgl)l aSqu)l N d52 + 851 dS] N d§02 + 852 dSz A dgl)z, (5611)

por lo que es claro que esta 2-forma es cerrada. Asimismo, se sigue directamente
de (5.6.11) que la matriz de esta 2-forma es

oL b
0 & 0 &
_oh g _9h
ds1 ds)
0 b o 2|
852 352
b o _9b
ds1 ds)

cuyo determinante viene dado por

2
2:<%%_%%>2_ g (5.6.12)
p= 0s1 0sp  0sp 0sy g_g g_g . 6.

Por lo tanto, Q) es no-degenerada si y sélo si se cumple la condicién (5.6.7).
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Por otro lado, el campo vectorial X del sistema (5.6.1)-(5.6.4) es, por definicién,
Hamiltoniano con respecto la forma simpléctica ) (5.6.9) y a una funcién suave

Xo10 = —dF. (5.6.13)

Luego, usando (5.6.11) se obtiene

~ oL ol oL ol
Xo4 O <w1 %5, + wo %51 > dsy <w1 %% + wop 852> ds, (5.6.14)

Sustituyendo (5.6.14) en (5.6.13) se obtienen las siguientes ecuaciones para F:

a_F = a_F =0. (5,6,15)
o091 92
oF ol ol
= - — 6.1
851 “i 851 @2 851 (5 6 6)
oF dh dalp
— = — —. .6.17
852 “1 852 T 852 (5 6 )

De esta manera, la condicién (5.6.13) implica que F es independiente de ¢1 y ¢»,
es decir, F = F(sy,s7). Por lo tanto, (5.6.16), (5.6.17) se escriben, en el dominio D,
en forma de la siguiente ecuacién para F:

oF oF oF oF
dF = —d —d —d =—d¢,, 5.6.18
9% sl+a§01 (Pl+aS2 52+a¢2 P2 ( )
El lado derecho de (5.6.18) es una forma cerrada si y sélo si se cumple la condicién
(5.6.8) en D. Tomando en cuenta que D es simplemente conexo, se concluye que
la funcién Hamiltoniana F existe y viene dada por (5.6.10). ]

Observacién 5.28 Notemos que si el dominio D tiene forma de estrella, entonces por el
Lema de Poincaré aplicado a la 1-forma dF (5.6.18), se tiene que

F(s1,5) = (w1l + wa ) (s1 457,52 493) — (w1 1 + w2 b)(s),s))

1
d d
— L — I — v 9 dr, 5.6.19
/0<1drwl+ szCUQ>(T51—|-Sl TSy +s5)dT ( )

Si suponemos ademds que (0,0) € D y tomamos (s2,s3) = (0,0), entonces la formula

para el Hamiltoniano F toma la forma
F(S],Sz) = (w1 L + wy 12) (S],Sz) — ((U] L + wy 12) (0, 0)

—/1<I iw + I iw)(rs Tsy) dt (5.6.20)
L gt * g @w2)(Ts1,782) AT, 6.
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Corolario 5.29 Si las funciones I, I, en la Proposicion 5.27 son tales que I; = s1 e
I, = sy, entonces (5.6.8) implica la condiciéon de compatibilidad (5.6.6).

Observacién 5.30 Si consideremos la funcion 1 definida en D por

I:(s1,5) — (11 (51152)112(51,52), (5.6.21)

se sigue de la condicién (5.6.7) que I es un difeomorfismo local. Si la funcién I es inyectiva
se tiene que (5.6.21) nos da un cambio de coordenadas y (5.6.7) es precisamente el Jaco-
biano de este cambio de coordenadas.

La estructura de Poisson en D x T2 que induce la forma simpléctica Q) (5.6.11)
estd dada por el tensor de Poisson

2Z l]a_zl _"

donde ¥/ = {z/,2/}, con z; = 81, 20 = @1,23 = 52 y z4 = @2. La matriz asociada al
tensor ¥ es

al, Al
0 & 0 -5
1(-% o 2% 9
S S
o A TR P (5.6.22)
p asl 851
ol 0 -9 0
852 asl

donde p esta definido por (5.6.12). Se tiene asi el siguiente resultado:

Proposicién 5.31 El corchete de Poisson {,} que corresponde a la forma simpléctica Q
en D x T? estd dado por

13 _ _19n

{s1, 91} = 0 35,7 {s1,52} =0, {s1, 2} = 5 95, (5.6.23)
_19L B 19l

{p1,} = 5 35, {p1,92} =0, {50, 92} = e (5.6.24)

Notemos que si F; def s1y B def sy, entonces F; y F, estdn en involu-
cién ya que {F;,F,} = 0; ademds, estas funciones son integrales primeras del
sistema (5.6.1)-(5.6.4), como ya se habfa mencionado. De esta manera, el Teorema
de Arnold-Liouville nos permite establecer el siguiente resultado:

Proposicién 5.32 El sistema (D x T?, ﬁ, F ) es un sistema Hamiltoniano completamente
integrable por lo que la variedad D x T? estd foliada por toros de Liouville

Tgl o = = {(s1,52, 91, 92) € D x T? ‘ FL=c,FE=0c}
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Si la transformacion 1 en (5.6.21) es inyectiva, entonces las funciones coordenadas I,
I, @1, @2 son las variables accién-dngulo. Mds aiin, las variables accion 1; e I, estdn
determinadas por las formulas

1 1
Il = % &, 12 = % &,
27 " 27 72

donde 1 = y2(c1,¢2), v2 = Y2(c1,c2) son 1-ciclos fundamentales en T? ., v la 1-forma

/€2

« = Iy dgq + I do definida en una vecindad de Tgl,cy satisface () = da.

El caso de la dindmica proyectable. En esta parte mostraremos que es posible,
bajo algunas hipétesis adicionales, obtener de forma explicita las funciones I; e I,
introducidas en el estudio del sistema (5.6.1)-(5.6.4). En ese contexto, supusimos
que las frecuencias w; y w, eran funciones que dependian de las variables s; y s».
Una primera hip6tesis que imponemos ahora es la siguiente:

w1 = W1 (Sl). (5625)

En consecuencia, el sistema (5.6.1)-(5.6.4) toma la forma

$1 =0, (5.6.26)
1 = wi(s1), (5.6.27)
$ =0, (5.6.28)
§2 = wa(s1,52). (5.6.29)

Vamos a suponer, ademas, que el espacio fase es D x T? es tal que
D=2MxM CR?

con A y A; intervalos abiertos de IR. Una hipétesis adicional es que las funciones
w1 = w1(s1) Y wa = wa(s1,52) son suaves en D, con s1 € A1 y sp € Ap.

Reconocemos el sistema (5.6.26)-(5.6.29) como el sistema (5.2.35)-(5.2.38), el
cual es el resultado de aplicar la transformacién 7 (5.2.34) al sistema dindmico
no-perturbado (5.1.10)-(5.1.13), (ver Teorema 5.9).

De esta observacion se sigue que el sistema (5.6.26)-(5.6.29) es un sistema
dindmico proyectable al identificar el espacio fase D x T? con el dominio toroidal
simple (A; x S') x (Ay x S'). El campo vectorial Xy del sistema (5.6.26)-(5.6.29) se
proyecta al campo

o — w0
- 134)1

sobre la base A; x S!, donde f = f(s1) es una funcién suave que satisface
f’(Sl) = W1 (Sl). (5630)

Supongamos, ademds, que la funcién w; satisface la condicién

o1 4, Vs, € Ay (5.6.31)
851
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En este caso es posible calcular de manera explicita las variables deformadas I, I.
En efecto, la ecuacién (5.6.8) toma la forma

8w1 8[1 - aa)z 812 aa)z 812

D5y s, 0sp 95, 081 6.32
ds1 09sp dsy 0sq 0s1 0sy” (5.6.32)

lo cual nos lleva a formular una hipétesis obvia para tratar de simplificar esta
ecuacion: la funcién coordenada I, sélo depende de la variable s;; esto es, pode-
mos suponer que

12 = C(Sg). (5633)

donde ¢ : Ay — R es una funcién arbitraria suave de s;. De esta manera, de
(5.6.32) se obtiene

8[1 aCOZ
! L= (s, "(s0), 5.6.34
wl(sl)aSZ asl (Sl Sz)g (52) ( )
por lo que
1 2 dw - g~
L(s1,52) = — 2(51,5) {'(52) ds2 + L(s1), (5.6.35)

wi(s1) Jsy 951

con sJ un punto arbitrario fijo en A, y donde I : A; — R es una funcién arbitraria

de S1.

Esta discusién nos permite establecer el siguiente resultado.

Proposicién 5.33 Supongamos que la funcion w; satisface (5.6.25) y (5.6.31). Entonces
las funciones

I (s1,52) = _w;](le) soz %‘;’f (s1,82) ' (82)dsy + IV(sy), (5.6.36)
L(s2) = C(s2), (5.6.37)

son soluciones de (5.6.8). Ademds, la condicién de no-degeneracion (5.6.7) toma la forma

O (5 52) 2 (52) £0, (5.6.39)

851
para todo s1 € Ay y para todo s, € Ap. En este caso, la transformacion 1 (5.6.21) es un
difeomorfismo en D.

Ahora, adicionalmente a las hipétesis (5.6.25) y (5.6.31) hechas con respecto
a wi en la Proposicién 5.33, supongamos también que w, depende solamente de
s1 € Aq:

wy = (Uz(Sl). (5639)
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En este caso, si tomamos I, como en (5.6.37), entonces es posible evaluar la integral
en (5.6.36) y se obtiene

— 1 2 / (> = — W (S ) |7
h=- 5 / wh(e) () & + [(s1) = =T L), + Hle)
—_@alo) iy 92 ey o,

wi(s1)

Esto nos permite definir la funcién I de manera que podamos simplificar la ex-

/
presion para I;: Si hacemos I9(s) L 5 — Z%Ezl; 7(s9), se obtiene finalmente,
1\~1
wy(s1)
L(s1,82) = 81 — —2 $2). 5.6.40
1( 1 2) 1 wi(sl) g( 2) ( )

Podemos resumir esta discusion de la siguiente manera:

Corolario 5.34 Si las frecuencias w1, wy sélo dependen de sy, esto es, cumplen (5.6.25) y
(5.6.39) y ademds, wy satisface (5.6.31), entonces las funciones

wy(s1)
m I(s2), (5.6.41)

L(s2) = {(s2), (5.6.42)

son soluciones de la ecuacién (5.6.8) y la condicién de no-degeneracion (5.6.7) toma la
forma

ol (s1,52)
851

Ii(s1,82) = 51 —

wj (s1)wy(s1) — wy(s1)wy(s1)
[wi(s1)]?

'(s2) = |1 0(s2)| T'(s2) # 0.

Estructuras Hamiltonianas que dependen de un pardmetro. En esta parte pro-
baremos que el sistema (5.6.26)-(5.6.29) es Hamiltoniano con respecto a una estruc-
tura simpléctica que depende de un pardmetro ¢ > 0, la cual puede considerarse
como un reescalamiento de la forma simpléctica 0 (5.6.9).

Por otro lado, una observacién interesante es que la nueva forma simpléctica
reescalada coincide con la estructura simpléctica deformada )f, (5.4.1) para una
forma horizontal Q, la cual ya estudiamos en la Seccién 5.4.

La principal ventaja de suponer que la frecuencia w; depende sélo de la vari-
able s; es que nos da cierta libertad con respecto a las funcién coordenada I, lo
cual nos permite introducir la hipétesis (5.6.33), y asi poder obtener soluciones
explicitas de la ecuacién (5.6.8).

En particular, uno puede definir de manera conveniente la funcién ¢ en (5.6.33)
e introducir un parametro & que nos definird una familia parametrizada de solu-
ciones I, I (reescalamiento) de la ecuacién (5.6.8). A su vez, estas soluciones
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nos definen, por medio de (5.6.9), formas simplécticas parametrizadas, las cuales
podemos ver como estructuras simplécticas deformadas en el sentido de las estu-
diadas en la Seccién 5.4.

En este caso, veremos que es posible relacionar las estructuras Q) y ), para
una 1-forma horizontal particular Q = Q;ds; + Q> de¢;.

De esta manera, supongamos que se cumplen (5.6.25), (5.6.31) y que la funcién
coordenada I, en (5.6.33) es de la forma

Iz (52) = &Sy, (5643)

para un pardmetro ¢ > 0. Luego, la ecuacion (5.6.34) se escribe como

dl dw
6%(51)8—5; = —¢ gf(sl,Sz), (5.6.44)

la cual podemos integrar y se obtiene la siguiente expresion para I;:

3 52 dwo
wi(s1) Jsg 91

Li(s1,82) = — (s1,82)dsy + I} (s1). (5.6.45)

Se tiene asi el siguiente resultado.
Proposicién 5.35 Si wy satisface (5.6.25) y (5.6.31), entonces las funciones
5 %2 9wn

Li(s1,82) = ——

wi(s1) Jgg 9s1
12(52) = &Sy, (5647)

(s1,82)dsy + I)(s1), (5.6.46)

son soluciones de (5.6.8). Ademds, como ¢ > 0, la condicién de no-degeneracion (5.6.7)

toma la forma

9h(s1,52) £ 0. (5.6.48)
851

para todo s1 € Ay, s € Ay. En este caso, la transformacion 1 (5.6.21) es un difeomorfismo
en D.

Recordemos, una vez mads, las dos hipétesis que hemos hecho con respecto a la
funcién wy, a saber, que sélo depende de la variable s; (5.6.25) y que no se anula
en el intervalo A; (5.6.31). Ademas, introducimos la funcién f = f(s1) la cual
satisface f'(s1) = wi(s1) (5.6.30).

Sea h = h(s1,s2) la funcién definida en D = Ay X A, por
def [ I
h(Sl,Sz) = (Uz(Sl,Sz) dSz, (5649)
s3

donde sg es un punto arbitrario, pero fijo, en A;. Ahora estamos en condiciones
de probar el siguiente resultado.
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Teorema 5.36 Sea h = h(s1,s2) la funcién definida por (5.6.49) y supongamos que es
suave en Ay x Ay. Sea f = f(s1) una funcién suave que cumple (5.6.30).

(a) Si wy es suave en Ay y satisface (5.6.25) y (5.6.31), entonces existe § > 0 tal que
para cada e con 0 < & < 6, el sistema (5.6.26)-(5.6.29) es Hamiltoniano en D x T?
con respecto a la forma simpléctica

Of =dsy Ader + edsp Adgy — edQ, (5.6.50)
con 1 an
Q= o3 des, (5.6.51)

y funcion Hamiltoniana

wi(sy) O ], (5.6.52)

Fe(su,s2) = f(s1) + € |hlsr,s2) = Zres oo
1

(b) El sistema Hamiltoniano (M, Q% F;) es completamente integrable y las funciones
F = s1 y F, = 57 son integrales de movimiento del sistema (5.6.26)-(5.6.29) por lo
que el espacio fase D x T? estd foliado por 2-toros de Liouville

T ., = {(s1, 9152, ¢2) E M| F =1, L =c2},

en los cuales el movimiento es quasi-periddico.

Demostracion. De las Proposiciones 5.27 y 5.35 sabemos que el sistema (5.6.26)-
(5.6.29) es Hamiltoniano con respecto a la forma simpléctica (5.6.9),

(N) = dIl /\d§01 —|—d12/\dg02

y funcién Hamiltoniana F(sy,s2) (5.6.10). Esto nos lleva a probar, en primer lugar,
que Q) coincide con la forma simpléctica ()5,. Enseguida mostramos que la funcién
Hamiltoniana F en (5.6.10) coincide con F; (5.6.52).

Sea I, como en (5.6.43) (reescalamiento por medio de ¢). Si tomamos I9(s) &
s1, entonces la funcién I; en (5.6.46) toma la forma
e oh
I =——— 6.
1(s1,52) (1) 951 (s1,82) + 51, (5.6.53)
y la condicién de no degeneracion (5.6.48) se escribe como
e oh
——— (51,8 S1.
w)(s1) 951 (51,52) 7 51
Luego, si tomamos
!/
5 def max 7:;1 (s1) 51 , (5.6.54)
$1€81, | 35, (51/ 52)

SpEN;
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se sigue que la condicién de no-degeneracién se cumple para todo € que satisface
0 < € < 4. En este caso, la forma () (5.6.9) es no-degenerada. Mds atin, de la

expresion (5.6.11) para la forma simpléctica (), se sigue por un célculo directo que

Q =ds; Adey + edsy Adgo + d(gdgr), (5.6.55)
donde
e oh
g(s1,82) = T s (5.6.56)
1 oh . .
Por lo tanto, tomando Q = o 9 d¢; se obtiene (5.6.51) y se sigue de (5.6.50)
que .
Q=05 (5.6.57)

Calculemos ahora el Hamiltoniano F,. De la férmula (5.6.18) para dF y de las
expresiones para I, I, g y h se tiene que

dl dl ol dl
dF, = < L +wz—2> ds; + (w L +w2—2> ds,

“13s, 951 "5, ds2
B g g B oh
= wq <E + 1) ds; + wq E dsy; +ewpdsy = df +widg + Ea—SZdSZ
oh oh
=df +d(wig) +e( s—ds1 + =—dsy | =d(f +eh + w1g).
851 852
Por lo tanto,
. . w1 oh
Fo=f+¢h Ewﬂ 35,
de donde se sigue (5.6.52). Esto concluye la prueba del teorema. |

Observacion 5.37 Todas las estructuras Hamiltonianas para el sistema (5.6.26)-(5.6.29)
se pueden obtener por medio de una combinacion del Teorema 5.36 y de los resultados de
[10].

Ahora, al igual que lo hicimos en la subseccién anterior, ademds de las hipote-
sis (5.6.25) y (5.6.31) para la frecuencia wi, suponemos nuevamente que w; s6lo
depende de la variable s;:

wy = wa(sy). (5.6.58)

Mas aun, si suponemos que I, es de la forma (5.6.43), entonces I; viene dada por
la integral en (5.6.46) y realizando los célculos necesarios se obtiene

wy(s1) - |2 0 w
S + el{(s1) = —¢
wi(on) 2y T ) =)

Ii(s1,52) = —¢
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. .. def . .
Luego, si definimos I{(s;) = s; —¢ sy, se tiene que I; viene dada en los
1 w 2

siguientes términos:

wy(s1)
Li(s1,82) =51 — ¢ m S7. (5.6.59)
Ademads, tenemos
12(52) = &Sy, (5.6.60)

y se sigue que I; e I; en (5.6.59), (5.6.60), son soluciones de la ecuacién (5.6.8). En
este caso, la funcién & en (5.6.49) estd dada por

h(s1,s2) = wa(s1)s2,

y podemos tomar § en (5.6.54) como

!/
1(s1) $1
0 = max | —
siehy, | Wy (s1) 82
S EN)

Asi, la forma Q es simpléctica y de (5.6.11) se sigue que

_ (SN N/ /
Q= 1_€wlw2—c;)1w252 ds; Ader — swg(sl)dsz/\dq)l + edsy Adea
[wi] wi(s1)

wy(s1)
=ds; Adgr +eds Adey —ed | — sodeq| .
wi(s1)

De esta discusién se sigue facilmente el siguiente resultado.

Corolario 5.38 Supongamos que se satisfacen las hipotesis del Teorema 5.36. Entonces
existe 6 > 0 tal que para cada € con 0 < &€ < 6, el sistema (5.6.26)-(5.6.29) es Hamilto-
niano en D x T? relativo a la forma simpléctica

QSQ = d51 VAN dq)l + 8d52 N dgl)z — SdQ, (5661)

con ,( )
= .6.62
Q < (51) s2dg, (5.6.62)

y a la funcién

! _ /
Fu(s1,52) = f(s1) + ¢ [a)z(51)aJ1(51)/ w1(51)w2(51)} o
wy(s1)
Observacioén 5.39 Consideremos la transformacion Ee : Ay x S x Ay x S1 — Aq(e) x
S! x Ay x S definida por

= def e oh
ug(sll §01; S2, @2) == (Sl m 8—51 (51, 52), §01, So, (P2> . (5663)
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; ; e oh
Notemos que Aq(¢€) es un intervalo abierto en R, tal que s; — Wa_sl(slfs2) € N (e).
Se tiene asi que E. es una funcion suave; ademds, para 0 < &€ < 9, la transformacion E. es
un difeomorfismo en su imagen, con inversa dada por

B (s1, @1, 52, 92) = (S(s1,52,€), 91,52, 92), (5.6.64)
donde S = S(s1,52,€) es solucién de la ecuacion

e oh
—(5,52).

=5 05y 9,

Notemos que si e — 0, se tiene lo siguiente

e o (s1,52) + O(&). (5.6.65)

SZSl—FCOi(S])E

Considere las estructuras simplécticas QO y ), donde Q estd dada por (5.6.51). Directa-
mente de (5.6.57) y de las férmulas para Iy, I en la Proposicion 5.35 se obtiene

IO = QF, (5.6.66)
0 equivalentemente,

@08 =0 (5.6.67)

Teorema 5.40 El “pull-back” del sistema bajo Z; ! es de la forma

=0, é=0 (5.6.68)
¢1 = w1(S(s1,52,€)), (5.6.69)

y este sistema es Hamiltoniano con respecto a la forma simpléctica O)F y la funcién

F=FoE; ' =F(S(s1,5,¢),%)

= f(S(Sl,Sz, 8))

+ € [h(S(Sl,Sz,E),Sz) + (S] — 5(51,52,8))(4]1 (5(51,52,8))] .
(5.6.70)

Mds min, el sistema (Qf, F; 0 ;1) es un sistema completamente integrable que posee
movimiento quasi-periédico en los toros de la folicion con frecuencias wi y wy.

Notemos que usando la propiedad (5.6.65), de la férmula (5.6.70) se obtiene

FoE ! = f(s1) + eh(sy,s2) + O(e?). (5.6.71)
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5.7 Isomorfismo entre Q-formas simplécticas

Las estructuras simplécticas que hemos introducido hasta ahora en este capitulo,
han sido de los siguientes tipos:

(a) Estructuras simplécticas no-uniformes (3§ = ds Adg + edp A dq (5.1.1) en el
espacio fase M = (A x S') x R? con coordenadas (s, ¢(mod 27), p, q).

(b) Estructuras simplécticas no-uniformes (38 = ds; Adey +edsy Ades (5.4.4)
en dominios toroidales que son de la forma ' = (A; x 8!) x (A; x 81), con
coordenadas (s1, ¢1(mod 277), s, ¢2(mod 27)).

(c) Estructuras simplécticas deformadas Q) = ds; Ad¢; +edsy Adgy —edQ
(5.4.1) en NV, parametrizadas por una forma horizontal Q = Q;ds; + Qxd¢;.

(d) Estructuras simplécticas deformadas Q= dl Ader+dL Ades (5.6.9) en un
espacio fase de la forma D x T?, con I} = I1(s1,s2), I, = I1(s1,s2) funciones
suaves en un dominio abierto, conexo y simplemente conexo D C R2.

A lo largo del capitulo hemos probado algunas relaciones entre estas formas
simplécticas, que vienen a ser relevantes para el tipo de sistemas dindmicos que
estudiamos. Asi, en el Corolario 5.20 se prueba que QF = 7.Q), para una transfor-
macion gauge exacta 7 : M — N/, donde 0f = Qg en N, con Q = Q. También se
prueba en el Teorema 5.36 que para una eleccién particular de las funciones I; e I,
en (d) y una 1-forma horizontal particular O, la estructura simpléctica Q coincide
con Q).

Ahora estamos interesados en probar que las estructuras simplécticas ﬁg y
), son isomorfas. Para ello utilizaremos el método de homotopia de Moser, ya
descrito en el Capitulo 4.

De esta manera, sea N = (A; x S!) x (A; x S') un dominio toroidal con coor-
denadas (s1, ¢1(mod 271), 52, p2(mod 277)) y supongamos que Q; = Q;(s1, 91,52, ¢2)
y éi = @i(sl,gol,sz, @2) (i = 1,2) son funciones suaves en N que definen las 1-
formas horizontales

Q= Qids; + Qxdgy, O = 0,ds; + O, dgr. (5.7.1)
Dadas las estructuras simpécticas

ng = d51 A dq)l + edsy A dgl)z —edQ, (572)
¢ =ds; Adgr + edsy Adgy — edQ. (5.7.3)

en N, vamos a probar que son isomorfas, es decir, existe un difeomorfismo & :

N — N tal que
P* Q8 = QF. (5.7.4)
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Consideremos la familia de 2-formas parametrizadas por A € [0,1],

¢ def
or T

ds; Adey + edsy Adgy — edQ?, (5.7.5)

donde
A def

Q" T A0+ (1-1)Q. (5.7.6)

Se tiene que
Q' = [AQi+ (1-1)Q1] ds1 + [AQ2+(1- 1) ;| dgy,

es una 1-forma horizontal y de esta expresion se sigue que (5.7.5) puede escribirse
como:

QSA = dsy Adgy + edsp Adgy — ed [/\Ql +(1- A)@l} dsq

—ed [Agz +(1-2A) éz} dor. (5.7.7)
Asi, paraA =0y A =1 en (5.7.7), se obtienen, respectivamente, las identidades
% = QF, 5 = 0, (5.7.8)

por lo que la familia de 2-formas {(}, } c[,1) nos proporciona una trayectoria suave
entre las formas simplécticas QOf y Q) en N. Sin embargo, es necesario probar
que las 2-formas (), son también simplécticas para cada A € 0,1].

Ademads, recordemos (ver Capitulo 4) que para demostrar (5.7.4) es necesario
encontrar, para cada A € [0,1], un campo vectorial dependiente del tiempo, Z5 en
N, que satisfaga la ecuaciéon homolégica

0

Si denotamos por ®V¢ el flujo del campo vectorial Z§, entonces ®%¢ = id y se
cumple

*
(@Afs) <=0, v Aeo1] (5.7.10)
Por lo tanto, el flujo a tiempo 1, ®L ¢, nos da el isomorfismo en (5.7.4).

El método de homotopia. Primera etapa. Vamos a probar que la familia de 2-
formas en (5.7.5) representa a una familia de formas simplécticas, es decir, para
cada A € [0,1], la 2-forma Q& es no-degenerada.
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Si escribimos (5.7.5) en términos explicitos se obtiene
90, 099, 3G, 3G,

l—e|=——-—=—)—-eA| =——=—
ds1  9¢q ds;  d¢y

+s<@+)\ﬁ> dsl/\dsz+€<@+)\ﬁ> ds; Adgo

e _
N T

d51 VAN dgl)l

aSQ 852 a§02 ag02
90, G 90, G,
+edsy; A d§02, (5.7.11)

donde las funciones Gy y G; estan dadas por
Gi=0-9 y  Go=0r— Q. (5.7.12)

De la expresion (5.7.11) se obtiene la matriz que representa localmente a la forma
(¥, cuyo determinante nos daria la informacion necesaria para saber si esta forma
es no-degenerada. Sin embargo, es mucho mas fécil calcular tal determinante si
expresamos la forma (), en una base local més adecuada, por lo que procedere-
mos de una forma andloga a como se hizo en la Seccién 5.4. Para ello, definimos
los campos vectoriales horizontales

hor) % 9 _ <8Q1 +A8Gl> o <8Q1 +A8Gl> O (57.13)

851 84)2 a—gDz 8_52 aSQ a—Sz 84)2
d 90, 3G\ 0 90, .9Gy\ 0
horp € L (=24 a2) 24 (224052 0 r4
2 aq)l ag02 84)2 852 852 aSQ 84)2 ( )
por lo que
hor?, hort, -2, 0 (5.7.15)
ory, horj, 55, 993 |’ 7.

es una base local para TN . Mads atn, si se definen las 1-formas

o ogs (Q + Aa&> ds1 + <@ + AE) dgi,  (5.7.16)

dp2 92 dp2 92
A def _ 8_@1 G — @ G,
F2 = d§02 < 852 + A 852 d51 852 + A 852 d(Pll (5717)
se tiene que
{ds1, dgy, T7, T3}, (5.7.18)

es una base local para Q' (), dual a la base (5.7.15).

Definamos ahora la 2-forma

e def
ot T

Figtds; Adgy, (5.7.19)
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donde Ff’z)‘ = ]-"‘f’Z)‘ (51, 91,52, ¢2) es la funcién definida por

et . [(0Q2 90 900100 00,99
P = 1 (851 01 + dsy; dpa 0%y Iy

o <@ - @) (aéz G aé2acl>

5.7.20
dsq 091 0p2 052 052 ¢ ( )

(901 3G\ G, (90, .9Gi)\ 3G,
+eh (84)2 +A8g02> 852 B (852 +A852> ag02

Notemos que la 2-forma FJ, en (5.7.19) coincide con la 2-forma (3.2.44) de la
Seccion 3.2.

En estas condiciones se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 5.41 Sea ¢ > 0. Para cada A € [0,1], la 2-forma (%, (5.7.11) se escribe
como

© =TS + eT) ATY, (5.7.21)

donde Fiuestd dada por (5.7.19) y T}, T} se definen por (5.7.16), (5.7.17), respectivamente.
Ms aiin, se tiene que la 2-forma Q) es no-degenerada si y sélo si la forma F, (5.7.19)

es no-degenerada, es decir, .7-"18’2/\ # 0, con .7-"18’2/\ dada por (5.7.20).

Demostracién. Un célculo directo nos muestra que el lado derecho de (5.7.21) co-
incide con (5.7.11). Por otra parte, la matriz que representa a la 2-forma (), con
respecto a la base (5.7.18) es

0 F3 00
€\
—Fp 000 (5.7.22)
0 0 0 e
0 0 —¢ 0

cuyo determinante es 82(]-"‘1€’2)L )2. Esto implica que (), es una 2-forma no-degenerada

siy sélo si ]-"‘f’Z)‘ # 0; es decir, si y s6lo si la forma F;, es no-degenerada. u

Corolario 5.42 Si e > 0, entonces la 2-forma €Y}, es no-degenerada en el dominio abierto

A& % Dom(Q,) = {(sl,(pl,sz, 92) €N | FigM(s1, 92,50, @2) # o}, (5.7.23)

donde ]-"18’2/\ estd dada por (5.7.20). Esto es, (05, es una forma simpléctica en N,.
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El dominio ./\/QSA en el cual la 2-forma (), es simpléctica puede extenderse
a todo el espacio fase N si se imponen condiciones un poco mas fuertes para
las funciones Q; y Q; en (5.7.1) y si tomamos el parametro ¢ lo suficientemente
pequerio. Se tiene asi el siguiente resultado.

Corolario 5.43 Supongamos que las funciones Q; y Qi (i=1,2) que definen las 1-formas
horizontales Q y Q en (5.7.1), respectivamente, estdn bien definidas y son suaves en N.
Entonces, existe o > 0 tal que para todo € con 0 < & < d, se tiene que

QEA:N.

Por lo tanto, S, es una forma simpléctica en todo el espacio fase N.

Demostracion. Para cada A € [0,1], la funcién f,» definida por

o = [(E)asélz B 8@1) n <8é1 00, B 00, 8é1>

aq)l aSQ 84)2 aSQ 84)2

+A

(32 9Gi) , (2920G1 92, 9G
dsq 091 02 052 052 92

(90 .9G,\ 3G, (90, .9Gi\ 3G,
—A A — A
(a(pg + a§02> 852 ( 852 + 852 ) a§02

es suave en el compacto N por lo que toma su valor maximo en este conjunto.
Ademas, se requiere que

Fib =1—efpn #0. (5.7.24)
Si tomamos
5 1
A= 7
* max {|[fa(2)] }
zeN,
A€[0,1]

se cumple 0 < e |f,n| < 1 para todo e con 0 < € < §y, lo cual nos garantiza (5.7.24).
[

En vista del Corolario 5.43 y por simplicidad, vamos a suponer en lo que sigue
que 0 < & < gy, de tal modo que el dominio de la forma simplética (), sea todo
el espacio fase .

El método de homotopia. Segunda etapa. Con la discusiéon anterior se ha dado
el primer paso en la aplicaciéon del método de homotopia. Estamos ahora en
condiciones de mostrar la existencia de la familia de difeomorfismos {®"¢} A€[0,1]
que satisface (5.7.10).
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Teorema 5.44 Sean Qy Q las formas horizontales definidas en (5.7.1) y consideremos el
campo vectorial, dependiente del tiempo, en N dado por

eGy i € Gq i

Fip 9 g om

z5 =

e 00, 3G, 00, 3G, P)
+ +A G + A ) G| =
T [(aw 8402) b (a@ 99”2) | 952
e 00; . 9G agZ blen P)
Entonces para todo A € [0,1] se cumple
(@) Qg = 0, (5.7.26)

donde ®V ¢ es el flujo del campo (5.7.25) que se obtiene al integrar el sistema dindmico que
depende del tiempo

dSl s

o= @c;z fsz (Qr— Oy), (5.7.27)
- _fjg'? o= fsz(Ql o o
e[ tg)e (o)) e
#og|(BoR)e-(Bog)e) e

donde G y Gy estdn definidas por (5.7.12).

Antes de demostrar este resultado conviene hacer algunas observaciones. Note-
mos que el Teorema 5.44 es una reformulacién del Teorema 4.9 para el caso sim-
pléctico. Este dltimo resultado resume los métodos usados en la demostraciéon
de la Proposicién 4.4 y se aplican en el contexto actual. Sin embargo, puesto que
una prueba del teorema que ahora nos ocupa es bastante directa, la presentamos
a continuacion.

Demostracion. La prueba del Teorema 5.44 consiste en resolver la ecuacién ho-
moldgica (5.7.9). Para ello, supongamos que el campo vectorial que buscamos es
de la forma

d d
Z& = ZXhor} + Z2 hory + 75 — + 74 (5.7.31)

Iy gy
De las ecuaciones
Lz:05, =d [zp QSQA} ,

d

= ( SQA) = —ed[Gids; + Godgy ],
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se sigue que (5.7.9) se escribe como
d [Zf\J %, —ed (Gids + sz(pl)] =0,
de lo cual se obtiene
Z5 104, = ed (Gidsy + Godgn) .

Resolviendo esta tltima ecuacion se tiene que las componentes del campo vecto-
rial Z§ estan dadas por

G Zi=-Zx G Z3y =73 =0. (5.7.32)
12

e (99, , ,0G, 99 3G d
+ +A Gi— | 5= +As— |G| =—
Fis [(aq)z a‘f’2> 1 <a‘f’2 ag”) 2] 952
e ({991, ,9G 99 3G, d
A — | =+A= —. 7.
* ‘7:?2/\ [( 852 + 852> G2 < 852 * 852> Gl] a§02 (5 33)
Este campo satisface la ecuaciéon homolégica (5.7.9) y define el sistema dindmico

(5.7.27)-(5.7.30). Si denotamos por ®V¢ el flujo que resulta de integrar este sistema,
entonces se cumple (5.7.26). Ademés, ¢ = id y para A = 1 se tiene

(@5)" 05 = (@1)* Q8 = 8. (5.7.34)
Si definimos & def ®L ¢, entonces ® es un difeomorfismo que satisface (5.7.4),
*
O 0O = Q%,

lo cual finaliza la demostracion. ]

Un caso particular. En esta parte analizamos un caso especifico de la discusiéon
anterior, el cual es importante para nuestros propésitos. En efecto, supongamos
que la forma horizontal Q en (5.7.1) es nula: Q = 0. De (5.7.6) se sigue que
Q" = AQ, de lo cual se obtiene que la estructura simpléctica deformada (), viene
a ser

SA =0j, =dsi Adey +edso Adgr — Aed [Qqds + Qadeq]. (5.7.35)
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Notemos que para los valores A = 0 y A = 1 se obtienen, respectivamente, las
formas simplécticas

Qf = ds; Adgy+edsy Adgs, (5.7.36)
O = dsiAde+eds; Adegy —ed[Qyds; + Qade]. (5.7.37)

De hecho, la familia de formas simplécticas {Q){,},¢(o1] es una homotopia entre

la forma simpléctica no-uniforme (N)f) (5.4.4) y la forma simpléctica deformada )5,
(5.4.1).

De (5.7.11) se obtiene una expresion explicita para la forma simpléctica (5.7.35):

an an an an
€ o — S ——— _— _
O, = {1 Ae < %5, o >] dsi Ader +Ae 25, dsy Adsy + Asa(Pz ds; Adgo
0 0
+ /\S%d(m Adsy + /\sa—%d(pl ANdey+edsy Ades. (5.7.38)
2 2

Los campos vectoriales horizontales (5.7.13) y (5.7.14) toman, en este caso, las
formas siguientes,

0 091 0 09, 0
hor! = — +A(-—2 2 2= 7 ) 5.7.39
on dsq + < 02 09sy + dsy 8(p2> ( )
d 09, d 09, d
hord = —+A <— — 4 —> . 5.7.40
2 091 02 9sy 0sy d@o ( )

De la misma manera, de (5.7.16) y (5.7.17) se obtienen las expresiones

091 09
It = ds +A<—ds +—=d ) 5.7.41
1 2 P 1 30 P1 ( )
ry = dep—A @dsl%—@dq)l : (5.7.42)
852 852

La 2-forma F%, = F, = ff’z)‘ ds; Ad¢; en (5.7.19) queda definida por la funcién

or = e

eA 1 09 Jd 090109 09,0
F=1-¢eA K 0 ) P e aer)|r 679

por lo que para € > 0y para cada A € [0,1], la 2-forma ()}, se expresa como
Qf, = F + el AT, (5.7.44)

La matriz de la estructura simpléctica (5.7.44) tiene la misma forma que la matriz
en (5.7.22). Por lo tanto, su determinante es €2 (.7-"18’2)\ )2, lo cual nos indica que Q)f,
es no-degenerada si y solo si F, es no-degenerada, es decir, ]:‘f’;‘ # 0.

Vemos asi que el dominio en el cual la 2-forma (){, es no-degenerada, es

precisamente el subconjunto de aquellos puntos (s1, ¢1, 52, ¢2) € N para lo cuales
.7-"1)‘2(51, ®1,52,¢2) # 0. Sin embargo, es posible extender este dominio a todo el
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espacio fase N si se imponen condiciones a la forma horizontal Q y tomamos ¢
lo suficientemente pequefio. En efecto, supongamos que las funciones Q1 y Q> en
(5.4.2) estan bien definidas y son suaves en N' = A; x S! x A; x S!. Se requiere
entonces dar condiciones para que

Flhy=1—¢efo #0, (5.7.45)
donde
_ 09 09 001090y 09,09
he=4 [(3—51 3—§01> & < dsy dgy 05 34’2)] ' (6740
La hipétesis sobre Q;, Qo nos permiten tomar
1
do = , (5.7.47)
max {fo(2)
A€[0,1]

y se cumple 6, > 0, lo cual nos garantiza que se satisface (5.7.45) para todo € con
0<e<io.

En estas condiciones podemos resumir lo anterior de la siguiente manera: Para
cada A € [0,1] existe 4, > 0 tal que para todo € con 0 < & < ¢, se tiene que ()5,
es una forma simpléctica en todo el espacio fase N.

Corolario 5.45 Sea Q = Qpds; + Qxde¢q (5.7.1) una forma horizontal en N'. Supon-
gamos que Q = 0 en (5.7.1) y sea Y, el campo vectorial, dependiente del tiempo, en N
definido por

£ 0 € 0 09> 091\
vie (£ o)L (o). (Q o )
! (ff? ) 051 (ff'? ) o1 ff? 992 1092 ) 3

Q4 092\ 0
(Qz - Qs %5, > P (5.7.48)

+

e\
le

con ff’z)‘ dada por (5.7.43) y donde Q1, Qp son funciones suaves en N y se cumplen
(5.7.45)-(5.7.47). Entonces para 0 < & < d,o y para cada A € [0, 1] se tiene

(@) e, = O, (5.7.49)

donde ®V¢ es el flujo del campo vectorial Y%, el cual se obtiene al integrar el sistema
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dindmico dependiente del tiempo

dS] €

dq)l _ €

T 7 0, (5.7.51)
d52 o eA aQ2 8Q1

dr Fi (Ql P2 = P2 > ’ (6.7.52)

de eA ( 9 aQZ) . (5.7.53)

dA flglz)\ < dsn —< dsy

Corolario 5.46 Sea Q = Qpds; + Qxd¢y (5.7.1) una forma horizontal en N, con Q;

y Qo funciones suaves en N que satisfacen las condiciones del Corolario 5.45. Entonces,
la forma simpléctica Q) es isomorfa a Qf en N,

(@) 08 =0, (5.7.54)

donde ®V¢ es el flujo a tiempo 1 que se obtiene del flujo ®V¢, el cual a su vez, se obtiene

al integrar el sistema de ecuaciones diferenciales (5.7.50)-(5.7.53).

5.8 Normalizaciéon Hamiltoniana de primero y segundo tipos

En el espacio fase M = (A x Sl) x R2, consideremos el sistema dindmico no-
perturbado del campo vectorial Xy (5.1.14),

$=0, (5.8.1)
¢ = wi(s), (5.8.2)
. 0H

p= —W(s, o, p.9), (5.8.3)
. 9H,

q= W(S’ ®,0.9), (5.8.4)

donde wy(s) = f'(s) y las funciones f, H; dependen de s de manera suave en la

cerradura A. Supongamos ademds, que
wi(s) #0 y  wi(s)#0 en A.

Si asumimos que se cumplen las hipétesis de integrabilidad (H1) y (H2) para
Xp (ver Seccién 5.2), entonces el sistema (5.8.1)-(5.8.4) admite una integral de
movimiento G = G(s, @, p,q) y el dominio M C (A x S!) x R? en (5.2.5), con
(M) = A x S}, esté trivialmente foliado por las trayectorias periédicas fSIq,(E ) del
campo vectorial Hamiltoniano vertical V;; sobre A x S! x (E;, Ez). De la Proposi-
cién 5.1, se sigue que M estd trivialmente foliado por los 2-toros A. g = {s =
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¢1,G = E} =~ T?, paras € Ay E € (Ey,Ez). En cada toro A, ¢ el movimiento
es quasi-periddico a lo largo de las trayectorias de (5.8.1)-(5.8.4), con frecuencias
wi(c1) y wa(c1, E). Aqui, wy esta definida por (5.2.52). Denotemos por

52
hsis2) = [ wals,sh) ds, (5.8.5)

2

1
a(s,E) = T jgw(E) pdg.

La transformacion de reducibilidad 7 en (5.2.34) estd determinada por las fun-
ciones A = A(s,¢,p,q9) y ¢ = ¢(s, ¢, p,q), donde

A(&¢,nq)=:ﬂ@/E”E:G@@nw

y ¢ estd dada por (5.2.48). Por medio de la integral de movimiento A, podemos
reparametrizar la familia de 2-toros Acc, = A E(c,,c,), donde E = E(cq,c2) es
la solucién de la ecuacién ¢; = a(ci, E). En este caso, los pardmetros (ci,c7)
pertenecen al dominio
S = U{s} X Ay (s)
sEA

donde A;(s) es la imagen de {s} x (Ej, E2) bajo 4. Las frecuencias correspondien-
tes del movimiento quasi-periédico a lo largo de A, ¢, son wi(c1) y wa(cy, c2) =
wa(c1, E(c1, c2)).

Estructuras Hamiltonianas para Xj.

Definicién 5.47 Sea O C M un dominio abierto. Diremos que O es un dominio admisi-
ble si existe un dominio abierto O C M tal que

1) Oy O son de la forma (5.2.5) y O C O, con O compacto.

(2) Las condiciones (H1), (H2) se satisfacen para O y 0.

Es claro que si se cumplen (H1) y (H2), entonces siempre existe un dominio ad-
misible con cerradura compacta.

Como una consecuencia directa del Teorema 5.21 se deriva el resultado si-
guiente.

Teorema 5.48 Supongamos que se cumplen las hipétesis (H1), (H2) y que M es un
dominio admisible dado. Entonces para € € (0,0y) suficientemente pequerio, el sistema
(5.8.1)-(5.8.4) es Hamiltoniano en el dominio M, relativo a la funcién

w1(s) oh(s, 52)}
wi(s) 0s

Fels, @, p,q) = £(5) +¢ | h(s,52) - (5.8.6)

$2=A(s,9,p,q)
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y a la estructura simpléctica

Of =dsAde + edpAdg — edQ, (5.8.7)
donde
Q=0Q1ds + Qrdeg. (5.8.8)
En este caso,
el 9P 1 9h(s,s2)
— A — _A_L 5.8.9
Qi ds Q2 ago + wi (S) s s=A(s,9,,9) ( )

El sistema Hamiltoniano (M, Fe, Qf) es completamente integrable con dos integrales de
movimiento s y G, cuyo corchete de Poisson se anula, {s, G} = 0. Los 2-toros de Liouville
Ny ¢, llevan consigo un movimiento quasi-periddico con frecuencias w1(c1) y wa(c1,c2).
Las variables accién-dngulo estdn dadas por

L= I(s,sz)‘sFA( L =¢A(s ¢,p.9),

5,9.p.9)

donde

Ademds, la constante &y estd dada por

1 00 9 0Q10Q2  9Q29Q1
%EJ%XK3?_55>+<% 9 Ip M)y

El caso lineal. Consideremos ahora el caso lineal (5.2.55)-(5.2.57) que se abord6 en
la Seccién 5.2:

§=0, (5.8.10)
¢ = wi(s), (5.8.11)
[Z } = JW(s, 9) [Z ] (5.8.12)

El resultado siguiente se deriva directamente del Teorema 5.48.

Corolario 5.49 Supongamos que el sistema (5.8.10)-(5.8.12) es fuertemente estable en
A x S, Entonces, para ¢ € (0,6y) suficientemente pequeiio, el campo vectorial correspon-

diente,
_ 0 p] [9/0p
Xo=ane) 3+ {wis o[ 5501
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es Hamiltoniano en el dominio admisible M con respecto a la estructura simpléctica Q)
(5.8.7) con

¢
Q=40 [%(S) | wits. o) Pats, ) dqo’} , (5.8.13)
a4 wils @) Da(s, @) %@}
Q=A [ 1+ 01 (5) + ! (5) (5.8.14)

y la funcion
m@wwq
ek
En este caso, wy(s) estd dada por (5.2.69), D1(s, ¢) + i Da(s, ¢) es la solucion de la
ecuacién de Riccati (5.2.60) y

Fo=f(s) + €A [wz(s) —

2 2
A(s, @,p,9) = [P Dl(S,(Pz)g)]z(s:l-(P)[Dz(S,go)q] '

Normalizacién Hamiltoniana de primer tipo. Consideremos el sistema Hamilto-
niano perturbado en (M, Qf, He = f(s) +e¢Hy + O(¢?)):

. aHl

s= et +O(&), (5.8.15)
¢ = wi(s)+ e? + 0(&?), (5.8.16)
5= —%—? +0(e), (5817)
. dH

Sea X el campo vectorial Hamiltoniano de H, = f(s) +&Hj + O(€?). A la 1-forma
Q en (5.8.9) le asociamos el siguiente sistema dindmico en un dominio admisible

M:

31_; _ é 0, (5.8.19)
% _ K% o (5.8.20)
% _ s(1KA A) {Qzan o aQZ] (5.8.21)
% _ 8(11(; A {Qlan B Qzan] (5.8.22)

donde

A 0Q2 0Qy 0Q10Q2 09Q200Q;
e _1_(1_)\)8KE_9—%>+(1_M<8P d  dp o )]
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Para ¢ € (0,d1) suficientemente pequefio, el fluyjo ®¥¢ : M — M de este
sistema est4 bien definido en todo M, para todo A € [0,1]. Mads atn, ®V¢ es
una transformacién cercana a la identidad, ®% = id. Sea QSQ la estructura sim-
pléctica en (5.8.7). De los Corolarios 5.45 y 5.46, el flujo a tiempo 1, ®'¢, es un
simplectomorfismo entre la estructura simpléctica original Qf y Q),

(@) 0f = Q.

Tomando en cuenta estos hechos junto con el Teorema 5.48 se obtiene el resultado
siguiente.

Teorema 5.50 Bajo las hipétesis (H1), (H2), se tiene que para € € (0, 61 ), suficientemente
pequefio, el “pull-back” del sistema Hamiltoniano original (M, O, Hg) (5.8.15)-(5.8.18),
bajo la transformacion cercana a la identidad ® : M — M, viene a ser el sistema
Hamiltoniano (M, Q) con funcién Hamiltoniana

He o @ = F. 4+ 0(&?),

donde F; es el Hamiltoniano (5.8.6) del sistema Hamiltoniano no-perturbado Xy, el cual es
completamente integrable. En este caso,

_ 0Q; 9Q 0Q10Q2 0Q2 00,

1_ Q2 90 B

= {A<as 8¢>+A<9P aq  dp 96/)]'
A€[0,1]

De esta manera, después de una normalizacién de primer tipo, el sistema pertur-
bado (5.8.15)-(5.8.18) se transforma en un sistema Hamiltoniano casi-integrable, en
el cual el sistema Hamiltoniano no-perturbado (M, Q5 Fg) coincide precisamente
con (5.8.1)-(5.8.4) y tiene la familia de toros de Liouville A, ,, los cuales son inde-
pendientes de ¢ y llevan consigo un movimiento quasi-periddico con frecuencias

wl(Cl) y w2(C1/C2)'

Observacién 5.51 Del Teorema 5.44 se sigue que la transformacion inversa ®¢ =
(®N€) 1 estd determinada como el flujo del sistema dependiente del tiempo

j_; _ X%Qz, (5.8.23)
% _ _X%‘Qll (5.8.24)
j_i _ % [_Qzaa% + Qlaa—qu] , (5.8.25)
di_ % [Qzaa% - aa—%] , (5.8.26)

con

A g 00 00 0Q10Q2  9Q200Q4
e = MKas 9¢>+A<8P dq  dp 84)]'
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Normalizacién Hamiltoniana de segundo tipo. Sea N = (A; x S!) x (R x S!) y
consideremos el dominio toroidal NV = (A1 x S') x (Ay x S!) C N (ver (5.2.32)),
con coordenadas (s1, 1 (mod 27), sy, 92 (mod 277)) y estructura simpléctica

Qf = ds; Adgy + edsy Adg,. (5.8.27)

Sea 7 : M — N la transformacion de reducibilidad (5.2.34). De la Propo-
sisicon 5.16 y el Corolario 5.20, el “pull-back” de () bajo 7 es de la forma

TQf = Of + dP, (5.8.28)

donde P es la 1-forma horizontal con coeficientes (ver (5.3.13), (5.3.14)):

947
Pr=Agl 851 (5.8.29)
3<P
py—a2% 9K 5.8.30
2= A T ( )

y donde K satisface (5.3.8) y (5.3.18). Una relacién explicita entre K, A y ¢ viene
dada en los términos siguientes (ver (5.3.16) y (5.3.17)):
K__ 00 K__

5 5 57 aq +p. (5.8.31)

Tomando en cuenta que {A, ¢}» =1 (5.2.39), (5.3.15), por medio de un célculo
directo se deriva de (5.8.29), (5.8.30) y (5.8.31) el siguiente resultado.

Lema 5.52 Los coeficientes Py y Py satisfacen la relacion de curvatura cero

oP, oP B

De esta manera, se sigue claramente de (5.8.28) que

= T,Q0f = ds; Adg; + edsy Adg, — edQ. (5.8.33)

Aqui, @ = @1dsl + ézdsz es una 1-forma en el dominio toroidal N' = 7 (M), con
coeficientes
Q=P oT}, Qy=DPoT L. (5.8.34)

Notemos que del Lema 5.52 se obtiene también que

Q0 0
9Q2 _ & + {01, Oata = 0. (5.8.35)
asl a
De esta relacion y de (5.4.17)-(5.4.19) se obtienen los corchetes de Poisson que
corresponden a la forma simpléctica 5, los cuales vienen dado por las siguientes
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relaciones:
{s, o1} =1, (5.8.36)
_ 9% _ 02
{s1,52} = 2 {s1, 92} = 5 (5.8.37)
_ aél _ a@l
{91,921 = FY {o1, 92} = 5y (5.8.38)

(5.8.39)

1 3Q10Q: 9Q19Q,
{SZ, 4)2} - € + <852 84)2 ag02 852 '

El “push-forward” del sistema perturbado original (5.8.15)-(5.8.18) es un sistema
Hamiltoniano en (N, Q%) con Hamiltoniano H, = Heo7 ! = f+eHyj o7 1. Se

sigue del Corolario 5.20 y del Teorema 5.21 que el sistema dindmico correspon-
diente toma la forma

s1=0(e), (5.8.40)
¢1 = wi(s1) +O(e), (5.8.41)
$2 = 0(e), (5.8.42)
$2 = wa(s1,52) + O(e). (5.8.43)

De la Proposicién 5.26 se deduce el resultado siguiente:

Lema 5.53 La 1-forma Q en (5.8.8) y la funcién h = h(s1,s2) (5.8.5) se pueden tomar de
tal manera que

oh
o, (51,82) = wa(s1,%2), (5.8.44)
52
y
HoT '=—w Q+h (5.8.45)

Demostracion. Fijemos h'y Q en (5.8.5) y (5.8.9), respectivamente. Calculando las
componentes del campo vectorial Hamiltoniano de H, con respecto al corchete de
Poisson (5.8.36)-(5.8.39) y comparando con el lado derecho de (5.8.45), obtenemos
la siguiente relacién entre H y Q, h:

HoT '=wi Qo+h+y, (5.8.46)

donde p = u(sy, ¢1) es una funcién suave y 27t-periddica en ¢;. Los datos Q, h
estdn determinados por (5.8.46), salvo por una transformacién del tipo

h—h+c, Q— Q+djcy,

para funciones arbitrarias suaves ¢; = c1(s1 y c2 = c2(s1, ¢1) = ca(s1, 91 + 2m).
Para calcular u en (5.8.46), tomamos

1 27 1 1

_— —_ /_
“A=5q ) Hdeu = ), (Hdei—ee)
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Supongamos ahora que h y Q estdn dadas y satisfacen (5.8.44), (5.8.45), re-
spectivamente. Consideremos las formas simplécticas (35 y Qf en N. Tomando

en cuenta (5.8.35), por el Corolario 5.46, las formas 58 y ﬁ% en N son isomorfas

por medio del flujo a tiempo 1, ! : N/ — N, del sistema dinamico del campo
vectorial dependiente del tiempo Z§, que es de la forma

% _ _xiééz’ (5.847)
% _ xiéél (5.8.48)
% _ (xg A) [ Qzan L0 an] (5.8.49)
iﬁz _ 8(1}(2 A) [@2%% _ 0 %?22] ) (5.8.50)

con

. 00, 90y 9010Q2  9Q29Q;
-0 (20 oy (128 00a0)]

De las hipétesis (H1) y (H2) se sigue que la cerradura del dominio A es com-
pacta. Mds aun, las funciones A y ¢ se pueden extender de manera suave a una
vecindad abierta de M. Luego, las funciones Q y Q, se pueden extender de
manera suave a una vecindad de A/ en N. De esta manera

d» = 4max ‘@—a—él‘>0.

N 851 agol

Por lo tanto, el flujo @2 de (5.8.47)-(5.8.50) est4 bien definido en N parae € [0,62)
lo suficientemente pequefio y con A € [0,1]. Dado que el campo vectorial del
sistema (5.8.47)-(5.8.50) se anula para ¢ = 0, el flujo es una transformacion cercana
a la identidad cuando ¢ — 0.

Teorema 5.54 Bajo las hipétesis (H1),(H2), se sigue que para € € (0, d2), suficientemente
pequerio, la transformaciéon twist

Ye=®loT : M- N
es un simplectomorfismo entre las estructuras canonicas € y Q¢
(Ve): Q% = 08'
El sistema Hamiltoniano perturbado X, (5.1.3) es transformado bajo Y a la forma normal
Heo (Ye) ™' = f(s1) 4 €h(s1,52) + O(€%), (5.8.51)
donde h estd dada por (5.8.5).
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Demostracién. Necesitamos probar que se cumple (5.8.51). Sea Zj el campo vecto-
rial de (5.8.47)-(5.8.50). Si usamos y (5.8.45) podemos calcular

Heo® ! =H — Lz He + O(e) (5.8.52)

= f+e(—w1Qa+h) — €Ly f+O(?) (5.8.53)

= f+eh+0O(e?) (5.8.54)

donde h estd definida por (5.8.5). [ |

De esta manera, la normalizacién de sequndo tipo es un simplectomorfismo que
transforma el sistema no-perturbado a un nuevo sistema Hamiltoniano no-perturbado
de la forma (./\fg, Of Fo=f+ eh), el cual se escribe como

$1 =0, (5.8.55)

@1 = wi(s1) + EM, (5.8.56)
851

$ =0, (5.8.57)

¢2 = wa(s1,52). (5.8.58)

Este sistema tiene la misma familia de toros de Liouville A, .,, en los cuales
el movimiento es quasi-periédico con frecuencias independientes de ¢, wq(c1) y
wsy(c1,62) = wi(c1) + €0h(cq,c2)/0s1. La forma normal (5.8.55)-(5.8.58) aparece
usualmente en el marco de teoria KAM.

Observacion 5.55 Consideremos, en lugar de Y, la transformacion siguiente:

Ye=CE.0T,

donde E estd dada por (5.6.63). Luego, Y transforma el Hamiltoniano H, del sistema
original a la forma normal

Heo (Ye)™ = f(s1) + ¢h(sy,52) + O(€2).

Sin embargo, en general, esta transformacion no es un simplectomorfismo entre las dos
estructuras candnicas Qf y Q). Esto es ast, por ejemplo, en el siguiente caso particular, en
el que la transformacion de reducibilidad T (5.2.34) es independiente de s,

242,
ds  0s

El caso de un Cilindro de Orbitas Invariante. Consideremos ahora el caso cuando

la funcién Hj en (5.1.2) es cuadratica en las coordenadas p y g,

Hi = = (w1p? + 2wop g + waq?) .

NI~
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Supongamos que el sistema (5.8.15)-(5.8.18) es fuertemente estable para todo s € A.

Sea D(s, ) = D1(s, ¢) +iDa(s, ) la soluciéon de la ecuacién de Riccati (5.2.60) y
consideremos la integral de movimiento G(s, ¢, p,q) = (1/2D,) [(p — D19)* + (D29)?].
Fijemos E; y E; de manera arbitraria pero sujetos a la condiciéon 0 < E; <
E,. Para todo (s,¢) y E > 0, el conjunto de nivel I's ,(E) en R? de G;, es una
trayectoria eliptica de V; con periodo T = 27. La accién a lo largo de T, 4, (E)
estd dada por a(s,E) = E. Si Us, es el anillo abierto eliptico definido como
la unién de los conjuntos I's ,(E), al variar E sobre (Ej, Ez), entonces tomando
M = U Us,y, vemos que se cumplen las condiciones (H1) y (H2). Escogemos

(s,9)
ahora una seccion L haciendo

L(s,¢,E) = <s, ¢, 1\/2EDx(s, ¢), O) .

Tomando en cuenta que E(s,sp) = sp, se sigue que la inversa ’];,_q,l(sz, ¢2) del
difeomorfismo en (5.3.3) estd dado por

/2
p= \/25,D1 COS(§0+X)/ q= D_SZZ S€I’1(§02 +X)

Aqui, Dy = Di(s,¢), D2 = Dafs, ¢) y

1 ¢
x(s, @) = [wz(s)(p — / w1(s, ¢")Da(s, ¢') d(p’] : (5.8.59)
w(s) 0
1 ¢ / / /
wa(s) = wi(s)B(s) = E/o wi(s, 9" )Da(s, ¢") de". (5.8.60)
Las variables accién-dngulo, paramétricamente dependientes, estdn dadas por
A=G = arctan € P_p +
=G, ¢ = D, g 1 X
En este caso tenemos:
_ 1 [dD, oDy o 9D , 9x
P = D, [—as pq+ (—as D>, —D; 5 ) g | +G s’ (5.8.61)
1 [0D, oDy aD1\ X
2= 5, [aq) pq+<aq) Dy, — Dy aq))q +Gaq). (5.8.62)

También es posible demostrar que para que se cumpla (5.8.35), podemos sustituir
en (5.8.31) la expresion

_Pq
k=5
y
~ S» E)Dg aDl aX
Q1= D, [senZ(q’z +X)a—sl + (1 —cos2(¢2 +X)>E} + 51’ (5.8.63)

5, = 52 9D2 | (1 _ 9D1| 9
Q= [senZ(q)z +X) 30; + (1 —cos2(¢2+x)) aq)J + o (5.8.64)



160 Normalizacién de Sistemas Hamiltonianos sobre Cilindros de Orbitas

Como una consecuencia de la discusién anterior, derivamos el siguiente resul-
tado.

Teorema 5.56 En el espacio fase (R*, Q5 = ds A dg + edp A dg) consideremos el sis-
tema Hamiltoniano

He = f(s) + %(wl P’ + 2wy pq + wag®) + O(e?). (5.8.65)

Supongamos que el sistema sistema normal linealizado Xo (5.1.14) sobre el cilindro de 6r-
bitas invariante Ay x S es fuertemente estable. Entonces, la transformacion Y transforma
(R*, OF, He) al sistema Hamiltoniano (N, O, H) de la forma

Heo Yol = f(s1) + ewa(s1) s2 + O(e).

En este caso wy(s1) estd dada por (5.8.60), ®! es el flujo a tiempo 1 de (5.8.19)-(5.8.22),
con Py, P, dadas por (5.8.61), (5.8.62), T es la transformacién de Floquet-Lyapunov en
(5.2.34) y

_ wh (s

Be(s1, 91,52, ¢2) = <51 - Sﬁ&, $1,52, g02> :
Observacion 5.57 La transformacion T es precisamente la modificacion de la transfor-
macién estindar de Floquet-Lyapunov & : (A1 x 8') x R? — (A1 x ') x R? dada
por

91 .
L9 = exp <w1 (sl)K(51)> o F71(s1, ¢1). (5.8.66)
En este caso, K(s1) = —wlz(;l) In M (s) y existe una rama real del logaritmo de M(s) debido

a la hipétesis de estabilidad. Luego, KC(s1) € sp(1,R) y los valores propios de KC(s1) son
+iwy(s1). Ademds, bajo la transformacién L, el sistema (5.8.55)-(5.8.58) se reduce a la
forma constante
$1 =0, (5.8.67)
{01 = W1 (Sl), (5868)

(Z ) = K(s1) <Z > (5.8.69)

De esta manera, podemos escoger funciones vectoriales suaves Ay > s1 +— e;(s1) € R?
(i =1,2), tales que
K(s1)ei(s1) = —wa(s1) ea(s1), (5.8.70)
K(s1) ex(s1) = wa(s1) ex(s1) (5.8.71)

y T = TgoZ, donde Ty : (A x S') x R?\ {0} — (A1 xS') x (RL xS1) esla
transformacién con inversa

[ 2sp [ 25
(s,9,p,9) — m cos gy e1(sy) + m sen ¢; e(s1).
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Observacién 5.58 Sea .Z; , la transformacion de Floquet—Lyapunov en (5.8.66). Luego,
el “push-forward “del Hamiltoniano He (5.8.65), por medio del difeomorfismo con inversa

€ _10.%,
S0 () ()

P1— Q1. (5.8.73)

(Z) = Lo <Z> (5.8.74)
s -5 (10 (7). () ) + o

Sin embargo, en general esta transformacion no es simpléctica. En particular esto es asi el
el caso cuando la transformacion de Flogquet-Lyapunov es independiente de s.

estd dado por
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Capitulo 6

Ecuaciones de Euler como sistemas
Hamiltonianos casi-integrables: El caso s0(4)

Un ejemplo importante en el que es posible aplicar varios de los resultados obtenidos
en los capitulos previos es el de los sistemas de Euler [68], los cuales son sistemas
Hamiltonianos en algebras de Lie con la estructura de Lie-Poisson (1.2.6). En par-
ticular, analizaremos el caso de este tipo de sistemas en el dlgebra de Lie s0(4), los
cuales nos dan una clase especial de sistemas sesqui-producto.

El problema de la representacién de un sistema Hamiltoniano dado como un
sistema casi integrable se presenta normalmente cuando se estudia la dindmica en
vecindades “apropiadas” de subvariedades invariantes, por ejemplo, cilindros de
orbitas. En esta parte abordamos este problema para el caso de las ecuaciones de
Euler en el algebra de Lie so(4) = s0(3) & s0(3), consideradas como un sistema
Hamiltoniano con respecto al corchete de Lie-Poisson en s0(4) y un Hamiltoniano
genérico H. Para consultar sobre algunos aspectos de la teoria de ecuaciones
de Euler en &lgebras de Lie, incluyendo resultados sobre su integrabilidad y sus
aplicaciones fisicas, referimos al lector a [3, 6, 11, 12, 28, 40, 44, 45].

6.1 Formulacién del problema

Si identificamos el dlgebra de Lie s50(3)* con el espacio R® (ver Seccién 1.2), en-
tonces el sistema de Euler en s0(4) = s0(3) @ s0(3) se expresa por medio de las
siguientes ecuaciones:

aE IH(E, )
5 = ng, (6.1.1)
% = xx%. (6.1.2)

En este caso, en el contexto de la teoria Hamiltoniana de perturbaciones, estu-
diamos la dindmica de Euler alrededor de un conjunto de nivel el cual es un
conjunto singular (una 6rbita adjunta singular), {||¢|| = const > 0, x = 0}, de las
dos funciones de Casimir. De esta manera, estamos interesados en un dominio en
el cual

||€]| = const > 0, x| < 1. (6.1.3)

163
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La restriccion de (6.1.1),(6.1.2) a la 6rbita singular es un sistema Hamiltoniano
en la 2-esfera. Si fijamos un dominio abierto foliado trivialmente por trayectorias
periddicas de este sistema y si tomamos las correspondientes variables accién—
angulos € A = (A1,A2) C R, 7 (mod 277), reducimos el problema original (6.1.1)-
(6.1.3) al siguiente sistema dindmico en el espacio fase de 5 dimensiones M =
A x St x R3:

Lo <7a¢§i”,x> + 0 (6.1.4)
dr aP (s, T)

o= ) - <T,x> + Oy (6.1.5)
le_)t( = ¢(s,7) xx + O, (6.1.6)

En este caso, Oy = O(|x||F), x €R® y las funciones w y ¢ estan determinadas por
las primeras variaciones de H en x = 0. El sistema (6.1.4)—(6.1.6) es Hamiltoniano
con respecto a la estructura de Poisson dada por el corchete del producto directo en

M:

{stim = 1, (6.1.7)
{s,xitm = {txitm =0, (6.1.8)
{xi,xjtm = ejxy (6.1.9)
y la funcién
H(s,t,x) = f(s) — (¢(s,T),x) + Oo, (6.1.10)

donde f'(s) = w(s).

Si restringimos el sistema (6.1.4)—(6.1.6) a los conjuntos de nivel regulares de la
funcién de Casimir K = ||x||? del corchete (6.1.7)—(6.1.9) obtenemos una familia de
sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad. El conjunto singular de nivel
A x 8! x {0} de K est3, si lo vemos como un cilindro de érbitas, foliado trivial-
mente por Orbitas cerradas del sistema (6.1.4)—(6.1.6) las cuales tienen movimiento
peri&ico con frecuencias dadas por w(s). Para que el sistema (6.1.4)—(6.1.6) sea
completamente integrable se requiere una integral de movimiento adicional, que
sea funcionalmente independiente de las integrales de movimiento H y K.

El problema de encontrar condiciones de integrabilidad para sistemas de este
tipo es una tarea dificil, atn en el caso de Hamiltonianos “cuadraticos” H [3,
11, 44]. En este caso estamos interesados en el comportamiento cualitativo de la
dinamica de Euler alrededor del cilindro de érbitas en el contexto de los resultados
KAM sobre la persistencia de toros quasi—periédicos y la excitacion de modos
normales [6, 7, 13, 40, 59, 60].

El primer paso en esta direcciéon es pensar en el sistema (6.1.4)-(6.1.6) como
un sistema Hamiltoniano perturbado cuya parte no—perturbada es un sistema
Hamiltoniano completamente integrable que satisface ciertas condiciones de no—
degeneracion tales como las condiciones de Kolmogorov [6, 7, 40], o bien, condi-
ciones de no-degeneracion en el sentido de Riissmann [13, 59, 60], que son maés
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débiles. Nuestra principal observaciéon aqui es que un candidato natural para
tomar el papel de sistema Hamiltoniano no—perturbado, que es no—degenerado
en el sentido de Riissmann, es el sistema linear de Euler en el cilindro de o6rbitas:

ds at
D=0 Si=w), (6.1.11)
% = ¢(s,7) xXx. (6.1.12)

Este sistema se obtiene de (6.1.4)—(6.1.6) a través del proceso de linealizacién
normal en A x S! x {0}. El retrato fase del sistema (6.1.11),(6.1.12) es bastante sen-
cillo y consiste de 6rbitas periddicas y de una familia de 2—-toros quasi—periddicos
que depende de 3 pardmetros la cual estd determinada por los conjuntos de nivel
de las tres integrales de movimiento. Sin embargo, en el contexto del formalismo
Hamiltoniano, el sistema (6.1.11),(6.1.12) nos proporciona un ejemplo sencillo de
un sistema dindmico para el que no resulta evidente una formulacién Hamilto-
niana. Esto se debe a un fenémeno general [68]: el proceso de linealizacié normal
estd estrechamente ligado con limites singulares de sistemas Hamiltonianos. De
esta manera, el sistema lineal de Euler no es Hamiltoniano en el corchete natural
(6.1.7)—(6.1.9).

Un enfoque general para la construcciéon de estructuras Hamiltonianas para
sistemas de Euler lineales ha sido desarrollado en [68]. Aqui se da una derivaciéon
directa de una estructura Hamiltonian para (6.1.11),(6.1.12), se muestra que este
sistema es completamente integrable y se calculan las variables accién-angulo.
Finalmente, es posible reconocer al sistema (6.1.4)—(6.1.6) como un sistema Hamil-
toniano casi integrable después de aplicar una “transformacién de torsiéon” la cual
es definida como la composicion de una transformacién de tipo Floquet-Lyapunov
y el flujo a tiempo 1 de un campo vectorial que depende del tiempo, asociado a
(6.1.11),(6.1.12).

6.2 Construccién de una transformacion de tipo Floquet-
Lyapunov

Consideremos el campo vectorial Hamiltoniano del sistema (6.1.4)—(6.1.6),

XH:<g—f,x>a%+<w—<%—f,x>> %+<¢Xx,%> + 0, 6.2.1)

cuya parte lineal es el campo vectorial del sistema linear de Euler (6.1.11),(6.1.12),

. ) d
xlin — w(s)g + <¢(s, T) X X, $> (6.2.2)

Entonces,
Xy = XM 4 X"+ 0,. (6.2.3)



166 Ecuaciones de Euler como sistemas Hamiltonianos casi-integrables: El caso so0(4)

donde X = <3—‘f, x> % — <aa—‘f, x> % es la llamada “torsién dindmica” de Xy sobre

el cilindro de 6rbitas.

Nuestro propésito es reducir la parte lineal de Xy a una forma normal usando
una transformacién de tipo Floquet-Lyapunov. Para ello, supongamos que las
funciones w = w(s) € C*(A) y ¢ = ¢(s5,7) € C°(A x R) @ R? en (6.1.4)-(6.1.6)
satisfacen las siguientes condiciones:

w(s) >0, ¢(5,7) =¢p(s,T+27) vy &' #0 en A. (6.2.4)

Si pensamos en (6.1.11),(6.1.12) como una familia de ecuaciones de Euler lineales
periédicas en IR?, podemos considerar la solucién fundamental correspondiente
G =G(s, 1),
oG
w(s)g = (Ao¢)G, G(s,0) = I

Aqui,
Aop=1| ¢ 0 —
—¢p2 P 0

es la matriz del producto cruz en R3. Es claro que G € C®(A x R) ® SO(3) y
el espectro de la matriz de monodromia M(s) = G(s,27) pertenece al circulo
unitario S! C C e incluye al 1. Suponemos que existe una funcién vectorial suave
(s,7) — v =v(s,7) € R® que satisface

0 —¢3 472]

w(s)j—: = ¢(s,7) xv, (6.2.5)
v(s,T) = v(s,T+2n), lv(s, )| = 1. (6.2.6)

De este modo, v es una solucién de Floquet periédica de ecuacién lineal de Euler,
la cual varia de manera suave con respecto al pardmeter s. Tal solucién siempre
existe si el espectro de M(s) es simple para toda s. Los valores propios de M(s)
son de la forma 1,exp(%i B(s)), donde la evolucién del exponente de Floquet S(s)
en s estd dada por la férmula de variacion de pardmetros [26, 68]

B'(s) = % /0271 <% <¢G(JE;§)> ,1/(T,S)> dr. (6.2.7)

Introduzcamos la notaciéon

! 2
x(s) & Flo)w(s) (Z)),Z)(S), (6.2.8)
y 1
def mXIK’(S)I -
dy = LeaA |w(s)d . (6.2.9)

Se sigue de esto que y de (6.2.4) que dp > 0.
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Sea v = v(s,T) una solucién periddica unitaria de Floquet en (6.2.5),(6.2.6).
Entonces, uno puede escoger funciones vectoriales suaves e!(s),eJ(s) en A las
cuales, junto con el vector “inicial” v%(s) = v(s,0) formen una base ortonormal en
IR, positivamente orientada, esto es, [[e{(s)| = [|e(s)| =1y

el(s) x e(s) =v'(s), e3(s) xv(s) =ei(s), v'(s) x €f(s) = e(s).

Se puede mostrar que

9(s) = cos(2mB(s)) e (s) + sin(27B(s)) e (s) (6.2.10)
M(s)ed(s) = —sin(27B(s)) e)(s) + cos(2p(s)) e3(s (6.2.11)

donde B(s) es el multiplicador de Floquet que satisface (6.2.7). Estas férmulas
implican que e?(s) — i e)(s) es un vector propio de la matriz de monodromia M(s)
que corresponde al multiplicador de Floquet exp(i27B(s)). Consideremos un

marco ortonormal mévil e (s, T), ex(s, T), v(s, ) en R® dado por

ei(s,7) = G(s,7)[cos(pT)e} ed(s)], (6.2.12)
ex(s,7) = G(s,7)[sin(B7) €] (s) + cos(Bt) eI(s)]. (6.2.13)

Estas funciones vectoriales suaves son 27t—periddicas en T debido a (6.2.10),(6.2.11).
Se sigue de (6.2.12),(6.2.13) que

de de
wd—rl — ¢ x e —wpey, wd—; = wphe, + ¢ x e (6.2.14)

Definamos la siguiente funcién suave de valores matriciales (s, T) — B(s, T) €
SO(3):
B(s, 1) def [e1(s,T), ex(s, ), v(s,7)]". (6.2.15)
Es claro que B(s, T +2m) = B(s, T). Introduzcamos también las funciones vecto-
riales suaves by = by (s, T), bo = ba(s, T), determinadas univocamente por

0B
ds

0B

—B l'=—-Aoby, = —B l=—Aob,. (6.2.16)

Entonces, by and b, son 27t-peridédicas en T y satisfacen la condicién de compati-
bilidad

ob; odby
a—T — g by X by. (6217)
En términos del marco ortonormal ey, e2, v, se tienen las representaciones siguien-
tes:
o aez ael ael
b = <<¥'”>' () (5ee)) (62.18)

b = ((520)~(5) (b)) (62.19)
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Mas atn, se sigue de (6.2.5) y de (6.2.14) que

by = — iz + é B¢. (6.2.20)

Ahora, definimos el difeomorfismo 7 : M — M por
T(s,7,x) & (s,7,B(s,7)x). (6.2.21)
Es claro que 7 es una transformaciéon gauge. Ademds, un célculo directo, us-

ando (6.2.16)-(6.2.20), muestra que el sistema dindmico que corresponde al campo
vectorial 7, Xy es de la forma

$ = (q,x) + Oy, (6.2.22)
T = w—{(p,x) + Oy, (6.2.23)
= wﬁ i3 X x + Oy, (6.2.24)

donde

db ob
p:wa—;—i—wﬁbl><i3+w'b2+(w,8)’i3, q:wa—T2+w/3b2><i3.

El “push—forward” del corchete natural de Poisson (6.1.7)—(6.1.9) por 7 esta dado
por las siguientes relaciones de corchetes

{s,t}r =1, (6.2.25)
{s,x}7 = —by x x, {t,x}r =b1 xx, (6.2.26)
{x@x}r = —Aox+[(b1 x x) ® (baxx) — (b2 X x) ® (b1 X x)]. (6.2.27)

Aqui, (x®Yy);j = x;y;. Por lo tanto, después de aplicar la transformacion (6.2.21),
el sistema original es transformado en el sistema Hamiltoniano 7, X} relativo al
corchete de Poisson {, } 7 y a la funcién Hamiltoniana

HoT '=f—w(Biz+byx) + Oy (6.2.28)
Se sigue de (6.2.22)—(6.2.24) que el sistema dindmico de 7. X' es

§ = 0, T =w(s), (6.2.29)
x = w(s)B(s)iz x x. (6.2.30)

De esta manera, el sistema lineal de Euler se transforma bajo 7 en el sistema
(6.2.29),(6.2.30) que es de forma “constante”. En el contexto de la teoria de redu-
cibilidad para sistemas periddicos lineales, 7 juega el papel de la transformaciéon
de Floquet-Lyapunov.
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6.3 Estructura Hamiltoniana para la dindmica linealizada

Es fécil verificar que el sistema (6.2.29),(6.2.30) es Hamiltoniano en el corchete
natural de Poisson (6.1.7)—(6.1.9) si y s6lo si

(wp) = 0.

Asf, la formulacién Hamiltoniana para (6.2.29),(6.2.30) no es, en general, evidente.

La idea aqui es buscar una estructura Hamiltoniana para (6.2.29),(6.2.30) en una
clase de deformaciones triviales de {, } »s. Intentemos las siguientes relaciones
para los corchetes en M:

{s,t}ep = b(s,x3), (6.3.1)

{s,x1}ap = a(s,x3)x2, {s,x2}ap = —a(s, x3)x1, (6.3.2)
{s,x3}ap =0, {T xitap =0, (6.3.3)

{xi, xjtap = €ijpXp (6.3.4)

En este caso, a y b son ciertas funciones suaves en las variables s, x3.

Proposicién 6.1 Los corchetes (6.3.1)—(6.3.4) satisfacen la identidad de Jacobi si y sélo si
las funciones a, b estdn relacionadas por la siguiente condicién de integrabilidad

ob da ob

La demostracion de este resultado es una verificacion directa que muestra que
la condicion (6.3.5) se deriva de la identidad de Jacobi para las funciones coorde-
nadas s, Ty x;. Debemos sefialar que 2 = 0 y b = 1 son soluciones de (6.3.5) y el
corchete {, }o coincide con {, } ;1.

Afirmamos que los corchetes de Poisson del tipo (6.3.1)—(6.3.4) nos dan una de-
formacion trivial del corchete natural {, } »s. Supongamos que tenemos funciones
a'y b que satisfacen (6.3.5) y tal que

a,beC®D) and b#0 on D,

donde D C A x R es un dominio abierto. Entonces, existe una funcién suave
m € C®(D) que es determinada, salvo por una constante, por las relaciones

om 1 om a

A = __ 6.3.6

s b L 0x3 b ( )
La existencia de m se sigue de la observacién de que la condicién de solubilidad de
(6.3.6) para m coincide con la relacién (6.3.5). Unos célculos sencillos, por medio
de (6.3.1)—(6.3.4) y (6.3.6), nos llevan al siguiente hecho:
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Proposicién 6.2 El “push—forward” del corchete de Poisson {, },; por el difeomorfismo
(s, T,x) — (s +m(s,x3),T,x), (6.3.7)

coincide con el corchete natural (6.1.7)—(6.1.9).

Observamos que la transformacién (6.3.7) es un difeomorfismo debido a que
su Jacobiano es igual a § # 0. La Proposicién 6.2 tendrd un importante papel en
la Seccién 6.5, en la cual construiremos la transformacién de torsién Y (6.5.5).

Por ahora, regresemos a nuestro sistema (6.2.29),(6.2.30). Supongamos que este
sistema se puede escribir en forma de corchete como

§ = {F/S}a,b/ T= {F/ T}a,b/ xi - {F/ xi}a,b/ (638)

relativo al corchete (6.3.1)-(6.3.4) y a la funcién F(s,x3) = f(s) + f1(s)x3, para al-
gunas a,b > 0y f1. Entonces es facil ver que (6.3.8) junto con la relacién (6.3.5) nos
lleva a ciertas ecuaciones para a, b y fi, las cuales tienen las soluciones siguientes:

__(wp+x) N fi=x.

w+x'x3’  wHxg

Aqui, x estd dada por (6.2.8). Mds atin, en este caso, la funciéon m en (6.3.6) tiene
la forma
K(s)

s x0) = [B) + 55| (639)

De esta manera, llegamos a la observacién principal:

Proposicion 6.3 El sistema (6.2.29),(6.2.30) es Hamiltoniano relativo al corchete de Pois-

son
w
y = — 6.3.10
{S T}a,b (U—|—K/x3 ( )
 (wB+x) _ (wB+x)
{S/ X1 }a,b - m X2, {S; xZ}a’b = m X1, (6311)
{S, X3}a,b = 0, {T, xi}a,b = 0, (6.3.12)
X, xitap = €igXx, (6.3.13)
y la funcion
F(s,x3) = f(s) + x(s) x3. (6.3.14)

Observacion 6.4 El sistema lineal original de Euler (6.1.11),(6.1.12) es Hamiltoniano
relativo al “pull-back” del corchete (6.3.10)—(6.3.13) por la transformacién de Floquet—
Lyapunov T, la cual tiene una forma mds complicada [68]. Se puede probar que esta
estructura Hamiltonian para el sistema lineal de Euler es iinica en una clase natural de
estructuras de Poisson [68].
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En general, la estructura de Poisson (6.3.10)—(6.3.13) posee singularidades en
los puntos de la hipersuperficie

Sin = {(s,7,x) | «'(s)x3 + w(s) = 0},

la cual es controlada por la informacién “dindmica” w, B del sistema lineal de
Euler. Asi, el espacio fase del sistema (6.2.29),(6.2.30) visto como un sistema Ha-
miltoniano es M™8 = M \ Sin, el cual consiste del cilindro de 6rbitas A x S! x {0}
y las variedades simplécticas invariantes de 4 dimensiones (hojas simplécticas)

S8 =S, NM™8, r € (0,00),

donde S, = (A x S') x 2.

Por otro lado, es claro, independientemente de la formulacién Hamiltoniana
discutida arriba, que F; = s, b = x3 y K son integrales de movimiento, fun-
cionalmente independientes, del sistema (6.2.29),(6.2.30), cuyos conjuntos de nivel
regulares comunes definen 2-toros invariantes T2, . = y1(c1) X 72(r,c2), para
todor >0, ¢; € Aand c; € (0,00). Aqui,

11(c1) = {1} x gl Ya(r,c2) = {x e R ‘ Ix — caiz]| = (r2 — c%)%}. (6.3.15)

Cada toro T%/Cl,c.z conlleva un movimiento quasi—periédico a lo largo de las trayec-
torias de 7, X'" con frecuencias

wi(c1) = w(er), wa(c1) = wler) Ble). (6.3.16)

Ahora bien, la descripcién Hamiltoniana nos permite decir que 7. X" define un
sistema Hamiltoniano completamente integrable en M™8. Para cada (c1,¢2) € A X
(0,00) \T, el toro T7,, , viene a ser un toro de Liuoville. Aqui, I' = {(c1,¢c2) € A x
(0,00) | ®’(c1)c2 = —w(c1)} es la curva singular curve en espacio de pardmetros.
Para cada (c1,c2) € T, el toro "JI"Z,CI,C2 no puede ser visto como un toro de Liuoville
debido a que T%rcm no es una oOrbita de la accion Hamiltoniana del 2-toro.

Debemos sefialar que en el caso particular cuando

la estructura de Poisson (6.3.10)—(6.3.13) estd bien definida en todo el espacio fase
M™8 = M. En términos de las frecuencias del movimiento quasi—periddico, esta
condicién se lee como

/
—3 = const.
w1

Esto significa que la imagen de la funcion de frecuencias es una linea recta en el
plano.
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6.4 Variables accién-angulo

Fijemos r € (0,dp). Entonces S8 = S, es una variedad simpléctica de dimensién
4 cuya 2-forma simpléctica (), estd definida por la condicién de compatibilidad
[45]:

O, (Hamg,,Hamg,) = {g1,82}ap, V81,82 (6.4.1)

Aqui, Ham, denota el campo vectorial Hamiltoniano de una funcién g. La restric-
cién del sistema (6.2.29),(6.2.30) a S; nos da un sistema Hamiltoniano completa-
mente integrable con dos grados de libertad. El dominio S¥ = S, \ {x3 = +r} estd
trivialmente foliado por toros de Liouville T, ., donde (c1,c2) € A x (—r,7).
Vamos a calcular las variables accién-dangulo correspondientes siguiendo la defini-
cién estandar [6, 40]. Primeramente, derivamos de (6.3.10)—(6.3.13) y de (6.4.1) que
la forma simpléctica en S, estd dada por la férmula

QO =dsNdt + 2—12(x X dx N dx) +dp, (6.4.2)
donde x € S2 y
_ (s)
p= {ﬁ(s) + w(s)} x3dT. (6.4.3)

Los primeros dos términos en (6.4.2) representan la forma simpléctica candnica
en el 2—cilindro A x S! y la forma simpléctica de drea en la 2-esfera S2, respecti-
vamente. La suma de estas formas es precisamente la estructura simpléctica en
S, que corresponde a la estructura de Poisson producto (6.1.7)-(6.1.9). El dltimo
término en (6.4.2) es una correcciéon determinada por el sistema lineal de Euler.

Observemos que la restriccion de la forma simpléctica (), a SV es exacta,

Q,

s =46 (6.4.4)

Aqui,

O, =sdt —zdo + [,B(s) +%] zdt,

y (s, T(mod2m),z, ¢ (mod27)) es un sistema de coordenadas cilindricas en S?,
definidas por

x = (r* —2%)

NI—=
=

cos @, Xy = (1’2 — 22) sin ¢, X3 =z,

para z € (—r,r). Integrando ©, a lo largo de los 1-ciclos basicos v1 = y1(c1),
Y2 = 72(,c2) (6.3.15) en el toro T, ¢, nos da

1 _ x(c1)
EA@-CﬁF@+Rﬂ% (6.4.5)

1

— = —0. 4.
T . r 2 (6 6)
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Finalmente, derivamos las siguientes férmulas para las variables de accién I, I
en SV

L = s+{ﬁ(s)+£((?)}x3, (6.4.7)
L = —xs (6.4.8)

En términos de las variables de accién, el Hamiltoniano (6.3.14) en SY toma la
forma

F(Ii, ) = f(S(I, L)) —«(S(h, L)) Io.

Aqui, S = S(Ih, I) es la solucién de la ecuacion

L =S— {/s(s)jL o (3)

Las variables de dngulo que corresponden a I;, I, son Ty ¢ (mod2r), las cuales
definen el “tiempo” a lo largo de las trayectorias de los campos vectoriales Hamil-
tonianos de I; y Ip, respectivamente. De esta manera, ), = dlj Adt +dI Adg.
Las frecuencias del movimiento quasi-periédico en (6.3.16) estdn dados por las

férmulas usuales,
oF, oF,

—, Wy = —.
ol SFTA

Finalmente, como una consecuencia de la Proposicién 6.2 y la férmula (6.3.9),
obtenemos la siguiente interpretacién de la variable de accién I;.

w1 =

Proposicién 6.5 El “push—forward” del corchete de Poisson (6.3.10)—(6.3.13) por el difeo-
morfismo P (6.5.1) coincide con el corchete natural de Poisson (6.1.7)—(6.1.9).

6.5 El resultado principal

Sea Bs = {x € R | ||x|| < 6} y consideremos la transformacion P : A x 8! x B —
A x S' x B; definida por

K(s
P(s,T,x) = <s + [,B(s) + w((s))] X3, T, x> , (6.5.1)
donde x = «(s) estd dada por (6.2.8). Esta misma relacién implica que el Jacobiano
de P es 2D ) \s)
s, T,X)\ _ K'(s

Luego, tomando en cuenta (6.2.4), se concluye de (6.5.2) que para todo § < dy, la
transformacién P es un difeomorfismo sobre su imagen, donde dj estd definido
por (6.2.9). Por lo tanto, la inversa de esta transformacién viene dada por

P~ (s, 1,x) = (S(s,x3), T, %), (6.5.3)
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donde S = S(s, x3) es una solucién de la ecuacion

s=5+ [/3(5) + :)((SS” x. (6.5.4)

Denotemos por
05 & P(A xS x Bs) N (A x S x By).

Es claro que Oy es una vecindad abierta del cilindro A x S! x {0} en M, la cual
se aproxima a A x S! x B; cuando 6 — 0.

Teorema 6.6 Para 6 € (0,dy) suficientemente pequefio, existe un difeomorfismo Y en
A x S! x Bs tal que

(1) Y es laidentidad en A x S' x {0},

Y(s,7,0) = (s,7,0); (6.5.5)

(2) Y preserva el corchete natural de Poisson (6.1.7)-(6.1.9);

(3)  la funcién Hamiltoniana H en (6.1.10) se transforma bajo Y a una de la forma
HoY '=Hy+0, on Oy, (6.5.6)

donde
Ho(s,7,x) & f(S(s,x3)) +x(S(s, x3)) x3. (6.5.7)

La demostracion de este teorema se hace por etapas ya que el difeomorfismo Y
se definird como la composiciéon de una transformacién cercana a la identidad
en una vecindad del cilindro (A x S') x {0} y la transformacién gauge del tipo
Floquet-Lyapunov 7 dada por (6.2.21).

Una transfomacién cercana a la identidad. Para construir una transformacion cer-
cana a la identidad alrededor del cilindro (A x S') x {0} es necesario utilizar el
método de homotopia en su versiéon contravariante [66]. Recordemos que en este
contexto, el problema que debe resolverse es el siguiente: Dadas dos estructuras
de Poisson isomorfas, encontrar un isomorfismo en una cierta clase de transfor-
maciones. Para formular el resultado seguimos un enfoque desarrollado en [68].

Proposicién 6.7 Existe un difeomorfismo cercano a la identidad ® alrededor de (A x
s) x {0},
D(s,T,x) = (s + 01, T+ O01,x+ 02), (6.5.8)

tal que el “push—forward” del corchete (6.2.25)—(6.2.27) por ® coincide con el corchete
natural de Poisson (6.1.7)-(6.1.9),

{§10D,80P)r = {g1,L2}Mmo P Vg1, 8. (6.5.9)
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La demostraciéon de esta proposisicion se sigue del lema que se prueba a con-
tinuacion.

Consideremos el siguiente sistema dindmico dependiente del tiempo en M:

ds 1 dr 1
T _Z<X'b2>' i 1 —(x,b1), (6.5.10)
dx 1—e€
g % [(x, ba)by x x — (x,b1)by X ]. (65.11)
Aqui,
Xe B 14e(1—e)(x,by xby), (6.5.12)

y las funciones vectoriales b; and b, estdn definidas por (6.2.18),(6.2.19). Sea Z,
el campo vectorial dependiente del tiempo del sistema (6.5.10),(6.5.11). Es claro
que K = ||x||? es una integral de movimiento de Z.. El campo vectorial Z. esta
bien definido en el dominio de M en donde x. # 0. Se sigue de (6.2.18),(6.2.19)
que esta condicién se cumple en A x S! x O, para todo & € (0,d;), donde hemos
denotado por

d =4 [ max Z(S,T)%} l,

SEA
T€(0,27]

= (g 15 ) CIET +150)-

Por lo tanto, para todo € € [0,1], Z. es un campo vectorial suave y acotado en
A x S' x Os con las propiedades

Ze=0 si x=0, (6.5.13)
ﬁzg (X) = Oz. (6514)
Fijemos § < d;. Se sigue de (6.5.13),(6.5.14) que el flujo ¢ de Z,

dpe
de

:Zeol,[’e/ ¢0:1d

es una transformacion cercana a la identidad en A x S! x Oy para todo € € [0,1].

Lema 6.8 El flujo a tiempo 1, ® = 11, del sistema (6.5.10),(6.5.11) es un difeomorfismo
en A x S x Oy que satisface las condiciones (6.5.8) y (6.5.9).

Demostracién. Consideremos la siguiente familia de campos de bi-vectores, la cual
depende del parametro e:

I c 1 0 9
He——ehorl/\hor2+A, A——< &A&



176 Ecuaciones de Euler como sistemas Hamiltonianos casi-integrables: El caso so0(4)

Aqui,

horﬁz%—(l—e) <b1 xx,%>, horgz%—(1—€)<b2xx,aa—x>.

Entonces, IT; y I'ly son los tensores de Poisson [45] que corresponden a los corchetes
de Poisson {, }r1 v {, }7, respectivamente. De acuerdo con [68], estamos bus-
cando un campo vectorial que depende del tiempo

Ze = ZL(s,7,x) hor§ + Z2(s, T,x) hors,
que satisfaga la ecuacién homoldgica

orT
Lz Il + ——< = 0.
o€

De acuerdo con las propiedades estdndar de la derivada de Lie [2], si tal campo
vectorial existe, entonces el flujo ¢ of Z. nos da ¢} I1. = I'lp. En particular, para
P = 1Py, tenemos P, Iy = I1;. Si usamos las siguientes relaciones

0
[hor§, hor5] = €(1—¢) <(b1 X by) X x, &> , (6.5.15)
Lpo A = LpegA =0, (6.5.16)
derivamos las férmulas
1
Lalle = —— | Lnoss (XeZ2) + Lnoss (XeZ2) | hor§ Ahors— (65.17)
€
1 a(?(ezelr) d €
+X€ <x X " x A horj (6.5.18)
1 a(?(ezg) d €
+x_e <x X " x Ahor,, (6.5.19)
y
oIl 1 0Xe, ¢ e
5 2 ¥h0r1 A hory (6.5.20)
L b I A horj 6.5.21
+X_e 2 X X, I orq (6.5.21)
1 0 .
— bi X x, I A hors. (6.5.22)

Comparando estas férmulas, la ecuacién homoldgica se reduce a las siguientes
ecuaciones para Z! y Z2

J
Lhori (Xezg) + Lhor§ (Xezg) = - g(eel (6.5.23)
1
xx QXeZe) (6.5.24)
ox
2
o QXZE) oy (6.5.25)

o0x
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En consecuencia, si se escogen

1 1

le—— X,b2 ZZZ— X,b1
L= olxby) oy Z2= (oby)
vemos que se satisfacen las tltimas dos ecuaciones. Finalmente, por medio de la
férmula (6.5.12) se verifica que la primera relacién también se cumple. |

No es muy dificil ver que que la inversa de @ es el flujo a tiempo 1 del campo
vectorial que depende del tiempo W, = —Z;_..

La construccion de la transformaciéon Y. En esta secciéon construimos un difeo-
morfismo Y que satisface las condiciones (1)—(3) del Teorema 6.6. Se sigue de la
Proposicién 6.5 que la composicién de la transformacion de Floquet-Lyapunov 7
y el difeomorfismo P (6.5.1) envia el sistema lineal de Euler al sistema Hamilto-
niano relativo al corchete natural de Poisson {, } »s (6.1.7)-(6.1.9). De hecho, el
campo vectorial T, X'" del sistema (6.2.29),(6.2.30) es Hamiltoniano en el corchete
de Poisson (6.3.10)—(6.3.13) con Hamiltoniano F (6.3.14). Por la Proposicién 6.5 y
las férmulas (6.5.3),(6.5.4), el “push—forward” (P o 7). X" coincide con el campo
vectorial Hamiltoniano Xp, relativo a {, } 1 y a la funcién

Hy=FoP ' = f(S(s,x3)) + x(S(s, x3)) x3. (6.5.26)
Aqui, S estéd definido por (6.5.4). Por lo tanto, tenemos
(PoT), X' =X :w(sx)i%—w(sx) xi—xi (6.5.27)
* Hy 1\°5, A3 ot 2\®, 13 laxz Zaxl 7 .

donde w1(s,x3) y wa(s, x3) estan dadas por (6.5.33). Observemos que Xpy, no
da una primera aproximacién a Xy en (A x S!) x {0}. Necesitamos probar que
después de una transformacion de Poisson apropiada Y, el sistema original Xp
viene a ser un sistema Hamiltoniano perturbado cuya parte no—perturbada es
precisamente Xpy,.

Entonces, definiendo
Y=®o7, (6.5.28)

garantizamos que la condicién (6.5.6) se cumple. De hecho, por medio de (6.5.9)
tenemos que {s o ®,xo P}y = 0. Sustituyendo (6.5.8) en esta igualdad y com-
bindndola con (6.2.25)—(6.2.27), deducimos que so ® = s — (x,by) + Oz y de aqui
que,

so® ! =5+ (x,by) + O, (6.5.29)

Usando (6.2.28) y (6.5.29), se calcula
HoY ! = (HoT Hoo™!
= [f—w(ﬁi3+b2,x>]o<1>*1+02
= fo(soq)’l)—w<ﬁi3+b2,x>+02
f—w(Bis, x) + Oy. (6.5.30)
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Por otro lado, tomando en cuenta que S = s — [,B + ﬂ x3 + Oy, de (6.5.26) obten-
emos la representacion Hy = f — w (B i3, x) + Oy, la cual, junto con (6.5.30) prueba
(6.5.6).

Finalmente, para completar la prueba del Teorema 6.6 debemos tomar § <
min{do, dl}

Ejemplo 6.9 Considere el caso trivial en el que ¢ en (6.1.4)—(6.1.6) es independiente de T,
¢ = ¢°(s) # 0. Entonces, la ecuacion lineal de Euler (6.1.11),(6.1.12) es Hamiltoniana
en la estructura natural de Poisson y de aqui se sique que representa automdticamente
una parte integrable no—perturbada del sistema (6.1.4)~(6.1.6). Se tiene que v = v°(s),

e; = e)(s), ex = e)(s), donde v° = %EH Luego, B = B%(s) = [e(s), e3(s),v(s)]".
Se sigue que by = b{(s) y by = 0. Resolviendo el sistema (6.5.10),(6.5.11) se obtiene la
transformacién de Poisson

Y(s,7,x) = (5, T+ (x,bJ(s)), B%(s)x),

la cual se puede ver como la reduccion del sistema (6.1.4)—(6.1.6) a una forma normal en
la primera aproximacion. En particular, si v° = i3, entonces Y = id.

Consecuencias del Teorema 6.6. Denotemos por X el campo vectorial Hamilto-
niano relativo al corchete (6.1.7)—(6.1.9) y a una funcién G en M. Se sigue de las
partes (ii) y (iii) del Teorema 6.6 que

Y. Xy = XHgoy-1 = XHO + Os.

Como una consecuencia del Teorema 6.6, se deduce que después de aplicar
la transformacién de “torsién” Y al sistema original (6.1.4)—(6.1.6), obtenemos un
sistema Hamiltoniano casi-integrable ((’)5, {,}m,Ho Yfl). De hecho, el sistema
no—perturbado es definido como el sistema Hamiltoniano relativo al corchete nat-
ural (6.1.7)—(6.1.9) y a la funcién Hy (6.5.7),

ds dt

= =0 = (s, x3), (6.5.31)
% = wy(s,x3)1i3 X x. (6.5.32)

Aqui, i3 =(0,0,1) y
wi(s,x3) = w(S(s,x3)), was, x3) = w(S(s,x3))B(S(s,x3)). (6.5.33)

Es claro que este sistema es completamente integrable (una integral de movi-
miento, adicional, es la funcién coordenada x3). En particular, para todo r < 4, la
restriccion de (6.5.31),(6.5.32) a la variedad simpléctica S, = (A x S!) x 82 nos da
un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad, completamente integrable.
Un dominio abierto de S, esté foliado trivialmente por los 2—-toros de Liouville

. 1
T o, ={s=c1 [[x—c2isl]| = (" — 3)2},
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para (c1,¢2) € Dy, donde Dj es la imagen de O; \ {x1 = 0, x, = 0} bajo la proyec-
cion natural A x 8! x R* — A x R}. Cada toro T2, . conlleva un movimiento
quasi—periodico con frecuencias w1 (c1,¢2) y wa(ci, c2) dadas por (6.5.33). Se sigue
que la funcién de frecuencias

(c1,02) — (wi(c1,c2), walcr, c2)) € R?, (6.5.34)

no es sobreyectiva. Sin embargo, en el caso cuando el exponente de Floquet g =
B(s) varia con s,
B # const, (6.5.35)

el sistema no-perturbado (6.5.31),(6.5.32) es no—degenerado en el sentido de Riissmann:
la imagen de la funcién de frecuencias (6.5.34) no pertenece a recta alguna que pase
por el origen en R?. Si, ademas de (6.5.35), el Hamiltoniano (6.1.10) es una funcién
analitica, entonces de acuerdo a los resultados analogos a los de KAM [13, 59, 60],
para ¢ suficientemente pequeno, el sistema original (6.1.4)-(6.1.6) posee muchos

2-toros Diofantinos invariantes, cercanos al toro no-perturbado Y~ 1(T2_ ).

6.6 Algunas aplicaciones

Para ilustrar algunos de los conceptos hasta aqui abordados, mostramos que nue-
stros resultados se pueden aplicar en el caso de Hamiltonianos cuadréticos

1 1
H = 3(AZ,8) + 5 (Bxx) +(CE,x),

los cuales aparecen en la teoria del movimiento del cuerpo rigido [3, 6, 11, 12, 28,
40, 44, 45]. El problema original (6.1.1)=(6.1.3) nos lleva al sistema

a6

i ¢ X AL+ ¢ xCx, (6.6.1)
% = —C¢xx+0;. (6.6.2)

Supongamos que A = diag(Aj, Az, A3), C = diag(Cy,Cy,C3), donde 0 < Az <
Ay < Aj. La restriccion de (6.6.1),(6.6.2) a {x = 0} nos da la ecuacion estan-
dar de Euler en IR3. En la esfera unitaria {||¢|| = 1} = S? C RR3, el retrato fase
de esta ecuacion involucra cuatro centros y dos puntos silla conectados por cuatro
Orbitas heteroclinicas. El dominio regular consiste de cuatro subconjuntos abiertos
DU < s2, (i=1,..,4), tal que cada D) esta pinchado en un centro y es acotado
por dos 6rbitas heteroclinicas. Para una i fija, tomemos un dominio abierto U de
tal manera que U C D). Entonces, U esta trivialmente foliado por érbitas per-
iddicas { = E(wt;A) de la ecuaciéon de Euler con frecuencias w = w(A) > 0 que
dependen del parametro A. Las funciones vectoriales Z(7; A) son 27t—periddicas
en T y pueden se escritas en términos de funciones elipticas de Jacobi (ver, por
ejemplo [45]). Introduzcamos la notacién

1 dz
K=K = [ (a6 ey
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Las frecuencias w(A) estdn definidas como sigue:

e Para A3 < A < Ay,

yk=k(A) = [(ArAz)()\*As)

e para Ay < A < Ay,

Ar—A3) (A=A
yk="k?)= HA?—AZ%EAI—ASH '
Se puede mostrar que w’(A) # 0. Consideremos (A, T (mod27)) como un

sistema de coordenadas en U definidas por (A, T) — E(7;A). La variable de
accion s se introduce por medio de la ecuacién

1 [ dA
=1/ aw

la cual define la funciéon A = A(s). Ahora, en estas coordenadas, el sistema
(6.6.1),(6.6.2) toma la forma (6.1.4)—(6.1.6), donde w(s) = w(A(s)) y

¢(s,T) = —CE(T;A(s)).
El siguiente paso es encontrar una soluciéon de Floquet periédica v en (6.2.5),(6.2.6).
Para matrices genéricas A y C, este problema no es simple. Escribiendo la ecuacién
(6.2.5) en la forma ;
(et
podemos intentar buscar una solucién v como un polinomio homogéneo en las va-
riables ¢1, ¢, 83 [12]. Por ejemplo, supongamos que los elementos de las matrices
diagonales A y C estdn relacionados por la ecuacién

(Ag — A3)(Az — A1) (A1 — Ap) + (Ay — A3)C3 + (As — A))CE + (A1 — Ay)C2 = 0.

>1/—C§><1/:0, (6.6.3)

Entonces, existe la siguiente solucién de (6.6.3):

VE(T,A)
A) = A
v = vEm )

Aqui, V = diag(V1, V2, V3) esta definida por las ecuaciones algebraicas:
Ay — A3 C3 ) V1
-G As—4A G Vo | =0.
G -G A1—A V3

La férmula (6.2.7) para el exponente de Floquet nos da

ro = svaomran (o)< (i) ]
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