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Capitulo 1

Introduccion

Resolver la ecuacién de Schrodinger puede o no representar una dificultad
analitica seguin la forma del potencial presente, es por ello que puede ser
necesario acudir a distintas herramientas numéricas que permitan conseguir
soluciones aproximadas o inclusive visualizar la evolucion del sistema en el
tiempo. En otras ocasiones no se busca solucionar un problema fisico con un
potencial especifico, sino uno que presente algunas caracteristicas generales
para ver cémo se comporta un sistema en presencia de éstas y obtener
conclusiones mas generales, por lo cual puede ser mas conveniente sustituir el
potencial exacto por barreras y pozos que imiten dichas caracteristicas. Con
los pozos se modelan potenciales atractivos y con barreras los repulsivos; este
método permite solucionar el problema con herramientas matematicas mas
bésicas o hacer uso de bajos recursos computacionales.

En este trabajo se estudia la colisién de distintos paquetes de ondas con
barreras o pozos de potencial con el propdsito de presentar una herramienta
numérica que permite el estudio tedrico de la evolucién de sistemas cudnticos
unidimensionales que son demasiado complicados para un estudio analitico.
Antes de presentar los resultados de las simulaciones se hace un breve repaso
de la particula libre y la normalizacién de Born para llegar a los paquetes
de ondas y demostrar la cualidad de minima dispersiéon de los paquetes
de ondas gaussianos. Después de dicho repaso, se presenta el método de
Crank-Nicolson; sus bases y cémo se utiliza en problemas de la mecanica
cuantica unidimensional, a su vez se define qué es el coeficiente de transmision
y se presentan las expresiones analiticas de los coeficientes de transmision
para ondas planas que colisionan con barreras o pozos de potencial. Los
primeros paquetes de ondas que se someten a las simulaciones son trenes de
ondas, con una integraciéon numérica por medio de mathematica se obtiene el
porcentaje de onda transmitida y se compara con el coeficiente de transmision
de una onda plana para el mismo potencial. El procedimiento se repite con

4



CAPITULO 1. INTRODUCCION 5

los paquetes de ondas gaussianos, con los cuales, debido a que no se pierde
la forma de los paquetes al cruzar una barrera o pozo, es posible apreciar
distintos fenémenos que ocurren en el efecto tunel.
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1.1. Particula libre

El problema de la particula libre es uno de los més simples en el estudio de
la mecdnica cuantica. En este problema el potencial es nulo en todo el espacio
por lo cual, para una dimensién, la ecuacién estacionaria de Schrodinger tiene
la forma:

d’p  2m
@‘F?E(p:o (11)

Definimos un vector k asociado al momento como:

k= (1.2)

= o

Debido a la relacién entre el momento y la energia, y la ausencia de
potencial, se obtiene que:

Sustituyendo k% en (1.1) se consigue la siguiente ecuacion:

d*p
Con solucién general:
o(x) = Ae™*® 4 Be (1.4)

Al incluir la dependencia temporal se obtiene la solucién a la ecuacién de
la particula libre:

\I’(.I',t) — Ae—i(wt—ka:) +B€—i(wt+kz) (15)

donde w = % = ’Z—’::

Cada término de la solucion representa una onda plana viajera, la primera
se propaga hacia la derecha, y la segunda hacia la izquierda. La velocidad de
fase de cada onda serfa vy = ¢ [1].

Si se considera que el movimiento de la particula es iinicamente hacia la
derecha, la constante B toma el valor B = 0, y la funcién de onda queda

COImo:

U(z,t) = Ae~ilwt-k) (1.6)
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1.2. Normalizacion de Born

La ecuacion (1.6) tiene el inconveniente de no ser una funcién de cuadrado
integrable, es decir, no es normalizable:

/ Ty — yAP/ iz = oo (17)

oo —00
Para resolver este problema hay que considerar que el espacio en el cual
se propaga la onda plana posee propiedades de periodicidad, es decir, hay
que concebir que la onda viajera se parte en una infinidad de fragmentos los
cuales se encuentran encerrados cada uno en una region finita de largo L en
las cuales ocurre exactamente lo mismo entre unas y otras [2].
Considerando dicha periodicidad, se debe cumplir la condicién:

U(z,t) =V(x+ L,t) (1.8)

Sustituyendo la ecuacién (1.6) en (1.8) se llega a que:

Ae*i(wtsz) _ Ae*i(wtfk(a:JrL))
e—iwt eikz — e—iwteikmeikL
ekl = 1 (1.9)

Dicha condicién se cumple si:

2
k‘:%n; n=1,2,3,.. (1.10)

Es decir que, tanto el momento como la energia resultan ser discretos
dentro de esta region, claro que en el limite en que L. — oo se pierde el
espectro discreto y se recupera el continuo.

Aplicando la condiciéon de normalizacién a la funcién de onda:

L L

2 2
/ U Wdr = |A\2/ dx
_ _L

2

= |APL=1

[~

Por conveniencia se toma a A como real positivo, por lo cual:

A= (1.11)

-
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Sustituyendo (1.31) en (1.6), se construye la funcién de onda como:

1 ,
U, (z,1) = —=e Hwnt=knz) 1
=1 (112
en donde:
En 277'2h 2
T h 1.1
P 2r
b= 55T 1.14
no" (1.14)
Es demostrable que estas funciones de onda son ortogonales:
: 1 [*
/ U (x,0)¥,,(z,0)dr = / p2im(m—n)% 7.
L I P
_ sin(r(m —n))
B 7r(m — n)
1 —
- { . (1.15)
0 m 7§ n

De (1.13) y (1.14) se concluye que la energia y el momento son discretos.
Es claro que al tomar el limite en que L — oo se pierde el caracter discreto.

1.3. Paquetes de ondas

La ecuacién (1.12) a pesar de ser tan general no es de tanto interés debido
a que fisicamente si se estudiase el movimiento de una particula, o incluso
un haz de éstas, es de esperarse una funcién que sea nula en casi todo el
espacio excepto por una region donde es fisicamente aceptable encontrar al
objeto de estudio, una funcién de onda con estas caracteristicas es posible de
construir al hacer una superposicion de soluciones con distintos valores de k
donde cada componente tiene una fase y amplitud elegidas de tal forma que
se garantice una interferencia constructiva dentro de la regién ocupada por
la particula o el haz. Dichas superposiciones son conocidas como paquetes de
ondas.

Para construir un paquete de ondas, es necesario que los valores del
momento estén distribuidos de tal forma que las k estén en el intervalo
(k1, k2); debido a que es una particula libre w = % = Z—fj El paquete puede
ser representado como:
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k2 k2
U(z,t) = A(k)e "2m
k1

ke g (1.16)

Hay que notar que la forma en que cada componente del paquete de
ondas evoluciona con el tiempo depende de su nimero de onda, por lo cual
las componentes mas energéticas se adelantaran mientras que las menos
energéticas se irdn quedando atras con el paso del tiempo. Este fenémeno
es conocido como “dispersion de los paquetes de ondas” [2].

1.3.1. Paquete de ondas gaussiano

Los paquetes de ondas con minima dispersion son aquellos que al evolucionar
en el tiempo no pierden su forma tan rapido, es decir, la probabilidad de
encontrar a la particula no se extiende por todo el espacio con el paso del
tiempo, sino que se mantiene como un paquete bien definido siempre y cuando
no colisione con otra particula o un potencial.

Para demostrar que los paquetes gaussianos representan particulas con
minima dispersién es necesario demostrar que para un operador A y para
cualquier estado |¢) :

(ATA), >0 (1.17)

Es posible representar a cualquier operador B con sus eigenvectores |n)
y eigenvalores b,,:

B=> b,|n)(n] (1.18)

(ATA), = (g| ATA|g)
= > (¢lap|k) (k| a|l) {1lg)

k,l

= " ajac (@lk) (k1D (1)

k,l

— Z agpa; (¢lk) o (U|d)

k,l

= Y arar (lk) (klo)

(ATA)y = > lanl’[ (k) [* >0 (1.19)
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De esta forma, (1.17) queda demostrada.

La relacién de conmutaciéon de & con p es:
[z, p] = ih (1.20)
El conmutador de las desviaciones AZ y Ap es:

[Az, Ap] = [2—(2),p — (P)]
= [Z,7]
(1.21)

Al definir una funcién J(a), con « real:

J(@) = ((aAZ +iAp) (aAZ + iAp))
a®((A2)?) + ((Ap)*) +ia(ATAp — ApAL)
J(@) = o*{((A2)%) + ((Ap)*) — ah (1.22)

+
+
J'(ar) es nula cuando o = gy, con:

h
Qin = W (1.23)

Por la forma de J(«), junto con (1.17), se obtiene que:
J(@) >0 (1.24)

Evaluando (1.23) en (1.22) se obtiene que:

T (man) = 4«2” TN p—_—

Juntando este resultado con (1.24):

- APy — —

waap A g aay
. . ?

(A2 ) (Ap)) = 7 (1.25)

La ecuacién (1.25) es la desigualdad de Heisenberg para la posicién y

el momento. De la ecuaciéon (1.17) sabemos que para el caso de J(«), la

desigualdad de Heisenberg serd minima solo cuando:
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( <(Ahfv) >A:1; T ZAp) Yrmin = 0 (1.26)

Sustituyendo AZ — x — (z) y Ap — —ilik — (p) :

<2<(A}2)2>(:€_<$>) o= Zh£—< >)>¢mm ~ 0
(s o = 0

Definiendo 0% = ((AZ)?) v ko = %)

202 dx
d ()
%wmin - (W + ZkO) 1/}min

Proponiendo ¢, = Af(z)e*o?

AT sk playetor = <_$2;<x>+z'k0)z4f(x)eik“
d ikor __ + ikow
J;(x> ik — x202<x>Af(l')ek
df(z) _ —z+{x)
de 202 /(@)
L odfe)  —r A (x)
flz) do 202
dinf(x)  —x+ ()
dx B 202
din f(z) = —x2_0<2$>dx
)2
() = —&0)r 4U<f>)
f@) = e (1.27)

De esta forma 1,,;, queda como:

oz, _(—(@)?
wmzn = Ae 4o (128)
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Es necesario normalizar a ,,;, integrando sobre todo el espacio:

/ YminPmindz = 1
o0 2 (2))2 o] o—(z) )2
]A|2/ e~ 5 dr \A[Q/ e_( ) dx

oo —0o0

Haciendo el cambio de variable u = x\;é? ,du = ﬁdw:

2
e “du

/ VrninPmindr = !A|2\/§U/

o0

El lado derecho de (1.30) es una integral gaussiana, por lo tanto:

/ Ui Omind |A*V2m0
1 = |APV2r0o
1

A= ——
VA 2mo
Sustituyendo (1.31) en (1.28):
etkoz (= (o))
wmin = ———€ 4

V2o

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)



Capitulo 2

Soluciones analiticas y métodos
numericos

Es sabido que muchos problemas fisicos no tienen solucién analitica, como
el problema de los tres cuerpos, o si tienen solucién pero obtenerla es mas
complicado que lo que se esperaria. Para combatir estas situaciones es posible
utilizar método numéricos; los cuales por medio de distintos procedimientos,
usualmente simples y repetitivos, construyen soluciones numéricas, como
tablas de ntimeros que describen a la solucién, en lugar de las formulas
matematicas que se quisieran obtener por medio de métodos analiticos. Hoy
en dia el uso de computadoras acelera el rendimiento de estos métodos,
disminuyendo el tiempo que toma realizar los calculos, guardando los datos
que se obtienen a lo largo del procedimiento, y construyendo gréficas para
visualizar la evolucién del problema a resolver.

En general los sistemas mecanico-cuanticos son demasiado complicados
como para buscar soluciones analiticas, pensando en moléculas o atomos
no hidrogenoides por ejemplo, por lo que en muchas ocasiones es necesario
recurrir a simulaciones basadas en la ecuaciéon de Schrodinger y métodos
numéricos para ver como se comportan estos sistemas.

13



14 CAPITULO 2. SOLUCIONES ANALITICAS Y METODOS NUMERICOS

2.1. Meétodo de Crank-Nicolson

J. Crank y P. Nicolson idearon, en 1947, un método numérico para obtener
la evolucién de soluciones a ecuaciones parabdlicas en derivadas parciales
desarrollado originalmente para la ecuacién del calor. Debido a que la ecuacion
de Schrodinger forma parte de dicha familia de ecuaciones diferenciales el
método puede utilizarse en ésta [3]. Por su estabilidad, bajo uso de recursos
computacionales y capacidad de conservar la probabilidad, es un método
ideal para visualizar la evolucién de la colisién de una particula con una
barrera o su interacciéon con un pozo de potencial. Este problema, para una
onda plana con una k bien definida es un ejercicio analitico que se puede
resolver con facilidad por distintos métodos como, por ejemplo, el método
WKB. En cambio los paquetes de ondas, como los gaussianos, no pueden ser
trabajados analiticamente debido a que éstos pueden estar conformados por
una infinidad de componentes con distintas energias.

El método de Crank-Nicolson es un método numérico que consiste en
convertir los diferenciales en una ecuacion de derivadas parciales en fracciones
de las diferencias finitas de la solucién y las variables, de esta forma se
consigue discretizar la ecuacién [4].

Para una primera derivada:

ov . AV Uy — U
ot At At

donde el subindice j y k£ indican el punto en el espacio y tiempo en que se
evalua a la funcién. Como la derivada es temporal, el primer indice no cambia
pero el segundo si lo hace.

(2.1)

Para una segunda derivada espacial:

U AV U, — 20 U,
N _ itk gk T Vi-1k (2.2)
Ox? Az? Ax?
En este caso, al ser la derivada de caracter espacial el indice k no cambia
pero j si lo hace . Para elementos como los de la segunda derivada en ¥ se

puede acortar con esta notacion:

\I/jJrl,k — ijj,k + \Ijjfl,k — A\I/j,k
Sustituyendo en la ecuacién de Schrodinger, la cual pasariamos de:
ov  n v

th—
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z'h%”“ — Wyt _ R AV ATy Vil 4 T
At 2m 2Az2 2

(2.4)

Donde se considera evaluar el lado derecho en dos tiempos distintos &k y
k — 1, y promediar diviendo por un factor de 2.
Separando segun el subindice temporal:

. 1At , .
(2 + 210 + 7‘/})\:[/],k — Za\IjjJrl’k — ZOC\IJJ-,L]C
, 1At , .
= (2 — 210 — ?‘/j>\Pj,k—1 + Z(Jé‘lfj+1’k_1 + za\l’j_Lk_l (25)
__ _hAt
donde o = A2

Esta ecuacién puede escribirse en forma matricial:
AV, = BV, _, (2.6)

donde V¥, y W;_; son arreglos de N elementos que representan a la funcién
de onda, k es el indice temporal correspondiente, y las matrices A y B son:

'2+2m+%v1 —i 0o - 0
—io 24 2ia + 2LV, —ia '
A= 0 —i L —ia 0 )
: . .. .. —l
i 0 0 —io 24 2io+ 2V
[2 — 2ia — LY, iov 0 - 0 |
i 2 — 2iov — %‘6 i :
B= 0 ia i 0 :
: . - 1
I 0 0 i 2+ 2ia+2Vy

De esta forma, al multiplicar por la matriz inversa de A se obtiene una
expresiéon que al evaluar la funcion de onda en el lado derecho da como
resultado el avance de esta en un intervalo temporal At. La matriz resultante,
A~!B es conocida como la matriz Crank-Nicolson [4].

Es importante notar que la parte imaginaria de cada elemento en la
diagonal de cada matriz estd formado por dos elementos, uno relacionado
al potencial y otro a la constante «; es necesario elegir los parametros de
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la simulacién cuidadosamente, de no ser el caso, puede ocurrir que « sea
dominante sobre todos, o la gran mayoria de los elementos del potencial, por
lo cual la matriz no representaria adecuadamente al sistema.

2.2. Solucion Analitica

Los sistemas a resolver consisten en un pozo o barrera que divide el espacio
en tres regiones distintas; segun la energia de la particula y la forma del
potencial se construye la ecuacién de onda en cada regién.

Para obtener la funcién de onda es necesario resolver la ecuacién de
Schrodinger en las tres regiones. Asi la ecuacién asociada a cada region seria:

dz’(/)[ 2m

d2¢[[ 2m 2m

2 + ?EQ/]H = ?Voﬁ)u (2.8)
d*Yy 2m

du? + ?Eiﬁ[[] =0 (29)

respectivamente. Cada funciéon de onda debe de ser fisicamente aceptable
a la vez, por lo tanto no debe divergir en ningin punto, debe también, en
conjunto con su derivada, ser continua en todo el espacio y particularmente
en las fronteras, y la funcién de onda final debe estar normalizada en toda el
espacio fisico.

2.2.1. Coeficiente de transmision

Para calcular el coeficiente de transmisiéon de una onda es necesario hacer
uso del flujo de probabilidad J, definido como:

ih
J = -V — ") (2.10)

y el coeficiente de transmision se define como la razén de la onda transmitida
respecto de la incidente:

| JTTansmitida |
T=—"" 2.11
| Jlncidente| ( )
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Al considerar que la onda incidente llega por la izquierda a un pozo o
barrera rectangular:

| Jr11]
T = 2.12
| J1| (2.12)
V111V — V7 Vb

11V — V|

(2.13)

2.3. Comparacion numérica y analitica

Realizar el procedimiento de la subseccién 2.2.1 para cada uno de los
sistemas o funciones a analizar a continuaciéon es un trabajo laborioso e
innecesario debido a que las expresiones a las que se desea llegar son bien
conocidas, por lo tanto se optard por tomarlas del libro Quantum Mechanics
de L. I. Schiff [5]. Dichas férmulas son véalidas para ondas planas infinitas
a tiempos infinitos; debido a que el método de Crank-Nicolson toma una
funcién de onda y desarrolla su evolucién en un espacio finito, no es posible
implementar ondas de este tipo, por lo tanto, se utilizaran trenes de ondas
para comparar el porcentaje de onda transmitida con el coeficiente de
transmisién tedrico para una onda infinita. Un tren de ondas se construye
tomando una parte de una onda plana en una region del espacio, el resto de
la onda plana se toma como cero y se normaliza.

Para comparar numéricamente se considerara el movimiento de un electrén
con los siguientes parametros:

Energia E = 10peV

Largo del tren de ondas L = 5pm
Ancho del potencial a = 100nm
Intervalo temporal At = 10"2ns
Intervalo espacial Ax = 10nm
Dominio fisico D = 40um

Los trenes de ondas a utilizar, ya normalizados, estarian representados
por la funcién de onda en piezas

1 ik(o—(z0+ %)
by = [ I w el
0 x & [xg, 20+ L]

con k =¥ 2%"E . Segtn el caso, el potencial serd algin miltiplo de la energia
promedio del paquete de ondas, a menos que se indique lo contrario.
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2.4. Transmision a través de un pozo de potencial

Los pozos de potencial se utilizan para representar potenciales atractivos,
los méas simples son los pozos rectangulares como el que se muestra en la
figura 2.1, de ancho a y profundidad V{. Fuera del pozo consideramos al
potencial como cero; de esta manera, una particula ligada posee energia
negativa, mientras que las particulas con energia positiva son dispersadas.

E=0

E<0

Figura 2.1: Pozo de potencial.

2.4.1. Energia menor a cero y mayor que —V|

2.4.1.1. Solucion Analitica

Para resolver analiticamente el problema del pozo hay que plantear la
ecuacion de Schrodinger estacionaria en cada region:

d*y 2m

i (2.14)
d? 2m om

deH - ?|E,W}H = _F%¢11 (2.15)
d? 2m

dﬁlzn ?|E/’¢HI =0 (2.16)

Es posible pasar el problema del pozo finito al de la caja finita si se suma
un término %—T%w en cada lado de cada ecuacién y definiendo una nueva
energia £ = Vo — |E’| > 0, esto equivale a trasladar el punto de referencia
para medir el potencial. Las ecuaciones tomarian la forma:
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d*i; 2m 2m
a2 TP g (2.17)
d*y; 2m
—F = 2.18
dxz? + hQ wll ( )
d*Yrr 2m 2m
Froalis ?E@Z}HI = ?Vcﬂl}[u (2.19)
Definiendo los pardmetros £ = 22(V — E) = 22|E'|, * = 23E las
ecuaciones toman la forma:
d2¢1 _ 521/11 (220)
dx?
deJII 2
—_— = = 2.21
72 n“Yrr (2.21)
deIII 2
2.22
dr? § i ( )

con soluciones, fisicamente aceptables en sus respectivas regiones:

v = Aet” (2.23)
i = Age™ + Bye (2.24)
Vg = Aze™* (2.25)

Por la forma de las soluciones, que no representan ondas viajeras en las
regiones I y III se puede concluir que una particula con energia E’, que
cumple con —Vy < E' < 0, se veria encerrada en la regién I1, el pozo de
potencial, y que podria cruzar las fronteras con las otras regiones, I y I11,
pero no atravesarlas debido a que dichas regiones se extienden por todo el
espacio.

2.4.1.2. Solucién Numérica

Debido a que el método de Crank-Nicolson requiere una funcién de onda
que sea una suma de soluciones a la ecuacién de Schrédinger, no es posible
visualizar una onda viajera en las regiones I y I11, pero es posible analizar
efectos interesantes que ocurren dentro del pozo o la caja finita de potencial,
como los intentos de tunelaje en la proximidad de las fronteras. Para apreciar
mejor el movimiento del tren de ondas en la caja de potencial se considerard
una caja de ancho 10 pm y energia, o profundidad, Vy = 2F.
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Figura 2.2: tren de ondas en t = Ons Figura 2.3: tren de ondas en ¢t = 1 ns
dentro de la caja. dispersandose.

En la figura 2.2 se encuentra el tren de ondas dentro de una caja de
potencial la cual tiene una altura dos veces mayor que la energia del tren de
ondas a un tiempo t = O ns, en la figura siguiente, 2.3, para un tiempo ¢t = 1 ns
se puede ver como el tren de ondas se ha empezado a dispersar debido a que
las componentes mas energéticas se adelantan a las menos energéticas, a su
vez toma una forma més parecida a la de la componente principal.
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Figura 2.4: tren de ondas en t = 2ns
chocando con la pared.

Figura 2.5: tren de ondas en ¢t = 5ns
reflejado.

En la figura 2.4 el tren de ondas colisiona con la pared de la caja de

potencial, en un tiempo t = 2ns, de tal forma que la probabilidad empieza a
acumularse en la pared para ser reflejada, como se observa en la figura 2.5,
para dirigirse a la otra pared del potencial.
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2.4.2. Energia mayor que cero
2.4.2.1. Solucién Analitica

En este caso la particula tiene una energia F mayor que el potencial en
las regiones I y II1, por lo cual no son regiones prohibidas y las soluciones
generales son de la forma de ondas oscilatorias. Por lo tanto, es posible
determinar el coeficiente de transmision analiticamente.

El coeficiente de transmision para una onda que incide en un pozo de
potencial es [5]:

1 V2 om -1
T=|14+-—2sin?(/==(V,+E 2.2
+4E(V0+E)Sm< A )“)] (220

Para los pardametros indicados en la seccion 2.3, y con un pozo de potencial
cuya profundidad es dos veces mayor que la energia del tren de ondas, V) =
2F, el coeficiente de transmisién es T, = 0.9647.

2.4.2.2. Solucién Numérica

L3mgd L3a1gd

t=0ns - t=1ns
1u1e, Potencial 110, Potencial
a1k . RhL
1
[FLatieil | e !
1] 1] i
d d e
B B wr
-gn.:n-u:a-- i -gn.:n-u:a-- r
E w— E Tk
SI0000 ¢ # AI0000 ¢ -tl
 H
R - # NI - ! -1
|
il
(RTHI T T T T RTITS (RTHI Sald® g sald® RTITS
FOELCTOH i FEC IO [y

Figura 2.6: tren de ondas ¢t = Ons Figura 2.7: tren de ondas ¢t = 1 ns
junto al pozo. dispersandose y cruzando.

En la figura 2.6 se encuentra el tren de ondas junto al pozo de potencial
en un tiempo t = 0Ons, en la figura siguiente, 2.7 el tren de ondas ya se ha
dispersado y esta cruzando el potencial.
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Figura 2.8: tren de ondas t = 2ns Figura 2.9: tren de ondas ¢t = 5ns
terminando de cruzar. del otro lado.

En la figura 2.8 la mayor parte del tren de ondas ha cruzado el potencial
y finalmente en la figura 2.9 la gran mayoria del tren de ondas cruza el pozo
mientras que una minima parte se ha reflejado hacia la izquierda.

La probabilidad transmitida a través del pozo en la ultima figura es T =
0.9853.

La aproximacioén entre T, y T, es de un 97.9 %.

2.5. Transmision a través de una barrera de
potencial

Las barreras de potencial se utilizan para representar potenciales repulsivos,
las méas simples son las barreras rectangulares como el que se muestra en la
figura 2.10, de ancho a y altura V.

Clasicamente cuando una particula colisiona con una barrera de potencial,
ésta podra cruzarla tinicamente si su energia es mayor que la del potencial,
en caso contrario la particula serd detenida y reflejada por la barrera. En
el régimen cuantico es posible que una particula con energia menor que un
potencial lo atraviese, este fendmeno se conoce como efecto tiinel y es una de
las mayores aplicaciones de la teoria cuantica, desde el diseno de dispositivos
electrénicos hasta el dar las bases tedricas al fenémeno de decaimiento alfa
nuclear. A su vez es probable que una particula con energia mayor que la del
potencial sea reflejada por éste.
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Figura 2.10: Barrera de potencial.

2.5.1. Energia menor a
2.5.1.1. Solucién Analitica

En este caso la particula tiene una energia E mayor que el potencial en
las regiones I y I1I, pero menor que este en la regién II, por lo cual las
regiones I y I1I no son regiones prohibidas y las soluciones generales son
de la forma de ondas oscilatorias, asi que nuevamente es posible determinar
analiticamente el coeficiente de transmisién.

El coeficiente de transmision para una onda que incide sobre una barrera
de potencial es [5]:

2

ro i (2w - B B (2.27)
= ——————sin — (Vo — E)a .
AE(V, — E) R
Para los pardametros indicados en la seccién 2.3, y con una barrera cuya
altura es 2 veces la energia del tren de ondas, Vj = 2FE, el coeficiente de
transmision es T, = 0.1453.
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2.5.1.2. Solucién Numérica
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Figura 2.11: tren de ondas ¢ = 0ns  Figura 2.12: tren de ondas ¢ = 1ns
junto a la barrera. dispersandose y colisionando.

En la figura 2.11 se encuentra el tren de ondas junto con la barrera de
potencial en un tiempo t = Ons, en la figura siguiente, 2.12, el tren de ondas
yva se ha dispersado y estd cruzando el potencial, debido a que la energia
de la barrera es mayor que la del tren de ondas, éste se retrasa dentro del
potencial y la probabilidad empieza a acumularse, por eso aumenta de esa
forma hasta que consigue cruzar o se ve reflejado.
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Figura 2.13: tren de ondas ¢t = 2ns Figura 2.14: tren de ondas ¢ = Hns
terminado de cruzar y reflejarse. reflejado y transmitido finalmente.

En la figura 2.13 se puede apreciar como la funcién de onda ya se ha
reflejado y la probabilidad empieza a distribuirse hasta que finalmente cada
parte de la funcién de onda forma dos nuevos paquetes en cada lado, como
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se ve en la figura 2.14. Como la energia principal del tren de ondas es menor
que la barrera, el porcentaje de onda transmitida es menor que el porcentaje
de onda reflejada.

La probabilidad transmitida a través de la barrera en la iltima figura es
T, =0.1371.

La aproximacién entre T, y T, es de un 94.35 %.

2.5.2. Energia igual a 1}
2.5.2.1. Solucion Analitica

En este caso el coeficiente de transmisién se puede obtener tomando el
limite en que la energia de la particula tiende a la del potencial para el
coeficiente del caso anterior:

P o [2m -1
T o= Jm 1+4E<vo—zs>smh( hQ(VO_E)aN

Para dngulos pequenos senh(z) — x
2 2m (o — )27t
= lm |1+ VOFF(O)]

E=V | 4F Vo— F
-1
+ V—(]Zz—zltf
E—V, L 41F h

T = [l—ﬁ—a}l (2.28)

Para los parametros indicados en la secciéon 2.3, y una barrera con altura
igual a la energia del tren de ondas, Vy = F, el coeficiente de transmisién es
T, = 0.6041.
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2.5.2.2. Solucién Numérica
L3a10" LAs10"
t=0ns R R e
11| Potencial MY Patencial
LAs1a¥k F
S b | RN i
FELLGLL F
] S Fnamaon } "
azpocof Bapacof il"
azpocof
P ] H
FN00E jn]
A
(BTG g ® ] St TS (ETH G ol ® ] Sala® BT S
PO O (o PO v

Figura 2.15: tren de ondas ¢t = Ons
junto a la barrera.

Figura 2.16: tren de ondas ¢t = 1ns
dispersandose y colisionando.

Al igual que antes, las primeras dos figuras, 2.15 y 2.16, representan un

tren de ondas viajando, y dispersandose, hacia el potencial e interactuando
con éste, acumulando la probabilidad hasta que una porcién de la funcién de
onda consigue atravesar al potencial o es reflejada hacia la izquierda. Como
la energia de la barrera es menor que antes, la probabilidad no se acumula
tan drasticamente como en el caso anterior.
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Figura 2.17: tren de ondas ¢t = 2nsFigura 2.18: tren de ondas ¢ = Hns

terminando de cruzar y reflejarse.

reflejado y transmitido finalmente.

En la figura 2.17 se puede apreciar como la funcién de onda ya se ha
reflejado y la probabilidad empieza a distribuirse hasta que finalmente cada
parte de la funcién de onda forma dos nuevos paquetes en cada lado, como
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se ve en la figura 2.18. Como la energia principal del tren de ondas es igual
que la altura de la barrera, el porcentaje de onda transmitida es casi igual
que el porcentaje de onda reflejada.

La probabilidad transmitida a través de la barrera en la iltima figura es
T, = 0.5644.

La aproximacién entre T, y T, es de un 93.43 %.

2.5.3. Energia mayor a V|
2.5.3.1. Solucién Analitica

En este caso el coeficiente de transmision para una onda que incide sobre
una barrera de potencial es [5]:

T = {1 - (im - 1) sin2< 2;;(E - vo)aﬂ1 (2.29)

Para los parametros indicados en la seccién 2.3, y una barrera de potencial
con altura Vy = %E, el coeficiente de transmision es T, = 0.9061.

2.5.3.2. Solucién Numérica
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Figura 2.19: tren de ondas t = Ons  Figura 2.20: tren de ondas ¢ = 1ns
junto a la barrera. dispersandose y colisionando.

Una vez mas, las primeras dos figuras, 2.19 y 2.20, representan a un tren
de ondas viajando hacia el potencial e interactuando con éste, dispersandose
en todo el trayecto. Al llegar a la barrera de potencial la probabilidad empieza
acumularse hasta que una porcion de la funcién onda consigue atravesar la
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barrera de potencial o es reflejada hacia la izquierda. En este caso el potencial
tiene menos energia que el tren de ondas, es por esto que en la figura 2.20
la probabilidad no se acumula como en los casos anteriores, ya que aqui la
mayor parte de la funcién de onda conseguira cruzar el potencial a diferencia
de los casos anteriores.
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Figura 2.21: tren de ondas ¢t = 2ns Figura 2.22: tren de ondas ¢ = Hns
terminado de cruzar y reflejarse. reflejado y transmitido finalmente.

En la figura 2.21 puede observarse como la funcién de onda ya se ha
reflejado y la probabilidad empieza a distribuirse hasta que finalmente cada
parte de la funcion de onda forma dos nuevos paquetes en cada lado, como
se ve en la figura 2.22. Como la energia principal del tren de ondas es mayor
que la altura de la barrera, el porcentaje de onda transmitida es mayor que
el porcentaje de onda reflejada.

La probabilidad transmitida a través de la barrera en la tltima figura es
T, = 0.8874.

La aproximacién entre T, y T, es de un 97.94 %.
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2.6. Generalidades

En todos los casos se observa cémo los trenes de ondas empiezan a
dispersarse con el paso del tiempo debido a que, a pesar de que son trenes de
ondas con una frecuencia especifica, estos se obtienen de recortar una onda
plana infinita por lo cual en sus bordes no decaen naturalmente a cero, asi que
para compensar ese corte en los bordes son necesarias mas componentes con
distintas frecuencias, y por lo tanto distintas energias; asi, las componentes
menos energéticas se van quedando atréds y las més energéticas se adelantan.

La aproximacién entre los coeficientes de transmision para ondas infinitas
(T,) con el de los porcentajes de onda transmitida (7}) era de esperarse ya
que la principal componente de cada tren de ondas coincide con la onda
infinita para la cual se calculd el coeficiente de transmision.



Capitulo 3

Paquete de ondas gaussiano,
barreras y pozos

3.1. Ondas gaussianas

A diferencia de las distintas funciones de onda que se han mencionado
anteriormente (trenes de onda, ondas planas infinitas), los paquetes de ondas
gaussianos decaen naturalmente a cero y no hay necesidad de cortarlos, por
lo cual estudiarlas con herramientas computacionales ofrece resultados mas
completos que para las otras ondas. Por otro lado se demostré en la subseccion
1.3.1 que estos paquetes representan particulas con minima dispersion en
posicién y momento, de ahi el interés de estudiarlas. Debido a que los paquetes
gaussianos estan formados por una infinidad de componentes, con distintas
energias, no es posible determinar analiticamente los coeficientes de transmisién
y reflexién como con las ondas planas infinitas, por lo cual es necesario
recurrir a métodos computacionales para visualizar y predecir la evolucién
de estas ondas al encontrarse con distintos potenciales. De igual forma que
en el capitulo 2, se comparara el porcentaje de onda transmitida con los
coeficientes de transmisién para ondas infinitas cuya energia sea igual a la
energia promedio del paquete gaussiano.

El anélisis de los distintos potenciales ya fue estudiado en general en el
capitulo anterior, por lo cual no hay necesidad de repetirlo en las siguientes
secciones, Unicamente es necesario retomar las expresiones para los coeficientes
de transmisién de cada caso.

Para comparar numéricamente nuevamente se considerara el movimiento
de un electréon con los siguientes parametros:

30
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Energia promedio E = 10n1eV
Desviacion ¢ = 100nm

Ancho del potencial a = 100nm
Intervalo temporal At = 1072ns
Intervalo espacial Ax = 10nm
Dominio fisico D = 40pm

El paquete gaussiano, ya normalizado, tendria la forma:

\I/( t) 6ik0z _ (@—zg)?
:L" = —€ 402
vV V2ro
2mE
ko = 5

ko = 1.61897 x 10"m™!

3.2. Particula libre

(3.1)

Anteriormente, en la seccién 1.3, se mencion6 que los paquetes de ondas
tienden a dispersarse con el paso del tiempo, esto ocurre con cualquier paquete
de ondas, incluso con los trenes de ondas se puede observar en los primeros
pasos de las simulaciones, pero una peculiaridad de las funciones de onda
gaussianas es que se dispersan de la misma forma tanto para la izquierda
como para la derecha, asi el centro de la gaussiana avanza como si no existiera

esta dispersién [5].

A continuacién se presenta la evoluciéon de una onda gaussiana con las

caracteristicas mencionadas anteriormente:
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Figura 3.1: Paquete gaussiano
descrito anteriormente.

Figura 3.2: Paquete gaussiano
tras 5ns dispersandose.
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Figura 3.3: Paquete gaussiano
tras 7 ns dispersandose.

Figura 3.4: Paquete gaussiano
tras 9ns dispersandose.

Para compensar la dispersion, la altura de la funcién de onda disminuye

para conservar la probabilidad. Como

se aprecia en la figura 3.4 la amplitud

ha disminuido hasta llegar a ser menor que la amplitud original.

La figura 3.1 es la funcién de onda original que se usara de referencia para
el analisis de las subsecciones 3.3.2, 3.4.1, 3.4.2 y 3.4.3.
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3.3. Transmision a través de un pozo de potencial

3.3.1. Energia promedio menor a cero y mayor que —Vj

De igual forma que en la subseccién 2.4.1, debido a la forma de las
soluciones para este sistema, se opta por pasar el problema al de una particula
encerrada en una caja de potencial dos veces mayor que la energia promedio
de la particula y de ancho 10 pm.
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Figura 3.5: Paquete gaussiano Figura 3.6: Paquete gaussiano
dentro de un pozo de potencial. tras un tiempo ¢t = 1ns.
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Figura 3.7: Paquete gaussiano Figura 3.8: Paquete gaussiano
tras un tiempo t = 2ns tras un tiempo t = 4 ns

colisionando con la pared del pozo. reflejado totalmente dentro del pozo.
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En las cuatro figuras anteriores podemos ver como una onda gaussiana
encerrada en una caja de potencial, de altura dos veces mayor que la energia
promedio de la onda, al propagarse colisiona con una de las paredes de ésta,
siendo reflejada totalmente para dirigirse a la otra pared.

3.3.2. Energia promedio mayor a cero

Para los parametros indicados en la seccién 3.1, y un pozo de potencial
con energia —Vy, dos veces mayor que la energia del tren de ondas, Vy = 2F,
el coeficiente de transmision es T, = 0.9647.
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Figura 3.9: Paquete gaussiano Figura 3.10: Paquete gaussiano
tras bns colisionando con el pozo tras 7ns atravesando casi totalmente
de potencial. al pozo.

En la figura 3.9 el paquete gaussiano inicia su interaccién con el pozo de
potencial, en el instante ¢ = 5ns. En la figura 3.10 se observa cémo la mayor
parte del paquete gaussiano consiguio cruzar el pozo de potencial.
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Figura 3.11: Paquete gaussiano tras 9ns con una porciéon reflejada por el
pozo.

En la figura 3.11 el paquete gaussiano ha terminado por completo su
interaccién con el pozo de potencial y la fraccién reflejada es més apreciable.

La probabilidad transmitida a través de la barrera en la tltima figura es
T, = 0.9975.

Podemos comparar el porcentaje de transmisién para una onda infinita
v el de la simulacién con una onda gaussiana, obteniendo una aproximacion
de 96.71 %.

3.4. Transmision a través de una barrera de
potencial

3.4.1. Energia promedio menor que V}

Para los parametros indicados en la seccién 3.1, y con una barrera de
potencial cuya altura es dos veces mayor que la energia promedio de la onda
gaussiana, Vy = 2F, el coeficiente de transmisién es T, = 0.1453.
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Figura 3.12: Paquete gaussiano
tras bns colisionando con la
barrera de potencial.

Figura 3.13: Paquete gaussiano
tras 7ns terminando de colisionar con
la barrera.

En la figura 3.12 se puede observar como la probabilidad se acumula en
la barrera de potencial, esto debido a que la barrera retrasa el movimiento
de la onda, por lo cual la probabilidad empieza a concentrarse ahi hasta que
una parte de la onda atraviese la barrera y otra parte se vea reflejada. Como
se observa a los 2ns la colisién ha terminado y el paquete de ondas ha sido
separado en dos paquetes de ondas a cada lado de la barrera, como se ve en

la figura 3.13.
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Figura 3.14: Paquete gaussiano tras 9ns divido en dos paquetes de ondas a

los lados de la barrera.
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En la figura 3.14 el paquete de ondas ha sido separado completamente en
dos paquetes de ondas a cada lado de la barrera. Debido a que la energia de
la barrera es mas alta que la energia promedio del potencial, es de esperarse
que la porcién reflejada sea mayor que la que logré atravesar la barrera.

La probabilidad transmitida a través de la barrera en la ultima figura es
T, = 0.1094.

Podemos comparar el porcentaje de transmisién para una onda infinita
y el de la simulaciéon con una onda gaussiana, obteniendo una aproximacion

de 75.29 %.

3.4.2. Energia promedio igual a V

Para los parametros indicados en la seccién 3.1, y con una barrera de
potencial cuya energia es igual a la energia promedio de la onda gaussiana,
Vo = E, el coeficiente de transmisién es T, = 0.6041.
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Figura 3.15: Paquete gaussiano Figura 3.16: Paquete gaussiano
tras 5ns terminando de reflejarse tras 7ns divido en dos paquetes
y atravesar la barrera. de onda a los lados de la barrera.

Al igual que antes, la primera figura, 3.15, muestra cémo la probabilidad
se acumula durante la colision de la funcién de onda con la barrera. Dado
a que en este caso la energia del potencial es igual a la energia de la onda
gaussiana, y no mayor como en el caso anterior, la probabilidad no se acumula
tanto como en dicho caso. En la figura 3.16 se puede apreciar que la onda
gaussiana se ha fragmentado en dos paquetes de ondas a cada lado del

potencial.
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Figura 3.17: Paquete gaussiano tras 9ns divido en dos paquetes de ondas a
los lados de la barrera.

En la figura 3.17 los paquetes de ondas se han separado completamente
y se alejan de la barrera. Debido a que la energia del potencial es igual a la
energia promedio del paquete gaussiano, se podia anticipar que la porcién de
onda transmitida se aproxime a un 50 % de la onda incidente.

La probabilidad transmitida a través de la barrera en la ultima figura es
T, = 0.5547.

Podemos comparar el porcentaje de transmisién para una onda infinita
y el de la simulaciéon con una onda gaussiana, obteniendo una aproximacion
de 91.82%.

3.4.3. Energia promedio mayor que V

Para los parametros indicados en la seccién 3.1, y con una barrera de
potencial cuya energia es un medio de la energia promedio de la onda gaussiana,
Vo = %E, el coeficiente de transmision es T, = 0.9061.
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Figura 3.18: Paquete gaussiano Figura 3.19: Paquete gaussiano
tras Hns colisionando con la barrera tras 7ns terminando de atravesar la
de potencial. barrera de potencial.

En la figura 3.18 se aprecia la funcién de onda interaccionando con la
barrera de potencial, debido a que la barrera de potencial tiene menos energia
que la onda gaussiana, la onda se ve con menor dificultad para cruzar la
barrera, por lo cual la probabilidad no se acumula tanto como en los casos
anteriores y la onda no se deforma tan drasticamente.
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Figura 3.20: Paquete gaussiano tras 9ns divido en dos paquetes de ondas a
los lados de la barrera.

En la figura 3.20 la onda gaussiana ha terminado su interaccién con la
barrera de potencial. El paquete de ondas ha sido separado en dos paquetes
de ondas a cada lado de la barrera. Debido a que la energia promedio del
paquete de ondas es mayor que la energia de la barrera, es de esperarse que
la porcién reflejada sea menor que la que logré atravesar la barrera.
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La probabilidad transmitida a través de la barrera en la tltima figura es
T, = 0.8946.

Podemos comparar el porcentaje de transmisién para una onda infinita
y el de la simulacién con una onda gaussiana, obteniendo una aproximacion

de 98.73 %.

3.5. Desfasamiento de onda

Las barreras de potencial ocasionan efectos interesantes en la onda incidente,
estos se pueden observar si comparamos las ondas transmitidas:
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Figura 3.21: Desfasamiento de las ondas transmitidas.

La figura 3.21 muestra las ondas transmitidas de los tres casos anteriores
y el de la particula libre en el tiempo de 9 ns, cada linea vertical indica donde
se encuentra el pico de probabilidad de cada una de estas.

Uno de dichos efectos es la reduccién de la amplitud de la funcién de onda,
esto es de esperarse pues una porcién del paquete de ondas se ve reflejado. El
segundo efecto es el desfasamiento de la onda, es decir, cuando una onda
colisiona con una barrera de potencial, las componentes mas energéticas
atraviesan con mayor facilidad la barrera, de tal forma que si la barrera
de potencial es méas energética, el paquete de ondas transmitido se adelanta
al caso en que la barrera es menos energética.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado la versatilidad de los métodos numéricos
para mejorar el estudio de distintos fenomenos de la mecanica cuantica. Por
medio de simulaciones de la colisién de una particula, con distintas funciones
de onda, con distintos potenciales, pozos o barreras, se pudo visualizar la
evolucion del sistema en el tiempo. A su vez, permiten visualizar distintos
fenémenos, como el efecto tiunel, la dispersién o el desfasamiento.

Los trenes de ondas, estudiados en el capitulo 2, tienden a dispersarse y
perder su forma rapidamente. Por otra parte, para los paquetes gaussianos, de
los cuales se demostro en la subseccién 1.3.1 que su dispersiéon es minima, se
pudo observar cémo se dispersa una particula libre en la seccion 3.2. Gracias
a la distribucién de sus componentes no se pierde la forma de campana; en
su lugar, el paquete se dispersa de la misma forma para cada lado y la cresta
baja para conservar la probabilidad. Tras comparar los paquetes transmitidos
a través de barreras de potencial, se pudo observar dos fenémenos distintos;
la atenuacién, relacionado con la reduccién de la amplitud de la funcién de
onda, y el desfasamiento de los paquetes de ondas, el cual se debe a que las
componentes del paquete de ondas que son més energéticas que la barrera de
potencial, cruzan con mayor facilidad, de tal forma que el paquete de ondas
transmitido es més energético y por lo tanto se adelanta a un paquete de
ondas que se transmite a través de una barrera de potencial menos energética.

También se comparé como las férmulas que se utilizan para calcular el
coeficiente de transmision de ondas planas que inciden en barreras o pozos
de potencial pueden ser buenas aproximaciones para calcular el porcentaje
de transmisiéon de ondas gausianas o trenes de ondas para el caso respectivo.
Principalmente si la energia del tren de ondas o la onda gaussiana es mucho
mayor que la de la barrera.
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