UNIVERSIDAD DE SONORA

DIVISION DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
DEPARTAMENTO DE FiSICA

POSTGRADO EN NANOTECNOLOGIA

Caracterizacion electronica de un sistema cuantico
confinado de cuatro electrones mediante el Método
Variacional Directo

TESIS

Que para obtener el titulo de:

MAESTRIA EN NANOTECNOLOGIA

PRESENTA:

ALEJANDRO DAVID SANU GINARTE

DIRECTOR DE TESIS:
DR. RAUL RIERA AROCHE

HERMOSILLO, SONORA AGOSTO, 2015



Universidad de Sonora

Repositorio Institucional UNISON

<
Q

—

TODO - LO - ILUMINAN

KA P
NP |

-

{

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

oS0

Excepto si se sefiala otra cosa, la licencia del item se describe como openAccess



“Emplearse en lo estéril cuando se puede hacer lo Util; ocuparse en lo facil cuando se
tienen brios para intentar lo dificil, es despojar de su dignidad al talento. Todo el que deja
de hacer lo que es capaz de hacer, peca.”

José Marti



Agradecimientos

A mis compaferos de aula, que logramos ser un colectivo unido en un solo

propésito.

A mis profesores del Programa de Posgrado en Nanotecnologia, del
Departamento de Fisica de la Universidad de Sonora, que en todo momento

manifestaron su vocacion tan humana de trasmitir sus conocimientos.
A mi novia Lisset Ferrer Galindo por su carifio, comprension y apoyo.

A mi familia que no solo les debo la vida, me ensefiaron que alcanzar un propgsito
atil ennoblece a la persona, mi madre Lisset Maria Ginarte Mufiz, mis padres
Rolando Safu Martinez y Marcos Felipe Barrios Sanchez, mis hermanas Giselle,
Martica y mis amigos inseparables Adrian y Reynaldo.

A mis suegros Lazaro y Maura, por su apoyo incondicional.

A mi tutor y amigo Dr. Raul Riera Aroche, quien me ayuddé a lograr mis suefios,
transmitiéndome su amplio caudal de conocimientos.

Ademas de agradecer al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT)
por confiar en mi y permitir que se haga realidad mi gran suefio, que es formarme

como cientifico.



Contenido
[T 0 o 1¥ o o3 T o S SPPSPTN iv
Capitulo 1 FUNAAmMeENTOS TEOIMICOS ...cuuuueiiiieeeeeeeeeeeiie e e e e e e e e e e e et e e 1

1.1. Laecuacion de Schrodinger para atomos multielectronicos y la aproximacion

de Born-OpPenneIMET ... 1

1.2.  ElI método variacional dir€CtO ..........ccevvviiiiiiiiiiiiiieeeeeee e 2
1.3. El método variacional directo aplicado a sistemas atdmicos confinados ....... 3
Capitulo 2 Tratamiento variacional del atomo de Berilio confinado..................... 7

2.1. Estudio variacional del estado base del &tomo de Berilio en un potencial de

(010 Y40 I 1S3 1= ¢ o o TSP 8

2.2. Tratamiento de las integrales de energia cinética, integrales de Coulomb 'y

de Intercambio para el estado DaSe ........ccoeeeeiiiiiiiiiiiii e 15

2.3.  Estudio variacional del estado excitado 1s22s2p, del atomo de Berilio en

un potencial de POZ0 ESTENICO ........ooiiueiiiiiiiiee e 18

2.4. Tratamiento de las integrales de Coulomb y de Intercambio para el estado

EXCIAAO 1522827 cvrvveeeeeeeeeee et 19

2.5. Célculo de presion, energia cinética y polarizabilidad .............cccccccceeeeeee. 22
Capitulo 3 Resultados obtenidOS..........eeviiiiiiiiie e 24
3.1. Resultados obtenidos con cuatro parametros variacionales.............cccoocueuenneee. 24
3.2. Resultados obtenidos con seis parametros variacionales ...........ccccccoevevevennnee. 27

3.3. Comparacién de los resultados obtenidos en este trabajo con los reportados

[0L0T g I T =1 o - 29

3.4. Resultados obtenidos para la polarizabilidad del &tomo de Berilio ................... 30
3.5. Resultados obtenidos para el estado excitado 152282y ..c..cccvvevveeeeereeeeesrnennns 31
(70 o 11 1] Lo o =S 33
RETBIENCIAS ... e e e e e e et e e e e e e eeeeaens 35




Introduccion

Introduccidn

Cuando los electrones de un atomo se encuentran restringidos a moverse en una
region muy pequefia del espacio, ya sea en una, dos o tres dimensiones, se dice que
el atomo esta confinado. EI modelo de confinamiento ha ayudado a comprender los
efectos sobre la estructura electronica en los atomos y moléculas que se encuentran
confinadas en estructuras no orgéanicas como fullerenos y en algunas cavidades

microscopicas.

El estudio de sistemas cuénticos confinados empez6 a tomar importancia alrededor
de la década de los afios treinta, mediante la propuesta de un modelo para estudiar
el atomo de hidrogeno confinado en el centro de una caja esférica de paredes
impenetrables, con el fin de determinar la variacién de la polarizabilidad del &tomo*

en funcion de la presion.

Se sabe que las propiedades de un sistema cambian cuando se encuentran bajo
restricciones espaciales, las cuales pueden deberse ya sea a su tamafio o0 a su
ambiente particular, existe también la posibilidad de que el sistema vea restringido su
movimiento debido a la presencia de un campo externo, o a ambas simultaneamente.
En muchos casos las propiedades de un sistema bajo tales condiciones pueden
diferir drasticamente respecto a las encontradas para sistemas aislados o

idealizados.

La razon por la que se presentan tales modificaciones la podemos encontrar
considerando que la mayoria de las propiedades fisicas estan implicitamente
relacionadas con la funcion de onda, y ésta a su vez se ve modificada cuando se
restringe el espacio disponible. Asi para estudiar este tipo de sistema, en general es
necesario encontrar una solucibn de la ecuacidbn de Schrodinger, con un
Hamiltoniano que incluya algunas de las caracteristicas de las restricciones

espaciales.

Este modelo ha sido utilizado para analizar el comportamiento de sistemas atémicos
y moleculares, en primera aproximacién, donde el potencial infinito de la cavidad

esférica modela el potencial producido por particulas de carga negativa cercanas?.

Caracterizacidn tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
el Método Variacional Directo



Introduccion

Bajo estos contextos la funcion de onda de la particula se hace cero en las paredes,
cumpliendo con las condiciones de frontera de Dirichlet. Este modelo también se ha
utilizado para estudiar la estructura electronica bajo altas presiones del atomo de
helio®’, en efectos de atomos y moléculas atrapados en nanoestructuras como

81242 como el del

fullerenos™®, en sistemas multielectrénicos de atomos y moléculas
atomo de Litio*, asi como en el estudio de puntos y alambres cuanticos***°. Existen
otras aplicaciones de este modelo en areas de la fisica como la acustica, fisica

nuclear, en estudios bioldgicos y en la nanotecnologia®®?°.

Los estudios de las energias, estructuras finas y estructuras hiperfinas de los estados
excitados méas bajos para el atomo de Berilio 2?38 han sido de gran interés para
espectroscopistas porque hay muchas transiciones oOpticas fuertes adecuadas para la
estructura espectral e hiperfina medibles. Por otra parte, los estudios de los estados
excitados mas bajos para el atomo de Berilio juegan un papel importante en el
desarrollo de la teoria del estado excitado de atomos multielectronicos y mejor
comprension de los efectos de correlacion entre los electrones. La estructura fina
proviene de la interaccion spin-6rbita y spin-spin. La estructura hiperfina de los
niveles de energia atbmica es causada por la interaccién entre los electrones y los
momentos electromagnéticos del nucleo multipolar. Los principales términos de esta
interaccién son el dipolar, el cuadrupolar eléctrico y los momentos magnéticos. La
estructura fina e hiperfina es sensible a los efectos de la correlacion entre los
electrones y el nucleo. Experimentalmente, algunas propiedades del nucleo atémico
se pueden obtener mediante la investigacion de la estructura hiperfina de los niveles
de energia atomica. EI momento cuadripolar-eléctrico nuclear, que es dificil de medir
directamente con las técnicas de la fisica nuclear, se puede determinar utilizando la

estructura hiperfina medida y los resultados tedricos precisos.

La motivacion de este estudio proviene de considerar que en la fisica del estado
sélido existe una diversidad de sistemas que se pueden considerar como sistemas
cuanticos confinados en virtud de que su dimension caracteristica es el orden de las
dimensiones atémicas (1071%m). Ejemplos de ellos son las impurezas donadoras de

uno o dos electrones en nanoestructuras, que dan lugar a la formacion de centros de

Caracterizacidn tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
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Introduccion

color en el caso de aislantes, o bien en la modificacion de las propiedades de
conduccion y opticas de un material semiconductor; electrones y excitones en pozos
y puntos cuanticos, etc. ElI conocimiento y caracterizacion de las propiedades fisicas
de estos sistemas permite el disefio y construccién de dispositivos tales como
laseres ultra pequefios, los generadores cuanticos de luz, los filtros Opticos y
eléctricos para longitudes de onda muy especificas, las memorias Opticas, etc., que

son de gran utilidad en la electronica y optoelectronica modernas.

Como no se encuentra referencia sobre la caracterizacion del berilio confinado, nos

conlleva a plantear el siguiente problema:

Caracterizar tedricamente a través de su estructura electrénica el atomo de Berilio,
determinando cémo cambian con el confinamiento, algunas de sus propiedades

fisico-quimicas.

Para dar respuesta a esta problematica, en este trabajo se propone el siguiente

objetivo general:

Establecer el modelo tedrico para el célculo de las energias del estado base y el
estado excitado 1s?2s2p; del &tomo de Berilio confinado en una estructura ideal,
que aporte conocimientos nuevos sobre un &tomo multielectronico con
confinamiento, publicar los resultados del modelo y las propiedades fisico-quimicas

del 4tomo de Berilio.
En consecuencia, se proponen los siguientes objetivos especificos:

e Estudio del Método Variacional Directo (MVD) para el célculo de la energia del
estado base y un estado excitado del atomo de Berilio confinado en un
sistema de paredes de potencial infinito.

e Calcular a partir de los resultados de la energia del estado base las
propiedades fisico-quimicas como presién, energia cinética y polarizabilidad
del Berilio confinado.

e Adaptar y crear diferentes programas de cémputo que nos permita el
procesamiento de las ecuaciones finales, como el Atdmico'®, Gaussian,

Wolfram Mathematica, etc.

Caracterizacidn tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
el Método Variacional Directo
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Introduccion

e Publicar y presentar en eventos o congresos nacionales e internacionales los

resultados obtenidos.
Hipotesis
Con el Método Variacional Directo y haciendo uso de la aproximacion Born-
Oppenheimer, es posible resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo, obteniéndose asi valores de energia aproximados del atomo de Berilio

confinado y algunas propiedades fisicas del sistema, que ayudaran a establecer el

modelo tedrico de dicho atomo.

Caracterizacidn tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
el Método Variacional Directo

Vii



Fundamentos Tedricos

Capitulo 1

Fundamentos Tedricos

En este capitulo se presenta el formalismo para estudiar el comportamiento del
atomo de Berilio confinado dentro de una cavidad esférica de paredes impenetrables
o infinitas, haciendo uso de la aproximacién Born-Oppenheimer y del Método
Variacional Directo, los cuales nos permiten obtener soluciones aproximadas de la
ecuacion de onda de Schrddinger, la cual nos facilita el estudio de propiedades de
sistemas cuanticos cuyos movimientos se encuentran restringidos espacialmente ya
sea mediante barreras de potencial infinitas, que es nuestro caso, o barreras finitas,

o0 por la accion de un campo magnético uniforme externo.

1.1. La ecuacion de Schrodinger para atomos multielectrénicos y

la aproximacion de Born-Oppenheimer
Consideremos la ecuacion de Schrodinger:
ﬁ(p — €¢ 1.1.1

donde H representa el operador Hamiltoniano para un sistema formado por ntcleos y

electrones.

El hamiltoniano para una molécula con N electrones y M nucleos en unidades

atomicas es:

11\1 1M v2 N MZ N N { M MZZ
LSS NED D% S
24 2 A 4 iA L Tij Ryp

donde M, es la masa relativa de los atomos, el primer término en la ecuacion es la
energia cinética de los electrones, el segundo término representa la energia cinética

de los nucleos, el tercero representa la atraccion coulombiana entre los electrones y

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante 1
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Fundamentos Tedricos

los nucleos, mientras que el cuarto y quinto término representan la repulsién entre

electrones y nucleos respectivamente.

Debido a que los nacleos son mucho més pesados que los electrones, éstos se
mueven mas lento y por tanto se puede considerar que los electrones estan
moviéndose en un campo de nucleo fijo, a ésta aproximacion se le conoce como

Aproximacion de Born-Oppenheimer.

Si usamos esta aproximacion en el Hamiltoniano molecular, podemos despreciar el
segundo término y considerar el Ultimo como un valor constante en la ecuacién 1.1.2,
para obtener el hamiltoniano electrénico, que describe el movimiento de N electrones

en un campo de M ndcleos fijos.
1 N M 7 N N 1
RN
2 . P roa | Lalar; 1.1.3

Si consideramos el caso de un sistema atdmico de N electrones, la ecuacién de
Schrodinger independiente del tiempo estd dada por la siguiente ecuacion de

eigenvalores
HY = E¥ 1.1.4

donde E es la energia electronica del atomo, ¥ es la funcién de onda y H representa

el operador Hamiltoniano, que depende de las coordenadas de los electrones.
1.2. El método variacional directo

El método variacional directo es uno de los métodos para resolver la ecuacion de
Schrédinger independiente del tiempo de manera aproximada para sistemas
atomicos y moleculares. Hay que mencionar que este método sirve para encontrar
valores extremos de cantidades fisicas de interés y para su uso se deben satisfacer
ciertas condiciones establecidas mejor conocidas como condiciones en la frontera y

su alta precision esta basada en el teorema variacional.

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante ’
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1.2.1. El Teorema Variacional
El teorema variacional establece lo siguiente:

Dado un sistema cuyo operador Hamiltoniano H es independiente del tiempo y cuyo
valor propio de la energia mas bajo es E,, Si ¢ es cualquier funcion dependiente de

las coordenadas del sistema, normalizada y bien comportada, entonces se tiene que:
[ 9*Hed, = E, 1.2.1.1
donde la funcion ¢ se conoce como la funcién variacional de prueba.

1.3. El método variacional directo aplicado a sistemas atdémicos

confinados

Normalmente consideramos sistemas atémicos que no tienen ninguna restriccion
espacial, es decir, las particulas son libres de moverse por todo el espacio; esta
caracteristica solo es de ayuda en el caso en que tengamos a nuestro sistema de
estudio perfectamente aislado, pero sabemos que el sistema interactia con los
alrededores haciendo que el problema se compligue ya que es un problema de
particulas interactuantes, y esto hace que no sea imposible separar la ecuacion de
Schrédinger. Una forma de solucionar este problema en forma aproximada, es

sustituir todas estas interacciones por un potencial modelo.

Entre algunos de los potenciales mas conocidos en la mecanica cuantica podemos
mencionar el pozo de potencial de paredes penetrables o finitas y el pozo de paredes
impenetrables o infinitas, el oscilador armoénico, etc. De esta manera usando esta
aproximacion idealizada restringimos el movimiento espacial de las particulas y
podemos obtener informacion acerca del comportamiento del sistema de estudio bajo

condiciones de confinamiento.

El ejemplo clasico de confinamiento cuantico es el de una particula confinada en una
dimension comprendida en el intervalo 0 < x <a y sometida a un potencial de

paredes impenetrables:

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante 3
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0 0<x<a
00 en otro caso

V(x) = { 1.31

El modelo de pozo cuadrado de paredes infinitas es un modelo idealizado que por su
simplicidad e interpretacion se ha utilizado en muchos fenbmenos quimicos. Por
ejemplo, las funciones de onda han sido usadas como un modelo simple para
describir el comportamiento de un electron en una molécula, como en el caso del
modelo de electrén libre para un electrén m en una molécula conjugada. Otro ejemplo
es el modelo de gas electrénico de un metal y el modelo del gas ideal®. La forma de
las eigenfunciones o funciones propias que estan asociadas a la particula debe
satisfacer condiciones en la frontera. Debido a que en las paredes y fuera del pozo,
el potencial es demasiado grande, las eigenfunciones deben anularse en las

paredes del pozo, o sea satisfacen las condiciones en la frontera de Dirichlet
Y0)=0 1.3.2
Y()=0 1.3.3

Con estas consideraciones la ecuacion de Schrodinger en unidades atébmicas que se

debe satisfacer para la regién dentro del pozo es:

1d*¥(x) 1.3.4
———=EV¥
2 dx? €
0 bien
Y | g2 _ 1.35
— + k¥P(x) =0 3.
donde definimos el valor
k? = 2E 1.3.6

La solucion general de esta Ultima ecuacidon puede ser expresada por una

combinacion lineal de senos y cosenos de la forma:

Y(x) = Asin(kx) + B cos(kx) 1.3.7

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
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Fundamentos Tedricos

Aplicando las condiciones de frontera 1.3.2 a la solucion general 1.3.7, obtenemos
que el valor de la constante B =0, y al aplicar la condicion 1.3.3 obtenemos la

siguiente relacion
Y(x) = Asin(ka) =0 1.3.8

Si tomamos A # 0, notamos que la igualdad se cumple sdélo cuando k es % donde n

es un valor entero. Entonces de esta relacion 1.3.6, podemos obtener el valor de la
energia de la particula en términos de cantidades conocidas tales como el ancho del

poZzo.

E, = , n=12,.. 1.3.9

El procedimiento anterior se puede generalizar a sistemas cuanticos confinados
aplicando el método variacional directo tanto para sistemas donde tenemos barreras

de potencial, finitas o infinitas de la siguiente manera.

Supongamos que tenemos un operador Hamiltoniano H, cuya solucion a la ecuacién
de Schrodinger es conocida y estad dada por la eigenfuncion ¢,. Si el sistema esta
restringido en alguna region D del espacio debido a una barrera de potencial que lo

confina en la frontera S de D, el hamiltoniano que se obtiene es

H=Ho+V(r) 1.3.10
donde el potencial de confinamiento esta dado por

0OrebD
V) = {Vo s 1.3.11

por lo tanto la solucion de la ecuacidon de Schrodinger debe de satisfacer las

condiciones:
Y(r)=0 parar €S 1.3.12

para el caso de que V, sea infinito.

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
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En caso que V, sea finito debe satisfacer la condicion® de la derivada logaritmica:

1d¥; 1 d¥,
Y, dr Y, dr

r€ES 1.3.13

donde ¥; y ¥, son las funciones de onda interna y externa a la region del espacio D.

Para poder aplicar el método variacional es necesario que las funciones de onda de
prueba sean bien comportadas y que cumplan con las condiciones establecidas por

las ecuaciones 1.3.12 0 1.3.13 segun sea el caso de confinamiento.

La funcién de onda del sistema confinado se puede construir en base a la funcién de
onda del sistema libre como:

x(r) = @o(M)f () 1.3.14

donde f(r) es una funcién auxiliar no regular, bien comportada, llamada funcién de

corte cuyo valor es cero en la frontera*®%,

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante 6
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

Capitulo 2

Tratamiento variacional del atomo de Berilio

confinado

En la busqueda de la solucion de problemas complejos y no sélo de interés
académico en donde se involucra la interaccién de particulas localizadas dentro o en
la superficie de sélidos, o bien sistemas que estan obligados o restringidos a existir
en regiones muy pequefias, como por ejemplo en medios condensados o debido a
limitaciones espaciales en materiales semiconductores nanoestructurados, las
interacciones son mas apreciables y como es de esperar sus propiedades se ven

modificadas con respecto a aquéllas que tenian de manera aislada.

Para el andlisis del comportamiento de estos sistemas, el uso del modelo de
confinamiento cuantico es adecuado debido a que dichos sistemas sufren grandes
cambios en sus propiedades fisicas, por la interaccion de éstos con el medio. Un
primer cuestionamiento en el planteamiento del modelo de confinamiento es la
adecuada representacion de las complejas interacciones del sistema bajo estudio

con el medio que lo rodea.

Por ello, a través de los afios se han desarrollado modelos y técnicas de
aproximacion que permiten simplificar su estudio a nivel de las propiedades
individuales de cada componente y considerando el efecto de las interacciones con
el medio a través de un potencial efectivo. Este potencial es debido al efecto causado
por las interacciones del sistema bajo estudio con sus vecinos y puede ser simulado
como si éste estuviera encerrado dentro de una caja con paredes impenetrables o
penetrables, seguin el grado de confinamiento que se desee modelar. Esta caja

puede tener distintas simetrias, dependiendo del sistema fisico que se trate.

Uno de los problemas clasicos de la mecanica cuantica es el de una particula
encerrada en cajas de potencial rectangulares o esféricas. En particular la caja de

paredes impenetrables, también conocida en la literatura como pozo cuadrado de

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

paredes infinitas, es un modelo idealizado, que ha sido utilizado en diversas areas de
la fisica. Se han utilizado modelos de sistemas cuanticos confinados para estudiar y
calcular la energia del punto cero en fluidos de alta densidad. También el problema
de estudiar una ecuacion diferencial en una caja de paredes impenetrables permite

algunas aplicaciones de Acustica y Biologia®.

En este capitulo estudiaremos el efecto de confinamiento del 4&tomo de Berilio
recluido en cajas con simetria esféricas de paredes impenetrables, resolviendo la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo de manera aproximada, utilizando
el método variacional tal y como se utilizé para sistemas atomicos de uno y dos
electrones'®?, basandose en el modelo propuesto por Gorecki y Byers-Brown?.
Este procedimiento se describio en el Capitulo 1, ademés usaremos funciones
hidrogenoides como funciones del sistema libre e introduciremos una funcién de

corte que se comporte de acuerdo a la forma geométrica del sistema de estudio.

Como funcion de prueba utilizaremos un determinante de Slater mediante el uso de
espin-orbitales hidrogenoides, que satisface la condicion de antisimetria de la
funcién de onda para atomos polielectronicos. Todos los elementos de una columna
de dicho determinante se refieren al mismo espin-orbital, mientras que los elementos
de la misma fila se refieren al mismo electrén. Ademas necesitamos asegurar que la
funcién de prueba se anule en las paredes de la esfera para garantizar que los
electrones se encuentren limitados dentro de un radio de confinamiento r,. Para
garantizar lo anterior se introduce una funcién de corte que anula a la funcion de

prueba en la frontera® *°.

2.1. Estudio variacional del estado base del atomo de Berilio en un

potencial de pozo esférico

Haremos uso del método variacional directo con el fin de aproximar la energia del
atomo de Berilio para diferentes radios de confinamiento. Para un sistema confinado,
el Hamiltoniano debe contener la informacion de la interaccion con los alrededores,
en nuestro caso esta interaccion promedio se incorpora mediante un potencial

modelo V. de confinamiento. Para un sistema limitado por una cavidad de simetria

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
el Método Variacional Directo
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

esférica, un caso extremo es el de confinamiento impenetrable, en el que el potencial
que limita a cada una de las particulas que constituyen al sistema es V. , definido
como:

0,1y,19,13, 14 < Ty

2.1.1
,71,1,13, 13 2 1

Ve(ri, 1, 13,14, 1p) = {
El operador Hamiltoniano para &atomos de cuatro electrones, tomando la
aproximacion Born-Oppenheimer y despreciando la interaccion espin-orbita, esta

dado como:

)

1 4 4 1 4 4 1

SRR RN
2 4 T Tij
i=1 i=1

i=1 j>i

Como ya se mencion0 para realizar este calculo utilizaremos una funcion de prueba
en forma de determinante de Slater mediante el uso de espin-orbitales hidrogenoides

1sy 2s.

P1(r)§r)  @2(r)x(r)  @3(r)é(r)  @a(r)x(ry)
1 P1(12)§(r2) @2 x(2)  @3(12)6(1r2)  Pa(r2)x(12) 213
V24 (@1 (13)8(1r3) @02 (r3)x(13)  @3(r3)§(r3)  @a(rs)x(r3)
P1(m)E(r)  @2(r)x(m)  @3(r)S () @a(ra)x(rs)

W(ry,7r2,13,74) =

donde las funciones é(r;) y x(r;) representan las funciones de espin. Separando la

parte espacial de la espinorial nos quedaria de la siguiente forma:
W(ry,re,m3,1) = Wi Er)x(r)E(s)x(ry) + Wo E(r)x () x(13)€ (1)
+ W3 E(r)Er)x () x(ra) + Wy x(r)E(r2)E(rs) x (1) 2.1.4

+ W5 x(r)x ()€ (r3)E(ry) + W x(r1)E(r2) x (13)¢ (1)

donde la parte espacial queda definida por las funciones:

1
¥, = \/ﬁ [01(r) @2 () 3(r3) 9a(rs) + 93(r1)Pa(r2) 91 (13) 92 (1) 2.15
= @1 @a (1) 93 (13) 02 (12) — @3 (1) 92 (12) 91 (r3) P4 (1]
1
W2 = = 1010004 (1) 02 (3)03() + 93()92(1)Pa(13)91 (1) 2.1.6

— 01(r)02(r) Pa(13) 3 (1) — @3(r) P4 (1) P2 (1r3) 1 (14)]

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
el Método Variacional Directo
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

1{13 =

1P4=

1P5:

l'IJ6 -

1

Nex (01 () @3 (1) 9a(13) 92 (11) + @3 (1) 1 (1) 92 (13) @4 (1)

~

— 01(r)@3(1) 02 (13) 04 (1) — @3 (1) 91 (1) P4 (r3) 2 (14) ]

[02(r1)@3(12) 1 (13) P4 (12) + @4 (r) 1 (1) 03 (r3) 2 (12)

N|H
o~

— @2(r) 1 (1) 3 (13) 04 (13) — P4 () 93 (12) 91 (13) P2 (14)]

[02(r1)@a (1) @3(13) 01 (12) + @4 (1) @2 (12) 91 (r3) 3 (1)

N‘H
o~

— @2(r)@a(1) 1 (13) 3 (13) — @4 () 02 (1) 93 (13) 91 (14)]

1
\/7—4 [02(r) @1 (1) Pa(13) 93 (11) + @a(r1) 03 (12) P2 (13) @1 (14)
— @2(r)03(r2) P4 (13) 91 (10) — P4 (1) 1 (1) 02 (13) 03 (1) ]

2.1.7

2.1.8

2.1.9

2.1.10

De tratamientos variacionales realizados anteriores como por ejemplo para el Litio*,

sabemos que se obtiene una mejor aproximacién usando numeros atémicos

efectivos diferentes para los distintos orbitales, con el fin de tener en cuenta el

apantallamiento de los electrones, por ende para cada funcion hidrogenoide

usaremos parametros variacionales distintos:

@1(r) =ne™ x f,

@2(r) =nye P s f,
1
p3(r) =nz(2 —yr)e " « f,

1
P4(r) = n4(2 = 61)e 2 x f,

2.1.11

2.1.12

2.1.13

2.1.14

donde f, = (1 — ri) es una funcién de corte, que garantiza que la funcion de prueba
0

se anule en la frontera, ¢,(r) y ¢,(r) son funciones hidrogenoides del orbital 1s,

mientras que ¢@3(r) y @4(r) son funciones hidrogenoides del orbital 2s y las n; son

constantes de normalizacion, las cuales se determinan a través de la siguiente

condicion:

To

1= (¥|¥) =j |2 dv
0

2.1.15

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante

el Método Variacional Directo
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

Haciendo uso del Método Variacional Directo, se procede a calcular la energia del

sistema

(P*|H|¥P)
E(a,ﬁ’y’ 5) = W 2.1.16

Primeramente se calcul6 el valor esperado del Hamiltoniano utilizando la funcion de

onda antisimétrica:
1 4 4 1 4 4 1
(W) = f W Apdr = f w*{——z vZ - ZZ — 4 Z Z Wdr 21.17
24 eed Tj  bd £ T
i=1 i=1 =1 j>i
Aprovechando la condicion de ortonormalidad de las funciones de espin:

¢l1Ey =& =1 2.1.18

¢lx)=&xl§)=0 2.1.19

el valor esperado del Hamiltoniano A queda reducido a:

(WIHIW) = (l}’1|ﬁ|q’1/>\+ (lp2|ﬁ|tp2>A+ (W3 |H|W3) + (Wu | H|W,) 2.1.20
+ (W5 |H|Ws) + (We|H| W)

Para ejemplificar, solo desarrollaremos el primer término de la expresién anterior

—~ 1
(W |H|W,) = 24 [K@1(r)@2(2) 03(13) 04 (11) + @3 (1) @4 (r2) @1 (13) 92 (1)

— 01(r) @4 (1) 93 (13) P (1)

= @3(r)P2(12) 01 (13) P4 (11)] |ﬁ| [01(r) @2 () 93 (13) 94 (1)
+ @3(r)@a(1) 1 (13) 92 (1) — ©1(r) @4 (1) 93 (13) 9 (1)

— @3(r) @2 (1) 91 (13) P4 (11))]]

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
el Método Variacional Directo
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

luego

—~ 1 —~
(P |H|lp1> = 24 K1 (r)@2(r2) 3 (r3) @4 (1) |H|<P1(7”1)(P2 (1) 03 (13) 04 (13))

1 ()92 (1) 3 (13) 4 () | H| 03 (1) 04 (r2) 01 (r3) 902 (1))
~(@1() 92 (1) 93 (13) P4 (1) [ H| 01 (1) 04 (r2) 93 (1) 02 (7))
(1) 92 () 93 (173) P4 (1) | H| 03 (r1) 2. (12) 91 (r3) 94 (7))
@3 (r) 0a(r2) 91 (r3) 02 () | H| 01 (r1) 02 (r2) 03 (r3) 04 (1))
@3 () @a(r) 91 (1) 92 (1) [ H| 03 (r1) 94 (r2) 91 (13) 02 (7))
~(@3(r)@a(r) 91 (1) 02 (1) [ H| 01 () 94 (r2) 903 (13) 02 (7))
—~(@3(r) @4 (1) 91 (r3) 02 (1) [ H| 03 (r1) 902 (1) 01 (r3) 94.(72)
~(@1(r) P4 (1) 3 (r3) 92 (1) | H |01 (r) 902 (r2) 93 (73) 904 (1))
—~(@1 (1)@ (1) 93(r3) 92 (1) [ H| 03 (r1) 4 (r2) 91 (73) 02 (7))
@1 (1) 94 (1) 93 (13) 92 (1) [ H| 01 () 94 (r2) 03 (73) 02 (1)
H1 ()P4 (1) 03 (r3) 92 (1) |[H |03 (1) 902 (1) 91 (73) 904 (1))
—~(@3(r) @2 (r) 01 (73) 04 (1) [ H| 01 (1) 02 (12) 03 (r3) 94 (12)
~(03(r) 02 (r) 91 () 4 (13) |[H| 03 (1) 04 (r2) 91 (r3) 92, (1))
H3(r) 02 (r) 91 () P4 (13) | H| 01 () 904 (1) 93 (r3) 92, (1))
@3 ()92 (r2) 91 (73) 94 (1) |H |03 (r1) 02 (1) 01 (r3) 94 (r))]
Al aplicar el operador Hamiltoniano a cada término, se encontraron diferentes tipos
de integrales como son las de traslape:

Sij = {p:Mep;()) 2.1.21

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante 12
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

Las integrales de energia cinética:

1
Tij = — (<Pi(l‘)|§V2|<Pj(7”)) 2.1.22
Las integrales de energia potencial entre el nicleo y el electrén:
Z
Vij = = (@i~ le;(M) 2.1.23
Las integrales de repulsion electrénica y de intercambio:
1
Ji = (@)@l = 1915 (2)) 2.1.24
Ky = (9ir)e; ()| = |9 ()9, () 2.1.25
y las integrales de la forma:
1
My334 = (@1 (1) 02 (1) E |03 (1) 04 (12)) 2.1.26
1
Miz14 = (@1 (r) 2 (1) E |01 (r1) @4 (12)) 2.1.27
1
Mj343 = <(P2(7”1)<P3(7"2)|a|<ﬂ4(7’1)<ﬂ3(7’2)) 2.1.28
1
Mi33, = <§01(T1)§02(7"2)|E|§03(T1)§02(T2)) 2.1.29
1
Mi434 = (91(r1) @a(13)] E |03 (r1) @4 (r2)) 2.1.30
Para simplificar la expresion de (¥, |H|¥;) se tomd como
1 Z
Hij = —{pi(0] 5 V29;(r) = (0: (D = |9 (1) 2.1.31

donde H;; contiene términos de energia cinética y potencial.

Identificando el tipo de integral y agrupando términos semejantes se llega a la

expresion:

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante 13
el Método Variacional Directo



Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

(W, |H|w,) = % [4(S2253354a — S24”S33)H11 + 4(S1153354s — S13°Saa) Hay
+ 4(S11522544 — $11524° )Hzz + 4(511522833 — S13°S22 ) Haa
+ 8(S24S31 — $22531544)Hiz + 8(S13°S24 — 511533524) Hoa 2.1.32
+ 453350a)12 + 4(S2254a — S24°)J13 + 4522533)14 + 4S11544)23
+ 4(811S33 — S13°)]2a + 4511S22)34 + 4(S24° — S22544) K13
+ 4(S13% = S11533)Kpa + 1681354 M35 — 853354 Mi214
— 8511524M3343 — 8513544 M1232 — 8522513 M1434]

Siguiendo el mismo procedimiento se calcularon los términos restantes, asi se
obtuvo la expresion funcional del valor esperado del Hamiltoniano para nuestra

funcién de prueba:

(PIH|Y) = (S22544 — S24°)(S33Hy1 + S11Hsz — 2S13H;3)
+ (811833 — 5132)(5441‘122 + So2Has — 2554H34) + S33544)12
+ (822840 — 5242)]13 + S25533/14 + S11Saa)23 + (S11S33 — 5132)]24 2.1.33
+ S11522J34 + (S24° — S22844) K1z + (S13”° — S11533)Kza
+ 4513524M1234 — 2533524 M1214 — 2511524M3343 — 2513544 M133;
— 2522513M1434

En este punto solo nos falta obtener la expresion de la norma, la cual por simplicidad
no la vamos a desarrollar. Luego de haber obtenido la expresion funcional del valor
esperado del Hamiltoniano y la expresién de la norma podemos escribir la expresion

del funcional de la energia para un sistema confinado de cuatro electrones:

1

$11533 (522544 - 5242) + 5132(5242 - 522544)
X [(S22544 = S24°)(S33Ha1 + S11Hsz — 2S13Hi3)
+ (511533 - 5132)(5441'122 + Sp2Hys — 28534 Hz4) + S33544)12 2.1.34
+ (522544 - 5242)]13 + 52253314 + S11544)23 + (5115335132)]24
+ S11S22)34 + (S24” = S22S44)Kaz + (S13”° — S11533)Kas
+ 4513524M1234 — 2533524M1214 — 2511524M>343
— 2513544M1332 — 2522513 M1434]

E(a,B,v,6) =

Después de calcular todas las integrales e insertando su valor en la ecuacién anterior
sigue un proceso de minimizacién numérica respecto a cada parametro variacional,
dando previamente el valor de la carga nuclear Z y el radio de confinamiento r,, esto

es:

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante 14
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

aE((‘)i' r())
— P 9% _
aa)i

2.1.35

donde w; son los parametros variacionales.

Con el fin de mejorar nuestra aproximacion a la energia del atomo confinado se hizo
una ligera modificacion en las funciones 2s agregando otro parametro variacional a
cada una de ellas, para dar mas flexibilidad a las mismas, quedando de la siguiente

manera:
1
@3(r) =n3(2 —Ar)e 2" « f, 2.1.36

1
P4(r) = (2 — pr)e 2% « f, 2.1.37

Como la modificacion se realizdé en las funciones hidrogenoides, permite que los
nodos de las funciones 2s se ajusten apropiadamente para disminuir el valor de la
energia, esta modificacion solo afecta a los valores de las integrales, la forma del

funcional de la energia no sufre algin cambio.

2.2. Tratamiento de las integrales de energia cinética, integrales de

Coulomb y de Intercambio para el estado base

Un requerimiento fundamental para que las funciones propias sean bien
comportadas es que deben ser continuas y por lo tanto debe cumplir que su primera
derivada sea continua. Una solucion a este problema fue planteado por Silverstone y
Stuebing® mediante un procedimiento de integracién por partes que hace uso del

teorema de Gauss.
V- (WVY) = VY- VY + $rVRY 291

luego YrVY = V- (PVY) — VY- VY
flp*vztpdv = fv-(tp*VlP)dV—fw*-WdV

= $(P*V¥) - dS — [ V¥* - VPaV

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante 15
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

donde la primera integral se anula en la superficie que limitaa V.

De esta forma se obtiene la expresion:
1 1 2.2.2
— (¥ |5 V2|¥) = EJ(V‘P)* - (VW)aV o

Esta manera de resolver estas integrales resulta facil, ya que en lugar de utilizar el
operador Laplaciano, el cual contiene segundas derivadas, se hace el uso de
primeras derivadas parciales, computacionalmente es mas eficiente y efectivo para
sistemas cuanticos confinados que presentan discontinuidades en las funciones

propias.

Por otra parte las integrales de intercambio K;; y las del tipo M, se resuelven de
forma similar a las integrales de Coulomb J;;, solo describiremos como le dimos

solucion a las integrales de Coulomb.

Ji2 = (<P1(7”1)<P2(7"2)| |<P1(T1)<P2(7”2))

7 . 1 7 )
= (ne"%n (1 ——)n e Pr2(1 — )| —|n e~ ¥ (1 ——)n e P21 - =
Jiz = (g )" ( To)|T1z| 1 )" ( To))

O bien en su forma integral:

2 2mr w @ To To

] =n Zn 2 e—ZaT‘1 1— T_l 2 e—ZBT‘z 1— T'_Z
12 1 M2 To To 2.2.3
0O 0 00O O

1
r_rlz sin 91 dT1d91d¢1T22 sin 02 drzdezdd)z
12

el diferencial de volumen para este problema contiene las coordenadas de los dos

electrones: dt = dt,dT,.

. 1 , . , .
Para evaluar la integral usamos un desarrollo de — en términos de los armoénicos

T12

esféricos como:

o 1
Z Z 20+ 1rl+1[ Y™ (61, 9] Y (62, b2) 2.2.4

1=0 m=—

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

donde r. significa la mas pequefia de las variables r;, r, y r~ la mayor de estas

variables. Sustituyendo la ecuacion 2.2.4 en 2.2.3 y multiplicando y dividiendo por

0/y0y* _ 1
Yo (Yo) = i 2.2.5
obtenemos
o) l To To
2 1 —2ar 1\” —28r
]12_16”"1n22221+1ffe 1(1 %) 2(1
=0 m=-1 00

[Y,™(6,, ¢1)]*Y00 (61, ¢1) sin 6, d6,d ¢,

X
o

2w T

x f f YO (B3, )] V™ (B3, ) sin 6, dBydep,
0 0

Usando la condicion de ortonormalidad de los armonicos esféricos, nos queda

0 l
r 2
]12 = 167T Tl1 22 Z z e_zarl (1 — _1) e—ZBTZ <1

To

To To

—= 1121 drydry X 81,00m,001,00m,0

Tz)z rt
To >l+1
Las deltas de Kronecker hacen que se anulen todos los términos salvo aquél para el

que m =1[ =0, de forma que:

To To

71\ 2 \% 1
Jiz = 16n2n12nzzj j e~24n (1 ——1) e~2hm2 (1 ——2) r—rlzrzzdrldrz

To To >

Si integramos primero sobre r;, entonces en el intervalo 0 < r; < r,, tenemos ry, = 15,

y en el intervalo r, < nr; < ry, tenemos r.. = ry, obtenemos:

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante 17
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

To T2

72\2 N2 7 2
Ji2 = 167t2n12n22f e~ 2hr (1 - —2) 7’22(] e 20m (1 ——1> Ld7‘1
To o/ T2

0 0

To

r\2 1,2
+ f e~2am (1——1> = dry)dr,
o/ TN
2

2.3. Estudio variacional del estado excitado 1s%2s2p, del &tomo de

Berilio en un potencial de pozo esférico

Es valido recordar que el Método Variacional se puede utilizar para estimar el valor
de la energia de estados excitados, siempre y cuando se asegure que la funcién de
onda de prueba esté normalizada y sea ortogonal a la funcién de onda de los
estados méas bajos®. Dado que el orbital 2p tiene tres proyecciones 2p,, 2py, 2p,, €n
este trabajo consideraremos la que se encuentra en la direccion z, luego la funcién

hidrogenoide para ese estado seria:

_157« T 231
@4(r) =nure 2" cosh (1 — r—)
0
Para nuestro caso la funcién de prueba es ortogonal a la funcion del estado base,
esto se debe a que la parte angular de las funciones hidrogenoides son ortogonales
y ademas estamos usando orbitales normalizados escalados con parametros

variacionales.

Una vez verificado esto se procede con el método variacional a calcular el valor
esperado del Hamiltoniano para nuestra funcion de onda de prueba, similarmente a
lo que se hizo para el estado base, seccién 2.1, obteniendo asi la expresién del

funcional de la energia:

1 2.3.2
S11533(52254a — S24°) + S13°(S24” — S22544)
X [(522544 - 5242)(5331‘111 + S11H33 — 2S13H,3)
+ (511533 - 5132)(544[‘122 + Sp2Hys — 2834 H34) + S33S44)12
+ (522544 — S247)]13 + S22533J14 + S11S4a)23 + (11533513 )24 + S11522/34
+ (S24” — S2284a) K1z + (S13° — S11533)Kzg + 4813524 M1 234 — 2533524M1214
- 2‘5‘115241\/[2343 - 2513544M1232 - 2522513M1434-]

E(a,B,y.8) =

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
el Método Variacional Directo
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

De los términos que aparecen en la expresion 2.3.2 solo tenemos que calcular los
términos donde se involucra el electrén en el orbital 2p,, ya que los restantes ya
fueron calculados para el estado base. Hay que notar que en el caso del estado base
no habia dependencia angular en la funcién de onda porque teniamos orbitales que
s6lo dependian de la coordenada radial, debido a esto, el operador Laplaciano que
actuaba sobre la funcion dependia exclusivamente de la parte radial, en cambio
ahora tenemos el orbital 2p, que tiene dependencia tanto radial como angular, por lo
que se tiene que tener mucho cuidado al momento de calcular el término de energia
cinética para no cometer errores matematicos que puedan alterar significativamente

el resultado.

El siguiente paso es calcular todas las integrales e insertando su valor en la ecuacion
2.3.2 sigue un proceso de minimizacion numeérica respecto a cada parametro
variacional, dando previamente el valor de la carga nuclear Z y el radio de
confinamiento ry.

2.4. Tratamiento de las integrales de Coulomb y de Intercambio

para el estado excitado 1s22s2p,

En el célculo variacional para el estado excitado del &omo de Berilio, resultaron
integrales de intercambio K;;, las del tipo M;j, y las de Coulomb J;;, en esta seccion

le mostraremos el procedimiento que seguimos para su resolucion.

Primero desarrollaremos las integrales de Coulomb J;;
1
Ji2 = (§01(T1)§04(7”2)|T_ |01 (r1) 4 (12))
12

—ar n “Lors T2y, 1 -ar n Lo
Jia = (e 1|1 — =) nyrycos,e 2°2(1 — =) | —|n e 1 (1 — — | nurycosb,e 272 (1
To To T12 To

2
- T_o))

O bien en su forma integral:

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

21 2T To

n w7 )
]14=n12n42f f f]ffe—Zarl 1__) —8ry
To
0O 0 0O 0

2)\? 2 1 2 o 4
1—r— cos“0, r_rl sin 8, dryd@;d¢,1r,* sin 8, dr,db8,d ¢,
0 12

. . P . 1 .
Sustituyendo el desarrollo en serie del término — podemos separar la parte radial
12

de la angular de la siguiente forma:

0o l To To 2 2 I
T- T- T.
Jia =142 an Z f f 2‘"1 ——1> (1 ——2> 1:1 r2r4dr dr,
o To T>
=0 m=—
2w 2w W
x [ [ 1m0 91 sin6, d6,d0, x [ [ 176,92 cos?6,5in 0, dbdg,
0 0 0 0
podemos expresar el cos?6, como:
cos®6, = 4?” [Y (82, )17 YL (62, $2) 2.4.1
sustituyendo

1) 4 To To ) s 1

/s T- T.
Jia =1y 7’1422 Z ST 1] j e~2an (1 —%) e =02 (1 —i) r‘>lj1 2y tdrdr,
=0 m=-1 0 0
2T ™
Xf f[Yzm(@p(I-')ﬂ]*Sin 0, d0,do,
0 0
2T ™
41 ym
X ?_]- j-[Y1 (62, 01" Y™ (02, $2) Y (8,, d2)sin 6, d6,d ¢,
0 0

En este caso tenemos el producto de tres armonicos esféricos, por lo cual tenemos
gue hacer uso de la teoria de grupos, como en la teoria cuantica del momento

angular, podemos dar una expresion general para dicho producto:

Caracterizacién tedrica de un sistema cuantico confinado de cuatro electrones mediante
el Método Variacional Directo
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Tratamiento variacional del &tomo del Berilio confinado

1. La integral se hace cero a menos que el vector suma de los L’s (momento

angular) es cero.
|Ly — L3| < L, < L;+Ls

2. Laintegral se hace cero a menos que M, + M; = M;
3. La integral se hace cero a menos que el producto Y,"'Y"?Y* es par, es

decir, se cumple la ley de conservacion de la paridad L, + L, + L; es entero

par.

sumando sobre [ y m, y teniendo en cuenta lo anterior expuesto solo sobrevive el

términocuando [ =0 y m = 0.

To
16m? 7\ 2 \2 1
4= n,? nﬁj j e~2an (1_r_1) g0 (1——2) r—r12r24dr1dr2
0

7o >
2T T
x f j Y06y, )] sin 6, d6;des,
0 0

2T T

X J J [ (62, 92)1°Y5 (62, 2) YL (82, ¢2)sin 6, d,d ¢,
0 0

después de integrar la parte angular se obtiene:

To To
2 2
- 41 _ 2\ 1
_]14_ = Nj J e Zarl (1 - _) e 57"2 (1 - _> —T‘12T24d7'1d7'2
o To o/ T>

note que N es una constante, la cual absorbe todas las constantes del proceso de

integracion.

Si integramos primero sobre r;, entonces en el intervalo 0 < r; < r,, tenemos r, = 15,

y en el intervalo r, < r; < 1y, tenemos .. = ry. Asi,
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To

T2
75\ 2 T1\2 172
J1a =Nf e~ 9 (1_r_2> rf(f e~2em (1——1> —dn
0
0

o/ T2
0
To

+ f e=2a7m: (1 —ﬁ>zldr1)dr2
J To/ T
2

Para el desarrollo de las integrales de intercambio K;; se prosigue de igual manera
que las integrales de Coulomb, lo que hay que tener en cuenta que el cosf se puede

expresar de la siguiente manera:
4 1
cosf = ()2 Y2(6, ¢) 2.4.2

ademas se puede verificar que los términos que sobreviven al sumar sobre [ y m solo

soncuandol=1y m=0.
2.5. Caélculo de presidn, energia cinética y polarizabilidad

La energia variacional obtenida y las funciones de onda de prueba nos permiten
calcular algunas propiedades del atomo de Berilio confinado. La presién promedio
del sistema atémico en funcién del radio de confinamiento r,, ejercida por la frontera

sobre el atomo esta dada por la expresién***°

dE _ 1 dE 251
AV 4mr,2dr,

P(ry) = —

4 .
donde V = EWOB es el volumen de la esfera y E es la energia total del estado base

del atomo.

Para calcular la energia cinética usamos la ecuacién propuesta por Ludefia®, donde
la relacion explicita entre la energia cinética K y la presién P en r, esta dada por el

Teorema Virial como:
K(ry) = 4nry3P(ry) — E (1) 252

Otra cantidad fisica que es importante calcular es la polarizabilidad, que no es mas

gue la tendencia relativa de una distribucién de cargas, tal como la nube electrénica
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de un atomo o molécula, a ser distorsionada de su forma normal por un campo
eléctrico externo, que puede ser causado por la presencia de un ion cercano 0 un

dipolo.

En este trabajo utilizaremos la aproximacién de Kirwood'® la cual se calcula de la

9a Zl(l ) 2-5-3

donde a, es el radio de Bohry « es la polarizabilidad.
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Capitulo 3

Resultados obtenidos

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos mediante el uso del céalculo
variacional, asi como algunas propiedades fisicas del atomo de Berilio confinado. El
propoésito de los presentes calculos es para describir el efecto de la presion sobre la
estructura electronica del atomo de Berilio. Si tenemos en cuenta las cuatro energias
de ionizacion del atomo de Berilio, podemos decir por dénde estd la energia del
estado base del atomo y decidir si nuestros resultados estan cerca de los reales. Se
compararan ademas los datos obtenidos en este trabajo con valores aproximados
reportados anteriormente en otras investigaciones. Se utilizé el Wolfram
Mathematica para optimizar el valor de la energia a distintos radios de confinamiento

19, dando previamente el valor de la carga nuclear Z = 4.
3.1. Resultados obtenidos con cuatro parametros variacionales

En la tabla 3.1.1 se muestran los valores de la energia para el estado base del atomo
de Berilio por el método variacional directo mediante el uso de cuatro parametros
variacionales y una funciéon de onda antisimétrica, donde r, se mide en bohrs y la

energia Ey en hartrees.

Es evidente que los electrones del orbital 1s sienten mayor carga nuclear que los que
se encuentran en el orbital 2s, esto se pone de manifiesto en los valores de los
pardmetros variacionales. A medida que hacemos mas pequefio el radio de
confinamiento la energia del &tomo aumenta como era de esperar, esto se debe a la
presion que se ejerce en la frontera, ademas la diferencia entre los valores de los

pardmetros variacionales se hace mas pequenia.
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Tabla 3.1.1. Resultados del célculo variacional directo para el estado base usando cuatro

pardmetros variacionales.

a B )4 5 To Ey
3.66420 | 3.66420 | 2.70478 | 2.70478 [e'o) —14.46664
3.55460 | 3.55460 | 2.61760 | 2.61760 10 —14.42685

3.54059 | 3.54059 | 2.60807 | 2.60807 9 —14.41867
3.52277 | 3.52277 | 2.59696 | 2.59696 8 —14.40679
3.49943 | 3.49943 | 2.58444 | 2.58444 7 —14.38825
3.46769 | 3.46769 | 2.57191 | 2.57191 6 —14.35622
3.42264 | 3.42264 | 2.56415 | 2.56415 5 —14.29232
3.35548 | 3.35548 | 2.57307 | 2.57307 4 —14.13692
3.24982 | 3.24982 | 2.61905 | 2.61905 3 —13.64584

3.17452 | 3.17452 | 2.66315 | 2.66315 | 2.5 | —12.97474
3.08283 | 3.08283 | 2.72560 | 2.72560 2 —11.38790
3.03553 | 3.03553 | 2.76649 | 2.76649 | 1.75 | —9.76618
2.99699 | 2.99698 | 2.81908 | 2.81908 | 1.5 —6.90696
2.98779 | 2.98777 | 2.84571 | 2.84570 | 1.4 | —5.16346
2.98492 | 2.98494 | 2.87742 | 2.87744 | 1.3 —2.88348
2.98547 | 2.98546 | 2.88638 | 2.88637 | 1.275 | —2.20657
2.98666 | 2.98666 | 2.89581 | 2.89581 | 1.250 | —1.47914
2.98850 | 2.98848 | 2.90579 | 2.90577 | 1.225 | —0.69643
299112 | 2.99115 | 291634 | 291636 | 1.2 0.14662

3.01024 | 3.01024 | 2.96558 | 2.96558 | 1.1 4.24965

3.04774 | 3.04774 | 3.02980 | 3.02980 1 9.92939

Los valores obtenidos para el estado base usando cuatro pardmetros variacionales

de la presion P(ry) y la energia cinética K(r,) se muestran en la tabla 3.1.2.
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Tabla 3.1.2. Resultados obtenidos para la presion y energia cinética usando cuatro

parametros variacionales.

To P(r)[H/ao] K(ro)
o | 3.87824 x 10711 | 14.46828
10 5.48230 x 107° | 14.49574
9 9.53052 x 107° | 14.50598
8 0.00001 14.52291
7 0.00003 14.55348
6 0.00009 14.61517
5 0.00029 14.75729
4 0.00124 15.13523
3 0.00789 16.32450
2.5 0.02473 17.83150
2 0.09811 21.25170
1.75 0.21869 24.49450
1.5 0.54035 29.82420
1.4 0.80493 32.91950
1.3 1.22982 36.83680
1.275 1.37328 37.9750
1.250 1.53636 39.18710
1.225 1.72237 40.48360
1.2 1.93473 41.86540
1.1 3.14842 48.41040
1 5.33531 57.11615

Un parametro interesante en la compresion de un sistema atomico o molecular es el

aumento de la energia cinética a medida que aumenta la presion, en consecuencia

de la disminucion paulatina del radio de confinamiento. Esto se puede observar en la

tabla 3.1.2.
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3.2. Resultados obtenidos con seis parametros variacionales

Como se menciond en la seccion 2.1. se modificaron las funciones hidrogenoides del
orbital 2s, con el fin de mejorar nuestra aproximacion a la energia del atomo
confinado. En la tabla 3.2.1 se muestran los valores de la energia por el método
variacional directo para el estado base mediante el uso de seis parametros

variacionales.

Tabla 3.2.1. Resultados del calculo variacional directo usando seis pardmetros.

a B y ) A U 7o Ey
3.68472 | 3.68472 | 2.00810 | 2.00810 | 9.39109 | 9.39109 o | —14.55884
3.58680 | 3.58680 | 1.72190 | 1.72190 | 12.47261 | 12.47261 | 10 | —14.55671
3.57454 | 3.57454 | 1.67170 | 1.67170 | 13.88431 | 13.88431 9 —14.55567
3.55907 | 3.55907 | 1.60526 | 1.60526 | 16.46604 | 16.46604 8 —14.55355
3.53903 | 3.53903 | 1.51921 | 1.51921 | 21.29710 | 21.29710 7 —14.54850
3.51231 | 3.51231 | 1.41807 | 1.41807 | 27.00043 | 27.00043 6 —14.53455

5
4
3

3.47520 | 3.47520 | 1.32428 | 1.32428 | 21.41033 | 21.41033 —14.49181
3.42005 | 3.42005 | 1.27739 | 1.27739 | 11.39640 | 11.39640 —14.35212
3.32972 | 3.32972 | 1.33763 | 1.33763 | 6.69486 | 6.69486 —13.84680
3.26107 | 3.26107 | 1.45675 | 1.45675 | 5.46236 | 5.46236 2.5 | —13.14134
3.16849 | 3.16849 | 1.72720 | 1.72720 | 4.49297 | 4.49297 2 —11.48950
3.11094 | 3.11094 | 1.98279 | 1.98279 | 4.00163 | 4.00163 | 1.75 | —9.82401
3.04381 | 3.04381 | 2.39541 | 2.39540 | 3.42538 | 3.42538 1.5 —6.92237
3.01338 | 3.01338 | 2.62825 | 2.62824 | 3.14760 | 3.14761 1.4 —5.16737
2.97995 | 2.97997 | 2.91695 | 291701 | 2.82386 | 2.82381 1.3 —2.88361
297122 | 2.97120 | 2.99766 | 2.99760 | 2.73627 | 2.73631 | 1.275 | —2.20755
2.96197 | 2.96197 | 3.08516 | 3.08516 | 2.64152 | 2.64152 | 1.250 | —1.48192
2.95295 | 2.95288 | 3.17416 | 3.17395 | 2.54664 | 2.54678 | 1.225 | —0.70200
2.94181 | 2.94195 | 3.27952 | 3.27995 | 2.43210 | 2.43185 1.2 0.13681

2.89608 | 2.89641 | 3.73752 | 3.73849 | 1.94194 | 1.94524 1.1 4.20779

2.99348 | 2.99348 | 3.87695 | 3.87695 | 2.00000 | 2.00000 1 9.83515

En los valores de la energia obtenidos usando seis parametros variacionales se
observa una notable correccién con respecto a los obtenidos con cuatro parametros,
esto se debe a que los nuevos parametros incluidos en las funciones hidrogenoides

2s le dan mayor robustez y flexibilidad a las mismas a la hora en que se esta
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buscando el valor minimo de la energia. Al igual que el calculo anterior se observa el

aumento de la energia a medida que disminuimos el radio de confinamiento.

Los valores obtenidos para el estado base usando seis parametros variacionales de

la presion P(r,) y la energia cinética K (r,) se muestran en la tabla 3.2.2.

Tabla 3.2.2. Resultados obtenidos para la presion y energia cinética usando seis
pardmetros variacionales.

To P(r)[H/ao®] K(ro)
o | 2.07942 x 10713 | 14.55885
10 6.01417 x 1077 | 14.56427
9 1.39510 x 107° | 14.56845
8 3.84096 x 107° | 14.57826
7 0.00001 14.60362
6 0.00005 14.67197
5 0.00023 14.84282
4 0.00124 15.32314
3 0.00829 16.65899
2.5 0.02613 18.27167
2 0.10137 21.68010
1.75 0.22326 24.86038
1.5 0.54536 30.05207
1.4 0.80846 33.04492
1.3 1.22914 36.81801
1.275 1.37090 37.91392
1.250 1.53185 39.07924
1.225 1.71517 40.32309
1.2 1.92403 41.64299
1.1 3.11669 47.92139
1 5.28627 56.5941
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3.3. Comparacion de los resultados obtenidos en este trabajo
con los reportados por Ludefia®

Como se aprecio en la seccion 3.2 el calculo de la energia del estado base del atomo

de Berilio refleja una mejor correccién con los resultados que obtuvimos usando

cuatro pardmetros variacionales y los reportados por Ludefia®, quien realizé un

calculo de campo autoconsistente. En la figura 3.3.1 se muestra una comparacion de

los valores de la energia usando cuatro parametros Ey_,,, Seis parametros
Ey_ep Y 10s Obtenidos por Ludefia® Egcr_pp.

1 L] I L] I L] I L] I L]
8 - e Ey_ap
6 I| - == Eue
] c. E¢cp_
4 !r SCF—HF
—~ 21 !
wn |
o ] |
o 01 | _
E l g
=
& 44 \
5 o] | :
C 61 !
L ] \
-8 A \
10 4 "_‘I -
12 - h
- 1\\
_1 4 T k\‘_i = R R N N R N N e s
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

r0 (bohrs)

Figura 3.3.1. Comparacion de los valores de la energia: a. con cuatro parametros

variacionales b. con seis parametros variacionales c. los reportados por Ludefia®

Obtuvimos una diferencia de 0.729% y 0.097% en el caso de cuatro y seis

parametros variacionales para r, = co respectivamente, para los restantes r, la
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diferencia fluctia entre 1.122% y 2.854% en el caso de cuatro parametros, en el

calculo con seis parametros variacionales
alcanzandose la mayor diferencia en r, = 1.25 bohrs para ambos casos. En la tabla

3.3.2 se muestran los valores de la energia correspondientes a la figura 3.3.1.

fluctia entre 0.114% y 2.672%,

Tabla 3.3.2. Comparacion entre los valores de energia del estado base obtenidos en este

trabajo y los obtenidos por Ludefia®

To En_ap En_ep Escr_nr
o) —14.46664 | —14.55884 | —14.5730
8 —14.40679 | —14.55355 | —14.5704
7 —14.38825 | —14.54850 | —14.5659
6 —14.35622 | —14.53454 | —14.5522
5 —14.29232 | —14.49181 | —14.5091
4 —14.13692 | —14.35211 | —14.3685
3 —13.64584 | —13.84680 | —13.8631
2.5 | —=12.97474 | —13.14134 | —13.1583
2 —11.38790 | —11.48949 | —11.5079
1.75 | —9.76618 | —9.82400 | —9.8442
1.5 —6.90696 | —6.92237 | —6.9477
1.250 | —1.47914 | —1.48191 | —1.5226
1 9.92939 9.83514 9.7327

Teniendo en cuenta que la energia del atomo de Berilio en su estado base

considerando las energias de ionizacion es de —14.66 hartrees, obtuvimos una
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diferencia de 1.318% y 0.690% en el caso de cuatro y seis pardmetros variacionales

para r, = oo respectivamente.

3.4. Resultados obtenidos para la polarizabilidad del atomo de

Berilio

Para el célculo de la polarizabilidad se decidio usar la aproximacion de Kirwood y las
funciones hidrogenoides del orbital 2s con diferentes parametros variacionales,
ecuacion 2.2.16 y 2.2.17 porque brindan mayor flexibilidad. En la tabla 3.4.1. se
muestran los valores obtenidos para diferentes radios de confinamiento r, y otros
resultados reportados por Komasa?*, B. K. Sahoo and B. P. Das®*®y S. G. Porsev and

A. Derevianko®*, que obtuvieron para el atomo de Berilio libre.

Tabla 3.4.1. Resultados obtenidos para la polarizabilidad

To | akep | Estado Ref.

o | 34.861 18 37.755 [Ref 22]
189 37.80 [Ref 23]
159 37.71 [Ref 24]

10 | 33.218

9 |32.523

8 | 31.324

7 | 29.159

6 |25.328

5 |19.462

4 | 12.512

3 | 6.400

2.5 | 4.122

2 2.410

1 | 0.095
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La polarizabilidad se mide en a,3, y como no esta reportado el valor exacto de la
polarizabilidad del atomo de Berilio, tuvimos que compararlo con datos aproximados.

Para el caso donde el atomo se encuentra libre obtuvimos una diferencia de 7.665%.
3.5. Resultados obtenidos para el estado excitado 1s22s2p,

El valor experimental del atomo del Berilio para el primer estado excitado no se
conoce, por lo tanto los datos obtenidos en este trabajo serdn comparados por
resultados aproximados. En la tabla 3.5.1. se muestran los valores de la energia para

el primer estado excitado.

Tabla 3.5.1. Resultados obtenidos para la energia del Berilio excitado

a B 14 g To Ey
3.72205 | 3.49078 | 3.11301 | 4.0000 | o | —14.41759
3.72633 | 3.51972 | 3.18132 | 4.0000 | 10 | —14.13824
3.72818 | 3.52924 | 3.20202 | 4.0000 | 9 | —14.00406
3.73076 | 3.54105 | 3.22649 | 4.0000 | 8 | —13.83668
3.73446 | 3.55607 | 3.25571 | 4.0000 | 7 | —13.62208
3.73997 | 3.57578 | 3.29073 | 4.0000 | 6 | —13.33715
3.74855 | 3.60271 | 3.33197 | 4.0000 | 5 | —12.94095
3.76252 | 3.64159 | 3.37495 | 4.0000 | 4 | —12.35400
3.78573 | 3.70203 | 3.38042 | 4.0000 | 3 | —11.40238
3.81378 | 3.80600 | 2.86570 | 4.0000 | 2 | —9.65365
3.74939 | 3.01144 | 3.00000 | 3.99899 | 1 | —5.05615

Se puede observar en los valores de los pardmetros variacionales, que el electron
del orbital 2p se encuentra menos apantallado del nucleo que los otros electrones,
por tanto podemos afirmar que la energia del electrén 2p es la mayor. Ademas se
puede ver que a medida que disminuimos el radio de confinamiento la energia del

atomo aumenta.
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En la tabla 3.5.2. se muestra una comparacion con resultados reportados en otros

trabajos para el calculo de la energia del atomo de Berilio excitado.

Tabla 3.5.2. Comparacion de la energia del Berilio excitado con los obtenidos por Chao
Chen®, Hibbert® y Weiss®

Este trabajo Chao Chen® Hibbert® Weiss”

—14.41759 —14.56637 —14.5184 —14.51844

%Referencia [26] PReferencia[27] C°Referencia [28]

Con respecto a los valores obtenidos por Hibbert, Weiss y Chao Chen obtuvimos
valores de la energia mas bajos, con una diferencia de 0.235%, 0.236% Yy 0.56%

respectivamente.
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Conclusiones

En este trabajo se realiz6 un estudio del comportamiento del atomo de Berilio
confinado en una regidn esférica sujeto a un potencial de paredes impenetrables o
infinitas, utilizando el método variacional directo, considerando la aproximacion Born-
Oppenheimer y una funcién de onda de prueba antisimétrica. De manera que para
resolver de forma aproximada la ecuacion de Schrédinger asociada a este sistema
confinado, es necesario construir una funcibn de prueba que satisfaga las

condiciones de frontera.

Esta funcion puede construirse utilizando la informacion inherente que guarda la
funcién de onda que describe al sistema libre. Asi la funcion variacional se puede
definir como el producto de la funciébn de onda libre por una funcion auxiliar que
satisfaga las condiciones en la frontera y que contenga los parametros variacionales
gue sustituyen a los nimeros cuanticos asociados a la energia del sistema libre;

estos parametros se determinan al minimizar la funcional de la energia.

Se estudié el atomo de Berilio confinado utilizando una funcién de onda antisimétrica,
compuesta por espin-orbitales e introduciendo una funcion de corte, con el fin de
proporcionar a la funcién de onda de prueba la condicion de confinamiento en la
pared. Este analisis fue realizado para el estado base del 4&tomo de Berilio y se
extendié al caso de un estado excitado, se hicieron variaciones del mismo, con

cuatro y seis parametros variacionales en las funciones hidrogenoides.

En este calculo se encontr6 que conforme el radio de confinamiento r,, tiende al
infinito, la energia variacional tiende a la energia del estado base. Esta energia que
se obtuvo es mayor a la energia del estado base reportada por Ludefia®, en este
caso obtuvimos una diferencia de 0.729%. En el caso del uso de seis parametros
variacionales, se observa una mejora en los valores para la energia variacional, pero
aun continda siendo ligeramente mayor con una diferencia de 0.097% en
comparacién con los obtenidos por Ludefia®. Se observa que conforme el radio de
confinamiento es cada vez mas pequefio la energia cinética de los electrones

aumenta ocasionando que la presion del sistema aumente. En ambos casos se hace
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evidente el efecto de apantallamiento de la carga nuclear, este efecto se nota en los
valores de los parametros variacionales, donde se observa que los electrones del

orbital 1s sienten mas carga nuclear que los electrones del orbital 2s.

Para el calculo de la energia del estado excitado 1s?2s2p; del Berilio se obtuvo
valores mas bajos de energia que los obtenidos por Hibbert?®, Weiss?’ ¥ Chao Chen?®

para el &tomo libre.

También se estudié el comportamiento de la polarizabilidad del atomo, utilizando la
aproximacion de Kirwood. En este calculo tuvimos una buena aproximacion, aunque
por debajo de valores reportados por Komasa?, B. K. Sahoo and B. P. Das®y S. G.
Porsev y A. Derevianko®, que al igual que en este trabajo se realiz6 de forma

aproximada.

Una manera de calibrar el método y decidir sobre la idoneidad del criterio para definir
la funcion de prueba utilizada, es comparar con calculos exactos disponibles y
resultados experimentales, y de esta forma concluir que la funcién de onda de

prueba elegida tiene una calidad aceptable o no.
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