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Introducciéon

El estudio de los Procesos de Control de Markov (PCMs), también conocidos
como programacion dindmica estocéstica, inicid en la década de 1960. Su objetivo
es modelar y resolver problemas donde se deben de tomar decisiones secuenciales en
multiples periodos bajo un ambiente estocdstico, con el fin de optimizar cierta funcién
objetivo. A este problema se le conoce como Problema de Control Optimo (PCO) y
se presenta en areas donde es requerido controlar sistemas dindmicos que aparecen,
por ejemplo, en Ingenieria, Economia, Biologia, Investigacién de operaciones, entre
otras.

Especificamente, en un PCO interviene un sistema dindmico cuyo comportamiento
puede ser regulado o influenciado por desiciones que son tomadas por un controlador,
las cuales son llamadas variables de control o accién. Las decisiones o acciones que
son aplicadas en cada tiempo o etapa del sistema son elegidas de acuerdo a reglas
conocidas como politicas de control. Ademaés interviene una funcién llamada indice
de funcionamiento, definida sobre el conjunto de las politicas de control, y evalia,
en algun sentido, la respuesta del sistema con respecto a la politica que esta siendo
utilizada. Entonces el PCO es encontrar una politica de control que optimize el indice
de funcionamiento.

El estudio del PCO se puede clasificar segiin 1) el tipo de espacio de estados:
numerable o no numerable (espacio de Borel); 2) el criterio de optimalidad, e.g.,
optimalidad descontada o promedio.

A partir de esta clasificaciéon, se han introducido muchas generalizaciones para
resolver problemas mas apegados a la realidad, como por ejemplo:

= PCMs adaptados, en los cuales algunas de las componentes del modelo de con-
trol correspondiente no son completamente conocidas;

= PCMs con restricciones, donde ademas de optimizar el indice de funcionamien-
to, las decisiones del controlador deben estar dirigidas a que algunas de las
componentes del modelo de control satisfagan ciertas restricciones;

3



4 Introduccion

= PCMs parcialmente observables, donde el controlador cuenta con informacién
parcial de las variables de estado al momento de tomar sus decisiones.

Ademas de las combinaciones entre estos procesos.

En el presente trabajo estudiamos el PCO asociado a PCMs Parcialmente Obser-
vables (PO) con espacios de Borel y bajo el criterio de optimalidad de costo descon-
tado. Ademds presentaremos aplicaciones a sistemas de inventarios.

Los PCM-PO ha recibido considerable atencién en los tltimos afios dentro la li-
teratura de los PCMs por sus multiples aplicaciones (ver, e.g., Bensoussan et. al.
(2007,2008a,2008b,2010), Borkar (2003), Borkar and Budhirajab (2004), Brooks et.
al. (2006), Hernandez-Lerma and Romera (1999) y Hsu et. al. (2006)). En todos
estostrabajos se sigue una técnica estdndar (ver, e.g., Herndndez-Lerma (1989), Ber-
tsekas and Shreve (1978)) que consiste en transformar el PCM-PO en uno Comple-
tamente Observable (CO) cuyo espacio de estados es el espacio de todas las medidas
de probabilidad sobre el espacio de estados original. Entonces, los dos procesos son
equivalentes en el sentido de que ambos tienen el mismo costo éptimo.

Matematicamente esta técnica es muy elegante y atractiva, pero meramente tedri-
ca. En efecto, la transformacion estd basada en la existencia de una funcién que define
la dindmica del sistema CO en el espacio de medidas. Por lo tanto, el objetivo de mu-
chos de los trabajos antes citados se centra en proporcionar condiciones que garanticen
la existencia de politicas 6ptimas en el nuevo problema lo cual depende fuertemente
de dicha funcién. Por otra parte, otros articulos se centran, especialmente, en obtener
explicitamente dicha funcién en ejemplos concretos, o bajo condiciones particulares
en el modelo de control, lo cual constituye precisamente la motivacién principal del
presente trabajo.

Especificamente, estudiaremos modelos de control de inventarios donde se tiene
informacién parcial de la cantidad de articulos en existencia, es decir, del nivel de
inventario.

En la préactica, el hecho de que el nivel de inventario sea la componente parcialmen-
te observada, puede deberse a alguna de las siguientes causas: errores de transaccion,
mercancia extraviada, merma de productos, robo de mercancia o a la mala calidad
de algunos productos. Ademds, otro hecho que hace que no se tenga informacion
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completa del nivel de inventario es cuando la demanda es parcialmente observada.
Esta situacion es comun en los grandes establecimientos ya que en realidad lo que se
observa son las ventas, y no la demanda no satisfecha. Entonces, dadas las grandes
inversiones que hacen las empresas en sus inventarios, control de inventarios a pa-
sado a formar parte de los temas m&s importantes dentro de las investigaciones en
la industria en los iltimos afios con el objetivo de proponer modelos que consideren
todos estos aspectos.

En esta tesis estudiamos dos tipos de modelos. En el primero suponemos que el
controlador o el operador del inventario sdélo observa cuando el nievel de inventario
es cero, al cual se le conoce como Zero Balance Walk. En el otro modelo supondremos
que el operador del inventario observa sdlo las ventas, y por lo tanto la demanda es
parcialmente observada. En ambos casos aplicaremos la transformacién a un PCM-CO
y obtendremos explicitamente la dindmica del nuevo sistema, para después mostrar
la existencia de politicas éptimas bajo el criterio de costo descontado.

La tesis estd estructurada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presenta la
teoria basica de los PCMs asi como resultados en el caso CO. Enseguida, en el Capitulo
2, se formula de forma general el PCO para procesos de control PO, y finalmente, en el
Capitulo 3, se presentan las aplicaciones a los sistemas de inventario. Adicionalmente
incluimos un Apéndice que contiene resultados que estaremos haciendo referencia
durante el desarrollo del trabajo, asi como una tabla de notaciones para facilitar la
lectura.



Introduccion



Capitulo 1

Procesos de Control de Markov
Completamente Observables

1.1. Introducciéon

En este capitulo introducimos los elementos necesarios para definir el PCO aso-
ciado a los PCM-CO, bajo el criterio de costo descontado. Asi mismo, daremos las
condiciones necesarias que garantizan la existencia de politicas éptimas. Adicional-
mente, presentamos algunos resultados que seran utilizados en el Capitulo 3, en el
andlisis de los problemas de Control de Inventarios

1.2. Procesos de Control de Markov

Definicion 1.1. Un Modelo de Control de Markov a tiempo discreto es una coleccién

M= (X, A{A(@)[r € X}.Q.0)
donde
a) X es un espacio de Borel, llamado espacio de estados.
b) A es un espacio de Borel, llamado espacio de controles o acciones.

c) {A(z)|r € X} una familia de subconjuntos medibles no vacios A (z) de A,
donde A (z) es el conjunto de controles o acciones admisibles cuando el sistema

se encuentra en el estado x € X. El conjunto K definido por
K= {(z,0) | € X,a € A(x)}

es el conjunto de las parejas admisibles estado-accién, el cual es un subconjunto
medible de X x A.
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d) Q(:|z,a) es un kérnel estocéstico sobre X dado K, llamado ley de transicién.

e) ¢: K — R una funcién medible que representa el costo por etapa.

En este trabajo se considerara el caso cuando la funcién ¢ es posiblemente no
acotada y no-negativa.

El modelo de control M representa un sistema estocéastico controlado que se ob-
serva completamente en los tiempos ¢ = 0,1, .... Se denotard por x; y a; al estado del
sistema y la accion aplicada al tiempo ¢, respectivamente. La evolucién del sistema
se puede describir de la siguiente manera. Si el sistema se encuentra en el estado
xy = x € X al tiempo ¢ y el control a; = a € A (x) ha sido aplicado, entonces pasan
dos cosas: (i) se genera un costo c(z,a), y (ii) el sistema avanza al siguiente estado
x¢41 el cual es una variable aleatoria definida en X con distribucién @ (+|z,a), es
decir,

Q (B|z,a) :== Prob(ziy1 € Blay = x,a. = a) B € B(X).

Una vez que la transicién a un nuevo estado haya ocurrido, un nuevo control es elegido
y el proceso se repite.

Observacién 1.2. Existen situaciones en que la evolucién del sistema estd determi-
nada por una ecuacién en diferencias de la forma

i1 = F (2, a,&), t=0,1,..;

donde zg es conocido, {£;} es una sucesién de variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas (i.i.d.) que toman valores en un espacio S y con distribu-
cién comun p, e independientes del estado inicial xg. La sucesion {&} es llamada pro-
ceso de perturbaciones aleatorias. En este caso la ley de transicién Q(-|z, a) esta dada
por

Q(B|z,a) = Prob(F(x,at,&) € Blxy = z,a; = a)
= p({s € S|F(z,a,s) € B})

:/1B[F(x,a,s)]u(ds), B € B(X).
s

1.3. Politicas de Control

Las acciones a € A(z) son seleccionadas de acuerdo a reglas conocidas como
politicas de control, las cuales definimos en esta seccion.
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Definicion 1.3. Considere un Modelo de Control de Markov. Una ¢-historia admisible

es un vector de la forma
hi = (20, a0, 1., Te—1, Ar—1, T¢) ,
con (z;,a;) € Kparai=0,1,..,t — 1y x; € X.

Observemos que h; es un elemento del espacio H; de las historias admisibles hasta
el tiempo t definido de la siguiente manera

H()Z:X
H =K'x X =Kx Hy_; para t=1,2, ...

Definicién 1.4. Una politica de control, es una suceciéon 7 = {m} t = 0,1,... de
kérneles estocéasticos m; sobre el espacio de control A dado Hy, que satisfacen

7Tt(A({L‘t)|ht) =1 Vhs € Hy, t = 0,1, ...

El conjunto de todas las politicas se denotara por II.

Definiciéon 1.5. Denotaremos por @ al conjunto de todos los kérneles estocasticos
¢ € P(A|X) tal que ¢(A(x)|z) =1 para toda z € X.

Recuerde que F denota al conjunto de todos los selectores medibles de X en A,
(ver Definicién A.12 Apéndice).

Definicién 1.6. Una politica 7 = {m;} € II se dice ser

a) de Markov aleatorizada si existe una sucesién {¢;} de kérneles estocdsticos ¢, €
® tal que
m(-|he) = oe(-|xe) Yhe € Hy, £=0,1,...

b) estacionaria aleatorizada si existe ¢ € ® tal que

mi(-[he) = ¢(|z) Vhe € Hy, t=0,1,...

Los conjuntos de las politicas aleatorizadas de Markov y estacionarias se denotan
por Ilgps v Ilgg respectivamente, y notese que

IIgrg C Ilgy C 11
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c) determinista si existe una sucesiéon g; de funciones medibles ¢, : H; — A tal
que, para toda hy € Hy y t = 0,1, ... gi(h) € A(xy) v m(-|he) estéd concentrada
en gi(ht), es decir,

7t (Clht) = Ic[gi(he)] paratoda C € B(A)

d) de Markov determinsta si existe una sucesion f; de funciones f; € F tal que
m¢(+|he) estd concentrada en fi(z;) € A(x;) para toda hy € Hyy t = 0,1, ....

e) estacionaria determinista si existe una funcién f € F tal que m(-|h;) estd con-
centrada en f(x;) € A(zy) para toda hy € Hyyt=0,1,....

En este caso también tendremos

IIps Cllpy Cllp C1I

donde Ilp, lIpys v Ilpg denotan los conjuntos de las politicas deterministas, de
Markov deterministas y estacionarias deterministas respectivamente.

Observemos que a las politicas deterministas las definen g, f; o f segin sea el
caso. De aqui, que para fines practicos podemos decir que una politica determinista

es una sucesion de funciones medibles correspondientes.

Notacidén. Si 7 € II es una politica determinista la denotaremos como {g:}, {f:} y
fo°, si westa en llp, lIpys v Ilpg, respectivamente.

Sea (€2, F) el espacio medible que consta de el espacio muestral Q := H,, =
(X x A)*, y F la correspondiente o-dlgebra producto. Los elementos de € son
sucesiones de la forma w = (z9,ap,z1,0a1,...) con z; en X y a; en A para toda
t =0,1,.... Nétese que €2 contiene al espacio Hy, = K de las historias admisibles
(zo,ag,x1,a1,...) con (x4, a;) € K para toda t = 0,1, ....

Sea m = {m;} una politica de control arbitraria y v, una medida de probabilidad
arbitraria sobre X, una distribucion inicial. Entonces por el Teorema de Ionescu-
Tulcea (ver, Proposicién C.10 p178 Herndndez-Lerma and Lasserre (1996)), existe
una unica medida de probabilidad P] sobre (2, F) concentrada en H, es decir

v

P (Hx) =1, y ademés para cada B € B(X), C € B(A),y h € H;

Pl (zg € B) =v(B)
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Pf(at S C|ht) = TFt(C“Lt)
PJ(z111 € Blhy, ar) = Q(Blwt, ar)
Observacién 1.7. Cuando la distribucién inicial estd concentrada en un punto, es

decir v({z}) = 1 para algin =z € X, la medida de probabilidad P] se denota por P,
y el operador esperanza asociado a esta medida de probabilidad por ET.

Definicién 1.8. Al proceso estocéstico (2, F, P, {z:}) se le llama proceso de deci-
sién de Markov a tiempo discreto.

1.4. Criterio de Costo Descontado con Horizonte Infinito

Dado un modelo de control (X, A, {A (z) |z € X},@Q,c), una politica 7 € Il y un
estado inicial z € X el indice de funcionamiento costo descontado se define como

V(r,x) = Eg[z ale(wy, a)], (1.1)
=0

donde a € (0, 1) es el factor de descuento. La funcién de valor éptimo estd dada
por

V¥ (z):= iIl_llfV (m,x), zeX. (1.2)
Entonces el problema de control éptimo es encontrar una politica 7* € II tal que

V(r*,z) =V*(z), VreX. (1.3)

Observe que si definimos

Vo (m,2) == E7

n—1
Z ole(z, at)] , (1.4)

t=0

el cual representa el costo descontado esperado en n-etapas, por el Teorema de Con-
vergencia Monétona, podemos escribir al costo descontado esperado total V' (m, x), en
(1.1), como

V(m,x)= lim V, (7 z). (1.5)

n—o0
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1.4.1. Ecuacién de Optimalidad

Una funcién medible v : X — R se dice ser una solucién a la ecuacion de
optimalidad (EO) si satisface

v(z) = min c(x,a)+a/v(y)@(dy|x,a) , Vo e X. (1.6)
a€A(x)
X
Para modelos en ecuaciones en diferencias como en la Observacién 1.2, la EO

toma la forma

v(z) = min < c(z,a)+ a/U[F(:E, a,s)|u(ds) p = min {c(x,a) + aEl[v(x1)]}
acA(x) acA(x)
S

(1.7)

Definicién 1.9. Para cada u € £(X), se definen los operadores T,u y Tu como
Tou(x) == c(z,a) + a/u(y)Q(dym, a), z € X,a € A(z), (1.8)

X
y
Tu(z) := min Teu(z), = € X. (1.9)
acA(x)

Mais adelante se demostrara que la funcién de valor éptimo, definida anteriormen-
te, es una solucién de la EQ, es decir

Vi(z) =TV*(x), Vo e X. (1.10)

Una manera de abordar el problema es utilizando el Algoritmo de Iteraciéon
de Valores (IV) definido como:

Vo () =0
Up(x) :=Top—1(x), (1.11)
paratodaz € X yn=1,2,..., y mostrar que

V*(z) = lim v, (z) Ve X, (1.12)
n—oo
el cual es un resultado esperado pues v, es la funcién de valor 6ptimo del costo
descontado en n-etapas definido en (1.4) con costo terminal cero (ver, Remark 5.2,
Hernandez-Lerma (1990)), es decir

vp (x) = fn% Vo (m,2) Vo e X. (1.13)
TE

Para mostrar lo anterior se supondran las siguientes condiciones.
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Hipdtesis 1.10. El modelo de Control es tal que:

a) Para cada z € X, el conjunto A(z) es compacto y la multifuncién = — A(x)
es semicontinua superiormente (u.s.c), es decir para cada subconjunto abierto
G C A el conjunto {z|A(z) C G} es abierto en X.

b) La funcién costo-por-etapa c es semicontinua inferiormente (1.s.c.) y no negativa.
c) Tou € L4 (K) para toda u € L1 (X).

Observacion 1.11. Supdngase que en la Hipdtesis 1.10(b), en lugar de ¢ > 0, tenemos
¢ > —m,ysead(z,a):= c(x,a)+m > 0. Definimos el nuevo indice de funcionamiento

asociado al nuevo costo-por-etapa ¢’ como

V' (m,x) = E;r[z ald (zy, ay)].
=0

Entonces,es facil ver que

. 7 . !/ . . .
y las funciones de valor 6ptimo V' * y V* asociadas a ¢’ y ¢, respectivamente, satisfacen

' . m
V*iz)=V (J:)—l—m.

Similarmente podemos demostrar que, v es una solucién de la ecuacién de optimalidad

(1.6) si y sélo si v/ = v 4 ™ satisface v' = T'v', donde T es el operador obtenido

cuando ¢ es remplazado por ¢ en T. Asi, si ¢ es acotada inferiormente, es decir

¢ > —m, para algtin m € RT, no hay pérdida de generalidad en suponer ¢ > 0 como

el la Hipédtesis 1.10(b).

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes que garantizan la Hipote-
sis 1.10(c).

Lema 1.12. Las siguientes condiciones implican la Hipdtesis 1.10(c).

Cl ce £, (K)

C2 El kérnel de transicién Q(-|z,a) es débilmente continuo, es decir, v'(x,a) =
Jv(y)Q(dy|x,a) es continua y acotada en K para cada funcién v continua y
acotada en X.
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Demostracién. Sea v(z) > 0 una funcién l.s.c en X, entonces por la Proposi-
cién A.3(b) del Apéndice sabemos que existe una sucesién de funciones no-negativas
{vn} C C(X) tal que v, T v. Como v,(+) es continua y acotada para cada n € Ny el
kérnel Q(-|z,a) es débilmente continuo, se sigue que para cada n € N la funcién

t(e.)i= [ v )Qylr.0) (n.0) € X

es continua, acotada y no-negativa.

Ahora bien, puesto que v, (x) 1 v(z), por el Teorema de Convergencia Monétona

ol (,0) = v/ (2, 0) = / o(1)Q(dylz, a)

y de hecho la convergencia es creciente. Asi, hemos encontrado una sucesién de fun-
ciones continuas y acotadas v/,(z,a) que convergen crecientemente a v'(z,a) para
toda pareja (z,a) € K, y en consecuencia, por la Proposicién A.3(b) del Apéndi-
ce v'(z,a) == [v(y)Q(dy|z,a) es semicontinua inferiormente, acotada por abajo y
no-negativa.

Finalmente, de lo anterior y de la Condicién C1 se obtiene que

c(e.) +a [ oly)Qdyla,a)
pertenece a L4 (K) para cada v € L4 (X). O
De las la Hipétesis 1.10(a)-(c) y la Proposiciéon A.13(d) del Apéndice se obtiene
el siguiente lema.

Lema 1.13. El operador T mapea L4 (X) en si mismo, es decir, para cada u €
L (X), se tiene que Tu € L (X), y ademds existe un selector f € F tal que

Tu(z) = c(z, f) + a/u(y)Q(dy|x,f) Vo e X. (1.14)

X

Dado que estamos considerando una funcién de costo-por-etapa ¢ posiblemente
no acotada necesitaremos imponer la siguiente condicion

Hipdtesis 1.14. Existe una politica 7w € II tal que V (7, z) < oo para toda x € X.

Bajo la Hipdtesis 1.14, es claro que la funcién de valor 6ptimo V* es finita, es
decir
V*(z) < oo para toda = € X.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el teorema principal de este capitulo.
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Teorema 1.15. Suponga que se satisfacen las Hipotesis 1.10 y 1.14, y considere las
funciones de IV {v,}. Entonces:

a) v, T V* y V* es l.s.c.. Ademds la funcion de valor éptimo V* es la minima
solucion no-negativa de la FO, es decir

V¥(x) = 1}‘1(1'1; c(x,a) + a/V*(y)Q(dy[w, a)| VxeX, (1.15)
X

y si u es cualquier otra solucion de la EO, entonces u(-) > V*(-).

b) Ezxiste un selector f. € F, en el cual se alcanza el minimo en la ecuacion (1.15),

es decir,

V*(x) =c(z, fr) + a/V*(y)Q(dy]a:, f+) Vx € X, (1.16)
X

y la politica estacionaria determinista f° = {f.} determinada por el selector
f« es optima. Reciprocamente, si f&° es dptima, entonces satisface la ecuacion

(1.16).

Demostracién. (a) Primero, observemos que 7', por las propiedades de la integral,
es un operador mondétono. Asi, el hecho que ¢ > 0 y el Lema 1.13 implican que
las funciones de IV v, = Twv,_; forman una sucesién no-decreciente de funciones
en L£4(X). Entonces existe una funcién v* € £, (X) tal que v, T v*. Ahora lo que

demostraremos es
(i) v* satisface (1.15).
(73) v* es la minima solucién no-negativa de (1.15).
(iii) v* = V*.
Definamos las siguientes funciones
n(i,0) = c(a,0) + o [ 0 (0)QUdlr. )
u(z,a) = c(z,a) + a/v*(y)Q(dy]a:, a).

Como v* y v, n =0,1,... son funciones en £ (K), entonces por la Hipdtesis 1.10(c)
las funciones u(z,a) y u,(x,a) n=0,1,... también pertenecen a L (K). Asi, por el
Teorema de Convergencia Monoénota se obtiene que u, T u. Ahora, de la compacidad
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de A(x) y dado que u(x,a) y up(z,a) n=0,1,... pertenecen a L (K), los conjuntos
{a € A(x)|u(z,a) <71}y {a € A(x)|uy(z,a) < r} son compactos para cada x € X y
r € R. Por lo tanto, por la Proposicién A.5 del Apéndice

v* = lim v, = lim Twv,_1 = Tv",

es decir, v* satisface (1.15).

Para demostrar (ii), supongamos que v’ € L4 (X) es otra funcién que satisface
v = Tu'. Como v > vy = 0, la monotonia de T implica que v’ > v, para toda
n=20,1,...,y por tanto v’ > v*, lo cual demuestra (ii).

Finalmente mostremos (7i7). Como v* = Tv*, por el Lema 1.13 existe f € F tal

que
v () = ez, f) + a/v*(y)Q(dy|x, f) Vz e X. (1.17)
X
Iterando (1.17) obtenemos, para todan > 1y z € X,

vt (x) = BT | ale(xy, )| + "B 0 (wn41) (1.18)

t=0

> £ S ot
t=0

pues v* > 0. Por tanto, haciendo n — oo obtenemos
vi(z) 2 V(f*,2) = Vi(z),

por definicién de V*. Para obtener la otra desigualdad nétese que de (1.13), (1.1) y
de la Hipétesis 1.10(b) (¢ > 0),

vp(x) < Vy(myz) < V(m,z) Vn, Vo €11, Vo € X.
Luego, como v,, T v*, tenemos
v() < V(m,-) Vrell,

lo cual implica que v*(-) < V*(+), por la definicién de V*. Esto prueba (iii), comple-
tando asi la demostracién de la parte (a) del teorema.

(b) La existencia de un selector f. € F que satisfaga (1.16) es asegurado por el
Lema 1.13. Ahora, iterando (1.16) se tiene [como en (1.18)] que

Z atc(mt, 1)
t=0

V(@) = BT o EV ()

n

Zatc(fnt,f*)] Yn >0, x € X.

t=0

> pi
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Esto implica que, haciendo n — oo, V*(z) > V(f,z) Vz € X, mientras que de
(1.2), V*(-) < V(f,). Por lo tanto V*(-) = V(f°,-), es decir f° es éptima.

Para mostrar el reciproco, notemos primero que para cualquier politica estacio-
naria determinista f*° € IIpg, el costo descontado V(f°°,-) satisface

V(f®.2) = oz, f) +a / V>, 9)Qdylz. f) vz € X. (1.19)
X
En efecto,

V(o) =

Za c(xe, f ]
c(xo, f) + Za c(xe, f ]
Za clay, ] . (1.20)

Ahora, por propiedades de la esperanza condicional y la propiedad de Markov, la
suma esperada del lado derecho de (1.20) puede expresarse como

Za xt,] /Ef‘”

/ V(£,9)Q (dylz, 1)

= Ef”

x

= c(z, f) + aEL™

B Za e(ai, f |x1—y] QUdyle, f)

En particular, si f>° € IIpg es éptima, entonces V(f2°,:) = V*(-), en tal caso (1.19),
con f = fi, se reduce a (1.16).
U
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Capitulo 2

Procesos de Control de Markov Parcialmente
Obsrvables

2.1. Introduccion

Los sistemas de control estocastico con informacién parcial del estado aparecen en
muchos problemas de ingenieria, economia, crecimiento de poblaciones, entre muchas
otras areas. La caracteristica de estos sistemas es que, a diferencia de la situacién es-
tudiada en el capitulo anterior, el controlador sélo cuenta con observaciones parciales
del estado del sistema x; a través de un proceso de observacién y;. Un modelo tipico
en estos casos es de la forma:

(a) Tt4+1 :F(xtaatagt)a t:0717"'a
(b) yt:G(at_l,xt,nt), t:1,2,...,
(¢) yo = Go(xo,m0), (2.1)

donde F' y GG son funciones conocidas, x;, a; y y: son, respectivamente, el estado, el
control y la observacién al tiempo ¢, {£;} es una sucesién de v.a. i.i.d. con distribu-
cién comin p representando el proceso de perturbaciones en los estados, y {7} son
v.a. i.i.d. con distribuciéon A que representa el ruido aleatorio de la observacién. El
objetivo del presente capitulo es estudiar PCM-PO modelados por medio de ecuacio-
nes en diferencia de la forma (2.1). Para esto, primero describiremos el Modelo de
Control correspondiente, y plantearemos el PCO. Después mediante una transforma-
cién, vemos que este problema es equivalente a un PCO-CO, y entonces aplicamos
los resultados del capitulo anterior para mostrar la existencia de politicas éptimas.

19
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2.2. Modelo de Control Parcialmente Observable

Definicién 2.1. El modelo de control del PCM-PO est4 definido por (X,Y, A, Q, K, K, v, ¢),
donde:

(a) X, el espacio de estados, es un espacio de Borel.

(b) Y, el conjunto de observaciones, es un espacio de Borel.

(c) A, el espacio de control, es un espacio de Borel.

(d) Q(+|z,a), la ley de transicién, es un kérnel estocdstico sobre X dado X x A.
(e) K(:|a,z), el kérnel observacion, es un kérnel estocdstico sobre Y dado A x X.
(f) Ko(:|x), el kérnel observacién inicial, es un kérnel estocéstico sobre Y dado X.
(g) v € P(X), es la distribucién inicial (a priori).

(h) ¢, es la funcién de costo-por-etapa.

En este capitulo consideraremos que A(z) = A Va € X es compacto y la funcién
¢ posiblemente no acotada.

El PCM-PO evoluciona de la siguiente manera. Al tiempo ¢ = 0, el estado inicial
(no-observable) z( tiene una distribucién inicial a priori v, y la observacién inicial
yo es generada de acuerdo al kérnel observacién inicial Ko(-|z¢). Tomando en cuenta
esta observacion, el controlador elige una accién ag € A, y entonces 1) se genera un
costo ¢(xp, ap); v 2) el sistema se mueve a un nuevo estado 1 de acuerdo a la ley de
transicién Q(:|zg, ap). De aqui, una nueva observacioni y; es obtenida de acuerdo al
kérnel K (-|ap,z1) y tomando en cuenta esta observacion se selecciona el control aj,
y el proceso se repite.

Observacién 2.2. Consideremos un sistema como en (2.1), donde x4, y; y a; toman
sus respectivos valores en los espacios de Borel X, Y y A. Supongamos también que
{&} v {n} son sucesiones de elementos aleatorios mutuamente independientes, i.i.d.
y con valores en los espacios de Borel S'y N, con distribuciones 1 € P(S) y A € P(N),
respectivamente; F, G y G son funciones medibles dadas, y ¢ es independiente de
{&} v {n:}. Entonces la ley de transicién estd dada por

Q(B|z,a) = /IB[F(m,a, s)u(ds) Be B(X), z€ Xyac A (2.2)
S
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Similarmente, si a; = a y 441 = «, el kérnel de observacién estd dado por

K(Cla,z) = / 16[Gla, 2, n)\(dn) ¥C € B(Y), (2.3)
N
y si xg =z,
Ko(Clz) :/1C[Gg(x,n)])\(dn) vC € B(Y).
N

Una realizacion del sistema Parcialmente Observable (PO) toma la forma
(20, Y0, @0, 1, Y1, 01, ... ) € 1= (X XYV x A)™,

donde z( tiene una distribucién dada v € P(X), y {a:} es una sucesién de controles
en A determinada por un politica de control definida méas adelante.

Observemos que en este caso las decisiones del controlador dependen de la historia
observada definida de la siguiente manera

ho = (v,y0) € Ho
ht = (1/7y0>a0>'"7yt—17at—17yt) S Ht para t > 17

donde Hy :=Z xY y H ;= H_1 x AxY sit > 1 con Z := P(X). Entonces una
politica para el PCM-PO estd definida como una sucesiéon m = {m;}, tal que, para cada
t, m es un kérnel estocdstico sobre A dado Hy. Ademds como en el Capitulo anterior
una politica de control determinista {m;} puede ser definida como una sucesién de
funciones Hi-medibles que toman valores en A. De nuevo, al conjunto de todas las
politicas lo denotaremos por II, tomando en cuenta el presente contexto.

El problema de control PO se plantea similarmente considerando el conjunto de
politicas II, y suponiendo que zq tiene distribucién v € Z.

Sea -
J(m,v) = E] Zatc(xt,at)
t=0
el costo descontado total esperado bajo la politica m € II y distribucién inicial v € Z,
donde a € (0,1) es el factor de descuento dado. Entonces el problema de control PO
es encontrar un politica 7* € II tal que

J(r*,v) = J*(v) paratodav € Z,

donde
J*(v) = inf J(m,v), veELZ,

mell
es la funcién de costo 6ptimo.
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2.3. Transformacién a un Problema de Control Comple-
tamente Observable

Existe una metodologia estandar para estudiar modelos de control PO la cual con-
siste en transformar el problema correspondiente en uno completamente observable.
Esta transformacién se hace introduciendo un proceso de filtrado para el proceso de
estados {z;} con lo cual obtenemos un nuevo proceso {z;} C Z = P(X) que evoluciona
recursivamente de acuerdo a una ecuacién en diferencias de la forma

20 = Ho(v, o)
Zt4+1 :H(ztaatayt+1)a tzoalv"'a (24)

el cual constituira el nuevo proceso completamente observable.

En (2.4) H es una funcién conocida, {a;} y {y:} son las sucesiones de controles y
observaciones respectivamente del PCM-PO original, y v € Z es la distribucién inicial
a priori del estado incial zq. Por lo tanto, el problema principal al que nos enfrentamos
es cémo obtener la funcién H. Para esto seguiremos las ideas de Herndndez-Lerma
(1989) las cuales estan basadas en la Proposiciéon A.10 del Apéndice. En efecto, to-
memos X y Y como los espacios de estados y de observaciones del PCM-PO, respec-
tivamente, y W :=Z x A, donde A es el espacio de control y Z = P(X) como antes.
Sea R(d(x,y)|z,a) el kérnel estocédstico sobre X x Y dado W = Z x A tal que para
toda B € B(X)y C € B(Y),

R(B x C|z,a) := //K(C|a,x’)@(dml|x, a)z(dx), (2.5)
X B

donde Q(-|z,a) y K(-|a,x) son, respectivamente, la ley de transicién de los estados y
el kérnel observacién en el PCM-PO. Entonces por la Proposicién A.10 del Apéndice,
existe un kérnel estocdstico H'(dz|z, a,y) sobre X dado W xY =Z x A x Y tal que,
para toda B € B(X),C € B(Y) y (z,a) € W,

mem%@:/HumﬂwmmM@@, (2.6)
C

donde R'(C|z,a) :== R(X x C|z,a) es la marginal de R(:|z,a) sobre Y, la cual toma
la forma

me@://mewmmwﬂmm;
X X

para todo C € B(Y) y (z,a) € W.
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Entonces se sigue, por las propiedades de los kérneles estocdsticos, que la funcién
H:7Z x AxY — Z definida por

H(Zvaay) = H/("Z’CL?y) (27)
es medible, y por tanto
KDl i= [ 1plH (0, )R 2.0, (2.8
Y

donde D € B(Z) y (z,a) € W = Z x A, define un kérnel estocdstico sobre Z dado
Z x A.

Un argumento similar muestra que si Ko(-|x) es el kérnel de observacién inicial en
el PCM-PO, entonces existe un kérnel estocéstico Hy(dz|v,y) sobre X dado Z x Y
tal que, para todo B € B(X), C € B(Y) y v € Z, el kérnel estocastico

Ro(B x Clv) = /Ko(Cm)u(dx)
B

sobre X x Y dado Z, puede ser descompuesto como

Ro(B x Cl) = / Hy(Blv, ) Ry(dylv).
C

donde
R)(Cly) = /KO(C]m)V(dx) WCEB(Y) y vEZ
X

Asi, la funcién Hy : Z X Y — Z definada por
Ho(v,y) := Hy(-|v,y) paratoda (v,y) € Z XY (2.9)

es medible, y por tanto,

ko (D) = /1D[H0(y, W|Ry(dylv), DeB(Z), vez, (2.10)
Y

define un kérnel estocdstico sobre Z dado Z.

Observacién 2.3. Las funciones H y Hy en (2.4) estdn definidas por (2.7) y (2.9).
Siendo asi, el elemento aleatorio z; en el proceso de filtrado (2.4) puede ser inter-
pretado como la distribucién a posteriori del estado no-observable z; dada la histo-
ria observable h;. Esto es, para alguna politica 7, una distribucion inicial a priori

w=veZyBeB(X),

PJ(a;O € B‘ho) = Ho(h[))(B) = Z()(B) PT — C.S., (2.11)

v
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donde hg = (v,y0), y para toda ¢t > 0 e historia observable hy11 = (h¢, at, Yrt1)

Pl (x411 € Blhig1) = H(z, at, ye41)(B) = z41(B) P — c.s.

Observemos que por definicién de politica, o(yo,y1 -..y:) = o(ht). Entonces de-
notando YV, = o(yo, y1,- .- y¢) la o-adlgebra de la historia observada, tenemos que

Zt+1(B) = P:[l't_i_l S BDJt] (212)

[Para la demostracién véase, por ejemplo, Bertsekas and Shreve (1978), Seccién
10.3.1; Striebel (1975), Seccién 2.2; o Sawaragi y Yoshikawa (1970) cuando X y YV
son numerables.]

2.4. I-Politicas

Ahora introducimos el conjunto de politicas correspondiente al sistema controlado
completamente observado (2.4). Definimos los vectores informacién i; hasta el tiempo
t como

it — (Zo,CLU, Q) ,thl,atfl,Zt) S It7

donde I; := Z x (A x Z)! para toda t = 1,2,..., con Iy := Z. Entonces, de acuerdo
a la definicién de politica en el caso completamente observable vista en el capitulo
anterior, una politica de informacién o I-politica es una sucesién 6 = {d;} tal que,
para cada t, d;(dali;) es un kérnel estocéstico sobre A dado I;. Denotaremos por A
al conjunto de todas las I-politicas.

Una sucesién {f;} de funciones medibles f; : Z — A es llamada una I-politica
de Markov en el sentido usual, y nétese que el conjunto de todas las I-politicas de
Markov es un subconjunto de A. También como es usual, una I-politica de Markov
{ft} en la cual f; = f independiente de ¢ es llamada una I-politica estacionaria y nos
referiremos a ella como la I-politica estacionaria f°°.

Consideraremos A como un subconjunto de II; esto es, consideraremos una I-
politica § € A como una politica m € II. Podemos hacer esto porque cualquier I-
politica 6 = {6;} define una politica 7° = {79} en II dada por

79 (-|he) := 8¢ (-|ie(he)) ¥ by € Hy, >0,

donde i;(h;) € I; es el vector informacién determinado por la historia observable h;

por medio de (2.4). Asi § y 70 son equivalentes en el sentido que, para cada ¢t > 0,

77,‘5s asigna la misma probabilidad condicional sobre A que la que es asignada por d;
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para cada historia observable h;. De hecho se tiene el siguiente resultado [Ver, por
ejemplo, Hernandez-Lerma (1989), Yushkevich (1976)].

Proposiciéon 2.4. A es completo. Esto es, para cualquier politica m € Il existe una
I-politica § € A tal que
J(0,v) = J(m,v) Yv € Z.

2.5. Modelo de Control CO

Dado el Modelo de Control PO (X,Y, A, Q, K, Ky, v,c) de la Definicién 2.1, con-
sidere el Modelo de Control CO (Z, A, k, ko, ¢) con espacio de estados Z = P(X),
espacio de control A, ley de transicién k(-|z,a) definida en (2.8), distribucién inicial
ko(+|v) como en (2.10) cuando la distribucién a priori del estado inicial no-observable
zg es v € Z, y funcién de costo ¢ : Z x A — R definida por

(z,a) = /c(x,a)z(daf). (2.13)

X

En este caso, el proceso de control CO estd definido por medio de la ecuacion en
diferencias (2.4), similar a la situacién que se presenté en la Observacién 1.2.

El conjunto de politicas del PCM-CO es el conjunto A de las I-politicas. Como
en el capitulo anterior, una I-politica § € A y una distribucién a priori v € Z de xg
(junto con los kérneles estocésticos k y ko(-|v)) definen una medida de probabilidad
P;‘; sobre el espacio (Z x A)*® y el operador esperanza correspondiente es denotado
por Elf. Entonces el costo descontado total esperado del PCM-CO esta dado por

V(d,v) = E;‘;Zatazt,at) para 0 € A y v e Z,
t=0

y (como en (1.1)) el problema de control CO es determinar una I-politica §* tal que
V(6*,v) = V*(v) paratoda v € Z,

donde

V*(v) = 6122 V(o,v). (2.14)

Este problema de control y el problema de control PO original son equivalentes en el

sentido del siguiente resultado [Ver, por ejemplo, Hernandez-Lerma (1989), Yushke-
vich (1976)].

Proposicién 2.5. V(4,v) = J(J,v) para toda 6 € A yv € Z
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De las Proposiciones 2.4 y 2.5 se sigue que una I-politica es éptima para el pro-
blema de control CO si, y sélo si, es éptima para el problema PO original. En otras
palabras, los resultados para el problema CO pueden ser aplicadas para obtener la
solucién del problema PO, remplazando politicas por I-politicas. Seguiremos este en-
foque en la siguiente seccién para obtener politicas éptimas para el problema de
control PO.

2.6. I-Politicas C)ptimas

El objetivo principal en esta seccién es dar condiciones bajo las cuales los resulta-
dos de optimalidad para los problemas bajo el criterio de costo descontado obtenidos
en el Capitulo 1 se cumplan para el Modelo de Control CO (Z, A, k, ko, ¢). Para hacer
esto consideraremos el Modelo (X,Y, A, Q, K, Ky, v, c) de la Definicién 2.1 y supon-
gamos que satisface las siguientes condiciones.

Hipétesis 2.6. El Modelo de Control es tal que:

(a) A(z) = A es compacto Vz € X.
(b) La funcién de costo por etapa c(z,a) es continua y no-negativa en X x A.

(c) La ley de transiciéon Q(:|z,a) y el kérnel observaciéon K(-|a,z) son kérneles
estocasticos débilmente continuos.

(d) La funcién H(z,a,y) en (2.7) es continua en Z X A XY

Estas condiciones, seran brevemente discutidas en la Observacion 2.9 al final del
capitulo.

Lema 2.7. La Hipdtesis 2.6 implica que el Modelo de Control CO (Z,A,k,ko,c)
satisface:

(a) La funcion de costo por etapa ¢(z,a) es l.s.c. y no-neg en Z x A.

(b) El kérnel estocdstico k(dz |z, a) es débilmente continuo.

Demostracién. (a) Sea (zp,a,) una sucesién en Z x A que converge a (z,a) €
Z x A. Queremos mostrar que

liminf¢(z,, an) > ¢(z,a),
n—oo
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Asi de acuerdo a los Lemas 1.12 y 2.7, bajo la Hipétesis 2.6, el PCM-CO (Z, A, k, ko, ¢)

es decir, por (2.13),

fm inf / c(z, an)zn(dz) > / c(z, a)z(dz).

n—00
X X

Tomando v, (z) := ¢(z,ay) y v(z) := ¢(z,a) en la Proposicién A.6 de Apéndice

se sigue el resultado.

El objetivo es mostrar que para cada funcién v € C(Z), la funcién

(z,a) = /v(z/)k(dz/\z,a)
z

es continua y acotada en Z x A. Por la definicién de k en (2.8), podemos escribir

v(z,a) = /v[H(z,a,y)}R/(dyz,a)

Y
= ///U[H(z, a, y)K (dyla, 2 )Q(dx |z, a)z(dx).
X XY
Entonces por las Hip6tesis 2.6(c)-(d), y la repetida aplicacién de la Proposicién
A.9(b) del Apéndice, obtenemos que v es continua. Esto completa la demostra-
cién.

O]

satisface la Hipdtesis 1.10 del Capitulo 1. Por lo tanto, por el Teorema 1.15 del capitulo

anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Supongamos que la Hipotesis 2.6 se satisface. Entonces:

(a) La funcion de costo éptimo V* : Z — R en (2.1/) es la minima solucion en

L1(Z) de la ecuacion de programacion dindmica

V*(z) = mfg c(z,a) + a/V*(z')k:(dz’]z,a) , 2 €7,
ac
zZ

= TV*(2),

donde T es el operador definido como

Tu(z) := zrg‘l c(z,a) + a/v(z')k(dz'|z,a)

zZ
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(b) Existe una I-politica estacionaria f&° = {f.} optima, tal que

v*(z) = ¢z, fio) + oz/v*(z')k(dz'\z, f+), Vz €Z. (2.15)
Z

Reciprocamente si f2° es dptima, entonces satisface (2.15).

Observacién 2.9. Las Hipdtesis 2.6(a)-(b) son estandar en el estudio de modelos
de control PO. Los aspectos técnicos que se deben implementar hacen que dichas
condiciones sean més restrictivas que en el caso CO, especificamente al considerar
A(z) = AVx € X y funcién de costo continuo.

Para sistemas de ecuaciones en diferencias como (2.1), la Hipdtesis 2.6(c) puede
ser expresada en términos de las funciones F'(z,a,s) y G(a,z,n). Por ejemplo, de la
ecuacién (2.2), podemos ver que la continuidad de F(z,a,s) implica la continuidad

de Q(‘|IE,CL), ya que

[ et v, = [ niF(a,9)utds)

X S

es continua en (z,a) para toda h € C'(X) si F es continua. Similarmente usando (2.3),
la continuidad de G(a, z,n) implica la continuidad de K (-|a,z).

A diferencia de las Hipétesis 2.6(a)-(c), que establecen condiciones sobre PCM-PO
original, la Hipétesis 2.6(d) es sobre el PCM-CO. Condiciones suficientes para esta
hipétesis se tienen para casos muy particulares, por ejemplo, para sistemas finitos o
numerables (Striebel (1975)), para sistemas con ruido aditivo (Herndndez-Lerma and
Romera (1999)), o para el caso especifico de sistemas de inventario (Bensoussan et.
al. (2007, 2008a, 2008b, 2010)), las cuales estudiaremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Sistemas de Inventarios Parcialmente
Observables

3.1. Introduccion

En muchas situaciones, los niveles de inventario en un establecimiento comer-
cial son s6lo parcialmente observados. Esto puede deberse a alguno de los siguientes
factores:

= Errores de transaccion. Estos pueden ser, un mal conteo del inventario o al
momento de darle salida a los productos en la caja registradora, puesto que se
suelen marcar unos productos por otros si dichos articulos son parecidos y del
mismo precio.

= Mercancia extraviada. Frcuentemente, cuando esto pasa, la mercancia no es
recuperda inmediatamente lo cual provoca que no sea considerada en el conteo
del inventario.

= Merma de productos. Algunos productos, como los medicamentos o comestibles,
tienen un tiempo limitado de vida y si éste llega a su fin sin que sea observado,
entonces el inventario real es menor al registrado y asi parcialmente observado.

= Calidad o funcionamiento de los productos. Cuando un producto de mala ca-
lidad o defectuoso es aceptado en el almacén, el nivel de inventario real es
desconocido pues frecuentemente la averia del producto no es inmediatamente
identificada, lo cual implica que el nivel de inventario, de los articulos viables,
es parcialmente observado.

= Robo de mercancia. El méds comun y dificil de detectar es el robo continuo, pues
no siempre es observado sin una inspeccién del inventario, asi si ya ocurrié un
robo y no fue detectado se estd considerando un nivel de inventario que no es
el real.

29
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En los ultimos anos, el problema de control de inventario se ha convertido en uno
de los temas mas importantes dentro de las investigaciones en la industria debido a
las grandes inversiones que hacen las empresas en sus inventarios. En este capitulo
abordaremos dos problemas de Inventarios Parcialmente Observados a los cuales nos
referiremos como Zero-Balance Walk y Demanda Parcialmente Observada.

3.2. Descripcion de un Sistema de Inventarios

Un Sistema de Produccion-Inventario, o Sistema de Inventario, modela la dindmica
de un establecimiento comercial con el fin de optimizar sus costos bajo cierto criterio
de rendimiento siendo el costo descontado el mas utilizado en este tipo de sistemas.
En cada periodo t,t = 1,2,..., antes de la apertura de la tienda a los clientes, se mide
el nivel de inventario x; (la variables de estado), y se ordena cierta cantidad a; (la
variable de control), la cual es provista inmediatamente. De esta manera, al momento
de la apertura del establecimeinto el nivel de inventario es z; +a; y la demanda que se
registra durante ese periodo es &, el proceso de perturbaciones aleatorias, las cuales,
comunmente, se suponen v.a. i.i.d. e independientes del nivel de stock inicial x1. Por
lo tanto, el nivel de inventario al inicio del siguiente periodo, si se supone que la
demanda no satisfecha al final de cada periodo se pierde, puede ser expresado como
i1 = (2 +ar — &)T, t=1,2,... la cual es llamada ecuacién del sistema.

Por lo tanto, para los dos problemas que se estudian en este capitulo, consideremos
un sistema que evoluciona de acuerdo a la ecuacién en diferencias

Ty = (v +ap — &)t t=1,2,... (3.1)
donde
xs: es el nivel de inventario al inicio del periodo ¢;
as: es la cantidad a ordenar al inicio del periodo t;
& > 0: es la demanda durante el periodo t.

En ambos casos supondremos que A(z) = A = [0,a|, * € X, para algiin @ € R™.

3.3. El Modelo Zero Balance Walk

Cuando el nivel de invetario es cero o negativo, una de las siguientes situaciones
pudo haber ocurrido: errores de transaccién, mercancia extraviada, robos, etc. Mu-
chas companias ponen especial atencién al momento en que los niveles de inventario
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llegan a cero. En estas companias hay empleados, denominados Inventory Managers
(IM), que recorren las estanterias e identifican los elementos cuyo nivel de existencia
es cero, este proceso es llamado Zero-Balance Walk (ZBW). En esta seccién se cons-
truye un modelo basado en este proceso asumiendo que los niveles de inventario son
completamente observados cuando estos son cero.

Especificamente, el controlador observa el evento [z; = 0] cuando el nivel de
inventario es cero, pero no observa el nivel de inventario cuando éste es positivo
[$t > 0]

Para formular y analizar el modelo ZBW haremos las siguientes suposiciones:

{&} es una sucesién de v.a. i.i.d. con densidad f y una funcién de distribucién
F,ydonde F =1 — F;

= ¢l nivel de inventario inicial x1 es cero, por lo tanto es observado, o tiene una
densidad de probabilidad &(-);

= el estado no observado x; (i.e., cuando x; > 0), tiene densidad condicional dada
la historia observada ry(-);

» la funcién costo por etapa c(z, a) es continua y no-negativa, y ademés la funcién

(a, k) — /c(a:,a)/i(x)da: (3.2)
0

es continua en (a, k) € A x D, (ver Apéndice A).

Bajo estas condiciones, el proceso de observacién {y;} esta definido como
Yt ‘= 1[It=0] t= 1,2, ce

Observe que {y;} es una cadena de Markov a tiempo discreto con espacio de estados
{0,1}, pues el hecho de que haya o no productos en el inventario en cierto periodo
s6lo depende de si hubo o no en el periodo anterior.

Entonces las condiciones iniciales del proceso parcialmente observado son parejas
(y1, k1) == (y, k) € {0,1} x D pues

= Siy; =1 entonces x1 = 0.

» Siy; =0 entonces 1 > 0y k(-) es su densidad.
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Por lo tanto, podemos definir la distribucién inicial v € P(X) del nivel de inven-

tario x1 como

v(B) :=ydo(z1) + (1 — y)//{(w)dw B e B(X),
B

donde 9 es la funcién delta de Dirac. Observe que la distribucion v estd determinada
por las condiciones iniciales (y1, k1) = (y, k).

Sea V; := o(y1,y2,...,yt) para t = 1,2, ..., la o-algebra generada por las observa-

ciones. Asi, ) es la historia observable para el IM hasta el periodo ¢.

Para una fécil referencia, plantearemos el problema de control para el modelo
ZBW bajo el criterio de costo descontado. Para alguna politica 7 € II y distribucién

inicial v € P(X), sean
o

J(v,m) =Y o/ E] [e(ar, ar))
t=1
el costo descontado total y

J*(v) = fnlf_[J(V,W) veP(X)
TE

el costo 6ptimo. Entonces el Problema de Inventario Parcialmente Observado para el
modelo ZBW es encontrar una politica éptima 7*, es decir un politica 7* que satisfaga

J(v,7*) = J"(v) Vv € P(X).

Ahora que hemos planteado el Problema de Inventario PO, procederemos de acuer-
do al Capitulo 2. Recordemos cudl fue el esquema que se siguié:

= Primero se expuso el problema de control PO.

» Luego se transformé a uno CO mediante un proceso de filtrado {z:}, el cual
evoluciona recursivamente de acuerdo a una ecuacion en diferencias, definido en
(2.4).

= Después se plantea el problema de control CO.

= Finalmente se demuestra que el modelo de control CO satisface las condiciones
de Capitulo 1 para asegurar la existencia de politicas éptimas y que la funcién
de valor éptimo es la minima solucién a la EO.
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3.3.1. Evoluciéon de las densidades

Si k¢(+) es la densidad condicional de z; dado Y;—1 y x¢ > 0, para cada politica
m € II y distribucién inicial v € P(X), definamos el proceso de filtrado {z:} (ver
(2.12)) como

z1(B) := PJ[x1 € B] = v(B)

2(B) := PJlxy € B|Yi—1] = yso(xe) + (1 — y¢) //ft Jdwt > 1, B € B(X).
B

De aqui, la distribucién z; queda determinada por el par (y;, x¢), y por lo tanto para
determinar una relacién recursiva para z; es suficiente encontrar la relacion entre las
densidades ;. Como el evento [x; = 0] es observado, las densidades de probabilidad
son necesarias sélo cuando [z; > 0], es decir cuando y; = 0. Por lo tanto es suficiente
considerar el proceso {x:} € D.

Teorema 3.1. El proceso {k;} evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacion recur-
stva

-1 — 15 ag—1
ke(8) = L, —0) {f(at 1F(ai)—l[)S ] }

11 f(fiat,m flw+ a1 — s)ki—1(w)dw
[£t—1>0] fooo F(w T at_l)lit_l(w)dw

donde k1 = k € D estd dada.

El Teorema 3.1 es consecuencia de los siguientes dos lemas. En el primero de ellos
mostraremos que F [p(z)|);] se puede escribir en términos de );_1, lo cual serd la
clave en el Lema 3.3, para poder expresar esta esperanza condicional en términos de
la densidad y funcion de distribucién de la demanda.

Para facilitar la notacién, para 7 € [l y v € P(X), denotaremos por E al operador
esperanza F7 y P ala medida de probabilidad PJ inducida por 7 y v.

Lema 3.2. Para cualquier funcion real y acotada ¢

E lp(xe)liy, 01| Ve
Ep(x)|Vi] = 1,010 (0) + 11z,0] [P([$i)>[ 0>Joﬁ]t‘1t] .

= 1[93:0}90(0) + l[xt>0]E [gp(mt)]yt_l,xt > 0] . (3.4)
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Lema 3.3.

F(at,l)
{ fooo o(s) f(zo,atflﬁ flw+ a1 — S)/ﬂﬂw)dwds}

OOQOSfa_ ] 13 at—lds
E[‘P(ﬂft)yt]l[x»m:l[xt1:0]{f0 A }

+ 1 o0
[z-1>0] Jo o F(w+ ap—1)ki—1 (w)dw

(3.5)

Para no desviarnos de nuestro objetivo, las demostraciones de los Lemas 3.2 y 3.3
se presentan al final de este capitulo.

Demostracién (del Teorema 3.1). Primero observemos que la esperanza condi-

cional en el Lema 3.2, puede ser expresada en términos de la densidad k;, de la
siguiente manera:

Elp(x) Vi) = 1z, =01 (0) + Lz, >0 /@(S)%t(S)dS- (3.6)
0

Entonces, comparando las ecuaciones (3.6) y (3.5) obtenemos que

1= 8)s<a,
Kt(8) = 1z, —0] {f(at 1F(ai)—l[)S | }

11 fé(lat,m flw+ag—1 — s)ki—1(w)dw
[t—1>0] fooo F(w T at_l)lit_l(w)du}

El cual es el resultado deseado.

O]

Podemos obtener una expresion més corta para r¢(s) de la siguiente manera. Sean
py P, funciones reales, y a € A. Definamos

<n¢%j/M$¢®M8
0

MmMG%=(/ f(w+ a — s)p(w)duw.
(

s—a)t
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Observemos que

o0

plad)s) = [ flwtas)iw)dw = fla sl

(s—a)*+

Entonces, p(0,06)(s) = 0, donde ¢ es la delta de Dirac.

Definamos el operador no lineal § como
pla,p)(s
Oa,p)(s) = L)

Entonces

(0(a,p), 1) :/’W 1,
0

y ademés 6(a, A\p) = 0(a,p) para cada X € R.

Con esta nueva notacién, podemos escribir a (3.3) de la siguiente manera

K1 =K
kt(8) = yr—10(ar—1,6)(s) + (1 — yr—1)0(ar—1, ke-1)(s) t > 1

En efecto:

yt—10(at—1,6)(s) + (1 — yr—1)0(ar—1, ke—1)(s)

N f(atfl - S)l[sﬁazfﬂ + (1 ) f(oso—at,l)Jr f(w +tai-1— S)Kt—1<w)dw
—o Io” flar-1 = $)1js<q,_,)ds e Io" Joan e Fw + ary = s)riy (w)dwds
Jlaz—1 = $)l5<q, ] Jiay oy fw + a1 — s)r—1(w)dw
= Y1 Ta “avae T gm)
Jo' " a1 — s)ds IN [fo T fwF a1 — s)ds] Ki—1(w)dw
1 fla—1 — 8)Ljs<a,_y) 1 f(oso—at,lﬁ flw+ a1 — )k (w)dw
= Lxs—1=0] F(at—l) [zt—1>0] fooo F(w T at—l)ﬂt—l(w)dw >

donde la primera igualdad se obtiene de aplicar la definicion de 6; la segunda se obtiene
de aplicar el Teorema de Fubini en el segundo sumando; y la tercera se sigue aplicando
los cambios de varibales 2 := ai—1—SYy 2= w+ ai—1 — s en los denominadores del
primer y segundo sumandos, respectivamente. Asi, recordando que yr—1 = 1[;,_,—q],
obtenemos finalmente (3.3).
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3.3.2. Problema de Control CO

De acuerdo al esquema que estamos siguiendo, el siguiente paso es plantear el
problema de control completamente observable, donde ahora el proceso de estados es
{zt}, el cual es determinado por (yq, K¢).

Definamos la funcién de costo-por-etapa

(2, a1) = (yi, ke, ap) = /c(x,at)zt(dac)
(1 —y) [ c(z,at)re(z)de

(1= ye) {c(:, ar), ke ()

= y1c(0,a¢) +
= y1c(0,a¢) +

donde
(B) = yed () + (1 — yt)/ﬁt(s)ds B e B(X).

B

Como z; queda totalmente determinada por y; y k¢ la nueva funcién de costo-por-
etapa es

Ay e ar) = yec(0, a0) + (1= ye) (e ar), me () - (3.7)

Si (y,k) € {0,1} x D es la condicién inical, para cada = € II
o
V(y,&,m) Zat 1E7r [c(ye, i, ar)]
t=1
es el costo descontado total y
Viy, k) = inf V(y, r,7) (3.8)
S

la funcién de valor 6ptimo. Por lo tanto el problema de control CO es encontrar una
politica 7* tal que

V*(y, k) = V(y,k,7) Y(y,x) € {0,1} x D.

Como ya se menciond en el Capitulo 2, este problema es equivalente al Problema
PO en el sentido que una politica éptima para el modelo CO es éptima para el PO.

3.3.3. Ecuaciéon de Optimalidad

A continuacién presentamos la ecuacion de optimalidad para dar explicitamente
la forma del operador T,.
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Similar a (1.7) una funcién U : {0,1} x D — R satisface la EO si
Uly, r) = min {yc(0,a) + (1 —y) (e(, ), () + @By, [Uys, 52)]} (3.9)

donde el tercer sumando, dada la manera en que evoluciona el proceso {r;}, se puede
expresar de la siguiente manera

By oU(y2, 52)] = B [U(y2,y0(a, 0)(x) + (1 — y)b(a, £)(x))]
=U(1,y0(a,6)(x) + (1 = y)0(a, k)(x)) Py [x2 = 0]
+U(0,y0(a,d)(z) + (1 — y)0(a, k) (x)) Py ;[r2 > 0]. (3.10)

Ahora usando propiedades de la esperanza condicional se obtiene

P;H[xZZO]:P;n[52x+a]zlipgr,n[€<x+a]
=1- E;,N[E;,n[1[£<x+a] ’Q?H

=1- /P;jﬂ[g < w + a]k(w)dw
=1- /F(w—l—a)n(w)dw

_ / Fw + a)r(w)dw (3.11)

PJ[xe > 0] = P [ <z +a] = /F(w + a)k(w)dw. (3.12)

Asi, sustituyendo (3.12) y (3.11) en (3.10) y después en (3.9) obtenemos la Ecuacién
de Optimalidad

() = min{ye(0.a) + (1= 3) (el a). ()
+ ald(1,y6(a, 8)(x) + (1 — y)8(a, &) (x)) / F(w + a)r(w)dw
+ ald (0, yB(a, 8) (@) + (1 — 1)8(a, ) () / Plw+ a)r(w)dw). (3.13)
De aqui, definimos los operadores Tuld y TU como

Tald(y, &) := ye(0,a) + (1 = y) (c(-; a), £(-)
+ald(1,y0(a,d)(x) + (1 —y)b(a, k) (x)) /F(w + a)k(w)dw

+ ald(0,y0(a,0)(z) + (1 — y)b(a, /@)(:c))/F(w + a)k(w)dw (3.14)
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TU(y, k) :=minT,U(y, k).
acA

Finalmente, para demostrar que la funcién de valor 6ptimo (3.8) es la minima
solucién en L£({0,1} x D) de la Ecuacién de Optimalidad (3.13) y garantizar la exis-
tencia de una politica éptima para este problema, se requiere verificar las condiciones
del Teorema 1.15, es decir

a) A(z) es compacto Vo € X y el mapeo x — A(z) es u.s.c.
b) La funcién costo-por-etapa es l.s.c. y no negativa en {0,1} x D x A

c) T,U € Li({0,1} x D x A) para cada U € £,({0,1} x D).

La condicién (a) se satisface pues A(z) = A para toda z € X, y A = [0,al. Para
verificar b), consideremos la funcién de costo-por-etapa

ey ity ar) = yee(0, ar) + (1 — yt) (c(-, at), ke (0))

donde
(c(cran), () = / e, ar)me () i,

entonces por la suposicién hecha en (3.2), y dado que la funcién ¢ es continua y
no-negativa, la funcién ¢ es continua y no negativa.

Por tltimo, la demostracién de (c) la obtendremos del Lema 3.4 y Observacion
3.5, dados a continuacion, acerca de las propiedades de los operadores 6 y p.

Lema 3.4. La funcion

(a,p) — /f(w +a—z)p(w)dw (a,p) € Ax HT
es continua.

Demostraciéon. Sea {(a¢, p;)} una sucesién en A x H+ que converge a (a,p) € A x
H*. Sumando y restando [ f(w + a; — z)p(w)dw se tiene

[+ omtwian - [ - optwiie] <
‘ [ 1w+ a2t —p(w))dw] ¥ ] [t a2 - a-aptwine
< [ a2 i) = pw)ldw+ [ £ +a - )~ fw+a- o) pw)de,
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Como f estd acotada, digamos por M € R, haciendo t — oo y por el Teorema de
Convergencia Dominada obtenemos

HmL/ﬂw+%—wmmwmwi/ﬂw+a—@mwww5

hm M/]pt ]dw+/tlir£o|f(w+at—x)—f(w—ka—x)\p(w)dw
=0
donde la ultima igualdad se tiene por la definicién de la convergencia en H™' (ver

Apéndice) y la continuidad de f. Por lo tanto (a,p) — [ f(w+a—z)p(w)dw es
continua en (a,p) € A x H*.

O]

Observacion 3.5. Siguiendo argumentos similares se puede demostrar la continuidad
de las siguientes funciones

mmw+/Fw+wmmmU

Ademaés la funcion

(a,p) — //f(w +a — x)p(w)dwdzx
es continua en A x HT. De esta manera, para cada = > 0, la funcién
f(oxo_a)+ fw+a — x)p(w)dw

9(&,]9) (eT) = fooo f(zo_a)+ f(w +a— ;p)p(w)dwdl‘

es continua en (a,p).

Por lo tanto, de acuerdo al Lema 3.4, la Observacién 3.5 y (3.14), tenemos que
T U(y, k) = yc(0,a) 4+ (1 —y) {c(-, a), 5(-))
+aU(1,y0(a, 8)(x) + (1 — y)0(a, 5)(x)) /F(w + a)r(w)dw
+al(0,y6(a, 8)(x) + (1 — y)b(a, &) (x)) / F(w + a)r(w)dw

pertenece a £, ({0,1} x D x A) para cada U € £L,({0,1} x D).
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3.4. Demanda Parcialmente Observada

Otro modelo de inventario PO que en la practica resulta importante es cuando
las observaciones parciales son hechas sobre la demanda y no directamente en el nivel
de inventario.

La situacién particular que analizaremos es cuando la demanda no satisfecha no
es observada por el controlador, y la demanda satisfecha es observada a través de las
ventas. Esto se presenta cada vez con mayor frecuencia debido a la competitividad del
mercado de hoy en dia. Por ejemplo, si un cliente acude a una tienda departamental
o supermercado en busca de un producto especifico y no lo encuentra acude a algtin
otro establecimiento a adquirirlo, lo cual representa una venta perdida para la primera
tienda, la cual fue no observada.

Para el andlisis de este modelo haremos las siguientes suposiciones:

= la demanda es completamente observada cuando es menor o igual al nivel de
inventario disponible, y si es mayor puede ser representada por una densidad
condicional dada las observaciones pasadas, kp(+).

» la demanda &, € [0,00), durante el periodo n, es un proceso de Markov con
probabilidades de transicion

Plérs € Bl =5l = [ plals)ds

B

donde p(-|-) es una densidad condicional, {; dada y E&; < co.

= la funcién de costo-por-etapa es de la forma

c<x7§’a):{pa+h(x+a—§) siésata , (3.15)

pa+b—x—a) sié>x+a
donde

p: costo por articulo al orednar,
h: costo de almacenamiento,

b: costo por escacés de articulo,

las cuales satisfacen 0 < p < by h > 0.
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Por lo anterior, el proceso de observacion y, esta definido como

Yn = min{&,, z, + a,}

el cual representa la venta durante el periodo n, paran =1,2,....

Es decir, si &, < x, + a,, entonces la demanda fue satisfecha por completo y por
lo tanto observada. Por otra parte si &, > z, + a,, el inventario no fue suficiente
para satisfacer toda la demanda durante ese periodo y por consiguiente parcialmente
observada, en este caso, la venta fue z, +ay,, y &, — (zn+ay) la demanda no satisfecha.

Definamos Y, = o(y1,Y2,...,Yn), la o-dlgebra generada por las observaciones
hasta el periodo n.

Para una politica m € II y un nivel de invenatrio inicial z; = x € X, sean
o
t—1
J(z,7) = ET Za c(xt, &, ar)
t=1

el costo descontado total esperado, con o € (0,1) el factor de descuento dado, y

J*(z) = 71r€11f_I J(x,m)

el costo 6ptimo. Entonces el Problema de Inventario PO es encontrar una politica
m* € II tal que
J(x, %) = J"(x) Yz € X.

3.4.1. Evolucion de las Densidades

Al igual que en el ejemplo anterior, basicamente el problema es encontrar una
relacién recursiva para el proceso {k,}, donde k, es la densidad condicional de la
demanda &, dada la historia observada, es decir

Pl¢, € B|Yn-1] = /ﬁ(s)ds B € B([0,)),
B

A partir de aqui, plantearemos el problema de control completamente observable.

Teorema 3.6. El proceso {k,} evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacion recur-
stva

o0
Jor +a, Fin(s)p(xs)ds

f370:+an Kn(s)ds T Lyn<en+anlp(alyn)

Kint1(2) = 1[yn:xn+an] (3.16)

donde k1 € D es conocido.
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Notese que el primero y segundo terminos de la derecha corresponden, respec-
tivamente, a los eventos [&, > =p + ayn] ¥ [§n < Tn + ap). En el primer evento, la
demanda es mayor o igual al nivel de invenatio después de ordenar y por tanto no
observada. En el segundo evento la demanda es observada con el valor &, =y, y por
tanto Kpt+1(z) = p(x|yn).

La demostracién del Teorema 3.6 se deriva de los siguientes dos Lemas cuyas
demostraciones serdn presentadas al final de este capitulo.

Sean m € II, x € X y k € D fijos. Para simplificar notacién escribiremos E en
lugar de E7

Lema 3.7. Para toda funcion integrable ¢ yn > 1

Jon 0, V(8)kin(s)ds
E w)|\Vnl = iy, =ep+a - ogn 1 Tnta n)- 3.17
Lema 3.8. Sean 1, una v.a. Yp-medible y G una funcion integrable arbitraria. En-
tonces
[ . fG p(s|z)ds]dzx
ElG n nl Tn+a =F nl =Tn+a 2 an
(3.18)
Y
E[G(£n+1)nn1[§n<xn+an}] =F |:77n1[yn<;rn+an /G ’yn) :| (3'19)

Ahora, con los Lemas 3.7 y 3.8 establecidos podemos demostrar el Teorema 3.6.

Demostracién (del Teorema 3.6). Para cualquier v.a. n, ),-medible y funcién
integrable G, se tiene

E[G(&nt+1)nn] = E[nG (1) g, >antan] T Lign<zntan))]
= E[nnG(fn-&-l)l[Enzanran]] + E[nnG(§n+1)1[§n<zn+an}]'

De aqui y las ecuaciones (3.18) y (3.19) obtenemos

E[G(gn—l—l)nn] =
Jova, fn(@) [ G(s)p(s|z)ds]dx
fmo:Jran n( )d(L‘

1y consan / G(s)p(slym)ds]}.

E{ﬁn [1 [yn=xn+an]
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Como 7, es una variable aleatoria ),-medible arbitraria y lo que esta entre corchetes
también es ),-medible, obtenemos, por la definicién de esperanza condicional

[ 6@ = EG(Gs)In] =

fxo:Jran kn(2)[[ G(s)p(s|z)ds|dz
2 kp(x)dx

Lyt 1y contan] / G(s)p(slym)ds
Tpn+an

G(s)[[ kin(2)p(s|z)ds|dx
SO ool [

=1, =
Y ST

donde la tdltima igualdad se da por el Teorema de Fubini.
Por lo tanto, como G(z) es arbitraria
o0
Jon i a, tin(s)p(]5)ds
n n 1 .
1= n(s)ds T Mun<antanp(alyn)

Tp+an

Kn+1(%) = 1y, =z +an]

3.4.2. Problema de Control CO

Ahora introduciremos el modelo de control completamente observable. Definamos
para cada n € N, la funcién de costo-por-etapa

(xy, n,yan) = /C(xn, S, an)kn(8)ds zn € X, an € A. (3.20)
Dado 1 = ¢ y k1 = k, para alguna politica 7 € II sean
o0
V(z,k,m) = Z Q" B2, ki, an),

n=1

el costo descontado total esperado, y

V¥(x, k) = Inl'll_rll V(z,k,m) (3.21)
TE

la funcién de valor 6ptimo.

El PCO correspondiente es encontrar una politica 7* € II tal que para cada nivel
de inventario inicial x € X y densidad inicial x € D de la demanda,

V*(x, k) =V(x,k,7").
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3.4.3. Ecuacion de Optimalidad
Una fucién U : X x D — R satisface la EO si

U(z, k) = {lrém{c(x K,a) + aEU(xa, k2)]} .

Entonces, por (3.1) y (3.20), podemos expresar la ecuacién de programacién dindmica
como

U(z, k) = min {/c(az, s,a)k(s)ds + aEU(x2, KQ)]}

acA

~ min {/ o(@, 5, a)(s)ds + a /L{[(x ba—s)t mg]ﬁ(s)ds}

acA
o) z+a
= m1’1141 /c(x, s,a)k(s)ds + old (0, k2) / k(s)ds + « / Uz + a — s, ka]k(s)ds
ac
z+a 0

De lo anterior y la ecuacién (3.16) obtenemos la Ecuacién de Optimalidad

> p(- ds |
mm{/ c(x, s,a)k(s)ds + ald (0, Jova PCIS)R() )/Fg(s)ds

acA fm+a ( )dS ot
x+a
+a / Uz +a—sp(ls)rs)dsh.  (3.22)
0

Para U : X x D — R los operadores T, y TU son definidos como

> p(|s)k(s)ds T
Told(z, K) :/c(az,s,a)n(s)ds—i—aZ/l(O, fx+a£(‘ )(s) ) / k(s)ds

fx+a k(s)ds s
z+a
+a / Ulx + a — s, p(-|s)]k(s)ds. (3.23)
0

TU(x, k) = min ToU(z, K).
acA
Ahora como en el caso anterior, para asegurar que la funcién de valor éptimo
(3.21) es la minima solucién de la EO (3.22) y asegurar la existencia de una politica
Optima se requiere verificar
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a) A(x) es compacto Vo € X y z — A(x) es semicontinuo superiormente.
b) La funcién costo-por-etapa ¢ es l.s.c. y no negativa en X x D x A.

c¢) El operador T,U € L (X x D x A) para cada U € L (X x D).

La condicién (a) se satisface pues A(x) = A = [0,a] para toda = € X . De (3.15)
se sigue que la funcién de costo ¢ definida en (3.20) es continua y no-negativa, lo cual
implica (b). Para mostrar (c) veamos los siguientes lemas.

Lema 3.9. Para (z,p,a) € X x H' x A la funcidn
(@.pva) > [ ola+a s pCls)pls)ds
es continua para cada funcién continua y acotada ¢ en X x HT.

Demostracién. Sea ¢ una funcién continua y acotada por alguna constante M y
{(@n, pn,an)} una sucesiéon en X x H* x A que converge a (z,p,a) € X x Ht x A.
Entonces sumando y restando el término [ ¢(zy, + a, — s, p(+|s))p(s)ds, tenemos

[ 8o+ an = s.pCANpa(s)is ~ [ 6o+ a = suptisps)s
< [ 1660 + 0= 55015 pals) = pl)lds
+ [ 16(on + an = s,p(15)) = 6o+ a = s,pCl)lpls)ds. (324)
Ahora, como ¢ es acotada y p, — p en H+

/ |p(xn, + an — s, p(-|s))[pn(s) — p(s)]|ds — 0 cuando n — oo. (3.25)

Ademés, dado que ¢ es continua en X x H ', por el Teorema de Convergencia Domi-
nada, se tiene

/ |(zn + an — s,0(:|8)) — ¢(z + a — s,p(+]s))|p(s)ds — 0 cuando n — oo. (3.26)
Asi, de (3.24), (3.25) y (3.26), haciendo n — oo, se obtiene
\ [ olentan = spClsDmls)ds = [ 6 +as.p(1))pls)ds| 0.

Por lo tanto

(2. p,a) / oz + a— 5, p(1))p(s)ds

es continua para cada funcién continua y acotada ¢ en X x HT. O
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Lema 3.10. Para cada funcion ¢ € L, (X x HT), la funcion

@.pa) s [ ol +a = sp(l9)p(s)ds (3.27)
pertenece a Ly (X x HT).

Demostracién. Sea {(xy,pn,a,)} una sucesién en X x HT x A que converge a
(x,p,a) € X x HT x A, y sea ¢ una funcién en L£(X x HT), entonces, por la
Proposicién A.3(b) del Apéndice, existe una sucesiéon {¢x} de funciones continuas,
acotadas y no-negativas en X x H7T tal que ¢ 1T ¢. Asi del Lema 3.9, para cada
keN,

hmlnf/gbkxn—l—an—sp()]pn ds—/d>k +a— s p(-|s)]p(s)ds.

Ademads, como ¢ > ¢, para toda k € N
timint [ 0l +an — 5,pC1s)pa(s)ds = limint [ Gulen + an — s, |5)pa()ds
— [oule +a = s.pt19)lo(s)ds.

Haciendo k£ — oo y usando el Lema de Fatou, obtenemos

timint [ 6w+ a0 = s.pC)n(s)ds > [ ol +a— s pCl9)lols)ds.

De lo anterior y la Proposicién A.3(a) del Apéndice, se obtiene que la funcién (3.27)
pertenece a L (X x HT). O

Observacién 3.11. Similarmente se muestra que las funciones

r+a

@pa) o> [ oletaspCls)p(s)ds,
0

(z,p,a) — j71)

T+a
y por tanto

[y ap(l8)p(s)ds
(z,p,a) — = p(s)ds

son l.s.c y no-negativas, donde ¢ es cualquier funcién L.s.c. y no-negativa.
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Finalmente, del Lema 3.10, la Observacién 3.11 y dado que ¢ es continua ob-
tenemos que el operador T,U(x,k) en (3.23) es l.s.c. y no-negativo para cada U €
L4 (X x D), lo cual demuestra (c).

Concluimos este capitulo presentando las demostraciones de los lemas en los cuales
se basan los resultados obtenidos.

3.5. Demostraciones

3.5.1. Demostracién del Lema 3.2

Como ky(+) es la densidad condicional de x; dado Y,—1 y 2y > 0, por definicién

T

//ﬁt(w)dw =Pz, < z|lxy > 0,Y-1] .
0

Observemos que

E[p(x)|Vd] = E [p(x0) Lpi=o] + Lzi>0)) V]
= E [p(@6) 13,0 V] + E ()15, 50) V]
= 13,2012(0) + E [p(x¢) 115,50 V] - (3.28)

Por otro lado, por definiciéon de esperanza condicional, existe una funcién medible ¥
tal que E [p(x)| V] = Y(y1,y2,..-Yt—1,y:). Entonces, el ultimo término en (3.28) lo
podemos expresar como

E [p(@) 15,50/ V] = 101 B [(0)| V1]
= 1200 Y (Y1, Y2, - Yt—1, Yt)
= 1ip>0 ¥ (Y1, Y2, ---¥t—1,0) (3.29)

donde la primera igualdad se obtiene por la }j-medibilidad del evento [x; > 0], y la
ultima se sigue del hecho que x; > 0 si y sélo si y; = 0.

Ahora tomando esperanza con respecto a ;1 en (3.29), dado que Y1 C Y, y
U (y1,y2,...Yt—1,0) es Vy;_1-medible, obtenemos

E [p(xe) 1,50 Ve-1] = ©(y1,y2, --ye—1,0) P [z > 0]Vy—1] (3.30)

o bien
E [p(xe) 15,50 | Vi-1]
P [:L’t > 0|yt71]

‘lj(ylayQ) "'yt—lvo) = (331)
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Finalmente sustituyendo (3.31) en (3.29) y despues en (3.28) obtenemos que

E [p(x4) 15,50 | Vi-1]

Elp(@) V] = =9 (0) + 0 —p =55,

(3.32)

la cual es la primera igualdad en (3.4).

Ahora, por el Teorema Condicional de Bayes (ver Elliott (1995)) tenemos

[e.o]

/ o(s)re(s)ds = E [p(ae) Yo, 22 > 0]
0
E [p(x¢) 15,50 | Vi-1]
E [1[:Ct>0]|yt—1:|
_E [o(6) 1z, 50| Ve1]
Plx: > 0]YVi—1]

(3.33)

Finalmente sustituyendo (3.33) en el segundo término de (3.32) obtenemos la
segunda igualdad

E ()| V] = 1g—0)0(0) + 1z 501 B [9(@0) [ Vi1, 2 > 0] .

3.5.2. Demostracién del Lema 3.3

Consideremos por ahora el numerador del segundo sumando del lado derecho en
(3.4). Como Y;—1 =0 (y1, .-y yt—1) € (Y1, .-+, Y¢—1, T¢—1), aplicando propiedades de la
esperanza condicional obtenemos

E [o(xi)1g,50Vi-1] = E[@(zi-1 + ar1 — & 1)Uz 4ar 1€ 150)1Vi-1]
=FE [E [@(xt_l + at—1 — gt—l)]‘[CEt—1+a1_1—ft_1>O}|yt—17xt—1:| ‘yt—l]

o0

-5 / (@1 + a1 — )1y +aps w0 W)Yy
0

[ Zt—1+at—1

=L / (rt—1 + a1 — w) f(w)dw| Vi1
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Ahora, haciendo el cambio de variable s := 241 + a;_1 — w, ds = —dw y utilizando
propiedades de la integral definda se obtiene

B 0

E [@(ﬂft)l[xpoﬂyt—l] =FE |- / o(s8) f(wi—1 + az—1 — s)ds|Vi—1

L xt—1tai—1
[ Tt—1+at—1

=F / 0(8) f(wi—1 +ag—1 — s5)ds|Vi1
L 0

=F /@(S)f(u’ﬂt—l +a—1— S)1[xt71+at71_820]ds|yt_1
L0

= /(,D(S)E [f(l‘t,1 + a1 — 8)1[%71_’_%71_520”3715,1] ds.

0

(3.34)
Usando (3.6) con el indice t — 1 en lugar de ¢ y remplazando ¢(z;—1) por
f(xt_l + (It_l - 5)1[$t71+at,17820}7

lo cual se puede hacer ya que ¢(+) es cualquier funcién real y acotada, se obtiene

E[f(zio1+ a1 — )z, trar1—s50]1Veo1] = Lg,_ =0 (@t—1 = 8)1[a,_,—s>0]

+ 1[xt_1>0] /f(w + a1 — 5)1[w+at_1—szo}ﬁt—1(w)dw- (3.35)
0

Ahora sustituyendo (3.35) en (3.34) se obtiene

E [o(x) 1z, 50| Vi-1] = 1z, 1] /(P(S)f(at—l — 8)1js<q,_11ds
0

oo

+ Lz _1>0] /80(3) / fw+ a1 — 8)ki—1(w)dwds. (3.36)
0 (

s—ag_1)t
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Por otro lado, el denominador del segundo término del lado derecho de (3.4) lo po-
demos expresar como

Pl > 0Yi-1] = B [,y oy -1 501e-1]

[E Voo 4arr—e 50| Vi1, 1] [ Vi1 ]
[E[1 [ft—lﬁwt_ri-at_l}’yt—lyxt—l] |Vi-1]
[Pl&—1 < a1+ a1\ Vi1, 24-1] [ Ve1]
[F'(21—1 + ar—1)|Vi-1]

= 1z, = F'(at-1) + 1jz,_, >0) /F w+ ar—1)ki—1(w)dw  (3.37)
0

donde la pentltima igualdad es debido a la independencia entre & 1y Vi1 y la
ultima igualdad se obtiene de aplicar la ecuacién (3.6). Asi, insertando (3.36) y (3.37)
en (3.4), despues multiplicando en ambos lados de la igualdad por Liz,>0) y utilizando
propiedades de las funciones indicadoras obtenemos

> (s) f(ar—1 — 8)ljs<a,_yds
Elp(@)| Ve Lz, 00 = 1z, =0] {fo . (;(;H)) e }

1 I e fs ar_1)+ fw~+ai—1 — 8)ki—1(w)dwds
[£1—1>0] fooo F(w T at—l)ﬁt—l(w)dw >

lo cual demuestra el Lema 3.3.

3.5.3. Demostracién del Lema 3.7

Como el controlador sélo observa las ventas, la demanda &, no es ),-medible.
Recuerde también que los eventos [y, > =, + an] v [yn < @, + ay] son equivalentes
respectivamente a [y, = Tp + apn] ¥ [yn = &,]. Entonces

EW}({TL) ’yn] = E[w(gn)l[yn:xn-i-an] D)n] + E[¢(§n)l[yn<xn+an} ’yn]
= 1[yn=xn+an]E[¢(€n)|yH] + 1[yn<mn+an]E[¢(€n)|yn] (338)
= 1[yn:In+an]E[¢<§n)‘yn] + l[yn<xn+an]w(yn)'

Por otra parte como x,, + a, es ),—1-medible, entonces en el evento [y, = =, + ay]
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podemos escribir

Lyp=an+an) E[Y(&n)|1 V0] = E[Y(€n) 1y, =n +an) | Vn]
= B[ (&)1, =2ntan)| Yn—1]
= Lyu=an+an) B[V (£n) [ Vn1] (3.39)
= ly=zn+an)PY15 Y2, - Yn—1)

para alguna funcién ¢ medible. Pero cuando [y, = =z, + a,] también sabemos que
[fn > Ty + an] y por tanto

Qp(yla Y2, ... 7yn*1)1[yn:xn+an] = E[@Z}(ﬁn)l[yn:znmn] D)n]
= E[¢(£n)1[£n2xn+an] D)nL

como @(y1,Y2,..-,Yn—1) €8 Yp—1-medible y V,,_1 C Y, condicionando con respecto a
YV —1 tenemos

Por lo tanto

E[Y(§n) g, >20-+an]| Yn—1]
E[l[ynzanran} ’yn—l]
_ BlE) g, >0 tan)|Vn-1]

o(Y1,Y2, -, Yn—1) =

(3.40)
Ellg, >z, +an]| Yn-1]
L ()n(s)ds
fIO:Jran Kn(s)ds
Finalmente sustituyendo (3.40) en (3.39), y (3.39) en (3.38) obtenemos
Joria, ¥(8)kn(s)ds
E n n] =1 =z,+a o ogn 1 Tnta
[w(g )‘y ] [yn n+ n} fmn_,’_an fin(S)dS + [yn< nt n]w(yn)
que es el resultado deseado.
3.5.4. Demostracion del Lema 3.8
Nétese primero que, como x, + a, es V,_i1-medible, y, = min{&,,z, + an}

es (Vn-1,&n)-medible y por tanto 1, >, 44, también lo es. Asi, nnlie, >z, 4a,] €5
(Vn-1, & )-medible, pues la venta y, depende de la demanda &,, y 7, es una v.a.
Vp,-medible.
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Ahora, para cualquier G(-) integrable, se tiene

EIG (&t 1)1, >2n+an)| Yn—1:&n) = M1, >2n+an) EIG(En+1)|Vn-1,&n]
= nn1[§n>xn+an]E[ (€n+1)|£n]

—nn1[§n>xn+an]/G (sl€n)ds

donde la segunda igualdad es debido a la propiedad de Markov del proceso {,}.
Ahora nétese que

E[G(5n+1)nn1[€n2xn+an] E {E 5n+1)nn1[§n>xn+an D}n lvfn]}

=F |:nn1[§n>xn+an /G ’fn) :|
:E{ [nnlwﬁan] [ae \§n>ds|yn]} (3.41)

=K {nn1[§n>:cn+an |:/ G |§”)d5’yn:| } ’

donde la dltima igualdad se obtiene porque 7, es yn medible y [§, > xp+an] = [yn =

Ty + ap] € V. Ahora, de (3.41), tomando [ G(s)p(s|z)ds = ¢(x) y sustituyendo en
(3.17), obtenemos

E[G@ml)nnl[gnzwnﬂ=E{nn1[gn>zn+an [/ G(s |5n>ds|yn}}

[ z) [ G(s)p(s|z)dsdx
:E{nnl[f,Lan—&-an] ll[yna:,L—I—an} ntdn foo ( )d$ + [yn<xn+an]/G ‘yn)

Tn+an

S sy Fn(@) [ G(s)p(s|z)dsda
Fn(x)dx

=F

U 1 [yn =Tn ‘Hln]

fxn +an

la cual es precisamente la ecuacién (3.18). Ahora para demostrar (3.19), como 1, 1(¢,, <2, +a,]
es (Vn—1,&n)-medible tenemos

E[G(£n+1)nn1[6n<xn+an} |yn71a gn] = nn1[§n<1’n+an]E[G(§n+1) |yn717 fn]
= nn1[£n<wn+an]E[ (§n+1)|§n]

_nn1[§n<xn+an]/G |€n)

:nn1[§n<xn+an]/G(S)p(s‘yn)ds
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la segunda igualdad se obtiene por la propiedad de Markov del proceso {&,} v la

ultima es puesto que en el evento [§, < =, + a,], tenemos que &, = y,. Finalmente

tomando esperanza en ambos lados obtenemos

E[G(€n+l)nn1[én<zn+an}] =F |:77n1[§n<mn+an} /G(S)p(5|yn)d5:| )

que es la ecuacién (3.19)
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Conclusiones

En este trabajo se estudié la teoria general de los procesos de control de Markov
parcialmente observables y se presentaron aplicaciones a sistemas de inventario. Para
esto se aplicé un técnica estandar que consiste en transformar el problema de control
optimo parcialmente observable a uno completamente observable el cual estd definido
en el espacio de medidas de probabilidad sobre el espacio de estados del problema
original. Esta transformacién estd basada en la existencia de una funcién que de-
termina la dinamica del nuevo sistema completamente observable, y por lo tanto es
meramente teodrica.

Muchos de los trabajos en el area de los procesos de control parcialmente obser-
vables se centran en establecer condiciones que garanticen la existencia de politicas
otimas en el problema completamente observable, a partir de la existencia de dicha
funcion. Sin embargo otros se centran en proporcionar explicitamente la transforma-
cion, lo cual es posible bajo condiciones especificas sobre el modelo de control o en
ejemplos muy particulares. En nuestro caso nos centramos en este tltimo aspecto pre-
sentando dos modelos de inventario parcialmente observable, el Zero Balance Walk y
el de Demanda Parcialmente Observable.

Existen otros trabajos relacionados con sistemas de inventarios parcialmente ob-
servables que podemos considerar una extensién de nuestros modelos, a los cuales se
les conoce en la literatura como Rain Checks y Two Distributions, ver Bensoussan,
et.al. (2008b, 2010). Estos modelos permiten acumular la demanda no satisfecha, y
por tanto la dindmica del sistema toma la forma

Tpp1r =xp+ar— &, t=0,1,..

Especificamente en le modelo Rain Checks se considera que el operador del inventario
sblo observa cuando el inventario es negativo, mientras que en el segundo modelo sélo
se observa cuando el inventario es cero.

Un aspecto que es importante remarcar es que, bajo el esquema estandar, la
soluciéon a un problema de control parcialmente observable se obtiene a través de
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resolver un problema de control completamente observable definido en espacio de
medidas. Este hecho hace muy dificil implementar algoritmos computacionales que
nos permitan obtener o aproximar la solucién al problema, por lo cual constituye un
problema que se puede estudiar a futuro.

Por otra parte, considerando que sélo nos centramos en analizar el criterio de opti-
malidad de costo descontado para procesos de Markov, creemos importante estudiar
los modelos de inventario parcialmente observables bajo otros indices de funciona-
miento, digamos el de costo promedio, y considerar ademas procesos semi markovia-
nos. Mas aun, se pueden explorar extensiones a otros problemas como procesos de
control adaptados, control minimax y juegos estocésticos parcialmente observables.
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Apéndice A

En este apéndice describimos la terminologia usada en la tesis, asi como algunos
resultados auxiliares para el desarrollo del trabajo.

A.1. Espacios y Funciones

Dado un espacio topoldgico X, su o-algebra de Borel es denotada por B(X).
Medibilidad de conjuntos y funciones, significa Borel-medibles.

Un espacio de Borel es un subconjunto de Borel de un espacio métrico completo
y separable. Sera denotado por P(X) al espacio de todas las medidas de probabilidad
en X.

Proposicién A.1. Si X es un espacio de Borel, entonces P(X) también es un espacio
de Borel.

Demostracién. Ver, por ejemplo Hinderer (1970) p.91. O

Si X es un espacio topoldgico , definimos los espacios M (X) D B(X) D C(X) de
funciones de X en R como: M (X) el espacio de las funciones medibles en X, y B(X)
y C(X) los subespacios de las funciones medibles y acotadas y continuas y acotadas,
respectivamente. B(X) y C(X) son espacios de Banach bajo la norma del supremo

[v] := sup, [v(x)].

Definicion A.2. Sea X un espacio topoldgico y v una funcién de X en los reales
extendidos. La funcién v se dice ser semicontinua inferiormente (1.s.c.) si el conjunto
{z € XJv(z) < r} es cerrado en X para toda r € R, y semicontinua superiormente
(us.c) si {x € X|v(z) > r} es cerrado para cada r € R.

Observe que v es l.s.c. si y s6lo si —v es u.s.c.; ademads, v es continua si y sélo si
v es l.s.c. y u.s.c.

Denotaremos por £(X) el conjunto de todas las funciones L.s.c. definidas en X que
son acotadas inferiormente y por £, (X) al subconjunto de las funciones no-negativas.

99



60

Proposicion A.3. Sea X un espacio métrico y v una funcion de X en los reales
extendidos. Entonces:

(a) v es Ls.c. siy solo si para cada sucesion {zn} C X tal que xz, — x, v € X, se
tiene que liminf,,_, . v(zy) > v(z).

(b) v e L(X) siysdlo si existe una sucesion de funciones vy, € C(X) tal que v, T v.

Por la dualidad entre las funciones l.s.c. y u.s.c. (v es L.s.c. si y sélo si —v es u.s.c.),
un resultado similar a la Proposicién A.3 puede ser obtenido para las funciones u.s.c..
Por ejemplo, de la Proposicién A.3(a) obtenemos: v es u.s.c. si y sélo si para cada
sucesion {z,} de X tal que z,, — z, v € X, se tiene que

limsup v(zy,) < v(x).

n—0o0

Ahora algunas propiedades elementales, pero tutiles, de las funciones l.s.c. y aco-
tadas inferiormente.

Proposicién A.4. Siv,vi,...,v, pertenecen a L(X), entonces:

(a) av(-) € L(X) para toda o > 0.
(b) vi + -+ v, y min; v; pertenecen a L(X).
(c) Si X es compacto, entonces v alcanza el infimo, es decir, existe x* € X tal que

v(z*) = inf, v(x)

Para las demostraciones de las Proposiciones A.3 y A.4 ver, por ejemplo, Ash
(1972), Bertsekas and Shreve (1978).

Proposicion A.5. Seanu yu,, n = 1,2,... funciones l.s.c. y acotadas inferiormente
tales que, para cada x € X yr € R, los conjuntos {a € A(z)lu(z,a) < r} y{a €
A(x)|up(z,a) <1} son compactos. Si up, T u, entonces

lim min wu,(x,a) = min u(z,a) Ve X.
n— acA(x) a€A(x)

Demostracién. Ver, Lema 4.2.4 de Herndndez-Lerma and Lasserre (1996) O

Proposicién A.6. Sea X un espacio de Borel arbitrario. Supdngase que {z,} es
una sucesion en P(X) que converge débilmente a z € P(X), y {vn,} una sucesion de
funciones no-negativas y l.s.c. en X tal que

lim inf vy, (z) > v(z) Vo € X.

n—oo
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Entonces

n—00
X

lim inf / on(@)2n(dz) > / o(2)2(dz).
X

Demostracién. Ver, Lema 3.1 en p.11 de Herndndez-Lerma and Romera (1999). O

Denotamos por D el conjunto de las funciones de densidad « definidas en [0, o)
tales que fooo zk(z)dr < oo. Definamos los siguientes espacios

o0

H = pGLl(R+):/a}|p(m)]dx<oo ,
0

H™ ={pecHlp>0},

donde L!(R*) es el espacio de las funciones integrables cuyo dominio es el conjunto de
los ntimeros reales no-negativos. Note que D C H' y ademés H™ es un subconjunto
cerrado de H con la norma

o0

Ioll = [ ota)ldz + [ alp(w)lda. (A1)
0

0

Sea {p;} una sucesién en H y p € H*, se dice que p; — psi ||pr — p|| = 0 cuando
t — 00, lo cual es equivalente a

o0

/ pr(a) — pla)ldz — 0 y / i) — p(a)|dz — 0.
0

0

Por las propiedades de la integral y el valor absoluto se verifica que en efecto el
operador en (A.1) define una norma.

A.2. Kérneles Estocasticos

A lo largo de esta seccién X y Z denotan espacios de Borel.

Definicién A.7. Un kérnel estocéstico sobre X dado Z es una funcién Q(-|-), o
Q(dz|z), tal que:

(a) Q(+]2) es una medida de probabilidad en X para cada z € Z, y
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(b) Q(B]-) es una funcién medible en Z para cada B € B(X).

Equivalentemente, una medida de probabilidad Q(dx|z) en X, para cada z € Z, es
un kérnel estocdstico si y sélo si la funcién h : Z — P(X) definida por

h(z) = Q(:|z) (A.2)
es medible.

La familia de todos los kérneles estocdsticos sobre X dado Z es denotado por
P(X|Z).

Definicién A.8. Sea Q(dx|z) un kérnel estocastico sobre X dado Z. Se dice que

(a) Q es fuertemente continuo si la funcién

zZ /v(x)Q(dﬂz) (A.3)
es continua y acotada para cada funcién v € B(X).

(b) @ es débilmente continuo si la funcién en (A.3) es continua y acotada para cada
funcién v € C(X)

(c¢) Q esls.c. sila funcién en (A.3) es l.s.c. para cada v € L(X).

Proposicién A.9. Sea Q(dx|y) un kérnel estocdstico sobre X dado Y; sea f(x,y)
una funcién real medible sobre X x Y, y sea f : Y — R la funcién definida por

£ W)= [ fla.QUdsly)
cuando la integral existe.
(a) Si f € B(X xY), entonces f € B(Y).
(b) Si Q(dz|y) es continuo and f € C(X x Y), entonces f € C(Y).
Demostracién. Ver, por ejemplo, Bertsekas and Shreve (1978). O

Proposicién A.10. Sean X, Y y W espacios de Borel y sea R(d(x,y)|w) un kérnel
estocdstico sobre X x'Y dado W. Entonces existen kérneles estocdsticos H'(dx|w,y)
y R'(dy|lw) sobre X dado W XY y sobre Y dado W respectivamente tales que

R(B x Clw) = / H'(Blw, y) R (dy|w)
C
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para toda B € B(X), C € B(YY) y w € W, donde R'(dy|lw) es la marginal de
R(d(x,y)|w) sobre Y, es decir,

R'(Clw) :== R(X x C|w), C € B(Y). (A4)

Demostracién. Bertsekas and Shreve (1978), Corollary 7.27.1, p. 139; o Dynkin and
Yushkevich (1979), p. 215; o Striebel (1975), Appendix A.1, etc. O

A.3. Multifunciones y Selectores Medibles

Consideraremos los espacios de Borel (no-vacios) X y A.

Una multifuncion ¢ de X en A es una funcién cuyos valores o(x), para cada
x € X, son subconjuntos no-vacios de A. La grdfica de ¢ es el subconjunto Gr(p) de
X x A definido como

Gr(p) = {(z,a)lr € X,a € p(2)},

y si B es un subconjunto no-vacio de A, definimos ¢ ~1[B] := {z € X|p(x) N B #}.
(En el texto, se escribe A(x) en lugar de p(z), y Gr(y) como K).

Una multifuncién ¢ de X en A se dice ser compacta (cerrada) si ¢(x) es un
subconjunto compacto (cerrado) de A para cada x € X.

Definicién A.11. Sea ¢ una multifuncién de X en A. Se dice que:

(a) ¢ es Borel-medible si ¢~ 1[F] es un subconjunto de Borel de X para cada sub-
conjunto cerrado F' de A.

(b) ¢ es semicontinua superiormente (u.s.c.) si para cada subconjunto abierto G' C
A, el conjunto {z € X|p(x) C G} es abierto en X.

(¢c) ¢ es semicontinua inferiormente (1.s.c.) si para cada subconjunto cerrado F' C
A, el conjunto {z € X|p(z) C F'} es cerrado en X.

(d) ¢ es continua si es u.s.c. y l.s.c.

Definicién A.12. Sea ¢ una multifuncién medible de X en A. Entonces una funcién
medible f : X — A tal que f(z) € ¢(z) para cada = € X es llamado un selector
medible de . Se denota por I al conjunto de todos los selectores medibles de .

Proposicion A.13. Sea ¢ una multifuncion de X en A Borel-medible y compacta,
y sea v : Gr(p) — R una funcion medible.
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(a) Si v(x,-) es u.s.c. sobre o(x) para cada x € X, entonces existe un selector
medible f* de ¢ tal que

v(z, f(z)) = max v(z,a) =:v*(x) Ve e X, (A.5)
acp(x)

y la funcion v* es medible.

(b) Si v(z,-) es l.s.c. sobre p(x) para cada v € X, entonces existe un selector
medible fy de o tal que

v(x, fu(z)) = arerg&)v(:r, a) =:v.(z) Vo € X, (A.6)

Yy vx es medible.

(c) Sig esu.s.c.yv esu.s.c. sobre Gr(p) y acotada superiormente, entonces existe
un selector medible f* de ¢ tal que

v(z, ff(z)) = méx v(z,a) =:v*(z) Ve X,
acp(x)

y la funcion v* es u.s.c. y acotada superiormente.

(d) Si @ es u.s.c. yv esl.s.c. sobre Gr(p) y acotada inferiormente, entonces existe

un selector medible f. de ¢ tal que

v(z, fo(x)) = min v(z,a) =: vi(x) Vo€ X,
a€p(z)

y la funcion vi(x) es l.s.c. y acotada inferiormente.

Demostracién. Himmelberg et al. (1976); Schél (1975). O
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Tabla de Notaciones

B.1. Abreviaturas

CO: Completamente Observale

EO: Ecuacién de Optimalidad
» ].s.c.: semicontinua inferiormente

PCMs: Procesos de Control de Markov

PCO: Problema de Control ()ptimo

PO: Parcialmente Observable

= U.s.C.: semicontinua superiormente

ZBW: Zero Balance Walk

B.2. Conjuntos y Espacios

A: espacio de acciones, espacio de Borel

» B(X): o-dlgebra de Borel de X

F: conjunto de todos los selectores medibles

H;: espacio de historias admisibles

» K: conjunto de parejas admisibles estado-accién

P(W|Z): familia de todos los kérneles estocésticos sobre W dado Z

» P(X): espacio de todas las medidas de probabilidad en X
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= X: espacio de estados, espacio de Borel

Y': espacio de las observaciones, espacio de Borel

Y;: o—algebra generada por las observaciones hasta el tiempo ¢

[ ] Z:P(X)

II: conjunto de todas las politicas

A: conjunto de todas las I-politicas

B.3. Espacios de Funciones

» B(X): espacio de las funciones medibles y acotadas en X

» C(X): espacio de las funciones continuas y acotadas en X

D: conjunto de las funciones de densidad x definidas en [0, 00) tales que

/xm(m)dm < 00
0

H:={pe L'(R") : [7°z|p(z)|dx < oo}

H*:={p e H|p>0}
» L (X): conjunto de las funciones l.s.c. y no-negativas

» M(X): espacio de las funciones medibles en X

B.4. Kérnesles Estocasticos

s K: kérnel estocdstico sobre Y dado A x X
= Kj: kérnel estocastico sobre Y dado X

m (): kérnel estocastico sobre X dado K
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B.5.

Notacion

E7: operador esperanza asociada a la medida de probabilidad P
f°°: politica estacionaria determinista
f: funcién de densidad de &

F': funcién de distribucién de &

F=1-F
P7: medida de probabilidad inducida por la distribucién inicial v y politica 7

{zn} C Z: proceso de estados en el PCM-CO.
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