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Introducciéon

Ondas que viajan por el espacio y que son resultantes de actividad quimica, fisica o bioldgica,
han sido observadas en varios contextos tales como: mezclas de reacciones quimicas, tejidos
neuromusculares, éptica no lineal, circuitos eléctricos no lineales, hidrodinamicas, atmédsfera y
océanos, dispersiéon animal, entre otros [7]. Normalmente, los lugares en los cuales se mueven
estas ondas son de caracteristica excitable, es decir, son sensibles a perturbaciones en la manera
en que una pequena perturbacién es rapidamente contenida pero una perturbacién que cruce un
cierto umbral tendrd una respuesta abrupta y sustancial. Ademds de esta caracteristica todos
los sistemas excitables comparten otras maés, como poseer un punto estable y que después de
que se dé la respuesta obtenida por el cruce del umbral antes mencionado, el medio sea incapaz
de aceptar otro estimulo durante un cierto periodo de tiempo hasta que dicho medio recupere
totalmente su excitabilidad. Por lo anterior, podemos definir a un medio excitable como un
sistema de elementos localmente excitables distribuidos espacialmente [29].

La interaccién por unién difusiva de elementos vecinos puede producir ondas viajeras de
excitacion. Si se perturba una region local del espacio mas alld de un cierto umbral entonces,
por difusién, la variable que se mueve espacialmente se propagard hacia regiones vecinas haciendo
que los elementos que se encuentran en estas zonas también crucen el valor umbral causando
asi que la excitacién se propague espacialmente.

Mientras que el cruce del valor umbral causa la excitabilidad del sistema, la interaccién
entre u y v causa la recuperacién de la excitacién. Esto se abordard mas a detalle en el primer
capitulo de este trabajo. Por esta razén, en ocasiones la variable u es llamada el “disparador”
y v la variable “recuperadora”. En [13], Fife llama a u la especie “propagadora” porque es la
interaccién de la produccion autocatalitica de u y su difusion la que causa que frentes de onda
se propaguen a través del medio; por otro lado llama a v la especie “controladora” porque el
nivel de v en una onda controla su velocidad y la direccién de propagacion.

Como ejemplos de lo anterior podemos comparar las distintas variables de estado dentro de
los ejemplos mas tradicionales de medios excitables, por ejemplo en el tejido neuromuscular la
variable disparadora es el potencial de la membrana mientras que la controladora es la conduc-
tancia iénica [4]; en las epidemias la variable disparadora es el agente infeccioso y la variable

controladora es el nivel de inmunidad [6]; en las galaxias espirales las variables disparadora
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y controladora son la densidad de la nube molecular y la temperatura de la nube molecular,
respectivamente [18]; entre otros.

En una dimensién espacial, distinguimos entre frentes de onda y ondas traseras y entre
ondas solitarias (un frente y onda trasera simple) y trenes de ondas (una sucesién de frentes y
ondas traseras), sin importar si son periédicos o no. En dos dimensiones existen dos patrones
periédicos caracteristicos: ondas circulares concéntricas expansivas y ondas espirales rotatorias.
En tres dimensiones éstas se generalizan a ondas esféricas expansivas y onda de rollo rotatorias.
La geometria de ondas de rollo en tres dimensiones es bastante rica ya que el eje de la onda de
rollo (el filamento unidimensional sobre el cual gira el rollo) puede abrirse a través del medio y
unirse consigo mismo en varias formas topoldgicas distintas [32].

Una reaccién importante como lo es la de Belousov—Zhabotinsky (BZ) produce ondas del tipo
concéntrica y espiral. El concepto de reacciéon quimica nos dice que ésta consiste en una serie de
sustancias quimicas llamadas reactivos que puestas en contacto reaccionan entre si dando lugar
a los productos. Después de un cierto tiempo, el equilibrio se alcanza entre reactivos y productos
donde la relacion entre éstos permanece constante. Es decir, en general sélo un cierto porcentaje
de reactivos se convierten en productos de manera que en el equilibrio tenemos una mezcla de
ambos.

En la actualidad, la reaccién de Belousov—Zhabotinsky (BZ) se refiere a una serie de reac-
ciones quimicas en las cuales un sustrato organico es oxidado por iones de bromato en presencia
de un ion de metal de transicién [30]. Esta reaccién es llevada a cabo en un medio acido.

En [34], Zaikin y Zhabotinsky describieron la propagacién de ondas de oxidacién en capas
delgadas sin perturbar de reactivo BZ. Estas ondas estan organizadas como anillos concéntricos
que se expanden fuera de una zona central de iniciacién periédica. El periodo temporal varia de
un anillo a otro. La velocidad de propagacién depende del periodo del patrén, a esta dependencia
se le llama relacion de dispersion del medio. Generalmente, la velocidad de la onda decrece al
incrementarse la frecuencia de ésta ya que altas frecuencias de onda se siguen muy cerca una de
otra y esto causa que ondas de oxidacién sean forzadas a propagarse a zonas del medio ain en
recuperacion haciendo que viajen mds lentamente [34].

Es posible ver también que la velocidad de la onda depende de la curvatura del frente de
onda. Ondas con una curvatura positiva viajan méas rapido que ondas planas que, a su vez,
viajan mas rapido que ondas con curvatura negativa. La relacién de la velocidad normal, N, con

la curvatura del frente de onda, K, es casi lineal
N=c+ DK

donde c es la velocidad de ondas planas [36]. La pendiente D tiene dimensiones de un coeficiente
de difusién. Foerster et al. (1989) han verificado esta relacién para ondas BZ.
Winfree [31] y Zhabotinsky y Zaikin [35] descubrieron independientemente la existencia de

ondas en espiral rotativas en capas delgadas sin perturbar de reactivo BZ. A diferencia de anillos
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concéntricos, todas las ondas en espiral en reactivo BZ de composicién fija tienen la misma
frecuencia de rotacion, es decir, hay una séla onda en espiral pero una familia uniparamétrica
de anillos concéntricos. Si el grosor de la capa es mas grande que la longitud de onda del patrén,
entonces la tridimensionalidad del medio se vuelve evidente. Como se mencioné anteriormente,
en este caso los anillos concéntricos se generalizan a ondas esféricas concéntricas expansivas y

las espirales a ondas de rollo rotatorias.

La capa sin perturbar de reactivo BZ en la cual las ondas se propagan puede o no ser auto-
oscilatoria. Una definicién de medio excitable alternativa a la que dimos al comienzo de esta
introduccion es la siguiente: un medio se dice ser excitable si dicho medio no es auto-oscilatorio

pero las ondas se pueden propagar en él.

Otro medio importante en el cual se puede apreciar propagacion de pulsos es en el tejido
nervioso. El razonamiento y la habilidad para moverse son ejemplos de procesos que involucran
la propagacién de informacién de una neurona a otra en la forma de senales nerviosas. ;Cémo

se propagan estas senales nerviosas?

En la mayoria de los modelos mas recientes, se piensa que la membrana nerviosa juega un
papel fundamental en la propagacién de senales nerviosas. Las membranas bioldgicas consisten
de una bicapa lipidica y proteinas. Las cargas en las dos superficies de la membrana no son
iguales, con el interior de la membrana cargado negativamente respecto al exterior. Por lo tanto,
existe un diferencial de potencial en la membrana, ) medido en milivoltios, que es proporcional
a la diferencia entre las cargas dentro y fuera de la membrana. Dada esta asimetria, existen
muchos procesos que pueden cambiar el valor de . Estos incluyen cambios en la superficie del
area y grosor de la membrana durante un potencial de acciéon o senal nerviosa, corrientes de
iones a través de la membrana, y cambios en la concentracién de iones en solutos en contacto

con la membrana [1].

Al comienzo del siglo XX, como se asumia que la diferencia de potencial de la membrana
se anulaba localmente durante la sefial nerviosa, el valor de reposo de i se esperaba fuera mas
grande que el potencial de la membrana durante dicha senal nerviosa. Cuando esta suposicién fue
llevada a cabo experimentalmente, Curtis y Cole [8] reportaron que ocurria lo contrario. Es decir,
durante la senal nerviosa el potencial de la membrana es mucho mas grande que el potencial de
reposo. Tales experimentos dieron paso al modelo de Hodgkin y Huxley [14], también llamado
hipétesis idénica. Este modelo sugiere que 1 es invertido localmente durante la senal nerviosa,

cambiando de -70mV en el reposo a +30mV durante el potencial de accién.

Los nervios se comunican transportando paquetes de energia en la forma de senales nerviosas.
En la hipotesis iénica esta energia es proporcional a la energia electrostatica almacenada en el
capacitor de la membrana, y la corriente eléctrica es conducida a través de la membrana por
canales de iones que funcionan como resistores. En [20] se puede encontrar una explicacién mds

detallada de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley, apertura y cierre de canales iénicos, propagacion
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de potenciales de accidn, etc.

Es importante recordar la importancia que tienen los medios excitables en la propagacién de
ondas asi como en todo lo anteriormente platicado. En algunas ocasiones pueden existir zonas
en el medio las cuales no cuenten con la propiedad de excitabilidad, estas zonas son conocidas
como obstaculos y serdn utilizados en la mayor parte de este trabajo. En algunos experimentos
realizados en un tejido ventricular con sélo un obstaculo se ha mostrado que obstéaculos pequenos
no afectan a ondas en espiral pero, al incrementarse el tamano del obstdculo, una onda en
espiral puede unirse a éste y después comenzar a moverse alrededor de él [28]. Davidenko [9]
encontré experimentalmente que, en un caso, una onda en espiral inducida artificialmente se
alejo de su sitio inicial a causa de un obstaculo. En contraste, otros estudios han mostrado que
un obstaculo, en la trayectoria de una onda en espiral en movimiento, puede romperse y llevar

a varias ondas en espiral.

Se ha estudiado, numérica y analiticamente, la interaccién de ondas en espiral con obstéculos.
Se encontré que si la excitabilidad del medio era alta, la onda se movia alrededor de la frontera
del obstéaculo, se unia consigo misma y después continuaba como si no hubiese encontrado ningtun
obstaculo en su camino. Sin embargo, si la excitabilidad es baja, los dos extremos del frente de
onda son incapaces de unirse, asi que dos extremos libres sobreviven, se enrollan y forman dos
ondas en espiral, que a su vez pueden romperse de nuevo. Este estudio encuentra ademés que la

forma del obstaculo también afecta el adherimiento de la espiral al mismo [27].

En [24], Panfilov y Keener estudiaron numéricamente los efectos de estimulacién de alta
frecuencia en un tejido cardiaco excitable con un obstdculo inexcitable. Ahi muestran que si la
frecuencia de la estimulacién es suficientemente alta y el tamano del obstdculo es suficientemente
grande entonces un patron reentrante, el cual origina una espiral, puede ser introducido. El
primer trabajo que fue utilizado para estudiar la propagacién en medios excitables fue dado
por Hodgkin y Huxley [15]. En su modelo explican los mecanismos iénicos que subyacian a la
iniciacion y propagacién de los potenciales de accién en el axén gigante del calamar, el cual

controla gran parte del sistema de propulsion a chorro de este animal.

Usando la misma formulacién, se han encontrado diversos modelos de propagaciéon de po-
tenciales de accion en tejido cardiaco para representar distintas regiones del corazén asi como
distintos estados, incluyendo varias enfermedades. Por ejemplo para las células Purkinje existen
el modelo de Noble [22], el modelo de DiFrancesco-Noble [11], entre otros. Para modelos en
células ventriculares tenemos el modelo de Beeler-Reuter [2], de Fenton-Karma [12], de Priebe-
Beuckelmann [26], entre algunos otros dividos en categorias como genéricos, para humanos, para
caninos, para conejos, etc. También es posible encontrar modelos para las células del nodo sinusal

y del nédulo auriculoventricular.

El problema de muchos de estos modelos es el gran nimero de ecuaciones involucrados. Es

por ello que se han desarrollado diferentes modelos mucho mas sencillos basados en la idea
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de R. Fitzhugh y J. Nagumo. Dichos modelos consideran solamente 2 variables, una para el
potencial de la membrana y otra de recuperacién. Estos modelos, conocidos como ecuaciones del
tipo FHN, han sido muy ttiles para responder ciertas cuestiones. Por ejemplo se encontré que
la velocidad de propagacién de una onda depende del nivel de refractariedad del medio de
propagacién asi como también de la curvatura de la onda misma [20].

El objetivo general del presente trabajo de tesis es realizar un estudio cualitativo de la esti-
mulacién periédica de obstaculos no excitables dentro de un medio excitable. Nos enfocaremos
en un modelo simple y genérico basado en el trabajo de Panfilov y Keener [24], el cual serd re-
suelto numéricamente en este trabajo. Se presentard un estudio de la relacién entre el tamano
del obstaculo y la excitabilidad del medio, asi como la influencia en la variacién de parametros
para la generacion de ondas en espiral. Ademaés, extenderemos este resultado a estimulacién de
obstaculos en tres dimensiones y realizaremos un estudio del tamafio minimo de un obstéaculo el
cual genera una onda de rollo en el caso de dado un valor de excitabilidad.

El presente trabajo esta dividido como sigue: en el capitulo 1 se discutird la dindmica local de
las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo, las cuales formarén el sistema de ecuaciones que sera objeto
de nuestro estudio; cuestiones como existencia de puntos criticos, estabilidad de dichos puntos,
efecto de los parametros en el sistema, etc., serdn tratados en este capitulo. En el capitulo 2
consideramos el sistema reaccién-difusion y se platicard un poco sobre este tipo de sistemas. En
el capitulo 3 estudiaremos la estimulacién peridédica de obstaculos en medios excitables en dos
dimensiones; se discutird la propagacién de ondas en este tipo de medios, las condiciones bajo
las cuales surge rompimiento de los pulsos enviados y su posterior formacion de espirales; inves-
tigaremos como afecta el tamano del obstdculo y la variaciéon de parametros en el rompimiento
de las ondas y haremos una comparacién entre dos métodos numéricos para ver cual es mas util
tanto en términos de aproximacién como en tiempo de cdlculo. En el capitulo 4 estudiaremos la
propagacion de ondas en tres dimensiones en donde haremos comparaciones entre los fendémenos
observados en el plano con los observados en el espacio; veremos cémo afecta el reducir la altura
del obstéaculo o el dividirlo en la formacién de ondas en espiral asi como los efectos de aumentar
o reducir un cierto valor de parametro. Al final del trabajo se presenta una seccién en la que se

presentan y se discuten los resultados obtenidos.
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Capitulo 1

Estudio de la dinamica local de las ecuaciones de

Fitzhugh-Nagumo

Para modelar la interaccién de ondas con medios no excitables (obstaculos), primero es
necesario describir las ecuaciones de las cuales se hard uso para entender la naturaleza de las
ondas que se estudiaran.

Las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo (FHN) han sido utilizadas para explicar la propagacién
de pulsos en medios excitables. Algunas de las aplicaciones méas conocidas de estas ecuaciones
son: su utilizaciéon para modelar las ondas eléctricas del corazon en el estudio de arritmias y

otras enfermedades de este 6rgano [17].

Las ecuaciones de FHN estan dadas de forma general como

= f(u,v)

0 = g(u,v)

donde las ceroclinas de cada una de las variables se muestran en la Fig. 1.1 para los valores de

f v g dados por las ecuaciones originales de FHN propuestas por Richard Fitzhugh:

f(u,v):u—%—v—i—l

g(u,v) = 1(v+a—bu), (1)

donde u puede considerarse como el potencial de una membrana, concentracién de una sustancia,
densidad de una poblacion, etc.; v es la variable recuperadora, I es la magnitud de un estimulo
externo y €, a y b son parametros constantes.

Sin embargo, actualmente, las ecuaciones de FHN consideran un conjunto de ecuaciones mas
generales. La ceroclina de u (@ = 0) es una funcién la cual tiene forma de N invertida, mientras
que la ceroclina de v (0 = 0) es una funcién mondtona creciente que intersecta a la otra ceroclina

en 1, 2 6 3 puntos en el plano.
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0,5+

Figura 1.1: Ceroclinas de las ecuaciones (1.1) para I = 0 y valores distintos de cero para los

demads pardmetros constantes.

En este capitulo presentamos un estudio acerca de la dindmica local que se obtiene con
una familia particular de ecuaciones de la forma de FHN. Dichas ecuaciones fueron descritas
por Panfilov y Keener [24] para estudiar la estimulacién periédica de medios excitables con
obstaculos mediante pulsos en un medio dos dimensional. Al realizar un estudio de la dindamica
local, lograremos un entendimiento del por qué de la naturaleza de los pulsos que se propagan
en dominios excitables, entenderemos propiedades de la interaccién de los pulsos con obstéaculos,
etc. Asimismo lograremos determinar los valores de los pardmetros que nos seran de interés para
la generacién de pulsos excitables.

El sistema de ecuaciones estd dado por

u=—f(u)—v

. (1.2)
0 =¢e(u)(ku —v)
donde
Chiu cuando u < uq €1 cuando u < uq
fluy=<¢ —Cou-+a cuando v < u < uy e(u) =< e cuando u; < u > ug
Cs(u—1) cuando u > us €3 cuando u > uy

donde las constantes C1, Co, Cs, a, k,e1,£2 y €3 son positivas y ui,ug € (0,1). En la Fig. (1.2) se

muestran las ceroclinas de este sistema.
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v v=0

v u
u, u,

Figura 1.2: Ceroclinas para u y v del sistema (1.2).

Siguiendo la filosofia de las ecuaciones de FHN donde la ceroclina de u tiene forma cibica y
la ceroclina de v es una funcién monétona creciente, el sistema (1.2) puede tener 1, 2 6 3 puntos
criticos tal y como se puede ver en la Fig. 1.3; el parametro que determina la cantidad de puntos
criticos que existirdn en el sistema es el pardametro k£ que es el que controla la pendiente de la
ceroclina de v haciendo que ésta corte en uno o més puntos la ceroclina de wu.

1 punto critico 2 puntos criticos 3 puntos criticos
Vv v v

e e I
1 u u u

Figura 1.3: Distintos escenarios de punto critico para el sistema (1.2).

En general, un punto critico del sistema (1.2) cumple que
u =0
b =0,
es decir, existird un punto critico (u*,v*) si

—f(u*) —v* =0
e(u*)(ku* —v*) =0.
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De (1.3) obtenemos las siguientes relaciones entre u* y v*

vt = ()

v* = ku*.

(1.4)

Lo anterior nos dice que el punto critico (u*,v*) que buscamos cumple con la igualdad ku* =
—f(u*). Analicemos los escenarios que existen para cuando se tienen 1, 2 6 3 puntos criticos:

Caso 1. Un punto critico. Si u < uq, de (1.4) tenemos que ku = —Cju y de aqui que k = —C

6 u = 0. Como en nuestro estudio solo estamos considerando parametros positivos la tnica
opcién en este caso es que u = 0, lo que implicaria que v = 0, obteniendo asi el punto critico
(u,v) = (0,0).

Queda claro que el origen siempre serd un punto critico sin importar el valor que se le dé al
parametro k, pero para satisfacer este caso en el que existe un sélo punto critico hay que dar
ciertas restricciones para los valores posibles que k& puede tomar.

Guidndonos por la grafica para este caso especifico en la Fig. 1.3 vemos que se requiere que
la ceroclina de v no toque a la ceroclina de u en usy. Si calculamos el valor de &k en este punto, el
cual a su vez también es un punto critico, bastaria con dar valores de k mayores para asegurar
la existencia de un sélo punto critico. Para ello utilicemos la igualdad obtenida de (1.4), donde

por continuidad podemos utilizar f(u) para u igual o mayor que ug, en este caso utilizaremos

f(u) = —Cau + a como sigue
kuy = —f(ug)
p o= S
Uug
_ CQUQ —a
= =

Por lo tanto, existird un sélo punto critico (u,v) = (0,0) si k > (Coug — a)/us.

Caso 2. Dos puntos criticos. Como ya se platicd en el caso anterior, para que existan dos

puntos criticos es necesario que el segundo de ellos (siendo el origen el primero) tenga como
coordenada en wu el valor de uy. Nos resta encontrar el valor de la coordenada en v y el valor de
k pero este ultimo ya ha sido encontrado en el andlisis anterior. Utilizando la primera ecuacién

de (1.4) tenemos que

vo= —f(ug)

= (Chus —a.

De esta forma obtenemos que el segundo punto critico buscado es (u,v) = (ug2, Cous — a) con
k= (CQUQ — a)/uQ.
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Caso 3. Tres puntos criticos. Para encontrarnos en este escenario es necesario que k < (Coug—

a)/ug. Usaremos el mismo procedimiento para encontrar los dos puntos criticos adicionales al
origen. El punto critico que se encuentra en la regién u; < u < ug tiene como coordenada en u

a

—f(u) = ku
Cou—a = ku
(Co—k)u = a
B a
U = Gy

El valor de la coordenada de v sera el mismo que en el caso 2, por lo tanto uno de los puntos
criticos buscados es (u,v) = (a/(Co — k), Coug — a) con k < (Cauz — a)/us.

Para el tercer punto critico tenemos que
—f(u) = ku

C3(l—u) = ku
(k+C3)u = C3

T Cs
 k+Ch
y
v = ku
S kCs3
k‘—i—Cg'

Por lo tanto el tercer punto critico buscado es (u,v) = (C3/(k + C3),kCs/(k + C3)) para
k < (Cauz — a)/us.

Para continuar el andlisis de los puntos criticos encontrados procedemos ahora a revisar
su estabilidad. En el caso 1 tenemos al origen como punto critico tinico y para encontrar su

estabilidad consideremos la matriz Jacobiana del sistema alrededor de dicho punto. Esta matriz

J(0,0) = <_C1 _1>
e(0)k  —e(0)

[ Ch -1
B 81]{7 —€&1 ’

La traza de J(0,0) es —C1 —&1 < 0 y el determinante es igual a Cie1 + ke > 0. Por lo tanto

es

el punto (u,v) = (0,0) es un punto critico estable del sistema (1.2).
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En el caso 2 contamos, ademds del origen, con el punto critico (u,v) = (u2,Coug — a).

Siguiendo el procedimiento anterior tenemos que

J(UQ,CQUQ—CL) — <E(C2 —1 )

Como en el caso 2 el valor de k es igual a k = (Caug — a)/uz, el determinante de esta matriz

€S

det(J(ug, Coug —a)) = —Caeg + kea
= 62(k‘ — 02)

Por lo tanto, el punto critico (u,v) = (ug2, Couz — a) es un punto silla de (1.2).

En el caso 3 contamos con dos puntos criticos adicionales al origen. La matriz Jacobiana
para el punto critico (u,v) = (a/(Cy — k), Cous — a) es idéntica a la del caso anterior y por tanto
tiene el mismo determinante, det(J(u,v)) = ea(k — C2). Como en este caso k < (Caug — a)/us
y del andlisis del caso 2 tenemos que (e2(Caug — a)/uz) — C2 < 0 entonces es claro que el
determinante de la matriz Jacobiana para este caso es negativa y por tanto el punto critico
(u,v) = (u2,Coug — a) es un punto silla.

Por 1iltimo, nos resta encontrar la estabilidad del punto critico (u,v) = (Cs/(k+Cs), kCs/(k+

C3)). La matriz Jacobiana alrededor de este punto es
C3 kCs B —C3 -1
J k+Cs' k+C B Cs —e(5
+C3 k403 (rres )k (eres)

(-0 -1
B Egk —E3 .

El determinante de esta matriz es C3e3 + keg > 0 mientras que su traza es —C3 — e3 < 0,
por lo tanto el punto critico (u,v) = (C3/(k + C3),kC3/(k + C3)) es un punto critico estable.

A partir de los resultados obtenidos anteriormente podemos enunciar el siguiente teorema;:

Teorema 1.1. El sistema (1.2) tendrd:



Estudio de la dindmica local de las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo 13

= un punto critico asintdticamente estable si k > (Coug — a)/ugz. Este punto serd (u,v) =
(0,0),

» dos puntos criticos si k = (Coug — a)/us. Estos puntos serdn el punto asintdticamente

estable (u,v) = (0,0) y el punto silla (u,v) = (uz, Cous — a),

» {res puntos criticos si k < (Caug — a)/ua. Estos puntos serdn el punto asintdticamente es-
table (u,v) = (0,0), el punto silla (u,v) = (a/(C2—k), Cous—a) y el punto asintéticamente
estable (u,v) = (C3/(k + Cs3),kCs/(k + C3)).

Para este trabajo se considera solamente el caso en el que el sistema tiene un sélo punto
critico ya que, para este sistema en particular, esto es una condicién necesaria para la existencia
de excitabilidad en el medio. En general, lo anterior no es necesariamente cierto como se explica
en [3] donde se muestra un experimento en el cual estimulos son enviados a un axén nervioso
el cual se encuentra en un medio rico en potasio. Esto causa la apariciéon de un segundo punto
estable el cual no hubiese aparecido en un medio con una concentraciéon normal de potasio.

Para comenzar el andlisis del sistema (1.2) con un tnico punto critico podemos dividir su
campo vectorial en 4 zonas delimitadas por las ceroclinas de u y v tal y como se muestra en
la Fig. 1.4. En esta grafica también podemos ver la trayectoria de una solucién que inicia en el

punto (0.1,0) y cuatro zonas que representan lo siguiente:

Zonal = {(u,v)lt <0, v <0}
Zona Il = {
Zona III = {
Zona IV = {(u,v)|lu <0, v>0}.

)

u,v)|u >0, v <0}

u,v)|u >0, ©v>0}
)

El punto inicial (0.1,0) se encuentra por debajo de la parte de la ceroclina de u que esté entre
u1 y ug. Casi cualquier solucién que inicie en esa regién realizard un recorrido similar al mostrado
en la Fig. 1.4. Para saber qué region es esta solamente tenemos que calcular cudles son los valores

de v que estan por debajo de esta parte de la ceroclina de u, es decir si

U =

0
Cou—a—v = 0,
entonces buscamos valores de v tales que
v < Cou — a,

donde u1 < u < wo. En nuestro ejemplo es claro que v = 0 < Cou — a = 0.15. En la Fig. 1.4

se representa COMO Uy, al valor umbral en el eje u (para v = 0) que hace que las soluciones
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tiendan al punto critico estable si u < uy,, 0 que realicen el recorrido ya mostrado en el ejemplo

Si U > Uym-

3

251 .

1.5+

IT

N

0.5

0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 1.4: Ceroclinas y campo vectorial del sistema (1.2) con pardmetros u; = 0.0065, ug =
0.841, C1 =20, Cy =3,C3=15,a=0.15, k =3, &1 = 5.14, g0 = 0.0589 y €3 = 4, en el que se
aprecia la trayectoria de una solucién que inicia en el punto (0.1,0) (linea negra).

En este trabajo consideraremos diferentes valores de u;. En el caso de que u; < Uym

a
c2?
estard dado precisamente por uy, = % el cual es el valor que toma wu en la interseccién de la
segunda ceroclina del sistema (1.2); si u; > % entonces Uy, = u1. En este ultimo caso el sistema
queda discontinuo, sin embargo, vemos que el valor umbral queda dado de forma natural.

Como se menciond antes, casi todas las soluciones que inicien en la regién descrita anterior-
mente se comportaran de manera parecida a la de la Fig. 1.4, no obstante pueden darse casos
en los cuales puntos que cumplan con esa condicién no tengan este comportamiento, esto es
debido a que a pesar de que la solucién en esa zona (zona III) corre hacia la derecha, también lo
hace hacia arriba y si se encuentra demasiado cerca de la ceroclina de u puede llegar a cruzarla
pasando asi hacia la zona IV antes de iniciar el trayecto descrito en la Fig. 1.4. En caso de
que suceda esto el campo vectorial de esta zona harad que tienda directamente al punto critico
asintéticamente estable (0,0) (Fig. 1.5).

Siempre que nuestra solucién inicie por encima de la ceroclina de u ocurrird lo visto en la

Fig. 1.5, es decir, la solucién tenderd al punto critico asintéticamente estable (0, 0).
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Figura 1.5: Ceroclinas y campo vectorial del sistema (1.2) con pardmetros u; = 0.0065, ug =
0.841, C1, =20,Cy=3,C3=15,a=0.15, k=3, 1 = 5.14, e = 0.0589 y €3 = 4, en el que se
aprecia la trayectoria de una solucién que inicia en el punto (0.051,0). El recuadro de la derecha
muestra un acercamiento al punto inicial en el que es visible el cruce de la solucién a través de

la ceroclina de w.

1.1. El efecto de ¢(u) en la dindmica local

Para ver graficamente qué efectos tiene £(u) en el comportamiento de una solucién del sistema
(1.2), primero veamos cémo se comportan las gréaficas de u y v con respecto al tiempo al variar

los valores de €1 y 3.

En la Fig. 1.6 se muestra una comparacién de las graficas antes mencionadas para dos valores
distintos de €3 (3 = 2.5, linea sélida; €3 = 0.5, linea punteada) y condicién inicial (u, v) = (0.1,0).
Como inicialmente u es igual a 0.1, vemos que €(u) = €2 y de esta forma ambas graficas lucen
exactamente iguales hasta antes de llegar al valor u = 0.841 que es cuando e(u) pasa a ser
e3. Para e3 = 2.5, v crece méas rapido que cuando el valor de €3 es igual a 0.5. En el caso de
u, se empieza a ver un decaimiento lento con ambos valores, siendo mdas lento mientras mas
pequena sea 3. Como u empieza a decrecer, eventualmente cruza de nuevo el valor u = 0.841
en el que £(u) vuelve a ser g2 que es el mismo para las dos graficas. A partir de ese suceso, el

comportamiento de ambas graficas vuelve a ser exactamente el mismo.
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25 I

S

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 1.6: Graficas de u y v con respecto al tiempo con condicién inicial (ug,vg) = (0.1,0). La
linea sélida representa la grafica con pardmetro €3 = 2.5 mientras que la linea punteada con
valor €3 = 0.5. El resto de los pardmetros son como en la Fig. 1.4. Para €3 = 0.5 tenemos un

tiempo de recuperacién en el medio mas lento que cuando €3 = 2.5.

Esto nos dice que una solucién crecerd mas lentamente conforme su valor en e(u) = e3 sea

menor y lo hard mas rapidamente si este valor es grande.

Un andlisis similar para €1 nos permite ver que comparte las mismas caracteristicas que €3,
es decir valores pequenos de €1 hardn que la solucién crezca lentamente mientras que valores
grandes haran que la solucién lo haga rapidamente (Fig. 1.7). El cambio al variar &9 es irrelevante

para los estudios que se realizaran en este trabajo.

Los valores de los pardametros que elegiremos para nuestro estudio son u; = 0.0065, us =
0.841, C4y =20, Co =3, C3 =15, k = 3 y a = 0.15. El lector puede comprobar que esta eleccién
de pardmetros, independientemente de los de (u), satisfacen las condiciones del teorema (1.1)

y se tiene la existencia de un tUnico punto critico estable.
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Figura 1.7: Graficas de u y v con respecto al tiempo con condicién inicial (ug,vg) = (0.1,0). La
linea solida representa la grafica con pardmetro €1 = 0.14 mientras que la linea punteada con

valor €1 = 0.03. El resto de los pardmetros son como en la Fig. 1.4.

En la introduccién de este trabajo se platicé sobre medios excitables y el llamado estado
refractario el cual es el tiempo que tiene que transcurrir para que el medio pueda aceptar el
pase de otra onda. La refractariedad en el sistema (1.2) estd determinada por la funcién e(u).
En e(u) el pardmetro 1 especifica la duracién de la cola refractaria mientras que e3 especifica
la duracién del estado excitado. Si se reducen los valores de €1 es posible prolongar el periodo
refractario. Sin embargo, una disminucién en €1 incrementa el periodo temporal de un patréon

re-entrante el cual por tanto requeriria mayor tiempo computacional.

En el parrafo anterior se discutié qué cambios producia el variar e(u) en una soluciéon que
iniciaba en el punto (0.1,0). Ahora analicemos la trayectoria que sigue esta solucién en el espacio
fase con los valores e = 0.14, 9 = 0.0589 y €3 = 0.08. En la Fig. 1.8(a) se muestran las graficas
de u y v con respecto al tiempo similares a las que se presentaron anteriormente en la Fig. 1.7.
En 1.8(b) se representa la trayectoria descrita por la solucién asi como también la ceroclina
tanto de u como de v. Obsérvese que el punto (0,0) es localmente estable. Si la condicién inicial

(el punto a) tuviese el mismo valor de v = 0, pero el valor de v mayor que 0 y del lado izquierdo
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de la ceroclina de u, entonces la solucién regresaria inmediatamente al punto (0,0). La solucién
comienza en el punto (0.1,0), es decir en la posicién a, con coordenadas (0.1,0). La solucién crece
rapidamente en la direccién u y muy lentamente en la direccién v conforme se va acercando al
valor u = 1y es a partir de que llega a la posicion b que la solucién empieza a decrecer lentamente
en la direccién u y crecer rapidamente en la direccién v, moviéndose sobre la ceroclina de u. El
comportamiento de la solucién permanece asi hasta llegar a la posicién ¢ que es cuando alcanza
su valor méaximo en v y cruza el valor u = 0.841, aqui comienza a decrecer lentamente en v y
rapidamente en u. Finalmente en la posicién d, la solucién pasa por u = 0.0065 y empieza a

tender al punto critico (0,0) (posicién e).

2.5 3 T T T T T
U
) | 25} .
d
2_
15 .
15}
1 i
1_
05 .
0.5}
0 ol e
d
05 1 1 1 t 05 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 e 0 02 04 06 08
(a) (b)

Figura 1.8: (a) Graficas de u y v con respecto al tiempo con condicién inicial (0.1,0) y pardmetros
g1 = 0.14, g9 = 0.0589 y €3 = 0.08. (b) Ceroclinas de u (azul), v (rojo) y trayectoria de una
solucién que inicia en el punto (0.1,0) (negro). (Graficas obtenidas numéricamente mediante
MATLAB utilizando el método de Euler.)



Capitulo 2

Propagaciéon de ondas

2.1. Ecuaciéon de reaccion-difusion

Para comprender y estudiar la propagacién de ondas en una y méas dimensiones, haremos uso
de las ecuaciones de reaccién-difusién las cuales son utilizadas cuando se busca estudiar alguna

clase de propagacién en el plano o el espacio (poblaciones, sustancias quimicas, calor, etc.).

Supongamos que u(x, t), la cual representa la concentracién de una poblacién, sustancia, etc.,
en un punto z del espacio en un determinado tiempo t. Para describir su cambio en el tiempo
en una posicién x introduciremos otra cantidad dependiente del tiempo, el flujo, J(z,t) € R™.
En cada punto x y en cada tiempo ¢, el flujo J(z,t) es un vector que apunta hacia la direccién
general de movimiento en ese punto. Su magnitud, |J(z,t)|, es proporcional a la cantidad de

particulas que fluyen en esa direccién por unidad de tiempo [10].

Consideremos a 2 como el espacio donde vive u(x,t) y el cual cuenta con frontera I, donde
existe un equilibrio en el flujo hacia dentro y hacia afuera de 2 a través de I" (Fig. 2.1). El flujo

en la frontera es cero. Podemos reescribir lo anterior como

Cambio de w en 2 = Flujo a través de I' +

Cambios debido a nacimientos, muertes, interacciones, etc.
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=1

J(x,t)

Figura 2.1: Gréfica de un espacio 2 con frontera I', concentracién de una sustancia u(z,t), y
flujo J(z,t) a través de la frontera. Imagen tomada de [10].

Esto significa que

a
dt Jo

w(z, )dV = — /F J(z,4)dS + /Q Fu(z,1)dv,

donde dV denota integracién en todo el espacio R™, d.S denota integracién sobre la superficie

en R" 1y f(u(z,t)) es la funcién que expresa los cambios debido a nacimientos, muertes,
interacciones, etc.

Usando el Teorema de la Divergencia obtenemos que

/FJ(:c,t)dS: /Q(V-J(x,t))dv,
y asi

/Q (5#‘ - flu)+ WW)) v = 0.

La relacién anterior se satisface para todo espacio €. Entonces se sigue que

%u—f(u)—i—VJ:O. (2.1)

A continuacién, necesitamos tener una expresioén del flujo J en términos de u(x,t). Usando

la primera ley de Fick [21] para describir difusién tenemos que
J = —DVu, (2.2)

donde D es el coeficiente de difusién de la especie de concentracién u.

En la Fig. 2.2 se muestra un gradiente positivo de u ((%u(x,t) > 0). El flujo apunta hacia

la izquierda, haciendo que los niveles altos y bajos de u lleguen a un equilibrio.



2.1 Ecuacién de reaccion-difusion 21

J(x)

Figura 2.2: Esquema de la primera ley de Fick. Un gradiente positivo de v da pie a un flujo

negativo J. Imagen tomada de [10].

Si combinamos las ecuaciones (2.1) y (2.2) obtenemos la ecuacién de reaccién-difusién

du

Si el valor de difusién es igual en ambas direcciones tal y como se presenta en los experimentos

de este trabajo entonces obtenemos la ecuacién

d
M DA f(u), (2.3)
dt
donde el laplaciano Au estd definido como
0? 0?
Au(z,t) = —su(z,t) + -+ u(z,t), x=(x1,....,2,) € R™.

Oxy 02

Si f = 0, entonces la ecuacién (2.3) es simplemente la ecuacién de difusién o ecuacién de

calor.

2.1.1. Sistema reaccion-difusion en una dimensién

Ahora podemos extender el sistema (1.2) a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales

del tipo de reaccién-difusién de la forma

2
% :Dugﬁ+F(u,v)

o &
ot = Dvggs + G(u,v),

(2.4)

2 2 , . . ., .
donde u = u(x,t), v = v(x,t), %, % son los términos de difusién; D,,, D, son los coeficientes
de difusién y F, G representan la dinamica local del sistema vista en el capitulo anterior. Cuando
la expresién (2.4) se usa para modelar reacciones quimicas, D,, y D, son distintos de cero. En

el caso de la actividad eléctrica de células excitables D, = 0. Este tipo de modelos explican
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cémo es que la concentraciéon de una o méas sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo
la influencia de dos procesos: la dindmica local (dindmica de excitabilidad) y la difusién, la cual

causa que las sustancias se extiendan sobre una superficie en el espacio.

2.2. Propagacion en una dimension

Cada lugar del medio en el que se tenga una respuesta por encima de un cierto valor, como
por ejemplo el valor umbral u,,, para cuando v = 0, experimentara algo similar a lo hecho por la
solucién de la Fig. 1.4. El mecanismo general mediante el cual se tiene la propagacién de un pulso
como el mostrado en la Fig. 2.3 se da de la siguiente manera: se considera una solucién que se
propaga en la direcciéon x y que lo hace de izquierda a derecha. En la posicién A nos encontramos
en el punto estable del sistema. En el punto B se acaba de cruzar el valor umbral t,,,. En el
punto C' la solucién estd realizando su trayectoria y, comparandolo con los medios excitables
vistos en la introduccién, nos encontrariamos en el llamado estado excitado. Finalmente, en la
posicién D, la solucién se encuentra regresando al punto estable (medio recuperdandose) y es en
este punto estable donde es posible volver a iniciar todo el proceso de nuevo [23].

La propagacién de la onda se dara cuando, por difusién, el valor de u(z) en A aumente a un
valor por encima de u,,, debido al gradiente de u en una vecindad del punto B. De esta forma,

se inicia el proceso descrito arriba para todos los puntos = para distintos tiempos t*.

>
e

Direccion de
V(x, t*) propagacion

Estado refractario

Figura 2.3: Propagacion en una dimensién de un pulso en un medio excitable en el que se

aprecian los estados excitado y refractario del medio.

Para diferentes valores de v, al perturbar el sistema se tiene una mayor o menor facilidad
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para generar otro pulso. Si hacemos crecer el valor de v entonces es mas dificil que se propague
un pulso ya que la region que se trata de perturbar tiene un umbral mucho mayor que zonas
en las que el valor de v es mas pequeno, donde por consecuencia es mas ficil que se dé esta
propagacion.

Estamos interesados en estudiar la propagacién de ondas obtenidas con las ecuaciones del
sistema (2.4), para ello consideramos el intervalo z € [—15,15]. A partir de ahora y hasta el
final de este trabajo, a menos de que se especifiquen directamente, los valores elegidos para
e(u) serdn: g1 = 0.14, g3 = 0.0589 y 3 = 2.5; para los valores de los parametros restantes se
elegiran los mismos que han sido utilizados hasta este momento. La condicién inicial en ¢ = 0

que consideraremos en nuestras simulaciones es

<0 2 < —12
u(x,o)_{“ogx) x>0’ v(x’())_{o a:> 12
xr > €T =z —

donde

1 1
@) = on (T ~ T e 0)
es una funcién “pulso cuadrado” siendo a,, la amplitud del pulso.
La Fig. 2.4 muestra la propagacién de un pulso u(zx,t) de amplitud a,, = 0.5 obtenido con
las ecuaciones (2.4) el cual se mueve de izquierda a derecha para distintos tiempos t* = 0,t* =
35,t* =70 y t* = 105.

ulx.t”)
0.8} 1

06 .
0.4} 1

0.2} .

N | | 1 1 X
0'-%5 -10 -5 0 5 10 15

Figura 2.4: Propagacién de izquierda a derecha de un pulso u(z,t*) en una dimensién. Solucién
de la EDO (2.4) para los tiempos t* = 0, 35,70 y 105.
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Capitulo 3

Generacién de ondas en espiral mediante la
estimulacion periédica de medios excitables con

obstaculos

3.1. Propagacion en dos dimensiones

A continuacion estudiaremos de nuevo el sistema (2.4) pero en esta ocasion en dos dimen-
siones. Para ello es necesario modificarlo de manera que nuestro nuevo sistema sea de la forma
6] 9?2 9?2
ot = Dugg + Duags + F(u,v)
o) 9? o
5% =Duigz + DvZTyg + G(u,v).

En el trabajo de Panfilov y Keener [24], en el cual estd basada esta tesis, se considera
propagacion de ondas en tejido cardiaco. En estos medios, v representa los canales iénicos que
permiten el paso de iones responsables del paso de corriente, que a su vez, genera cambios en
el voltaje u. Estos canales, que se encuentran en la membrana de las células tienen coeficiente
de difusién casi cero. Por esta razon, para este trabajo consideraremos que los coeficientes de
difusién de la variable v valen cero, obteniendo el sistema:

B = Dun 5% + Dus 3t + F(u, v)
% = G(u,v),

con Dy = Dy = 1.

Una de las diferencias de este sistema con el de una dimension visto en la seccién anterior es
que la velocidad de propagacién depende del valor de la variable v en el frente de onda. En dos
dimensiones esto no es totalmente cierto ya que la velocidad de propagacion depende del valor
de v en el frente de onda y la curvatura de la onda misma [23].

En este trabajo estamos interesados en estudiar la propagacién de este tipo de ondas, lla-
madas ondas de “target” o espirales, en medios excitables que cuentan con zonas las cuales no
tienen la propiedad de excitabilidad, estas regiones se conocen como obstéaculos. Los obstéculos

en medios excitables son de gran importancia y han sido estudiados en diferentes problemas,
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uno de ellos lo encontramos en [16] donde se estudia su efecto en ondas de rollo que utilizan la
reaccion Belousov-Zhabotinsky.
En este caso, se considera que el obstaculo tiene las mismas propiedades de no flujo en su
frontera que las del medio, es decir
Vu-n=0,

donde n es el vector normal a la frontera del medio.

La parte central de este trabajo, la cual se estudiard en el presente y siguiente capitulo, se
hara en dos y tres dimensiones. En este trabajo, el cual fue abordado por Panfilov y Keener en
[24], estudiaremos el efecto de estimular un medio excitable con un obstdculo mediante pulsos
de activaciéon de forma periddica y ver bajo qué circunstancias el pulso enviado se rompe y
genera otro tipo de ondas llamadas ondas en espiral. Estas ondas son auto sostenibles que rotan
libremente o alrededor de un obstaculo y que reactivan la misma area del medio. El cémo se da
la generacion de estas ondas puede ser visto en [23].

Anteriormente analizamos cémo es la propagacién de una onda en una dimensién y en este
caitulo quisiéramos hacer lo mismo en dos dimensiones. Primeramente, para visualizar cémo se
ven estas ondas en el plano zy, basta generalizar a una dimensién mayor lo que ya habiamos

visto en el capitulo anterior.

Figura 3.1: (a) Propagacién de una onda en un medio excitable de [—15,15] x [—15,15], para
u; = 0.12 y At = 0.001; en los que se aprecian los distintos valores de u(z,y). (b) Visualizacién

superior de la misma onda.

Esto lo podemos apreciar mas facilmente de la siguiente manera: En la Fig. 2.4 vimos la
propagaciéon de una onda en una dimensién. En la Fig. 3.1(a) se muestra la generalizacién de
esa propagacién de una dimensién a dos dimensiones al agregarle el eje y. En la Fig. 3.1(b) se

aprecia la misma onda pero vista desde un angulo superior.
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3.1.1. Generacién de ondas en espiral

Para ver cémo una onda plana como la de la Fig. 3.1 se puede convertir en una onda en
espiral, apoyémonos en la Fig. 3.2. Supongamos que una onda plana se estd propagando en el
plano zy. Si en un cierto tiempo t* hacemos que tanto u como v sean iguales a cero para ciertos
valores de z e y, obtenemos lo que se muestra en la Fig. 3.2. Esto causard que la onda gire en
su trayectoria dejando asi de ser plana y convirtiéndose en una onda en espiral. Esto es debido

a los niveles de recuperacién y excitabilidad del medio los cuales se discutiran a continuacién.

15 u(x,y)=0

v(x,y)=0

% ux,y)=1

vix,y)=2.4

NN

e

Figura 3.2: Al hacer cero los valores de u y v para ciertos valores z,y y un tiempo t*, es posible

generar espirales.

Lo que con este mecanismo se genera, es una onda en espiral que evoluciona hacia la parte
izquierda del medio. En la Fig. 3.3, se muestra dicha evolucién de manera similar a lo ejemplifi-
cado sobre propagacién de ondas planas. En la Fig. 3.3(a) se observan los distintos valores que
toma u asi como la propagacién de la onda sobre los ejes x e y. En la Fig. 3.3(b) se aprecia el
mismo fenémeno desde un angulo superior.

Ma3s adelante estudiaremos las trayectorias que siguen las puntas de este tipo de ondas, las
cuales se definen como la interseccién de una curva de nivel de las variables u y v, y para entender
mejor este concepto y su forma de propagacién es necesario estudiar las zonas de recuperacion
del medio cuando la onda en espiral se propaga a través de él. En la Fig. 3.4, se muestra el
contorno de la variable u(z,y,t*) para un tiempo particular ¢* (linea oscura en la Fig. 3.4B).
También, se muestran diferentes regiones correspondientes al nivel de recuperacion del medio,

dadas por la variable v. Una regién en negro significa que la region es completamente inexcitable
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mientras que a medida que la regién se vuelve més clara, ésta se vuelve cada vez mas excitable.
La linea azul representa la trayectoria hecha por la punta de la espiral para un intervalo de

tiempo alrededor de t*.

u(x.y)

Figura 3.3: (a) Propagacién de una onda en un medio excitable de [—15,15] x [—15,15], para
u; = 0.0065 y At = 0.001; en los que se aprecian los distintos valores de u(z,y). En el tiempo
t* = 11, se hicieron u(z,y) = 0 paray > 5y v(z,y) = 0 para y > 0. (b) Visualizacién superior

de la misma onda.

En la Fig. 3.4 se puede apreciar que la trayectoria de la punta de la onda en espiral tiene
curvatura alta y baja de una forma periddica y alterna. A la parte con curvatura alta se le
conoce como pétalo mientras que la parte con curvatura baja es conocida como arco [23].

En la Fig. 3.4A, se muestra la onda en espiral en un tiempo donde la punta esta trazando un
pétalo. En este caso, el frente que estd cerca de la punta (punto azul con centro en blanco) de
la onda, se propaga a través de una regién que estd casi completamente recuperada dando un
maximo en la curvatura de la trayectoria. Un escenario distinto ocurre en la Fig. 3.4B, donde la
punta se encuentra trazando un arco. En este caso, es claro que el frente cerca de la punta de la
espiral se propaga a través de una region que no estd completamente recuperada. Esto causa que
el frente se propague hacia otra direccién en la que el medio esté mas excitable. Esta desviacion
genera la parte con curvatura baja de la trayectoria o arco. Este proceso ocurre periddicamente

y es asi como se obtiene la trayectoria mostrada en la Fig. 3.4.
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u(x,y,t")

Figura 3.4: Propagaciéon de una onda en espiral. La linea azul representa la trayectoria de la
punta. Las distintas regiones que se aprecian representan diferentes niveles de refractariedad o
recuperacion del medio dadas por la variable v. Para regiones mas oscuras el nivel de recuperacion

del medio es menor y por tanto son zonas de menor excitabilidad (Fig. en [23]).

3.2. Estimulacién periédica de un medio excitable con un obstacu-

lo

A continuacion, estudiaremos el efecto de estimular un medio excitable el cual cuenta con

un obstaculo inexcitable. El sistema de ecuaciones a resolver se encuentra en el dominio
Q= {(x,y)|x € [-15,15], y € [-15,15]}
con un obstaculo con coordenadas
00 = {(z,y)lv € [~3,3], y € [~3,3]}.

Los valores de parametros utilizados son: u; = 0.0065, us = 0.841, C; = 20, Cy = 3, C3 = 15,
k=3,a=0.15,g1 =0.14, 2 = 0.0589 y 3 = 2.5. El sistema de ecuaciones fue resuelto mediante
el método por diferencias finitas (Apéndice A).

Los resultados de un primer experimento se presentan en la Fig. 3.5 en la cual se considera
la propagacién de un pulso de forma peridédica dentro de un medio excitable con un obstaculo.

Considérese la condicién inicial en t = 0

uo(z,y) =<0 2 <12
u w7 ,0 - 3 v x7 70 = 9
(y){ 0 220 (y){0x2—12
y pulsos de la forma
0.6 0.6

) = 0 exp (Al — 1) (1 exp(d(e] — 10.5)))7
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los cuales viajan de izquierda a derecha y chocan con un obstéculo.

En este caso, las zonas negras (v < 0.1, Fig. 3.5b) son aquellas en las cuales el medio
esta totalmente excitable y puede aceptar un nuevo pulso mientras que en las zonas menos
oscuras que toman valores en los rangos v € (0.4,1.5) es mas dificil que ocurra lo anterior,

siendo la zona blanca (v > 2.2) la menos excitable del medio.

i I
X =
-10_ I
-10 0 10
b) X

10}
o m

10}

g O 0 10 q 10 0 10

Figura 3.5: Frente de onda resultante de una estimulacién de alta frecuencia con periodo de 3500
mseg., paso de tiempo At = 0.001 y un obstédculo inexcitable en el medio. El tamafio de la malla
cuadrada es 15 x 15. Los tiempos de las graficas son: a) t* = 15, b) t* = 24, ¢) t* = 26 y d)
t* =29

Inicialmente se puede apreciar cémo la onda se propaga en una region totalmente excitable
con la zona por delante de ella en un estado no totalmente recuperado (regién gris, Fig. 3.5a). A
pesar de esto, cuando la onda llega al obstaculo (Fig. 3.5b) el lugar donde el frente se propaga
ha alcanzado una recuperacion total y la onda se puede propagar normalmente; nétese cémo se

intenta crear un nuevo frente a la izquierda producto de la estimulacion periédica pero desapa-
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rece al no encontrar una zona lo suficientemente recuperada para propagarse, Fig. 3.5b. Cabe
mencionar que la onda enviada se divide en dos ondas al pasar por el obstaculo, cada una de las
cuales continuia alrededor del mismo y encontrandose una con otra al final de éste para formar
nuevamente una séla onda tal y como se puede ver en la Fig. 3.5c. En la Fig. 3.5d se aprecia
cémo el frente sigue su camino como si el obstdculo no existiera; la tnica influencia que deja el
obstaculo después de que el frente de onda ha pasado por él, es la perturbacién en la forma del
frente la cual decrece con la distancia y eventualmente desaparece asi como la onda misma al
llegar a la frontera derecha.

A continuacioén veremos qué sucede cuando aumentamos la frecuencia de los pulsos enviados.
En la Fig. 3.6a se puede observar algo similar a lo que sucedio en la Fig. 3.5b del ejemplo anterior
con la diferencia de que en esta ocasién, al ser mas frecuente el envio de pulsos, el frente llega a la
frontera derecha del obstaculo sin dar tiempo a esta zona del medio de alcanzar una recuperacion
total lo que provoca que las ondas que viajaban alrededor del obstaculo tengan que cambiar su
trayectoria hacia zonas mas excitables al llegar a la frontera derecha de éste y esto causa que las
ondas no puedan mantenerse unidas a esta frontera y se rompan formando dos extremos libres
en el proceso(Fig. 3.6b). En la Fig. 3.6¢ se observa como dichas ondas continian desarrollandose
hasta que son apreciables los dos extremos libres (Fig. 3.6d). A partir de este momento detenemos
el envio de impulsos y dejamos que las ondas evolucionen sin factores externos que influyan en su
desarrollo (Fig. 3.6¢e). El resultado es la formacién de un par de ondas en espiral que evolucionan
con el tiempo (Fig. 3.6f).

En este experimento se obtuvo un par de ondas en espiral con una determinada trayecto-
ria (iguales al ser simétricas) que entre otras cosas depende de los valores de pardmetros que
asignemos. Esta trayectoria determinara la forma en la que se seguird propagando el frente de
onda, si este frente se propaga por una zona completamente excitable alcanzard un maximo en
la curvatura de su trayectoria. En cambio, si el frente se propaga por una zona que no estd muy
recuperada la onda cambiarda de direccién buscando regiones de mas excitabilidad generando
asi una curvatura baja en su trayectoria. A continuacién haremos un analisis acerca de qué es

lo que sucede con estas ondas en espiral cuando variamos los pardmetros u; y €1.
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-10 0 10 b) -10 0 10
X X

e) -10 0 10 f) 10 0 10
X X

Figura 3.6: Frente de onda resultante de una estimulacién de alta frecuencia con periodo de 1000
mseg. Los valores restantes de pardmetros son como en la Fig. 3.5. Los tiempos de las graficas
son: a) t* =48, b) t* =53, ¢) t* =55,d) t* =62,e) t* =69y f) t* =79
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3.3. Mapa de trayectorias

Después de algunos experimentos variando los pardmetros €1 y u1, se obtuvieron distintas
trayectorias que sigue la punta de una de las ondas libres resultantes de la separacion del pulso

original enviado. En la Fig. 3.7 se presentan varias trayectorias para distintos valores de 1 y .

0.33

Trayectorias
Circulares

0.14

0.0065 0.136

Figura 3.7: Trayectorias trazadas por la punta libre de una onda resultante de la separacién de

un pulso enviado en un medio excitable con un obstaculo para distintos valores de €1 y us.

La onda en espiral formada en la Fig. 3.6 se encuentra en el régimen en el que los valores de los
parametros €1 y u1 valen 0.14 y 0.0065, respectivamente. Como ya habiamos visto, el aumentar ;
hace que el medio se recupere mas rapido permitiéndole a la punta de la onda trazar curvaturas
mas altas al tener mejores zonas por las cuales propagarse. Nosotros extenderemos este trabajo
a distintos valores del parametro u; con €; fijo para ver qué efectos tiene en la trayectoria de las
ondas enviadas.

En el siguiente experimento se cambié el valor de u; de 0.0065 a 0.136 y el resultado se

presenta en la Fig. 3.8.



34Generacion de ondas en espiral mediante la estimulacion periédica de medios excitables con obstaculos

15 15

<) -1I0 0
15
10

5t

= 0r
5|
10}

e) -10 0

Figura 3.8: Frente de onda resultante de una estimulacién con periodo de 1000 mseg., paso de
tiempo At = 0.001 y un obstaculo inexcitable en el medio. La malla utilizada toma valores en
[—15,45] a lo largo del eje x y [—15,15] a lo largo del eje y. Los tiempos de las graficas son: a)
t* =27, b)t* =41, ¢) t* =62,d) t* =78, e) t* =93 y f) t* = 112. En a), el primer pulso se
propaga en un medio totalmente excitable mientras que el pulso de interés, que es el segundo,
se propaga en una regién que no estd totalmente recuperada. En b), el pulso se despega del

obstéculo generando un extremo libre el cual podemos ver cémo evoluciona en c-f.

Recordando la Fig. 1.4, al aumentar el valor de u; hemos aumentado también el valor umbral
uqym lo cual causa que el medio se vuelva menos excitable, esto debido a que es necesario un
impulso mayor para poder generar una onda que se propague.

En comparacién con el experimento de la Fig. 3.6 en el que la onda se dividia en dos al pasar

por el obstaculo al tercer envio, en esta ocasién, y efectivamente, se vuelve a dar dicha separacion
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sélo que sucede al segundo envio de pulsos. Esto es debido a la reduccién de la excitabilidad
del medio la cual causa que el frente trasero de la onda llegue al final de la frontera superior
derecha del obstaculo antes de que la punta del frente pueda propagarse alrededor del obstéaculo,
al seguir propagandose la onda la punta de ésta no puede mantener mas tiempo el contacto con
la frontera del obstaculo separandose asi de él. Mas aun, la diferencia predominante entre un
experimento y otro es que en este iltimo ejemplo al ser més baja la curvatura de la onda libre las
zonas por las que pasa este frente se encuentran en un estado casi recuperado y esto, aunado a
la baja velocidad a la que viaja la onda, evita que la trayectoria que sigue dicho frente se desvie
bruscamente y comience a trazar espirales como en el ejemplo anterior, en consecuencia lo que
termina formando indefinidamente es la trayectoria de un circulo como se puede ver en la Fig.
3.7. Por el mismo motivo que la curvatura de la onda decrece en velocidad, si hubiésemos hecho
este experimento con la misma longitud para el eje z que el de la Fig. 3.6, el frente de onda
hubiese alcanzado la frontera antes de lograr un giro completo y desaparecido por la condicién de
no flujo en dicha frontera. Prolongando el eje = de [—15,15] a [—15, 45|, obtenemos lo mostrado
en la Fig. 3.8.

3.4. Obstaculos de tamano minimo

A continuacion y en base a estos ultimos resultados, estudiamos la influencia que tiene el
parametro u; sobre el tamano minimo que debe tener un obstaculo centrado en la direccién de
y para permitir el desarrollo de ondas cuyas trayectorias tracen espirales como en los ejemplos
anteriores. Este es uno de los resultados principales de este trabajo y por tanto resulta de gran
interés. Para este estudio mantendremos fijo el valor de la frecuencia con el cual seran enviados
pulsos de activacion; cada onda de una sucesién de ondas estard separada por un periodo de
1000 mseg.

Consideramos una simulacién en dos dimensiones con dominio
Q= {(z,y)|x € [-15,45], y € [-30,30]}
y un obstaculo con coordenadas
00 = {(z,y)|lz € [0,8], y € [-L, L]}.

Claramente, el valor de L nos determina si el obstaculo es méas largo o méas corto en la
direccién de y con 2L representando la longitud total del obstéaculo a lo largo de este eje. Ahora
y con la misma condicién inicial que los ejemplos vistos anteriormente, procedemos a estimular

periddicamente el obstaculo con pulsos de la forma

w(o,y) = 0.6 - 0.6
T Ut exp@(fa] —17))2 (1 + exp(d(ja] — 13)))”
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los cuales se aplican cada 1000 mseg. y variando el pardmetro u; con los valores 0.0065, 0.09286,
0.105, 0.115, 0.12, 0.13, 0.132 y 0.136; algunos de los cuales aparecen en la Fig. 3.7.

Se observo que para u; = 0.0065 y u; = 0.09286, el frente de onda no genera espirales para
ningiin tamano de obstaculo. Para u; = 0.0065 no solamente no ocurrié generacién de espirales
sino que tampoco hubo rompimiento de la onda al cruzar el obstaculo, esto debido a la alta
excitabilidad del medio con este valor de uq1. Con u; = 0.09286 si existié rompimiento de la onda
mas no generaciéon de espirales, esto se debe a que a pesar de que la alta curvatura que existe
en los bordes del obstaculo, que en este caso es rectangular, causa la separacién de la onda de la
frontera del obstaculo, el medio estd casi totalmente recuperado en esa zona y el extremo libre
que llegé a formarse se enrolla rapidamente en una regién muy cercana a la frontera derecha
del obstaculo impidiendo de esta forma que la espiral que comenzaba a formarse evolucione
completamente al encontrarse con dicha frontera.

FEn los demés casos si se logré visualizar generaciéon de espirales y el resultado encontrado es
que en general a medida que el valor de u; crece se requiere de un obstaculo més grande para
generar espirales. Los resultados fueron que para u; = 0.105 y w3 = 0.115 la longitud minima
del obstaculo en la direccién y que hace que la onda se rompa es de 2L = 3.5, para u; = 0.12
fue de 2L = 4.3; en el caso de uq = 0.13 aument6 a 2L = 15.1; para u; = 0.132 requirié un poco
mas siendo 2L = 15.5 el valor encontrado. Por tltimo, las ondas mandadas con u; = 0.136 se
llegaron a romper siempre y cuando el obstaculo tuviera una longitud 2L de al menos 2L = 21.7
en la direccién del eje y.

Cabe resaltar que los resultados de 2L para distintas u; son para ondas con un periodo fijo
de separacion entre ellas de 1000 mseg. y que no hubiésemos obtenido los mismos resultados con
un valor distinto de frecuencia. Por ejemplo, para un periodo de 800 mseg. los resultados que se

obtienen se muestran en la Fig. 3.9.
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Figura 3.9: Grafica que muestra la relacién entre el valor de u; y la longitud minima a lo largo
del eje y de un obstaculo Q° = {(z,y)|z € [0,8], y € [-L, L]} que hace que ondas enviadas
se rompan para formar espirales para distintos periodos de envio de pulsos (1000 mseg., linea

sélida; 800 mseg., linea punteada) . Las dimensiones del dominio son de [—15,45] x [—30, 30].

La explicacion del por qué se requiere un obstaculo de mayor tamano a medida que incremen-
tamos el valor de u; es que, como ya vimos, al aumentar u; el medio se vuelve menos excitable
y esto causa que si el obstaculo no es lo suficientemente grande ocurre que las puntas de los
extremos libres generados choquen o que las ondas en espiral que comenzaban a formarse se
encuentren antes de que puedan evolucionar en una espiral con mayor curvatura, el resultado
de esto es una pequena onda que al no tener el suficiente tamafio para propagarse en una zona

mayor desaparece, como se puede ver en la Fig. 3.10A.

El caso contrario, es decir cuando esta pequena onda si puede propagarse, se da cuando
aumentamos el tamano del obsticulo y los extremos libres, al haber evolucionado mas en su
curvatura, dejan una onda con el suficiente tamano para poder realizar dicha propagacion. Esto
dltimo lo podemos ver en la Fig. 3.10B. Nétese que habra casos en los que suceda lo anterior
pero al ocurrir a una distancia muy cercana a la frontera derecha del obstaculo simplemente
desaparecerd al no tener una zona por la cual evolucionar adecuadamente, el hacer un poco
mas grande esta zona de propagacién también serd motivo para aumentar las dimensiones del

obstéaculo.
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Figura 3.10: Graficas que muestran la influencia del tamano del obstéculo para la generacién de
espirales. A medida que el obstaculo sea mayor sera mas facil la generacién de espirales. En A
se muestra la evolucién de una onda en un medio con un obsticulo con 2L=12.5, el cual hace
que no se generen espirales. En B se muestra la evoluciéon de una onda en un medio con un

obstaculo con 2L=15.5, el cual hace que si se generen espirales.

3.5. Consideraciones numéricas y el método de direccion alter-
nante (ADI)

En el siguiente capitulo se estudiara a detalle la interaccién de ondas en tres dimensiones con
obstéaculos en el medio. Para ello es necesario, por cuestion de tiempos computacionales, realizar
las simulaciones con el nimero adecuado de puntos de tal forma que los fenémenos observados
no provengan de errores numéricos. En la simulacién de la Fig. 3.6, para obtener una mayor
precision numérica se utilizaron 300 puntos a lo largo de los ejes x e y, con un paso de tiempo

At = 0.001. Para simulaciones en tres dimensiones es posible obtener estos mismos resultados
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con un paso de tiempo mayor, lo que daria un menor tiempo de integracion.
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Figura 3.11: Comparacién entre la gréfica de un pulso con paso de tiempo At = 0.005 (verde) y

200 puntos y otra gréfica del mismo pulso con paso de tiempo At = 0.0005 (roja) y 500 puntos.

Para dar més claridad a esta idea, en la Fig. 3.11 se muestra una comparativa entre la grafica
de un pulso con paso de tiempo At = 0.005 y 200 x 200 puntos en la malla cuadrada y otra
con paso de tiempo At = 0.0005 y 500 x 500 puntos. Si bien hay una ligera diferencia entre
los pulsos de cada una de las gréaficas, para efectos de lo que buscamos estudiar ambas sufren
exactamente los mismos fenémenos por lo cual al momento de trasladar la simulacion a tres
dimensiones es extremedamente recomendable usar el paso de tiempo mayor, ya que al no haber
diferencia alguna en cambios cualitativos es mucho mejor tomar aquella simulacién que tarde

menos tiempo en ser calculada.
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3.5.1. Comparaciéon entre método explicito y método ADI

El aumentar la resolucién de la malla utilizada en el experimento en tres dimensiones ayuda
considerablemente a ahorrar tiempo en célculos computacionales, sin embargo, el tiempo total
requerido para obtener resultados podria ain no ser el adecuado para hacer un estudio mas
rapido del problema. Es por esta razén que consideraremos otro método numérico que serd un
poco mas complicado que el método explicito pero que nos ayudara a ahorrar una gran cantidad
de tiempo al momento de realizar cdlculos. Este método serd el método implicito de direccién
alternante (ADI) el cual es explicado en el Apéndice C.

Antes de empezar el estudio en tres dimensiones, comparemos resultados obtenidos con el
método ADI con aquellos obtenidos mediante el método explicito y que estan plasmados en la
Fig. 3.9 para un periodo de 1000 mseg. Dichos resultados nos dicen qué longitud minima necesita
tener un obstaculo centrado en la direccion y para poder generar espirales al variar los valores
de uq.

Utilizaremos los mismos valores de parametros, dominio, cantidad de puntos a lo largo de
los ejes, etc., que el método anterior con la diferencia de ahora tener un paso de tiempo mayor,
hecho obvio ya que el motivo principal de usar este nuevo método es que, precisamente, nos
permite usar pasos de tiempo mayor y de esta forma reducir el tiempo total de cédlculo.

Se encontré que los valores de 2L requeridos para la formacion de espirales para u; = 0.12,
uy = 0.13, uy = 0.132 y u; = 0.136 fueron: 2L =7.1, 13.5, 15.7 y 22.5, respectivamente.

Estos valores son similares a los obtenidos con el método explicito pero como se vera mas
adelante dependiendo de la cantidad de puntos y del paso de tiempo que se utilicen en el método
numérico el método ADI tendrd una buena aproximacion con respecto al esquema explicito si
consideramos valores de u; dentro de un cierto régimen.

Con el método ADI se logré una reduccién considerable en los tiempos de célculo al poder
cambiar At = 0.001 por At = 0.025; por ejemplo una de las simulaciones hecha con el método
explicito en la que se utilizaron 600 puntos de resolucién en la malla cuadrada, At=0.001 y
que aparece en la Fig. 3.7, mas especificamente la que cuenta con u; = 0.12 y 1 = 0.14,
tomé un tiempo de 53.2 minutos en ser calculada hasta el tiempo ¢ = 80, mientras que la misma
simulacién con el método ADI y At =0.025 tardé 10.5 minutos lo que nos dice que pudimos
hacer aproximadamente 5 veces méas rapidos nuestros cdlculos. Desafortunadamente al querer
implementar el método ADI en tres dimensiones con At = 0.025 obtenemos errores numéricos
que afectan de gran forma la visualizacién correcta de la solucién. Una forma de resolver este
problema es reducir At hasta tener una solucién precisa, sin embargo al hacer esto regresamos al
problema que inicialmente se traté de evitar al usar el esquema semi-implicito el cual es la gran
cantidad de tiempo que toma una solucién en ser calculada. La forma alternativa que utilizaremos
en este trabajo sera realizar experimentos en dos dimensiones reduciendo la cantidad de puntos

de 600 a 456 y 504 a lo largo de los ejes x e y. La razon del por qué usaremos estos valores en
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especifico es para mantener una proporcién adecuada entre la cantidad de puntos utilizada en
el método numérico y las longitudes de los ejes z, y y z. Hasta ahora hemos utilizado longitudes
iguales para los intervalos en los ejes = e y usados en el medio pero en tres dimensiones la altura
maéxima (longitud del intervalo en el eje z) del medio que utilizaremos serda 12 veces menor que
la de los ejes e y y por ello en dos dimensiones haremos uso de mallas con 456 y 504 puntos
los cuales son valores divisibles entre 12. Esto inevitablemente reducirda un poco la precisién de
la solucién pero lo que se busca es tener algo similar a lo visto en la Fig. 3.11 y trabajar con
datos que tengan una buena aproximacién a la solucién real y no con aquellos que provengan de
errores numéricos. Haciendo esta modificacién podemos obtener nuestra soluciéon hasta 5 veces

mas rapido que con el esquema explicito.

A continuacién hacemos una comparacién de los resultados obtenidos con el método explicito
con los obtenidos mediante el método ADI con reduccién de puntos pero con mismo dominio y

obstaculo

Q = {(z,y)|z € [-15,45], y € [-30,30]}
Q% = {(z,y)lr €[0,8], y € [-L, L]}.

Para una resolucién de 456 puntos en los ejes x e y se obtuvo que para u; = 0.105 la longitud
minima 2L que permite la formacion de espirales es igual a 2L=4, para u; = 0.115 fue 2L=2.76,
para u; = 0.12 se obtuvo 2L = 6.7; con u; = 0.13 fue muy similar al resultado encontrado con el
método explicito siendo 2L = 15.4 el valor requerido y ocurriendo algo parecido con u; = 0.132
teniendo a 2L = 15.92 como resultado. No se llegd a encontrar ningtn valor de 2L que resultara

en formacion de espirales cuando se utilizé el valor u;=0.136.

Al utilizar 504 puntos de resolucién en los ejes = e y los resultados fueron 2L =3.2 para
u; = 0.105, 2L =4.16 para u; = 0.115, 2L=7.02 con u; = 0.12, 2L=13.92 para u; = 0.13,
2L =16.54 al utilizar u; =0.132 y finalmente 2L =19.88 cuando se usé u; =0.136.

En la Fig. 3.12 se muestra una comparacién entre los resultados encontrados con el método
explicito con 600 puntos (linea azul) y los obtenidos con el método ADI con 456 puntos (linea

verde) y 504 puntos (linea roja).

Como se puede ver, no obtenemos exactamente la misma grafica entre un método y otro
pero si podemos observar que comparten cierta similitud en su forma a excepciéon de cuando
uy; = 0.136 para el método ADI con 456 puntos. Es por esta razén que podemos decir que
el método ADI con este esquema (456 puntos) tiene una buena aproximacion con respecto al
método explicito si consideramos valores de u; dentro de un cierto régimen, en este caso dicho

régimen comprenderia valores de u; menores que 0.136.
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Figura 3.12: Gréfica comparativa entre los métodos explicito con 600 puntos de resolucién (azul),
ADI con 456 puntos (verde) y ADI con 504 puntos (rojo) que muestra la relacién entre el valor de
up y la longitud minima a lo largo del eje y de un obstéaculo Q° = {(x,y)|x € [0,8], y € [-L, L]}
que hace que ondas enviadas se rompan para formar posibles espirales o circunferencias. Las
dimensiones del dominio son de [—15,45] x [—30, 30].



Capitulo 4
Analisis en tres dimensiones

En los capitulos anteriores se estudié en una y dos dimensiones el sistema de EDP del tipo
reaccién-difusion el cual modela la dindmica local dada por el sistema (1.2). En este capitulo
trasladaremos el mismo problema a tres dimensiones para realizar un andlisis més profundo del
problema anteriormente planteado.

En esta ocasion el sistema de ecuaciones es de la forma

o) 0?2 0?2 9?2
8775 = Dlaizg +D267yg +D387;2L +F(U,U)

% =Gu,v),

donde D1 = D2 = D3 =1.
Para los experimientos, los siguientes valores de parametros seran fijos: uo = 0.841, C7 = 20,
Cy=3,C3 =15,k =3,a=0.15,¢1 = 0.14, e5 = 0.0589 y 3 = 2.5; los valores de u; seran

especificados en cada experimento. Se considerara la condicién inicial en ¢ = 0

uo(x,y,2) =<0 2 z<-15
u(ﬂf,y,z,o):{ 0 250" v(w,y,z,o):{ 0 2> 15"

y pulsos de la forma

w(.g.7) = 0.6 B 0.6
T U exp@(a] = 17)2 (1 + exp((ja] — 13)))°

Un ejemplo de un experimento en dos dimensiones que podemos generalizar a una dimension
mayor lo podemos encontrar en el problema cuya representacién grafica se puede apreciar en
la Fig. 3.6 del capitulo anterior. En este caso el obstdculo, extendido a tres dimensiones, forma
un paralepipedo de cierta altura y mismas longitudes en las direcciones x e y que las vistas
en el experimento original en dos dimensiones. Como se puede ver en la Fig. 4.1 ocurre algo
muy similar en ambos problemas; esto siempre y cuando la altura del obsticulo sea maxima, es
decir, que sea de la misma longitud que la altura del medio. Para este ejemplo en especifico, z €

[0,3.75] y tanto = como y se mantienen en el intervalo [-15,15].
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Figura 4.1: Frente de onda resultante de una estimulacién de alta frecuencia con periodo de
1000 mseg., tiempo de paso At=0.001 y un obstaculo inexcitable en el medio. Los tiempos de
las gréficas son: a) t* = 48, b) t* = 79.

4.1. Estudio de la estimulacion de medios excitables con obstacu-

los al reducir su altura

El ejemplo anterior contaba con un obstéculo en el medio el cual tiene altura maxima (altura
del medio) y esto, en teoria, no afecta de mayor manera la forma en la que las ondas viajan
alrededor del obstaculo con respecto a lo ya visto en dos dimensiones. Uno de los fenémenos
principales que se intenta estudiar en este trabajo es el como afecta la reduccion de esta altura
maxima en el rompimiento de ondas y posterior formacién de espirales. En esta subseccion
explicaremos el proceso fisico que describe la transicién entre el tener una onda de rollo generada
por la estimulacién periddica y la no generacién de la onda al tomar valores de altura h, cada
vez menores.

Para mostrar esto primeramente se realizé el siguiente experimento: se considerd un obstéaculo
el cual contaba con una altura h,. El obstaculo utilizado en el ejemplo anterior tenia una altura
h, =L, = 3.75 la cual es considerada como la altura maxima del obstaculo ya que es el mismo
valor que la altura del medio, L.

En base a esto se intenté encontrar la existencia de un valor A% € (0,3.75) que hace que la
onda se rompa para valores h, < h} y que no lo haga para valores h, < h}.

El resultado obtenido a través de los experimentos es que al ir decreciendo la altura del
obstaculo encontrabamos rompimiento y generacién de espirales como las vistas en problemas
anteriores pero que cualquier valor de h, por debajo de 3.59 hace que esto no sea posible. Esto
se debe a que a medida que reducimos la altura del obstdculo vamos incrementando el area por

la cual se puede propagar la onda que viaja por encima de él y esto hace que el frente no se
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pueda romper tan facilmente. En la Fig. 4.2 tenemos dos ejemplos de este experimento particular
para un mismo tiempo t* = 23, una con altura h, = 3.44 y otra con altura h, = 3.59. Como
se puede apreciar la grafica con menor altura tiene sus dos extremos libres mas cerca uno del
otro que la grafica con mayor altura, con el transcurrir del tiempo esto hace que para h, = 3.59
los dos extremos libres se separen mas rapido del obstéaculo, enrollandose y girando lo suficiente
como para poder generar espirales antes de encontrarse uno con el otro. En el tiempo en el que
esto sucede para esa altura en especifico, en el experimento con h, = 3.44 este encuentro ya
habré sucedido desde un tiempo anterior debido a la cercania que mantienen ambos extremos
libres impidiendo asi la generacién de espirales. En conclusiéon podemos decir que h% = 3.59 es

el valor umbral buscado.

0

h, = 3.44 h, = 3.59

Figura 4.2: Comparacion de dos frentes de onda resultantes de una estimulacion de alta frecuencia
para distintas alturas con periodo de 1000 mseg., tiempo de paso At=0.001 y un obstéculo

inexcitable en el medio para un tiempo t* = 23.

A continuacién realizaremos experimentos en tres dimensiones en base a los vistos en el
capitulo anterior en el que se buscaba la longitud minima que debia tener un obstdculo para
generar espirales. Ya que se quiere realizar una comparacion lo més precisa posible, se utilizaran
los mismos datos en tres dimensiones en lo que se refiere al tamano del medio 2 y del obstéculo

00 en las direcciones x e y, es decir

Q = {(z,y,2)|x € [-15,45], y € [-30,30], z € [0,5]}
Q0 = {(x7y’ Z)’x € [078]7 ye [_LvL]a z € [Ovhz]}’

donde h, es la altura variable en z.
Tomando el ejemplo de dos dimensiones en el que u; = 0.12 podemos hacernos preguntas
tales como: si 2L=4.3 es la longitud minima a lo largo del eje y que permite la formacién de

espirales, jservira ese mismo valor de 2L si la altura no es maxima en tres dimensiones? En caso
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de no ser asi, jexiste alguna altura minima que lo permita? ;Por qué afecta de este modo al
rompimiento de la onda?

Para ver exactamente qué es lo que sucede se realizéo el mismo experimento hecho con
u; = 0.12 pero en esta ocasién reduciendo gradualmente la altura méxima y comenzando con
h, = 4.86, el cual es el valor correspondiente a h, cuando bajamos un punto la altura de la malla
utilizada en nuestro método numérico. Los resultados obtenidos, al menos hasta h, = 3.68, indi-
caron que la longitud 2L fue irrelevante para la determinacién de si se producen o no espirales ya
que independientemente de este valor si mandamos estimulos a un obstéculo con las coordena-
das proporcionadas anteriormente y que cuenta con una altura h, con valores 3.68 < h, < 4.86,
nunca serd posible la formacion de espirales. En la Fig. 4.3 se muestra un ejemplo particular de

lo anterior en el cual se trabaja con un obstaculo con coordenadas
Qb = {:c €[0,8],y € [-25.33,25.33],z € [0,4.08]}

las cuales lo hacen considerablemente més grande que en los ejemplos que hemos analizado vy,
como hemos visto, entre mayores son las dimensiones del obstaculo es més probable obtener la
formacién de espirales.

Sin embargo, en este caso y en todos los que cumplan las condiciones mencionadas en el
parrafo anterior, no habra formacién de espirales sin importar el tamano del obstéculo.

En la Fig. 4.3(a) se puede apreciar a un primer pulso viajando por encima del obstéculo
aprovechando la inexistencia de altura méxima en éste. En la Fig. 4.3(b) el pulso que aparecia
formandose en la frontera izquierda en la Fig. 4.3(a), ha pasado a los lados y por encima del
obstaculo y al tratar de propagarse hacia la zona abierta posterior a éste se encuentra con que el
area que tiene que cubrir la parte del pulso que viaja arriba del obstaculo es demasiado grande
para ella y consecuentemente desaparece al no poder cubrir tanto espacio en el medio. En la
Fig. 4.3(c), las partes del pulso que viajaban alrededor del obstéculo sobreviven claramente por
el hecho de no estar restringidas de ninguna forma en su trayectoria y, al ser u; = 0.12, se
propagan con una curvatura alta que les permite encontrarse rapidamente una con otra y dejar
una pequena onda propagandose por encima del obstaculo en direcciéon a la frontera izquierda
mientras que la otra parte se une para luego desaparecer en la derecha. En la Fig. 4.3(d), la
pequena espiral que comenzaba a desarrollarse una vez méas no puede propagarse hacia la zona
de mayor drea que se encuentra después del obstaculo y el frente de la espiral se rompe dejando
solamente los extremos que comienzan a propagarse a lo largo del obstdculo, Fig. 4.3(e). En la

Fig. 4.3(f), estos extremos desaparecen en las fronteras superior e inferior del medio.
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Figura 4.3: Propagacion de un frente de onda resultante de una estimulacién de alta frecuencia
para u; = 0.12 con periodo de 50 mseg., tiempo de paso At = 0.02 y un obstaculo inexcitable
Q0 en el medio con coordenadas QY = {:U € [0,8],y € [—25.33,25.33],z € |0, 4.08}}. Los tiempos
de las gréficas son: (a) t* = 14, (b) t* =36, (c) t* =61, (d) t* =70, (e) t* =77y (f) t* = 87.

Un caso similar sucede para todos los valores de h, que se encuentren entre 3.68 y 4.87.
Cuando h, < 3.68 ocurre un caso especial que se discutird mas adelante.

Para responder a la pregunta del por qué sucede lo anterior primeramente tenemos que
cuestionarnos: jsucede esto para cualquier valor de u1? La respuesta es que no y eso lo podemos

apreciar realizando de nuevo el mismo experimento para u; = 0.132. Al igual que cuando se
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cuenta con altura maxima, para este valor de u; no hubo mayor cambio el reducir un poco la
altura del obstdculo y nos fue suficiente el mismo valor de 2L para generar espirales que cuando

h. es méxima. En la Fig. 4.4 se muestra este experimento para un obstédculo Q° con coordenadas

Q% ={z €10,8],y € [-7.96,7.96], = € [0,4.86] }.

(@) (b)

5 5
2 0 2 0
=20 -20
x 0 X 0
20 20

20 30 40

Figura 4.4: Propagacion de un frente de onda resultante de una estimulacién de alta frecuencia
para u; = 0.132 con periodo de 50 mseg., tiempo de paso At = 0.02 y un obstaculo inexcitable
Q° en el medio con coordenadas Q° = {z € [0,8],y € [~7.96,7.96], z € [0,4.86]}. Los tiempos
de las gréficas son: (a) t* =38, (b) t* =61, (c¢) t* =86y (d) t* = 100.

Aligual que en el ejemplo anterior, la parte del pulso que viaja por encima del obstaculo tiene
problemas al querer propagarse hacia una zona con mayor area y por esa misma razoén desaparece
en esa zona del medio, Fig. 4.4(a). Lo que hace una gran diferencia entre un experimento y otro
es que como en este caso el valor de u; = 0.132, la curvatura del frente de la onda es mucho més
baja que para valores menores que u; y esto permite que los dos extremos que viajaban a cada
lado del obstaculo se encuentren en una zona alejada de éste (Fig. 4.4(b)) y con un desarrollo
en su curvatura tal que la espiral formada en esta parte del medio tenga una zona amplia por
la cual propagarse antes de llegar de nuevo al obstaculo, Fig. 4.4(c). De este modo comienza el

proceso de autogeneracién de espirales ya conocido de varios ejemplos anteriores, Fig. 4.4(d).
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4.2. Estudio de la estimulacion de medios excitables con obstacu-

los fragmentados

Resulta interesante notar que a pesar de que la diferencia L, — h} es el minimo valor posible
para que la onda no se rompa en el caso que se estudié al inicio de la subseccién 4.1, no lo es
asi si cambiamos las zonas por las que la onda puede fluir libremente en el medio. Es decir,
en el problema que se estudid en esa subseccién se redujo gradualmente la altura inicial L, del
obstédculo con el fin de encontrar el valor A} umbral ya descrito anteriormente y lo que esto nos
indica es que la onda enviada puede fluir sin ningin problema en las zonas del eje z en las que el
valor z € (h}, L,); no obstante, si en lugar de reducir la altura del obstdculo hacemos un corte
del mismo tamano en el centro de éste, los resultados que se obtienen varian con respecto a los

encontrados en el caso primeramente estudiado.

En este experimento en particular, la onda puede propagarse en las zonas del eje z en las
que el valor de z € (h;1,h;2) donde, 0 < h,; < h,y < L,. De manera similar al caso anterior,
lo que se intenta encontrar es el maximo valor de h,o — h,1 que hace que la onda se rompa y

genere espirales.

Considerando que z € [0, 3.75], la cual es la altura que se utilizé en el ejemplo al inicio de la
subseccion 4.1, la respuesta al cuestionamiento anterior es h,o — h,1 = 0.47, donde h,; = 1.72
v h,o = 2.19. Al realizar experimentos con el mismo valor para h,s y valores menores que h,
no se obtuvo formacién de espirales y el frente de onda simplemente siguié su camino hasta

desaparecer en la frontera derecha.

Asi, la relacién que existe entre la abertura méxima que permite generacién de espirales para
un obstaculo con altura reducida (L, — h}) y uno que esta dividido en dos partes (h,2 — h,1) es
la siguiente: para el obstaculo al que se le redujo su altura méxima se obtuvo que L, —h} = 0.16
mientras que para el obstaculo dividido h,o — h,1 = 0.47, es decir, es posible seguir generando
espirales con una abertura en el centro del obstaculo aproximadamente tres veces mayor que
la maxima que lo permite al reducir la altura méaxima del obstdculo; esto equivale al 12.8% y

4.26 % de la altura total del obstdculo, respectivamente.

Para comprender lo anterior consideremos el escenario de la Fig. 4.5 en la que se muestran
dos trayectorias (A y B) trazadas por ondas que viajan por la misma zona pero la cual cuenta
con distinto valor de excitabilidad para cada caso. Para la trayectoria A, el medio por delante
de la onda que estd terminando de pasar por el obstaculo es casi totalmente excitable. En este
caso, al pasar por el obsticulo se genera un extremo libre el cual, al propagarse en un area que
esta recuperada casi en su totalidad, hace que el extremo libre siga una trayectoria con curvatura
grande como en la Fig. 3.4(A). En este caso, se observa que el punto z* se excita con el extremo
libre que se estd propagando. Si ahora consideramos que el medio no estd tan excitable como en

el caso A, para la trayectoria B se sigue el mismo procedimiento a diferencia de que el extremo
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libre genera una trayectoria como en la Fig. 3.4(B). En este caso, el punto z* no llega a excitarse.

Figura 4.5: Trayectorias trazadas por un extremo libre resultado del rompimiento de una onda
en un obstaculo para distintos valores de excitabilidad en el medio. La trayectoria A viaja por

una zona con mayor excitabilidad que la trayectoria B.

De aqui hacemos la siguiente observacién: consideremos que nos encontramos en el escenario
en el que se tiene altura maxima y una onda de rollo generada. Aqui los dos extremos libres
que nos daran la onda de rollo han sido generados y podemos pensar que nos encontramos
en el caso B de la Fig. 4.5. Obsérvese que el punto x* no se excita, esto es porque en z* el
medio no esta totalmente recuperado. Sin embargo, al tomar h, — h,, # 0 (e irlo aumentando)
tenemos que ahora el punto z* es estimulado por una mayor presencia del valor de u debida a
lo que proviene de la abertura del obstaculo. Por lo tanto, el nuevo extremo libre presenta una
curvatura mayor. Al incrementar atin mas el valor de h,, — h.,, este fendmeno se acentia y lo
que se obtiene es que la onda no se despega del obstaculo lo que conlleva a la no generacién de
ondas.

Al decrecer la altura del obstaculo este fenémeno tiene mayor presencia puesto que la onda
que viaja por encima del obstdaculo se mantiene unida al propagarse en la zona donde éste se
encuentra, lo cual no sucede al fragmentar el obstaculo, y lo que esto causa es que los extremos
libres que se forman al romperse la onda se mantengan mas juntos, haciendo mas dificil la
generacion de espirales. Por esta razén, observamos que es mas sencillo generar espirales al

fragmentar el obstdculo que al reducir su altura maxima.
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4.3. Mecanismo distinto para la generacion de espirales

La estimulacion periédica que se estudié en dos dimensiones es el mecanismo por el cual se
generan espirales. En tres dimensiones es claro que este mecanismo se repite si consideramos
ondas de rollo. Sin embargo, jes posible encontrar otro mecanismo mediante el cual se generen
inestabilidades del tipo de onda en espiral (ondas de rollo por ser un sistema tres dimensional)
el cual sea propio de tres dimensiones? Para finalizar el estudio de esta tesis, abordamos esta
pregunta la cual resulta ser afirmativa y se discute en esta seccion.

Como se recordard, cuando se utilizé u; = 0.12 y 3.68< h, <4.87 el tamano del obstaculo fue
irrelevante para la formacién de espirales puesto que éstas nunca llegaron a generarse, incluso
con u; = 0.132 pudimos observar que el frente se rompia en la parte superior del obstaculo
al encontrarse con una zona demasiado amplia para su propagacién. Pero volviendo al caso de
u1 = 0.12, jqué sucede cuando h, < 3.687 ;Es posible la generacion de espirales haciendo esta
modificacion? La respuesta es que si aunque lo que obtenemos es un mecanismo que genera
espirales el cual difiere un poco de los que ya hemos analizado.

Consideremos el ejemplo particular en el que se tiene un obstaculo con coordenadas
Q% = {x €[0,8],y € [-21.58,21.58], 2 € [0,3.29] }.

En la Fig. 4.6 se muestra Q2° en un medio excitable junto con la propagacién de un par de ondas
de una sucesién de ondas separadas por un periodo de 50 mseg. En la Fig. 4.6(a) y a diferencia de
cuando h, > 3.68, la parte del primer frente que viaja por encima del obstaculo logra propagarse
hacia la zona abierta que se halla después de la frontera derecha del obstdculo, esto es debido a
que después de haber reducido h, a un cierto valor, en este caso h, = 3.29, el frente de onda tiene
una dimensién tal que le es posible propagarse hacia zonas més grandes las cuales serian mucho
mas dificiles de activar para frentes mas pequenos. Por consecuencia este frente nunca se rompe
y sigue su curso hacia la frontera derecha del medio mientras que el frente posterior si lo hace al
llegar a la frontera superior derecha del obstaculo la cual no llega a recuperarse completamente
del dltimo envio, Fig. 4.6(b). En este tiempo t* = 38 nos encontramos en una situacién muy
similar a la de la Fig. 4.3(b) ya que al usar ambas el mismo valor de u; = 0.12 la curvatura de
la onda es la misma y de este modo los dos extremos libres comienzan a enrollarse rapidamente
en una zona muy cercana al obstaculo. En el ejemplo con h, = 4.08 fue precisamente esto
lo que evité la formacion de espirales ya que después de encontrarse ambos extremos la onda
que resulté de ese encuentro no tuvo suficiente espacio para evolucionar en una espiral antes
de llegar al obstaculo. Aunque ahora ocurre béasicamente lo mismo, al igual que con el primer
envio la espiral si puede propagarse por encima del obstdculo a través de la frontera superior
izquierda debido a la baja altura del obstéculo, Fig. 4.6(c). De esta forma se sigue la generacién
de espirales, Fig. 4.6(d).

Anteriormente habfamos buscado que la generacién de espirales comenzara su desarrollo en
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la parte derecha del medio la cual cuenta con una zona mas amplia para dicho desarrollo pero
con este mecanismo hemos encontrado una forma alternativa de generarlas sin depender de que
la curvatura de la onda enviada sea lo suficientemente baja como para que la espiral que forme

tenga tiempo de evolucionar completamente en la zona derecha del medio.

(b)

Figura 4.6: Propagacion de un frente de onda resultante de una estimulacién de alta frecuencia
para u; = 0.12 con periodo de 50 mseg., tiempo de paso At = 0.02 y un obstaculo inexcitable
Q0 en el medio con coordenadas Q° = {z € [0,8],y € [-21.58,21.58], z € [0,3.29]}. Los tiempos
de las gréficas son: (a) t* =20, (b) t* =38, (¢) t* =70y (d) t* = 100.



Capitulo 5

Discusion y conclusiones

En este trabajo hemos analizado el efecto de enviar estimulos de activacién en un medio
excitable con un obstdculo basado en un modelo con ecuaciones del tipo Fitzhugh-Nagumo.
Estudiamos como los pardametros de recuperacién afectan a los frentes de onda enviados y al
generalizar el modelo a uno del tipo reaccién-difusién nos fue posible obtener algunas carac-
teristicas de estos frentes que viajan bajo la accién de una estimulacion de alta frecuencia tales
como: velocidad de propagacion, trayectoria de la punta del frente, etc.

Vimos primeramente en dos dimensiones que el tener un obstaculo inexcitable en el medio
ayuda a la formaciéon de ondas en espiral trazadas por la punta de la onda y que de esto
dependen varios factores como el periodo de estimulacién, el tamano del obstéculo, valores de
parametros, etc. Si el envio de estimulos es demasiado bajo esto resulta en una nula formacion de
espirales mientras que si aumentamos la frecuencia mediante la cual se envian impulsos es posible
generarlas, esto dependiendo de qué tanto espacio tengan las espirales para poder evolucionar
antes de chocar con el obstdculo y desaparecer en su frontera la cual no permite el flujo. El
aumentar el tamano del obstiaculo generalmente ayuda mucho en el rompimiento de las ondas.
La trayectoria que traza la punta de estas ondas después de su rompimiento fue analizada al
variar los parametros €1 y w1 siendo el dltimo el de més andlisis para este trabajo, entre mayor
sea u1 la punta de la onda trazard algo muy cercano a una circunferencia mientras que de otra

manera la trayectoria se asemejard més a la de una espiral.

Al generalizar a tres dimensiones lo visto en dos dimensiones utilizamos distintos métodos
numéricos buscando el que mas se ajustara a nuestro estudio. Vimos que el método explicito nos
proporcionaba resultados mas exactos pero necesitando mucho tiempo de calculo en el proceso.
Usando un método semi-implicito pudimos corregir este detalle aunque reduciendo un poco el
régimen en el que podiamos estudiar y fue mediante este esquema que obtuvimos los tltimos
resultados que involucran la variacion de la altura del obstdculo. Encontramos que el no tener
una altura maxima en el obstaculo, es decir una altura que sea igual a la del medio, afecta en la

generacion de espirales y que la minima diferencia L, — h} que permite generacién de espirales
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al reducir la altura del obstdculo no es necesariamente la misma si fragmentamos el obstéculo
en dos partes. Para los valores de u; mas pequenios que fueron utilizados vimos que el reducir
hasta cierto valor la altura del obstaculo evita la formacién de espirales mientras que a partir
de un valor cercano a las tres cuartas partes de la altura total H, esto si era posible aunque
utilizando un mecanismo distinto de los que se habfan encontrado hasta ese momento y que es
propio del espacio tres dimensional. Para valores mas grandes de u; observamos que la influencia
en la altura del obstaculo poco a poco iba desapareciendo debido a la reduccion de velocidad de
propagacion y menos excitabilidad del medio que esto genera.

A partir de los experimentos que se realizaron en este trabajo nos es posible decir que el
método explicito y el método ADI tienen puntos contrastantes a favor y en contra. Si lo que se
busca es precisién cuantitativa el método explicito da resultados mas aproximados a la solucion
real pero tomando maés tiempo computacional, por otro lado si sélo se busca observar compor-
tamiento cualitativo el método ADI da aproximaciones aceptables en un tiempo de integracion
menor. Cabe aclarar también que en este trabajo al reducir demasiado los puntos de la malla
en el método ADI perdimos un pequeinio régimen de estudio por errores numéricos que con una
buena resolucion no se habria perdido.

Hay algunos puntos importantes que no se consideraron en cuenta o no muy a fondo en este
trabajo y que podrian dar pie a una siguiente linea de investigacién. Podemos nombrar a algunos
de ellos: realizar experimentos parecidos a los que se realizaron a lo largo del iltimo capitulo
pero en esta ocasion variando el pardametro £; o cambiando frecuencias de envio de impulsos,
utilizar un método numérico mas exacto, propagacién de ondas en medios con més de un punto

critico estable, entre otros.



Apéndice A
Método explicito

El método numérico que utilizaremos para resolver las ecuaciones del sistema (2.4) serd me-
diante el acercamiento explicito por diferencias finitas. Para utilizar este método haremos uso

de la ecuacién diferencial parcial

ou 0%u
T —(x,t) = wa(x,t)—FF(u), O<z<l, t>0, (A.1)
sujeta a las condiciones
u(0,t) =wu(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<uz<l|,
donde D, es el coeficiente con difusién y F'(u) representa las dindmicas locales del sistema. Para
aproximar la solucién de este problema primero seleccionamos un entero m > 0 y un paso de

tiempo k > 0, y sea h = [/m. Los puntos de red para este caso, es decir las aproximaciones

a la solucién en varios valores, son (z;,t;), donde x; = ih para i = 0,1,...,m, y t; = jk, para

7=0,1,...
Usando la serie de Taylor en t obtenemos el cociente de diferencias
ou u(wi ty + k) —u(zi,tj) k 0?u
t:) = .y A2
at (.%'Z, ) k 2 atz( ’L?:uj>7 ( )
para alguna p; € (t;,tj41), mientras que para la serie de Taylor en x obtenemos el cociente de
diferencias
0%u uw(z; + hyt;) — 2u(w, t;) + u(z; — h,t;)  h? '
O 2(szvt ) = - 2 h; 2 : 22— E@(fivtj)a (A-3)

donde £ € (CCZ'_l, :L‘H_l).
La ecuacién diferencial parcial (A.1) implica que en los puntos de red interiores (z;,t;) para

todat=1,2,....m—1y j=1,2, .., tendremos

ou 82u
8t (xlvt]) a Q(xhtj) F(u)7

asi que el método que utiliza los cocientes de diferencias (A.2) y (A.3) es

wi,j+1k— Wij _p Wity ~ 22021‘3' T Wi-15 _ Fluw:,) (A.4)
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donde w;; aproxima a u(z;,t;).
El error local de truncamiento para esta ecuacion de diferencias es

k 0%u h? 0*u
i = 5 g (i 13) — Doy g (G ty)

Al resolver la ecuacién (A.4) para w; j4+1 obtenemos

k
Wi j+1 = <1 - hQ> wi; + Dmﬁ(wi-&-l,j + wi—1,j) + kF(w;j), (A.5)

para toda i = 1,2,....m — 1y j = 1,2,.... Dado que la condicién inicial u(z,0) = f(x) para
toda 0 < 2 <1, implica que w; o = f(z;), para toda ¢ = 0,1, ....,m, podemos usar estos valores
en la ecuacién (A.5) para calcular el valor de w; ; para toda ¢ = 1,2,...,m — 1. Las condiciones
adicionales u(0,t) = 0 y u(l,t) = 0 implican que wg; = wy,,1 = 0y, por tanto, podemos
determinar todos los elementos de la forma w; 1. Si volvemos a aplicar el procedimiento una
vez conocidas todas las aproximaciones w;; podremos obtener en forma semejante los valores
Wi 2, Wi 3y ey Wim—1-

Una forma alternativa de ver la ecuacién (A.5) es en su forma matricial como sigue

i 1 [r-2x A 0 0o - 0 i 1

W1j+1 w1
w2, 541 A 1—-2A A 0 . 0 w2, 5
W3 j4+1 . . w3,
AL I A1-2x A 0 9| | kF(wn,),
[Wm—15+1] | 0 0 0 0 A 1-2)\ [Wm1j]

donde A = Dw%.



Apéndice B

Algoritmo de Thomas

El algoritmo de Thomas es una forma simplificada de eliminacién Gaussiana que puede ser

utilizado para resolver sistemas de ecuaciones tridiagonales

a;ui—1 + biu; + ciuip1 = f(i), i=1,.,n—1,

con condiciones en la frontera de ug = By y u, = B,. La forma matricial resultante es la
siguiente:

1 0 0 0 e 0 {mn By
ai bp e 0 .- 0 uy fi
0 az by c2 - 0 u2 f2
0o - 0 an-1 bun1 cna Un—1 frn-1

Las condiciones en la frontera se pueden agrupar en el lado derecho de la siguiente forma

b1 C1 0 s 0 ul fl — a130 F1

a9 b2 Co tee 0 U9 f2 F2
0 . o bp—a Cp—9 Un—2 fn—2 Fn o
an-1 bpn_1 Un—1 fn-1—cn_1B, Fnq

La matriz que se obtiene posee tres diagonales, a continuacion el sistema es resuelto mediante
el algoritmo de Thomas. Esto se realiza en dos pasos. El primero consiste en “eliminar” los
coeficientes a;’s mediante susticién hacia adelante. La nueva matriz de coeficientes, que ahora

cuenta con dos diagonales, es la siguiente:
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Vo0 0 uy Fl
0 b/2 C/2 0 U9 F2/

0 by o |un—2 2
0 0 -~ 0 b _,) \una 1

El nuevo sistema algebraico estd definido por

/ / / .
byu; + c;uir1 = Fj, 1=1,...,n—2
y
b, qun_1=F _4 para i=n-—1
con los coeficientes:
/ /
bl == bl, Fl - Fl,
¢ =c t=1 n—1
7 — C — Ly ey )
i
A NN 1 . _
b; = b; Ci1yy 1=2,..,n—1,
i—1
a
/ / (2 .
FZ:Fl_F’L—lb/ 122,...,77,—1.
i—1

Algoritmo de Thomas

El segundo paso consiste en hacer una sustitucién hacia atras de la nueva matriz con el fin

de calcular la solucién. Inicialmente obtenemos
/
anl

!
bn—l

Up—1 =

y finalmente, calculamos la solucién como

/ /
Iy — cuivt

U; = b; i:n—2,...,1.



Apéndice C
Método implicito de direccion alternante (ADI)

El método ADI pertenece a los llamados métodos de separacién de operadores que general-
mente son utilizados en una de dos formas: para dividir un operador diferencial de tal manera
que cada sistema individual involucre solamente derivadas a lo largo de uno de los ejes o para
dividir el operador diferencial en varias partes de manera que cada una represente un fenémeno
fisico en particular, como conveccion, difusion, etc. La idea bésica de esta clase de métodos es
dividir un problema complejo en una sucesién de tareas mds simples [33].

En nuestro caso utilizaremos el método ADI para dividir en dos o en tres partes, dependiendo
de la dimension en la que estemos trabajando, las ecuaciones por diferencias finitas vistas en el
Apéndice A y de este modo calcular cada parte en un paso de tiempo distinto.

En dos dimensiones tenemos que
up = atge + uyy) + f(u)

donde « es el coeficiente con difusién y f(u) las dindmicas locales. Si reescribimos lo anterior
con subindices para representar la posicién en el plano y superindices para representar el paso

de tiempo entonces

k+1 k k k k k k k
Uig UG (Wi T 2uE T U gy 72U Y | Fuk )
At Az? Ay? LI

SiAz=Ayy A= aﬁ% tenemos que

k+1/2 k k+1/2 k+1/2 k+1/2 k k k k
u; | / —uf; =\ [(ui_lé — 2u; / +ui+7j/ )+ (uf ;g — 2ug; +um+1)} +ff;)  (C1)

y

k+1 k+1/2 k+1/2 k+1/2 k+1/2 k+1 k+1 k+1 k
a2 N [ u R YR )] sy, (C2)

A partir de lo anterior podemos calcular las soluciones alternando las ecuaciones para cada
paso de tiempo, es decir, para el tiempo k 4+ 1/2 tomamos explicitamente la derivada en z de la
ecuacién (C.1) mientras que para el tiempo k + 1 tomamos explicitamente la derivada en y de
la ecuacién (C.2), después calculamos explicitamente la solucién en el tiempo k + 3/2 para la

derivada en x de la ecuacién (C.1) y asi sucesivamente para los siguientes pasos de tiempo.
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La forma en la que se realizaran estos cédlculos para cada una de las direcciones es como

sigue:
Direccién z
Primero que nada, para establecer qué es lo que sucede cuando nos encontramos en la frontera
vemos que de la ecuacién de derivada

Ouiyj _ Uit1,j — Uij

ox Az

podemos obtener la siguiente ecuacion para el valor de frontera ¢ = 0 utilizando el punto fantasma

U—1,5

8u0,j _ U, — U—-1,5
Oz 20
De aqui despejamos u_1; y utilizando el hecho de que en el punto frontera ug; el flujo es

cero obtenemos

0 .
U-1;5; = Ulj —2A.’E( gg]>

== uLj.

Incorporando este tltimo resultado a la ecuacion de segunda derivada de v en z para i = 0

tenemos que

2
O%uo;  ury;—2ugy tu_1
Ox2 A2
_ o uny —2ugj+u—1
_ i
_ 2wy — 205
A? ’

Con este resultado podemos realizar calculos usando diferencias finitas en el punto frontera
1 = 0. Haciendo un analisis similar para ¢ = n obtenemos que
2, 9
Ounj _ 2up—15 = 2n,

92 A2 = (C.3)

Ahora podemos definir de (C.3) la matriz de difusién D2 como

-2 2 o 0 --- 0 0
1 -2

e |01 2

T Agx? :
0 0 -2 1
0 0 0 O 2 =2
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Con un anélisis parecido a lo anterior pero en esta ocasién para 2772‘, definimos la matriz de

difusién D; Ccomo

-2 1 0 O
—2 0
1 -2 1 0 0
2 (o))
Py =R oo L
0 0 o o --- =2 2
0 0 o 0 --- 1 -2

Volviendo a la ecuacién (C.1) tenemos que

At
Wk ok 7[D§Uk+1/2 +D§uk +f(uk)]7

de aqui
At o\ k12 _ ok At o\, At
(I—2D$>u 12—y I—f—?Dy —i-?f(u),
luego
1+2X =2\ .- 0 0 1-—2\ A 0 0
-2 1+2X\ .- 0 0 2A 1-2X --- 0 0 A
t
: : . I K L P [
0 0 e 1420 = 0 0 s 1 =2) 2A
0 0 cee =20 142X 0 0 A 1—2\

Finalmente, nos resta encontrar la solucién u¥t1/2 del sistema resultante el cual es de la forma
AX = B, donde A y B son conocidas y A es una matriz tridiagonal. Para esto utilizaremos el

algoritmo de Thomas el cual es explicado en el Apéndice A.
Direccion y

Con la nueva solucién encontrada para el tiempo k + 1/2 hacemos un procedimiento similar
al anterior pero en este caso resolviendo explicitamente en la direccién y.
De la ecuacién (C.2) tenemos que
At
Wkt = k2 = [Dguk+1/2 i Dzuk+1 4 f(uk+1/2)}

y asi

s (1 - A;Dj> = <I + A;Dg,> uh 2 4 %f (uk+1/2) . (C.4)

En esta ocasién no contamos con una ecuacién de la forma AX = B y por tanto no podemos
usar el algoritmo de Thomas. Para resolver esta situacién transponemos (C.4) para obtener

T T
(I _ AtD2> (uk+1)T _ <I+ A;Dg) Wk t/2 %f (uk-i—l/Q)]
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con la cual es posible aplicar el algoritmo de Thomas.

Sustituyendo se tiene que

T
142\ —-A 0 0
—2X 142X --- 0 0
: (ub )T =
0 0 142X =2X
0 0 —-A 142X
A - (C.5)
1—2X 2\ 0 0
A 1—-2A 0 0
: : uk /2 4 %f(uk—&-lﬂ) :
1—-2X A
i 0 0 2) 1—-2A |
y por tanto
1+2x -2\ .- 0 0
—-A 142X - 0 0
S A [ =
0 0 e 142 —A
0 0 s =20 142

donde BT es el lado derecho de la igualdad en (C.5). A continuacién resolvemos para (uF*+1)7

usando el algoritmo de Thomas y nuestra solucién final para este tiempo sera la transpuesta de

este resultado, es decir, [(u*+1)T]T = ukF+1,

Para los siguientes pasos de tiempo repetimos todo el proceso desde el inicio.
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