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Abstract

Division de Ciencias Exactas y Naturales
DIFUS

Maestria en Ciencias (Fisica)

por Miguel Angel Valdez Grijalva

En la presente tesis estudiamos la estabilidad asintética de la onda solitaria que es so-
luciéon de un miembro de la familia de ecuaciones generalizadas de Korteweg-de Vries
(GKdV) ante una perturbacién no-lineal. Esta ecuacién diferencial parcial tiene el término
no-lineal (u3/ 2)m solo de la clase de diferenciabilidad C'. Ademsds, la ecuacién es esen-
cialmente no-integrable por lo que en general es imposible encontrar analiticamente una
solucién explicita en el sentido cldsico o débil. Encontramos la solucién asintdtica de
precision o(g) con forma de solitén para esta ecuacién cuando la dispersién es pequena.
Se construye un esquema de diferencias finitas para simular numéricamente la dindmica
del sistema y se muestran resultados graficos de las simulaciones. Las simulaciones corro-
boran las predicciones sobre la estabilidad desprendidas de la solucién asintética. Otro,
inesperado, resultado es que la perturbacién puede ser tal que elimine la interaccién

entre solitones.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La ecuacion KdV: de ondas en el agua a ondas en un

plasma

La ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) es una ecuacién diferencial parcial (EDP)
integrable no-lineal de tercer orden obtenida originalmente en 1895 como modelo hidro-
dindmico de ondas ‘largas’ sobre la superficie del agua en un canal rectangular de poca
profundidad.[1] En su forma adimensional la ecuacién es

ou 0 ,

0
E—F%u +e€ @—O, (1.1)

donde ¢ es una constante que caracteriza la dispersién del medio y u(z,t) representa el
desplazamiento vertical local de la superficie del agua respecto a la posicion de equilibrio.

En adelante se usa la forma adimensional de las ecuaciones.

Las soluciones encontradas por Korteweg y de Vries representan ondas ‘cnoidales’ (lla-
madas asi por estar descritas en términos de la funcién eliptica de Jacobi Cn) que tienden
en el limite en que la longitud de onda tiende a infinito a ondas solitarias. Una onda

solitaria es una estructura localizada que se desplaza preservando su forma.

Durante més de 50 anos la ecuacién (1.1) fue considerada no mas que una curiosidad. La
publicacién del articulo paradigmaético de Zabusky y Kruskal en 1965 cambié la situacién
haciendo de la ecuaciéon KdV un modelo fundamental de las ciencias no-lineales. El
resultado principal es que las ondas solitarias que admite como solucion la ecuacion KdV
interactiian entre ellas de una manera muy similar a la colisién eldstica de particulas;
esta similitud llevé a los autores a formar el concepto de soliton. Por primera vez se

observaba ‘“un proceso fisico no-lineal en el cual pulsos localizados interactuantes no se
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dispersan irreversiblemente.” [2] Después, con el descubrimiento del método de dispersién
inversa (Inverse Scattering Method en inglés) para la ecuaciéon KdV, ésta se convertiria
en piedra angular de la teoria de los sistemas integrables ([3], ver también [4] y referencias

contenidas.)

Con el renovado interés en la ecuaciéon KdV se encontré que también aparece en la
descripcién de ondas acusticas propagandose en un liquido con burbujas de gas [5] y
en la propagacién de ondas actsticas de iones en un plasma unidimensional.[6] En el
caso 1ltimo, la solucién u(z,t) representa el potencial eléctrico (normalizado) y € es una

constante de dispersién que contiene varios parametros del plasma.

La aparicién de esta ecuacién en varios contextos fisicos no debiera extranar ya que la
ecuacion KdV es la ecuacién diferencial parcial mas sencilla que incluye tanto los efectos

de no-linealidad como de dispersion.

La ecuacién KdV (1.1) describe el comportamiento asintético unidimensional de ondas
débilmente dispersivas con amplitud pequena pero finita. Ejemplos de la aplicabilidad de
la ‘teoria KAV’ en la fisica son abundantes. El punto principal de la teoria es que el efecto
no-lineal de inclinamiento representado por el segundo término en (1.1) es compensado
por la dispersién del medio (el tercer término de la ecuacién) y no por disipacién como en
la dindmica de gases ordinaria donde la ecuacion de Burgers puede derivarse. La ecuacién
KdV, por lo tanto, es incapaz de describir ondas de choque. Sin embargo, rinde como
descripcién del comportamiento asintético de los trenes de ondas no-estacionarios de
baja amplitud que se desarrollan si el niimero de Mach de una perturbacién (producida

por ejemplo por un pistén) se encuentra debajo del nimero de Mach critico inferior.

En el caso de ondas actsticas de iones, la omisién de la disipacién significa iones frios.
Los electrones, por otra parte, se asume que estan en un estado de cuasi-equilibrio
con la onda idénica de baja frecuencia, una premisa que no debe ser demasiado severa
teniendo en cuenta la cercania al equilibrio electrostatico. Una segunda premisa para los
electrones es que se comportan isotérmicamente mientras pasa la onda. Esta suposicién,
como veremos, no puede sostenerse si deseamos describir situaciones en las cuales los

electrones son en verdad libres de colisiones.

1.2. La ecuacién KdV generalizada

Tras la publicacién de Zabusky y Kruskal y el descubrimiento del método de dispersién
inversa se obtuvieron numerosos resultados importantes para la teoria de los sistemas

integrables y en general para la teoria de las EDPs no-lineales. Una vez conocidas las
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propiedades de la ecuacién KdV surgid la idea de generalizar la ecuacion cambiando la
potencia que aparece en el término no-lineal por una potencia m, es decir
ou 0 5 u

7 2 ,m — =0 > - 1.2
ot Tart TSam Y M= (1.2)

ésta es la ecuacién GKdV en su forma adimensional. La existencia y unicidad de la

solucién para el problema de Cauchy para la ecuacién (1.2) ha sido probada en [7].

La intuicién sugeria que esta ecuacién debia ser integrable. Sorpresivamente, esta ecua-
cién solo es integrable para el caso m = 2,3. El caso m = 3 (llamado ecuacién MKdV)
también aparece en el contexto de la fisica de plasmas, obtenido para ondas acusticas
en un plasma ‘polvoso’ (dusty.)[8] El caso m = 4 es estable y el caso m = 6 parece ser

absolutamente inestable, mientras que el caso m = 5 es condicionalmente estable (ver
[9, 10].)

Las propiedades de la interaccién de ondas solitarias para esta ecuaciéon generalizada
en sus casos no-integrables han sido estudiadas en [11] (ver también [12],) donde se ha
demostrado la efectividad del método de asintoticas débiles para estudiar no sélo la

interaccion entre las ondas sino también la estabilidad asintética de estas estructuras.

1.3. Los métodos asintéticos para soluciones de tipo so-

litén

Para sistemas esencialmente no-integrables en general es imposible construir tanto solu-
ciones analiticas (cldsicas o débiles) como soluciones asintéticas en el sentido cldsico. Sin
embargo, si el pardmetro € es suficientemente pequeno es posible construir una solucién
asint6tica. Este método para ondas distorsionadas (ver [13]) toma en cuenta el hecho
de que solitones que son suaves para £ > 0 se vuelven no-suaves en el limite en que
e — 0. De modo que es posible tratar tales soluciones como un mapeo C>(0,T; C*®(RL))
para ¢ = const. > 0 y solo como C(0,7;D'(R})) uniformemente en ¢ > 0. De manera

congruente, el residuo debe ser pequeno en el sentido débil.

En cuanto a la ecuacién GKdV (1.2) hay que notar que hay un obstaculo para aplicar la
construccion estandar de D’.! De hecho, en el sentido de D/, el término de dispersién de
la ecuacién (1.2) estd subordinado a los otros términos. Esto significa que (1.2) coincide
mod O(g2) en el sentido de D’ con la EDP de primer orden. Obviamente esto impide

la construccién asintética correcta para el problema de Cauchy. Este obstdculo ha sido

!denotamos con D’ el espacio de distribuciones de Schwartz.
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superado con la construccion de una nueva definicién de soluciones asintéticas para

ecuaciones tipo GKdV (ver [11] y referencias contenidas.)

El método de asintéticas débiles (weak asymptotics method) para EDPs no-lineales, desa-
rrollado por Danilov, Omel’yanov y Shelkovich (ver [11, 12, 14] y referencias contenidas, )
ha sido usado con éxito para estudiar la propagacion y la interacciéon de solitones de la
familia de ecuaciones generalizadas de Korteweg-de Vries con el pardmetro de disper-
sién € pequeno.[11] Es conocida la importancia de esta familia de ecuaciones en la fisica
matematica, siendo su miembro mas famoso la ecuacion KdV original derivada por Kor-
teweg y de Vries en el estudio de ondas largas en el agua de un canal poco profundo.
Es conocido también que contrario a la intuicién, la ecuacién generalizada GKdV solo
es integrable en dos casos, m = 2, 3. El poder que han mostrado los métodos asintéticos
para estudiar la propagacion de solitones de los miembros no-integrables de la ecuacién
GKdV (m = 4,5,6) nos ha motivado a aplicarlo para estudiar la estabilidad asintdtica
ante perturbaciones no-lineales de la onda solitaria que aparece en un caso de la familia
GKdV obtenido por Schamel en el estudio de ondas actusticas de iones en un plasma
sin magnetizacién de iones frios, el caso en que el término no-lineal es (u*?2),. Para

tal caso, hasta donde el autor tiene conocimiento, no ha sido estudiado el problema de
estabilidad.

1.4. La ecuacion derivada por Schamel

Schamel, de manera similar a la derivacién de [6] encontré que bajo las condiciones de
no-isotermalidad de los electrones en el plasma ([15]) la ecuacién que describe las ondas

acusticas de iones es la ecuacién GKdV en un caso ‘nuevo’:

u 9 s ,0u

De aqui en adelante nos referimos a esta ecuacién indistintamente como ecuacién de
Schamel o ecuaciéon GKdV. Por supuesto, esta ecuacién no es integrable. Difiere de la
ecuacion KdV en que tiene una no-linealidad mas fuerte que incluso es una funcién
no-suave. Schamel encontré una solucién analitica para el caso homogéneo (1.3) que
describe una onda solitaria que se desplaza a la derecha con un perfil de la forma de
sech?. Como la ecuacién no es integrable, soluciones analiticas de més de una onda

solitaria son desconocidas.

El objeto de esta tesis es estudiar la estabilidad de una onda solitaria ante una pertur-
bacién de la ecuacién (1.3) y qué efecto tiene la perturbacién sobre la propagacion de la

onda solitaria distorsionada. Con ‘onda solitaria distorsionada’ nos referimos a la onda
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solitaria con la amplitud y la velocidad que dependen del tiempo y la deformacion de la

estructura de la onda causada por la perturbacion.

El anélisis emprendido en el capitulo 3 emplea el método para construir la solucién
asintotica de tipo soliton al problema de Cauchy para ecuaciones de tipo GKdV con dis-
persién pequena desarrollado por Maslov, Omel’yanov (ver [16].) El método serd adapta-
do segun sea necesario; en particular, ya que tenemos en el término no-lineal una funcién

no-suave que pertence solo a C!, solo podemos construir la asintética con precisién o(e).

Mais adelante, construimos un esquema de diferencias finitas para la solucién numeérica
de la ecuacién GKdV. Esto nos sirve para comparar con los resultados obtenidos de la
solucién asintética. El hecho de que la ecuacién homogénea (1.3) tiene solucién analitica
de una onda solitaria serd importante para revisar la precision del método numérico

antes de emplearlo con la ecuacién perturbada.

Por completez de esta pequena introduccién referimos al lector interesado a resultados
experimentales [17, 18] sobre la propagacién de ondas solitarias en plasmas débilmente

no-lineales.



Capitulo 2

Derivacion de la ecuacion

Los plasmas estan caracterizados por la presencia de particulas cargadas, aunque como
un todo sean eléctricamente cuasi-neutros. Se estima que hasta un 99 por ciento de la

materia baridnica del universo es plasma.

En un plasma las fuerzas de Coulomb de largo alcance ejercidas sobre las particulas por
las muchisimas lejanas son un factor importante en la determinacion de sus propiedades
estadisticas, usualmente mucho mas importante que la interaccién con particulas cerca-
nas. Debido a esto los fenémenos colectivos, que son el objeto de estudio principal de la

fisica de plasmas, tienen una gran influencia en el comportamiento del sistema.

El interior de las estrellas y planetas gaseosos, capas de nuestra atmésfera como la
iondsfera y la magnetdsfera, las descargas eléctricas producidas por rayos, grandes expe-
rimentos como aceleradores de particulas y tokamaks, una pequena flama; son ejemplos
comunes de sistemas estudiados por la fisica de plasmas. Por supuesto una gama tan
amplia de condiciones fisicas requiere muchas variadas descripciones y elegir la apropia-
da para cada circunstancia es en si mismo un problema importante y no-trivial en la

fisica de plasmas.

Los primeros avances tedricos se realizaron desde la perspectiva macroscépica del plasma,
a través de una descripcién hidrodinamica que ignora la distribuciéon de velocidades de
las particulas en una posicién dada. Sin embargo, pronto se hizo evidente la existencia
de un espectro interesante de fenémenos que solo pueden ser descritos si se toma en
cuenta la distribucién de velocidades. Entonces fue desarrollada una teoria cinética por
Vlasov ([19]) y Landau ([20]) basada en el sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson o
mas generalmente el de Vlasov-Maxwell que introdujo una rica variedad de ondas a
la disciplina. Aunque inicialmente la teoria estaba basada en una linealizacién de las

ecuaciones, después fue suplementada con investigaciones sobre las resonancias entre
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ondas y particulas y extensiones a escenarios de turbulencia fuerte o débil que trajeron

a colacion la no-linealidad.

La relevancia de los modelos cinéticos no-lineales es ademas enfatizada por una de las
aplicaciones practicas més desafiantes de la fisica de plasmas moderna: desarrollar un
reactor de fusién nuclear. Con el fin de mantener las altas temperaturas y densidades
necesarias al interior de tal maquina, la importancia de una comprensiéon profunda de los
procesos de transporte e inestabilidades impulsadas por corrientes y gradientes, que son
los principales obstaculos para alargar los tiempos de confinamiento, dificilmente puede
ser exagerada. Sin embargo, como al modelo fluido conciernen solamente cantidades
promedio en el espacio de velocidades, éste no es capaz de describir apropiadamente
fenomenologia como las inestabilidades o amortiguamiento. El modelo cinético, del otro
lado, provee una descripcion acertada de los procesos de intercambio de energia entre
particulas y ondas, los cuales se ha demostrado que son importantes especialmente en
plasmas sin colisiones y que juegan un papel importante en el calentamiento del plasma

por ondas y en los mecanismos de inestabilidades.

En los modelos cinéticos, muchos de los estudios sobre fenémenos de transporte estan
basados en una linealizacion de las ecuaciones. Entre los fenémenos observados que esen-
cialmente escapan de un tratamiento lineal estan los procesos de reconexién magnética
encontrados en la dindmica solar y en la cola de nuestra magnetdsfera. Pero también se
escapan fenomenologias y estructuras puramente electrostaticas tales como dobles capas
(double layers) y vortices en el espacio fase que son comunmente observadas en las capas
exteriores de nuestra atmésfera: la iondsfera y la magnetésfera. El fendmeno no-lineal del
confinamiento de particulas (particle trapping,) en particular, es el causante de que en la
descripcién de las ondas no-lineales en un plasma en que los electrones no se comportan
isotérmicamente mientras pasa la onda se aparezca la ecuacién GKdV de Schamel en

vez de la mas conocida KdV encontrada por [6].

En el presente trabajo investigamos la estabilidad asintética de la onda solitaria ‘no-
isotérmica’ encontrada por Schamel (ver [15]) que es solucién de la ecuacién generalizada
de Korteweg-de Vries. Esta ecuacién se aparece (en lugar de la ecuaciéon KdV) debido al
efecto que tienen las particulas confinadas electrostaticamente en el plasma. El concepto
de confinamiento de particulas en plasmas aparecié cuando la interacciéon resonante
entre ondas y particulas fue tratada rigurosamente y no-linealmente. La interaccién
resonante entre ondas y particulas se refiere a las particulas en regiones del espacio de
velocidades en las cuales las particulas se mueven con la misma velocidad que la onda.
El confinamiento electrostatico de particulas significa que algunas de las particulas del

plasma estan confinadas a una regién finita del espacio fase describiendo trayectorias
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cerradas.[21] La figura (2.1) muestra un espacio fase esquemético que corresponde a este

tipo de estado en un plasma unidimensional.

FIG. 2.1: Esquematizacién de la situacion en el espacio fase de las particulas confinadas
electrostaticamente. Tomada de [21].

Tratamos con un plasma unidimensional globalmente cuasi-neutro de dos especies for-
mado por iones con carga +e y electrones. Asumimos también que el plasma estd lo
suficientemente caliente y diluido tal que el enfoque cinético debe ser usado y debemos
hacer de lado el enfoque hidrodindmico. También despreciamos la posibilidad de que las
particulas colisionen. Esto nos lleva a un par de ecuaciones de Vlasov para la evolucién

de las funciones de distribucion de los electrones y los iones, f. v fi respectivamente:

Ofo + 00y fo + 0®Iyfo = 0 (2.1)
1Osf; + udyfi — 00,0y f; = 0. (2.2)

En estas ecuaciones las velocidades de los electrones (iones) estdn normalizadas por las
velocidades térmicas de los electrones (iones) vig, = \/(kTe/me) (uter = A/ (kTi/ms)) y
las longitudes estan normalizadas por la longitud de Debye electronica
Ap = /(e0kpTe/noe?) con kp la constante de Boltzmann, ey la permitividad del es-
pacio vacio, ng la densidad i6nica del plasma en su estado de reposo (equilibrio.) Las

cargas y masas estan adimensionalizadas por la carga del electron, e y la masa, me. El
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cociente de la temperatura entre las dos especies se denota por § = T, /T;. Finalmen-
te, u representa el cociente entre las escalas temporales tipicas de iones y electrones,

= +/0/d con ¢ el cociente de las masas § = m;/me..

Pero los electrones y los iones estan afectados por el campo eléctrico dentro del plasma.
En un sistema unidimensional, y usando las normalizaciones, la ecuacién de Poisson se

reduce a

D2®(x,t) = ne —n; = /fe(:v,v,t) dv — /fi(ac,u,t) du. (2.3)

El sistema de ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3) representa un tratamiento completamente

cinético de ambas especies del plasma, conocido como sistema de Vlasov-Poisson.

Antes de entrar en detalles de la derivacién de la ecuacién GKdV para ondas acisticas
de iones revisaremos algunos sistemas en los que la descripcién de Vlasov-Poisson es

valida. Las premisas sobre las que descansa el sistema de ecuaciones son

= Unidimensionalidad. Se asume que solo una dimensién espacial es relevante en la
descripcién de nuestro sistema. El ejemplo de una situacién que garantiza la validez
de esta premisa es que exista dentro del plasma un campo magnético homogéneo
y muy intenso. Bajo esta condicién las particulas giran alrededor de las lineas de
campo magnético con un radio de Larmor muy pequeno y podemos hacer la apro-
ximacion en la que las particulas se reemplazan por pseudo-particulas localizadas

en el centro de las orbitas rotantes.

= Colisiones despreciables. Al despreciar el efecto de las colisiones entre las particulas
del plasma asumimos que el plasma es suficientemente caliente y diluido. La validez
de esta premisa se puede revisar via el parametro del plasma, que mide el reciproco
del ntimero promedio de particulas dentro de una esfera de Debye, g = (%ﬂn)\%)_l.

La aproximacion libre de colisiones es valida en tanto g < 1.

Estas condiciones son comunes en la magnetdsfera, pero son también relevantes en la-
boratorios y en maquinaria altamente tecnolégica como maquinas de fusién (como to-

kamaks) y aceleradores de particulas.

La ecuacién GKdV (1.3) (en vez de KdV) es derivada a consecuencia del efecto no-lineal
que tienen las particulas confinadas electrostaticamente y también la desviacion del com-
portamiento de los electrones de un comportamiento isotérmico. En la siguiente seccién
especificaremos una ecuacién de estado tipica para los electrones. Después, derivamos la

ecuacion GKdV a partir de las ecuaciones hidrodindmicas del plasma.
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2.1. Ecuacion de estado electronica

Al derivar (1.1) para ondas actsticas de iones, la distribucién de Maxwell-Boltzmann
para la densidad de electrones n. = e? es asumida (donde ¢ es el potencial eléctrico,) lo
cual implica isotermalidad si la inercia de los electrones es despreciable. Esta expresién se
obtiene asumiendo la funcién de distribucién para los electrones f. o exp{— (%02 — ¢)}
(donde la velocidad de los electrones v estd normalizada por la velocidad térmica de
los electrones,) y estd motivada por la consideracién de que un electrén térmico se
mueve con una rapidez mucho mayor que la de una onda actstica de iones. Por lo
tanto un electron térmico no seria afectado de forma apreciable por la onda asi que
el comportamiento isotérmico de los electrones parece ser razonable. Evidencias de la
distribucién de Maxwell-Boltzmann han sido presentadas en experimentos; sin embargo,
condiciones adicionales experimentales son necesarias para mantener la distribucién de
Maxwell-Boltzmann (por ejemplo, permitir a los electrones chocar con las paredes para

mantener la isotermalidad.)

Esta motivacién, sin embargo, no toma en cuenta las particulas resonantes, las cuales
interactuan fuertemente con la onda actstica y por lo tanto no pueden tratarse sobre las
mismas bases que los electrones libres. Efectivamente, si la accion de fronteras externas
es removida, de manera tal que el comportamiento sin colisiones se verifica, experi-
mentos numéricos tanto como experimentos en laboratorios indican que distribuciones

electronicas con forma de meseta son tipicas.

Luego, dos funciones de distribucién diferentes para los electrones (libres y confinados)
deben usarse para describir en una manera general asintéticamente el estado cuasi-
estacionario. En [22], funciones de distribucién de Maxwell-Boltzmann para los electrones
(una distribucién de Maxwell-Boltzmann desplazada con temperatura constante Tef para
los electrones libres y una sin desplazamiento con una temperatura constante distinta
T.. para los electrones confinados) han sido usadas, asumiendo continuidad, para derivar

la densidad electrénica

N |—=

nlo) = K{ ewpoerteot 41874 o (o)t (30t |, o202

ne(6) = K{exp¢erfc¢% + 182 [(Q/Tr%) W ((—5@%)} } B<0.  (25)

ne(¢), al igual que las cantidades macroscépicas mas adelante, estd normalizada por
su valor ‘corriente arriba’ (upstream, el valor en el ‘salto’ del shock electrostatico.) El
potencial eléctrico estd normalizado por kpTet/e donde kp es la constante de Boltzmann.
Al derivar (2.4), (2.5) se asumié un potencial minimo ¢,;, = 0 constante, de modo que

¢ > 0. El caso 8 < 0 representa una temperatura negativa de los electrones confinados;
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esto es posible porque el (sub)sistema de los electrones confinados tiene un limite superior
de energia accesible, ya que como se ve en la figura (2.1) las particulas confinadas
tienen un limite superior en el momento. Tal estado representa una despoblaciéon de

los electrones confinados.[21]
xT
W(z) = exp —332/ exp t* dt
0

es la funcién de Dawson. La constante K se especifica después. El parametro 5 estd de-
finido por
B = Tef/Teta (26)

y describe las variadas funciones de distribucién de los electrones confinados, dando una

meseta si f = 0 y una caida (un monticulo) si 8 <0 (8 > 0.)

Debido a que despreciamos la inercia de los electrones, podemos obtener la presién
electrénica. Suponiendo p. = p(¢) e integrando la ecuacién de movimiento hidrodindmi-

ca obtenemos la ecuacion de estado([15])

plo) = K{ ewpoartost +20-57) (£)" + L [ soyerte (5] }. 50

BBl
(2.7)
(@) = Kl expgertest +20 -5 (2) 4 e [(ored) w (190)] | s <0
(2.8)
Para pequenas amplitudes (¢ < 1,) las ecuaciones (2.4), (2.5) resultan
~ 4 3 1 5
ne(¢):K<1+¢>3b¢2+2¢ +...>, (2.9)

con la constante b = (1 — 3)/ 72. El tercer termino en (2.9) es la contribucién de los
electrones confinados a la densidad. La ecuacién (2.9) muestra que una expansién en
potencias enteras de ¢ deja de ser valida en teorias de shocks electrostaticos si estan
involucradas funciones de distribucion mas generales. Por otra parte, funciones de dis-
tribucién de este tipo con forma de meseta resultan en menores densidades y més altas

temperaturas

£0(8) = pe(@ne(8) " = 1+ 306 + O(b%). (210)
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2.2. La ecuacion GKdV

Suponiendo iones frios y los electrones que obedecen (2.9) (sea b constante,) tenemos el

sistema

ne + (nu)y =0, (2.11)
U + Uy = — Oy, (2.12)
Prw = Ne — N. (2.13)

n denota la densidad iénica y v denota la velocidad de flujo de los iones. De nuevo se usan
cantidades adimensionales: la velocidad, longitud y tiempo normalizados por la velocidad
del sénido de los iones wy; Ap, longitud de Debye Ap y el inverso de la frecuencia iénica
del plasma w;il. La ecuacién (2.11) es la ecuacién de continuidad, (2.12) es la ecuacién
de movimiento y (2.13) es la ecuacién de Poisson. Completando el sistema imponemos

las condiciones de frontera véalidas en tanto ¢ — 0,

n=1, (2.14)
ne = 1 + ke, (2.15)
u=0. (2.16)

En (2.15) hemos fijado K = 1+ ke, donde € representa la amplitud de la perturbacién del
medio con respecto a su valor de equilibrio y x la dispersién. Introducir £ nos permite
considerar ondas con diferentes longitudes de onda, con x = 0 para ondas solitarias. Sin
embargo, como se puede demostrar facilmente, el andlisis siguiente exige que x misma
sea un pardmetro pequeno (es decir, K < O(e%)) Esto expresa el hecho de que una

ecuacion de tipo KdV sdlo puede obtenerse para ondas largas.

Para derivar una ecuacién de tipo KdV a partir del sistema (2.11)-(2.13) se debe en-
contrar un marco de referencia adecuado en el cual el movimiento de la onda pueda
ser descrito suavemente. Para encontrar este marco necesitamos conocer el grueso A y
velocidad no-lineal vy de la onda, los cuales se pueden encontrar de la teoria en equilibrio
utilizando funciones de distribucién con forma de meseta para los electrones (ver [22].)
Encontramos

1 1
Axet, vg—1oxe2.

Esto conduce inmediatamente a las siguientes coordenadas

PN

E=e€i(x—1t), (2.17)
T = eit. (2.18)
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. . . P 3
Expandiendo n, u y ¢ en potencias de ¢, incluyendo términos de orden €2,

n=1+en® +e2n® 4 (2.19)
u=ecu® +e2u® 4 ... , (2.20)
¢ =co® +e29@ 4 (2.21)

(2.22)

y, sustituyendo (2.17), (2.18), (2.19)-(2.21) y (2.9) en (2.11) y (2.12), obtenemos a primer

orden, usando las condiciones de frontera (2.14)-(2.16),
nM =M = M), (2.23)

En el siguiente orden, O(e%), dada b > O(e%) se puede demostrar que esta cantidad

satisface )
3 1
o+ (60)7 9l + S0 = 0. (2.24)

Regresando a las cantidades originales, tenemos

Gut (1= 503)6s + 3rar = 0. (2.25)

Esta es la ecuacién deseada que reemplaza a la ecuacién KdV para las situaciones en
que funciones de distribuciéon con forma de meseta estdn involucradas. Esta ecuacién
generalizada de Korteweg-de Vries exhibe una no-linealidad mas fuerte, correspondiente
a un ancho menor y velocidad mayor de la onda solitaria. Cabe mencionar que en el caso

s . _1
isotérmico estas cantidades se comportan como A x € 2 y vg — 1 X €.

Sib= O(e% ), el marco de referencia (2.17)-(2.18) deja de ser aplicable y debemos regresar
al marco de referencia como el de [6], resultando en una ecuacién en la que ambas no-
linealidades bgb%d)x v ¢¢, aparecen simultdneamente. Para valores aun méas pequenos de

b (b O(G%)) la ecuacién KdV original se verifica.



Capitulo 3

Analisis de Estabilidad Asintotica

3.1. Perturbacion de la ecuacion

En [15] Schamel derivé la ecuacién diferencial parcial no-lineal (2.25) que rige la dindmica
de ondas actsticas de iones en un plasma unidimensional de iones frios bajo las condi-
ciones de no-isotermalidad de los electrones. La obtenemos en su forma adimensional

redefiniendo ¢t :=t+ z en (2.25) y u = %B¢, de esta forma la ecuacién es:
3 2 _ +.
up + (u2)y + e Ugge = 0, rzeR, teRT; (3.1)

donde los subindices denotan diferenciacién parcial, e? = %5_2 es un parametro que
caracteriza a los electrones confinados y u(x,t) representa la variacién en la densidad
(normalizada) iénica local respecto al estado de equilibrio. De hecho, segtin las ecuaciones
(2.23) y (2.24), (3.1) también se puede interpretar como la ecuacién para el potencial

eléctrico local (normalizado por kgT,y) o la velocidad del flujo de los iones.

Claramente el término no-lineal implica una operacién de raiz cuadrada por lo que
debiéramos tener una condicién de tipo u > 0. Sin embargo, Schamel y también Pécseli
[23] indican que tal restriccién no tiene sentido fisico si queremos estudiar las oscilaciones
. . . _
que aparecen en la parte ‘posterior’ del frente de onda, por lo que mientras escribimos

3
la ecuacién (3.1) en realidad estamos pensando en que el término no-lineal es (|u|2),.

14
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3/2

Multiplicando la ecuacién (3.1) por 1, u, y u/2 4 c?u,, y posteriormente integrando con

respecto de x se obtienen respectivamente las siguientes leyes de conservacion:

4 /udm =0, (3.2)

dt
jt/uz de =0, (3.3)
% {/(Euxf do — :/ui dx} —0. (3.4)

La ecuaciéon GKdV (3.1) derivada por Schamel tiene una solucién que representa una

onda solitaria que se desplaza a la derecha y preserva su forma:

w(z,t) = Acosh™ <B <m - ”t>> : (3.5)

e

con A = 20%3% y v = 1632 constantes. Es natural preguntarse por la estabilidad de tal

onda solitaria.

En este capitulo se ataca el problema de la estabilidad asintética de la onda solitaria
haciendo una perturbacién no-lineal a la ecuacién (3.1) agregando al lado derecho f(u) =

w(a — u)u, es decir, estudiaremos la ecuacion:
up + (u%> + Uy = p(ar — u)u, reR, teRT, (3.6)
x

donde a es una constante y se ha insertado el parametro g > 0 tal que cuando p = 0

tenemos la ecuacién (3.1) no perturbada.

El lado derecho de la ecuacién (3.6) puede entenderse como una fuerza externa, como
una corriente eléctrica, actuando sobre el sistema, ya que la ecuacién homogénea (3.1)
es en el fondo la ecuacion de Newton de balance de fuerzas. La forma elegida para
la perturbacion, un polinomio de segundo grado, es suficientemente general para abor-
dar el problema de la estabilidad asintética de la onda ante perturbaciones no-lineales

pequenas.

Obtendremos la solucién asintética de la ecuacién (3.6) para conocer la dindmica de la
onda solitaria distorsionada por la perturbacién. Este andlisis estd basado en el método
descrito por [13, 16]. En la siguiente seccién se introduce algo de notacién necesaria para
después abordar a detalle el método para construir soluciones asintéticas de tipo solitén

hasta orden o(e) para la ecuacién (3.6).
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3.2. Notacion

A modo de simplificar la presentacion es necesario introducir la notacién para las clases

de funciones a utilizarse.

Dendtese con S el conjunto de funciones infinitamente diferenciables f(7,z,t) tal que f
misma y cada una de sus derivadas tiende a cero mientras 7 — oo uniformemente en
x,t més rédpido que cualquier potencia de 1/|7|. Como ejemplo de tal funcién se puede
escoger f = A(x,t)/(cosh7)k, k > 0, con A(z,t) arbitraria, acotada y suave, asi como

cualquier f = f(7) del espacio de Schwartz de funciones rdpidamente decrecientes.

Dendétese con H el conjunto de funciones infinitamente diferenciables g(7,x,t) tal que

0g(t,z,t)/0OT € S uniformemente en z,t.

Es claro que mientras 7 — 400 cualquier funcién g € H converge exponencialmente
a ‘constantes’ (en 7), que serdn denotadas con g*(z,t), y en general g* # ¢g—. Como

ejemplo de una funcién perteneciente a H se puede elegir

g(T,x,t) = %(g*(x, t)+g (z,t)+ %(gﬂx,t) — g (w,t)) tanh 7.

De aqui en adelante entiéndase por 7 la variable ‘rdpida’ S(z,t)/e con una fase S(x,t)
suave. Claramente, el comportamiento de f(7,z,t) cuando 7 — oo (7 — —o0) corres-
ponde a la funcién f(S(x,t)/e,x,t) cuando e — 0y S > ce'79(S < —ce' %) con alguna
c¢> 0,9 € (0,1), es decir, fuera de un pequeno vecindario del conjunto de ceros de la
fase S.

No es dificil demostrar que para cualesquiera funciones f(r,z,t) € S, g(r,z,t) € H 'y
cualquier funcién suave S(z,t) tal que 0S/9x|r # 0, donde I' = {(z,t), S(z,t) = 0}, las

siguientes propiedades se verifican:

f (fa:t> =h (W,t) +ef <x_f(t),t,5> , (3.7a)
g (fmt) _ (a:_;)(ww,t) +e§ (95_;’(75),:5,5) ; (3.7h)

donde = = ¢(t) es la ecuacion del nivel cero de la fase S(z,1),

fl (lr_;p(t))t>:f<gi x_go(t)7907t>7

0 (www,x,Q _, (as
€ ox

z=¢p(t)

z=p(t)
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v f (1,t,€), g(7,t,¢€) son funciones de S que dependen de manera regular de . La de-

mostracién de estas propiedades se puede encontrar en [13].

3.3. Solucion asintotica

Procedemos ahora a construir la solucién asintética tipo solitén de la ecuacién (3.6) con
precisién o(e). Debido a las propiedades (3.7) esta solucién puede escribirse sin pérdida

de generalidad como

u(z, t,e) = ug(x,t) + W (ft) +e (ul(m,t) +W (fxt)) , (3.8)

donde S = = — ¢(t), ui(x,t) € C>*, Vy(r,t) € S, Vi(1,z,t) € H son funciones por ser

determinadas. La expansion regular
Ureg (T, 1, €) = ug(z,t) + eui(z,t)

describe el ‘fondo suave’ sobre el cual la onda

S S
using(xatag) =W <€,t> +eV; (5,$,t>

con variacion rapida localizada se propaga.

La premisa de que Vj € § nos remonta a soluciones de tipo solitén de la clase de solu-
ciones con variacién rapida localizada. En general, correcciones a V;; de orden superior
no desaparecen en el exterior de un pequeno vecindario del frente de la onda; por tanto
solo asumimos que Vi € H. Més aun, en el exterior de un pequenio vecindario del fren-
te de la onda (es decir, para 7 — +00) tenemos uy + Vi ~ uy(x,t) + Vit (z,t). Como
todas las funciones en (3.8) son arbitrarias, podemos redefinir u; (por ejemplo, dejando
u; = ug + Vf) de modo que podemos fijar uno de los valores limites Vf o V] igual a

cero. En definitiva, asumiremos que

Nétese que los valores limite de la expansién (3.8) en el exterior de un pequeno vecindario

del frente de onda,

u=ug(z,t) +e(u(z,t) + Vi (z,1)) para x < p(t) — cel ™%,

u = up(z,t) +ecui(z,t) para x> @(t) +cet 70, & € (0,1),
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pueden ser vistos como la expansién ‘exterior’ en el método de costuras de expansiones
asintéticas (en inglés, matching method) y la expansién (3.8) para |z — ¢(t)| < ee! 7%,
1 > §o > 61 como la expansién ‘interior’. A diferencia del método de costuras, nuestra

representacion es valida uniformemente en ambos dominios ‘interior’ y ‘exterior’.

Como el objeto de esta investigacién es estudiar el comportamiento de una onda solitaria
bajo la perturbacién de la ecuacion, podemos por sencillez hacer el fondo suave sobre el

cual la onda se propaga ueg = 0 sin perder generalidad. El ansatz queda:
S S
u(z,t,e) =V (6,75) +eV <€,x,t> ) (3.9)

Ahora nos enfocamos en determinar los coeficientes de la expansién (3.9). Para esto

substituimos (3.9) en (3.6) y agrupamos los coeficientes de iguales potencias de e. Tene-

mos:
Oy (=2 wt) = (L2 4 2 yiran ,
Oz € edr 0Oz r=(1—) /e
0 T— B 1 0 0
av < - ,1’,t> - <_580t87' + at) V(T,I’,t) T:(x,(’o)/sj

o3 T — 103 03 o3 o3
2 07 _(Lto 2 07
£ ( . ,x,t) <5673 + 38728x + 3887’83;2 +e 8x3> V(r, x,t)

T=(a—g)/e

Luego, al término no-lineal le aplicamos la férmula de Taylor con el residuo en la forma

de Peano alrededor de Vj:

3
2

3 3
(Vo+eW)2 =V + eVl + ofe). (3.10)

Entonces, obtenemos la relacién
1
[E{ben— + (W), - SOtVOT}

3
+ {Vh” + 5(\/VOV1)T — Vi, + f1}]

T=(z—¢p)/c
=o0(1). (3.11)
Aqui se denota con fi a
fl = ‘/Ot - Ma% +lu‘/02
Maés aun, V. = W, Ve = W, Vi = 8V(gt’$’t), y la diferenciacion se lleva a cabo

como si 7,z y t fueran variables independientes.



Capitulo 3. Analisis de Estabilidad Asintotica 19

Nétese que el principal obstdculo para construir la solucién asintdtica hasta un orden
arbitrario de aproximacién es que el término no-lineal de nuestra ecuacién (3.6) es una
funcién que pertenece solamente a la clase C! por lo que en la expansién segtin la férmula

de Taylor (3.10) no es posible incluir términos con mayor precisién que o(e).

Ahora bien, es claro que la relacién (3.11) es vélida para ¢ — 0 si la expresién encerrada

en los primeros paréntesis es igual a cero. Esto conduce a la ecuacion

9 (9*V, 3
{ O+Vb2—90tV0}=0-

a7 | 072
Integrando obtenemos
0%V 3
52 TV — e =0, (3.12)

ya que la ‘constante’ de integracion es igual a cero debido a que Vg € S§. Multiplicando

por Vy, vy posteriormente integrando se obtiene

dVo\? 4
<dTO> + 50 el =0,

que se puede reescribir como

Vo =dr. (3.13)

VeVs - %‘/05/2

Para integrar la ecuacién (3.13) hay que hacer el cambio de variables n = /Vj seguido

de /' = \/n para obtener una integral de la forma il % la cual tiene solucién en
n'\/1=n
las tablas de integrales [24]. En suma, la solucién de (3.12) es

Vo(r,t) = Acosh™(B(t 4+ ¢1)) €S, (3.14)

donde 1 = ¢1(t) es una ‘constante’ arbitraria, A = 20%3? y la amplitud A = A(t) > 0

tiene la relacién con la velocidad de la onda ¢; dada por la ecuacion

d 4
= =VA4 (3.15)
a esta ecuacion se le llama ecuacién de tipo Hugoniot por la similitud que tiene con
las ‘condiciones de salto’ de Rankine-Hugoniot que aparecen en la teoria de ondas de
choque en la dindmica de gases; como se ve en (3.15), la relacién entre la amplitud y la
velocidad no depende de € por lo que en el limite en que ¢ — 0 a pesar de que el solitén
tiende a una ‘funcién’ discontinua (una ‘funcién’ € — ¢ (ver [11])) la relacién (3.15) se

preserva.
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Ahora volvemos a la ecuacién (3.11), ndtese que todos los términos contenidos en los se-
gundos paréntesis pertenecen a S y podemos expandirlos en serie de Taylor alrededor de

x = @(t). Tomando en cuenta (3.12) y (3.15) transformamos (3.11) a la forma siguiente:

- 3 - 4 . .
Vi + 5(\/ val)r — g\/ﬁvlf + f1:| =o(1). (3.16)
T=(z—¢p)/e
En adelante por el resto de este capitulo entiéndase por g
g= 9(7—7 Zz, t)|z:<p(t)7
y por
0* 3 4
L=—=+-VW--VA (3.17)
orz 2 5

la variacién del operador en (3.12).

Ahora obtenemos de (3.16) la ecuacién

o0 - .

— LV = —f1.

5. LN h

Claramente V; € H, Vfr = 0 implica V; € H, Vfr = 0, por lo que integramos de 7 a oo
y obtenemos

LVi = Fy, (3.18)

con

F = /Oo frdr'. (3.19)

Ahora bien, es sencillo establecer que v; = Vf_ es una solucién particular de la ecuacién
homogénea Lv = 0, mientras que una segunda soluciéon particular puede ser calculada
por férmulas estdndar como las encontradas en [25, 26]. Una vez que se han encontrado
dos elementos del niicleo de la ecuacién homogénea Lv = 0 correspondiente al problema
(3.18) las férmulas permiten calcular la solucién del problema no-homogéneo. Ilustra-
remos mas detalladamente estas férmulas, que pueden ser consultadas en [25], en la

siguiente digresion.

Una ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo orden, lineal y no-homogénea tiene la

forma
F2(2)Yea + [1(2)Ye + fo(x)y = g(2). (3.20)

La solucién general de (3.20) es la suma de la solucién general del problema homogéneo
correspondiente (g = 0) y cualquier solucién particular del problema no-homogéneo.

Sean y; = y1 (), y2 = y2(x) dos elementos del nicleo del problema homogéneo, entonces



Capitulo 3. Analisis de Estabilidad Asintotica 21

la solucién general de la ecuacion (3.20) estda dada por la férmula

g dx

y=Ciy1 + Coya + yo ?JlEW? (3.21)

donde W = y1(y2)z — y2(y1)x es el determinante Wronskiano y el iltimo término del lado
derecho es una solucién particular del problema no-homogéneo. Ahora bien, dada una
solucién particular no trivial y; = y;1(x) de la ecuacién (3.20) con g = 0, una segunda
solucién particular yo = ya(z) se puede calcular a partir de la férmula:

e_F I~ fl F
Y2 =y / —5-dx, donde F = [ =d W=e". (3.22)
v

— "L',
f2
De esta manera, usando (3.22) podemos calcular un segundo elemento del niicleo del pro-
blema homogéneo para después, usando (3.21) calcular la solucién general del problema

no-homogéneo (3.20). Hasta aqui esta pequena digresién.

En (3.18), recordando (3.17), identificamos los coeficientes fo =1, fi =0, fo = 3v/Vy —
gﬂ, g = I; por lo que de manera directa se calcula un segundo elemento del niicleo

del problema homogéneo correspondiente Lv = 0:

dr’
7 e —
U2 0-,— / ‘/627_ (T/7t)

Esta solucién particular crece exponencialmente con 7 — 4o00. Tomando en cuenta este
hecho, es facil probar que para la solubilidad de (3.18) en la clase de funciones H, es

condicién necesaria y suficiente que

/ h Fy(m, )V, (1,t)dT = 0, (3.23)

—0o0

ya que la solucién particular al problema no-homogéneo (3.18), calculada con la férmula
(3.21), es

T

(mt) = Vo (r, 1) / V(e 1) dr’ / B Vo (7, 1) dr, (3.24)
0

—0o0

donde se ve claramente, ya que V; € H, V1+ = 0, la necesidad de la condicién de

ortogonalidad (3.23). Célculos sencillos permiten reescribir (3.23) como

dA
— — §MA <a - SSA> =0. (3.25)

Esta ecuacién describe la evolucién temporal de la amplitud de la onda, es decir, la

amplitud del término principal (3.14) en nuestra construccién asintética. Completédndola
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con la condicién inicial Al;—g = A°, (3.25) es facilmente integrada y se obtiene

/
eha t

At) = A°
) = A=)

a#0, (3.26)

con o = 8a/Ty C = 80A%/99a. Esta expresion es vélida para toda « # 0; cuando a = 0
la ecuacién diferencial ordinaria (3.25) no contiene el término lineal —8uaA/7 asi que
integrando la ecuacién se obtiene

A0

Alt) = 55—, =0, 3.27
Q 8401140t + 1 (3.27)

Si @ < 0 entonces A(t) — 0 exponencialmente en tanto ¢ — oo.

En la figura (3.1) se ilustra el comportamiento de la amplitud para tres diferentes valores
de @ > 0 cuando la amplitud inicial es A° = 1. Se ve que existe un valor a = o =
80A°/99 para el cual la amplitud de la onda es constante; esto es obvio cuando se

recuerda la ecuacién (3.25). Cuando a > of (o < aP) la amplitud inicialmente crece

(decrece) hasta un valor maximo (minimo), A¢ = 99c/80, el cual se mantiene constante.

2.0

At
a=aP+1/2
15}
a=aP =(80/99) A°
1.0
a:a/p—l/Z
05}
t
0.0 ‘ |
0 1 2 3 4 5

FIG. 3.1: Evolucién temporal de la amplitud de la onda solitaria.
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Recordando la relacién de tipo Hugoniot entre la amplitud y la velocidad de la onda

(3.15), integrando obtenemos

8 99 . [Ce"S" + JO—C 1 Cara
= — 1 .2
o(t) = ¢(0) + s/ Sopc n[ 1 Jo . a>0, (3.28)

donde ¢(0) es la posicién del frente de la onda al inicio. Esta expresion, valida para

a > 0, predice la posicion del frente de la onda como funcién del tiempo. En el caso en
que a = 0 la expresién correcta de la posicién del frente de onda se puede encontrar
integrando (3.25) con la forma de la amplitud dada por (3.27); en el caso en que a < 0
la expresién correcta se encuentra, al igual que la expresién (3.28) integrando (3.25) con
la amplitud dada por (3.26) pero teniendo en cuenta el signo de « la integral tiene otra
forma.! En la figura (3.2) se ilustra la posicién del frente de la onda (con amplitud inicial
A% = 1) contra el tiempo para los mismos valores de a que sirvieron para ilustrar la figura
(3.1). Se observa que cuando o = o el comportamiento es de una recta con pendiente
4/5, congruente con la relacién (3.15) y con el comportamiento constante de la amplitud
que encontramos anteriormente para este caso. Cuando a > o (a < aP) se observa que
la velocidad inicialmente crece (decrece) y posteriormente se vuelve constante como lo

muestra el gréfico (3.2) al tender ambas curvas a rectas.

8,
40 a=aP+1/2
6 a=aP
4+
a:a/p—l/Z
2,
t
0 . ,
0 2 4 6 8

FIG. 3.2: La fase del frente contra el tiempo. Las curvas por arriba y debajo de o”
tienden a rectas a tiempos largos.

'ambas integrales se hallan en las tablas [24].
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Hasta aqui hemos completado la construcciéon del término dominante de la férmula
asintética (3.9), hasta un desplazamiento ¢; de la variable ‘rdpida’ 7. A saber, hemos
obtenido la férmula (3.14) que describe la forma general de la onda, y las férmulas (3.26)

y (3.28) para la amplitud A y la fase ¢ de la onda solitaria distorsionada.

Ahora regresamos a la ecuacién (3.18). Nétese en la forma explicita de F, calculada
como (3.19),

F = <§t — a) ‘;{z - %tanh(ﬁ(T + 1)) [2 4 cosh2(B(1 + cpl))]}

A2
+u5{;§ - %tanhw(rm» [16 + 8 cosh™*(B( + 1))

+6 cosh™(B(1 + ¢1)) + 5cosh 6(B(7 + ©1))] }7

que proporciona el comportamiento correcto Fi — 0 en el limite 7 — +oo. Ahora,

haciendo 7 — —oo obtenemos la igualdad

1/ 8 )

=2 A | —A+ —a. 2
Vi Viu 4(693 +21a) (3.29)
Ahora, la ecuacién (3.18) nos permite encontrar la funcién Vi sobre el frente x = ().

De acuerdo con las férmulas (3.20), (3.21), (3.22); (3.18) tiene la solucién general

Vl(T,(p,t) = 21(7', t) —i—gOQ(t)VOT, (330)

donde z; es la solucién particular de la ecuacion no-homogénea, dada por la férmula
(3.24) y w2(t) es una ‘constante’ arbitraria. Se ha omitido en la solucién general de
(3.18) el segundo elemento, v, del nicleo del problema homogéneo correspondiente ya
que tiene un comportamiento divergente en tanto 7 — +oo. La férmula explicita de V;
se obtiene consultando las integrales necesarias en [24] mas es una férmula larga y no
tiene sentido reproducirla; para dar una idea la figura (3.3) ilustra el comportamiento

de Vi dado por (3.30) cuando A = 1, a = o, claramente una funcién perteneciente a

H.

Es conveniente reescribir V7 en la forma

Vi(T, 2, t) = wi(T,t) + Vi x(7,1), (3.31)

donde x(7,t) = (1 — tanh(B(7 + ¢1)))/2, w1 € S. Como la suma de cualquier funcién
de H con una funcién de S pertenece a H, esto no presenta ninguna incongruencia. Ya

que w1 € S, x* =0, x~ = 1, es natural buscar la extensién de (3.31) en el exterior del
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V1
4+
21
/\ o -
—4 ~2 2 4
— 27
-4+

FIG. 3.3: La correcion V; sobre el frente de onda como supusimos es una funciéon dentro
de H.

frente de onda x = ¢(t) en forma de una onda de choque suavizada
Vi(r,z,t) = wi(7,t) +uy (z,t)x(7,t) € H, (3.32)
donde u; es una funcién suave por determinar, tal que

ul_‘x:go(t) = ‘71_7 te [07T]' (3.33)

Para determinar u; basta pensar en nuestra expansioén asintética afuera de la curva I
cuando 7 — —oo. En esta regién la solucién tiene la forma u = euj , sustituyendo en
(3.6) se obtiene e(uy); = ep(a — euy )uy — e¥2((uy)??)s — €3(u] )ze- Nos interesan
solo los términos con una potencia de € no mayor que 1, de modo que para determinar
uy se tiene que

0 _ _
Hrlt = Houp (3.34)

La férmula (3.32) para 7 = (z — ¢)/c muestra que es suficiente determinar la funcién
uj solo en el dominio

OF = {(5,1), 3 < p(t),t € (0, T}, (3.35)

ya que en la cinta QF = {(z,1),p(t) <z < ¢(t) +ce' 0t € (0,T]},¢>0,0<6 < 1,
para ¢ suficientemente pequena siempre se puede definir una extensién infinitamente

diferenciable de la funcién u;, mientras que para = > @(t) + c£'=?/2 el término u] x
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es despreciablemente pequeno. Por lo tanto, consideraremos la ecuacién (3.34) en el
dominio (3.35), completando el problema con la condicién de frontera (3.33) y condicién

inicial suficientemente suave

uilemo = up(@), @ < p(0). (3.36)

Una ingenua pero certera aplicacién del método de caracteristicas es reescribir (3.34) en
la forma

0 _ _ _
aul — a%ul = poa ,

donde a = 0. Asi, el método de caracteristicas nos dice que necesitamos resolver el

sistema caracteristico:

dX

ar —-a, Xlt=0 = o,

dUu _

E = MO(U, U|t:O = ulO(xO)a Ty < 90(0)7
dUu -

E = pal, U|x0:go(t) = Vi (t), xo > 90(0)7

donde X = X(xo,t) es la ecuacién de la familia de curvas caracteristicas en el plano
x,t, las cuales para cada x( fija estdn parametrizadas por t y sobre las cuales la funcién
uj (x,t) depende solamente de ¢. El método de caracteristicas nos dice que la solucién
uy (7,t) es igual a evaluar la funcién U(xo, t)|gg—zo(x,1)- De inmediato, se ve que la familia
de curvas caracteristicas estd compuesta por las rectas X = xzg — at, es decir X = xg.
Ahora, integrando la ecuacién del sistema caracteristico para U se obtiene la solucién

u; a la ‘izquierda’ de ¢(0)
uy = upy(z)et, z <p(0), t>0. (3.37)

Del otro lado, para z > ¢(0) se tiene

up = Vi (H(@))er ) g > 0(0), > t(x), (3.38)

donde t(x) es solucién de la ecuaciéon = = ¢(t). La situacién es esquematizada en la

figura (3.4).

Esto concluye la solucién asintética de la ecuacion (3.6) hasta un orden de precisién o(e).
Hemos obtenido (3.14) el término principal Vj de la expansion asintética que representa
la onda solitaria distorsionada que se desplaza a la derecha con amplitud dada por (3.26)
y la fase del frente de onda dada por (3.28). La correcién de primer orden V; fue obtenida

(3.32) y representa la ‘huella’ o ‘estela’ que la onda solitaria distorsionada va dejando
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1A

¢ (0) A X

FIG. 3.4: Las caracteristicas del problema para la amplitud ] son lineas rectas ver-
ticales. La solucion debe especificarse en dos dominios diferentes: a la ‘izquierda’ y a la
‘derecha’ de = = ¢(0).

tras de si mientras se propaga. La ‘amplitud’ de la correcién fue calculada (3.37), (3.38)
y se encontré un comportamiento exponencial. A continuacién se analizan los resultados
obtenidos en torno a la estabilidad asintética de la propagacion de la onda solitaria

distorsionada.

3.4. Analisis y observaciones

La expresién (3.26) para la amplitud de la onda solitaria distorsionada muestra que para
a positiva el término principal de la expansién asintética (3.8) es estable, es decir, la
amplitud de la onda solitaria no crece (decrece) mas alld de un valor méximo (minimo),
Ay =990/80 que no depende de la amplitud inicial del pulso. Para o < 0 la amplitud
tiende a cero en tanto t — co. Cuando a > oP la amplitud del solitén crece exponen-
cialmente hasta un maximo; cuando 0 < a < o la amplitud decrece exponencialmente
hasta un valor minimo positivo; cuando a = 0 la amplitud tiende a cero como 1/¢;

cuando a < 0 la amplitud tiende a cero exponencialmente; el caso a = of mantiene
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constante la amplitud. Hacemos notar que la amplitud del soliton se mantiene estricta-
mente positiva durante cualquier intervalo de tiempo, es decir, el solitén es una onda

acustica compresiva exclusivamente.

Mas interesante es el comportamiento de la primera correcién Vi de nuestra solucién
asintdtica. Como vemos en las férmulas (3.37) y (3.38) la amplitud wu; (z,t) de la co-
rreciéon V7 es una funcién exponencial, por lo que cuando a > 0 tenemos el caso de
la perturbacion inestable. La perturbacién de la ecuacién lleva a la aparicion de una
‘cola’ pequena (O(e) inicialmente), pero esa cola es inestable y crece hasta la amplitud

£0(e®") = O(1) destruyendo toda la estructura en un tiempo critico T* ~ In(1/¢)/pc.

Formalmente, cuando € es un parametro pequeno la solucién asintética sirve para todo
tiempo T" < const. ya que en tanto € — 0 el tiempo critico T* — oco. En la préctica,

cuando € = const. dada, aparece la limitacién para el tiempo.

En el siguiente capitulo se describe el esquema de diferencias finitas que usamos para
la simulacién numérica de la ecuacién (3.6). Luego, en el capitulo 5, se exponen los
resultados de las simulaciones, que corroboran las predicciones obtenidas con la solucién

asintotica.



Capitulo 4

Esquema Numeérico

En el presente capitulo construimos un esquema de diferencias finitas para la simulacién

de la dindmica de la ecuacién GKdV. Nos basamos en el esquema descrito por [14].

4.1. Diferencias finitas

La simulacién numérica de la ecuacién GKdV (3.1) derivada por Schamel con condicién
inicial de un solitén es realizada para un intervalo de x cerrado x € [0, L]. Por esto,

simulamos el problema de Cauchy con el problema mixto:

ou 0 3 3

Bl 2
— 4+ — — =0 e (0,L te (0, T 4.1
8t+8xm+€ Ox3 ’ z€(0,1), (0,7, (4.1)
X
U|a::0 - u‘x:L - uw|x:L - 07 U‘t:O = UO (E) 5 (42)

donde u" es una funcién suficientemente suave. En particular escogemos u® como una

onda solitaria de la forma (3.14). Mas aun, sean L, T y u° tales que uniformemente en
t<T
2 2
’u(xvt)’xe[o,é]‘ < ce, ‘u(x7t)|x€[L76,L}’ < ce (4'3)
para alguna ¢ > 0 suficientemente pequena. Sea la condicién inicial u° con forma de un

solitén tal que la trayectoria del frente de onda durante el intervalo ¢ € (0,7") permanece

dentro de x € (0, L); esto es suficiente para asegurar (4.3).

Es imposible crear un esquema de diferencias finitas para el problema (4.1) y (4.2) que
permanezca estable uniformemente en tanto ¢ — 0y ¢t € (0,7), T" = const. asi que

trataremos £ como una constante pequena.

29
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Para plantear un esquema de diferencias finitas para el problema (4.1) debemos elegir
aproximaciones apropiadas para los términos diferenciales y para el término no-lineal.

Procedamos separadamente.

4.2. Esquema no-lineal preliminar
Como es usual, definimos una malla Q7,5 = {(zi, ;) def (ih,jr);1 = 0,...,N, j =
0,...,J, Nh = L, Jt = T} sobre el dominio Qr = {(x,t);z € [0,L],t € [0,T]} y

denotamos

i def i def i def yj 1= yj i def i def yj - yj 1
y! S i ty), yl, = 0yl = % v = Oy = T
jodef g gjdef Lo jal g et oYl (]
Yie = O2Y;i = 5 Yie T Yz ) Y = OtY; = - v Yizz = \Yiz -

Consideremos el sistema de ecuaciones no-lineales

yz]f+Q (y3> +€27y5xii +€2hyzjx:v£ = 07 1= 27"‘7N_ 27 .] = 17'-‘7J’ (44)
yi=yh =0, i=01 j=1..1/ (4.5)

y?:ﬂo(ﬁ), i=0,...,N, (4.6)
[9)

donde y=1—hy

Es facil ver que el término hy{mi en (4.4) es la regularizacién parabdlica de la ecuacién
GKdV. También es claro que la precisién local de la aproximacién de (4.4) es o(7 + h?).
Simplificaremos la notacién escribiendo

[ ’ i

def j . def 41 . def -1
Y=Y =Y Yy = .

Con esta notacion reescribimos la ecuacién (4.4) de la manera siguiente

Yi + Q) + €Yz + € PYaz = 0. (4.7)

Ahora bien, como el término no-lineal de nuestra ecuacion GKdV es una funcién no-

suave no podemos encontrar una discretizaciéon que asegure se preserven ambas leyes de
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conservacion (3.2) y (3.3). Tendremos que conformarnos con elegir Q(y) tal que se tenga
un andlogo discreto de la ley de conservacién (3.3). Tal forma para el término no lineal

en su version discreta es

Qy) = % {y%ya;n + (yg)x} : (4.8)

Con esta forma del término no-lineal es facil encontrar, multiplicando (4.7) por y e

‘integrando’, que
. ] ./ .y
712 +7 3 {7l 12 + Rl } = 1500,
=1

lo cual da una muy buena estimacién de la norma de y. Aqui [|-|] denota la versién

discreta de la L?(0, L)-norma, es decir

N—-2
£ =1 1Al
1=2

4.3. Linealizacion

Reescribimos la ecuacién (4.7) como

Yy + TQ(Z/) + 7'52’73/9@& + T€2hyxx:i = 237 ] Z 1. (49)

Nos concierne la solubilidad de la ecuacion (4.9) y elegir un modo de linealizar el término
no-lineal Q(y) dado por (4.8). Con este fin construimos una sucesién de funciones, sea
@) def {(,0(()8), ey cpg\sf)}, s> 0, tal que ¢ =gy ©®) para s > 1 satisface la ecuacién

TITT

def

Simplificaremos la notacién haciendo ¢ def 0 ¢ = p(5=1) gea ademés

def _ _
w=9-—@, W

||(D
—n
ﬁl

— .

Ahora bien, para linealizar el término no-lineal, haciendo uso de la nueva notacién in-
troducida vemos que Q(p) = Q(@+w). Expandiendo Q(p+ w) con la férmula de Taylor

con el residuo en la forma de Peano alrededor de @ obtenemos que

Qe +w) = Q(P) + R(p, w),



Capitulo 4. FEsquema Numérico 32
donde R(p,w) es una funcién lineal en el argumento w de la forma
R(p,w) = % {Vow: + (Vew),} . (4.11)
Teniendo en cuenta la definiciéon de w se tiene que
R(p,w) = R(@, ) — Q(9),
de modo que la ecuacién (4.10) es en su forma linealizada
¢+ TR(P.¢) + Te*Vpuzi + T Mpuz =9, J = 1. (4.12)

Como veremos en la siguiente seccién, la solubilidad del sistema estd asegurada para

7/h3 suficientemente pequero.

4.4. Algoritmo de solucién

Ahora que tenemos la ecuacién linealizada (4.12) basta realizar un sencillo algoritmo

para solucionar el sistema (4.1), (4.2). Para j = 1,2,...,J fija:

= definimos (¥ def T
= calculamos ¢(®), s = 1,2 de acuerdo con (4.12),
» definimos y’ def 0@,

= redefinimos j = j + 1 y volvemos al principio.

Con las expresiones discretizadas de los términos diferenciales y la forma del término

linealizado (4.11) reescribimos (4.12) en la manera

Aipi—2 + Bipi—1 + Cipi + Dipiv1 + Eipiro = Fi, 1=2,...
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donde
A’i - _§37
Bi=—-&+ 265 - 4(Vei + Vei-1),
Ci =1 + 3527
D; = —3& — 26+ &1 (V@i + V@it1)s
E; =& + &3,
F; =9,
Q,YT

2
coné =35, b =5F y & =51

El sistema de ecuaciones lineales (4.13) es conveniente visualizarlo como una operacién

matricial
AG=F,

donde gy F' son vectores columna con indices de 2 a N — 2 v A es la matriz cuadrada

de rango N —4x N —4

Cy Dy By
By C3 D3 Es
A4 By 04 Dy Ey

An-4 Bn-4 Cn—4 Dn_4 En_4
An—3 Bn-3 Cn-_3 Dn_3
An—2 Bn-2 Cn-—2

la cual tiene 5 diagonales no-triviales por lo que la llamamos la matriz pentadiagonal.
Claramente, los elementos As, By, A3, Dn_9, En_o, En_3 no estan escritos en la matriz
A ya que multiplican a los elementos ¢q, 1, ©N, YN—1 que segin las condiciones de

frontera (4.5) son iguales a cero para toda j.

Tener el sistema (4.13) en la forma matricial nos da la ventaja de poder resolverlo con
el método de reduccién de Gauss-Jordan. En realidad, el método de Gauss-Jordan es
demasiado robusto para usarlo con esta matriz ya que, como hemos visto, A es una
matriz que contiene suficientes elementos nulos (fuera de las diagonales principales)
como para perder tiempo “haciéndolos cero,”de modo que utilizaremos una versiéon de
este método ajustada a este tipo de matriz. La modificacién que se hace al método es
trivial y es tal que en cada etapa para pasar de j — j + 1 se hace en un orden de O(N)

operaciones en vez de O(N?) como el método de Gauss-Jordan general. La forma del
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coeficiente en la diagonal principal C; = 1 4 3&2 asegura la solubilidad del sistema para

7/h3 suficientemente pequenas.

En el siguiente capitulo se muestran resultados de las simulaciones de la ecuacion GKdV
homogénea y se describe el error numérico comparando con la solucién analitica. Des-
pués se describe la modificacion trivial que hay que hacer al cédigo para simular la
ecuacién perturbada y se muestran los resultados de la simulacién de la onda solitaria
distorsionada. En el apéndice A se encuentra la implementaciéon en cédigo para FOR-
TRAN del esquema numérico descrito en este capitulo con la modificaciéon para simular

la perturbacién de la ecuacién.



Capitulo 5

Simulacion Numeérica

5.1. Simulacion de la ec. GKdV homogénea

En el capitulo anterior hemos descrito un esquema de diferencias finitas para la simula-
cién de la ecuacion GKdV y un algoritmo de solucion suficientemente rapido basado en
el método de reduccién de Gauss-Jordan que en cada etapa realiza un orden de O(N)
operaciones. Este esquema lo usamos primero para simular la propagacién de un so-
litén para la ecuacion GKdV homogénea. Como el caso homogéneo tiene una solucién
analitica conocida (3.5) lo aprovechamos para comparar nuestra solucién numérica con
la solucién analitica, lo que permite estimar la precisiéon del esquema numérico. En las

siguientes tablas se muestra, para 7 = h2, %2, %, el error numérico maximo calculado al
tiempo t = 0.1 en el experimento de la propagacién de un solitén con amplitud inicial
unitaria y I3 — I, con Iy = h Y y;2, I = I1|i—0, que mide hasta qué punto se mantiene
la ley de conservacién (3.3). Estos dos estimadores, el error méximo y la ‘conservacién
del momento,”! muestran que el esquema es bastante preciso y estable. El pardmetro ¢

en adelante lo consideramos como una constante pequefia € = -

10
T = h? h=.004 | h=.003 | h=.002 | h =.001
ErTmax|i=0.1 (x107?) 2.26 1.27 0.56 0.14
[19 — I5]|¢=0.1 (x1076) 5.41 3.04 1.35 0.34
T=h%/3 h=.004 | h=.003 | h=.002 | h =.001
Errmax|i=0.1 (x1077) 1.97 1.11 0.49 0.12
[19 — I5]|¢=0.1 (x1076) 2.93 1.65 0.73 0.18

'a la ley de conservacién (3.3) suele llamérsele la ley de conservacion del momento asi como a la ley

de conservacién (3.2) se le suele llamar ley de conservacidn de la masa.

35
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T =h%/10 h=.004 | h=.003 | h=.002 | h=.001
Ertmax|i=0.1 (x1079) 1.87 1.05 0.46 0.11
[19 — Is]|t=0.1 (x107F) 2.06 3.04 0.52 0.13

FIG. 5.1: La propagacién de un solitén con amplitud A = 1 de la ecuacién GKdV
homogénea.
La figura (5.1) muestra el gréfico del experimento de propagacién de un solitén con
amplitud inicial A = 1 y posicién inicial p(0) = 20, se usé6 7 = h? con h = .002; se
muestra el intervalo x € [16,30] y el tiempo va de t € [0,10.5]. El comportamiento es el
esperado de una onda solitaria no-distorsionada, avanzando a la derecha con velocidad

constante v = 4/5 preservando forma, velocidad y amplitud.

En la siguiente seccién se muestran los resultados de la simulacién de la dindmica de
la ecuacién perturbada pero antes es pertinente hacer una aclaracién sobre los datos
iniciales de Cauchy. Obviamente en el caso homogéneo los valores iniciales se escogen
como un solitén con la forma (3.5) por lo que la simulacién nos permite observar la pro-
pagacion del solitén sin ninguna distorsiéon en su amplitud, velocidad o forma. Dado que
hemos encontrado la solucién asintética para la ecuacion perturbada pareceria natural
escoger como valores de Cauchy y° = [Vo + eVi] |t=0 si queremos simular la dindmica de
la ecuacion GKdV bajo la perturbacién; sin embargo elegimos solo el término principal

de la solucién asintética y° = Vo|i=o ya que, por un lado, resulta ‘artificial’ la eleccién de
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valores iniciales tan especificos como los de la primera correcion de la solucién asintéti-
ca, lo cual hace dificil comparar las predicciones con el experimento. Por otro lado, si
escogemos como valor inicial solo un solitén esperamos de las oscilaciones que aparezcan
a la izquierda del frente de la onda que al menos sus amplitudes de oscilaciéon sean bien

descritas por las férmulas encontradas en la solucién asintotica.

5.2. Simulacién de la ec. GKAV perturbada

FIG. 5.2: En el caso a = oP la amplitud del solitén permanece constante y, como en
todos los casos en que a > 0, la inestabilidad aparece en la primera correcién, es decir,
en la ‘huella’ que va dejando tras de si la onda solitaria distorsionada.

En el capitulo anterior se construyé un esquema numérico para la ecuacién GKdV ho-
mogénea que hemos visto es preciso, estable y rapido. La modificacion al esquema para
simular la perturbacién de la ecuacién es minima ya que tratamos al lado derecho de la
ecuacion GKdV como una perturbacién en todo el sentido de la palabra, es decir, sélo

es necesario redefinir el lado derecho de la ecuacién (4.13) como F; = ¢; + Tu(a — @) @;.

Las tablas de la seccion anterior muestran que el esquema numérico es preciso y elegimos

para los experimentos de la propagacion de un solitén de la ecuacién GKdV perturbada
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7 = h?/3 con h = .002 como un buen balance entre precisién y rapidez del método. A
continuacién se muestran los experimentos para 5 diferentes valores de «. Las siguientes
simulaciones se hicieron todas para un solitén con amplitud inicial A = 1 y posicién
inicial del solitén ¢(0) = 52 en un intervalo ¢ € [0,6.5], z € [0,60] aunque solo se
muestra el intervalo = € [38, 58] para observar mds de cerca al solitén. Se escoge p = 1

para observar adecuadamente los efectos de la perturbacién.

Ay
AN % /

FIG. 5.3: En el caso a > aP la amplitud del solitén crece hasta un valor maximo
Ay =99a/80. La inestabilidad aparece més rapido tanto mayor sea c.

5.2.1. a=2aoP

En este caso, la solucién asintotica predice que la amplitud de la onda solitaria distor-
sionada se debe mantener constante. Como tenemos « positiva esperamos se manifieste
la inestabilidad de la perturbacién en la correccién. De hecho la inestabilidad destruye
la estructura de la solucién antes de terminar el experimento por lo que en la figura
(5.2) solo se muestra la simulacién hasta ¢t = 5.07, tiempo al cual la inestabilidad ha
destruido la estructura tamano O(e) de la correcién. Como vemos en la figura (5.2), las
predicciones de la solucién asintética se verifican en este caso al igual que en los demés

CO1mMo veremaos.
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5.2.2. a>aP

FIG. 5.4: En el caso 0 < a < of la amplitud del solitén disminuye hasta un valor
minimo positivo Ay = 99a/80 y la inestabilidad, més débil en tanto menor es «, tarda
mas en manifestarse y destruir la estructura de la solucién.

Cuando « > P la solucién asintdtica predice que la amplitud del solitén debe crecer
hasta el valor Ay = 99c//80 a partir del cual se mantendra constante y la inestabilidad
deberia destruir la solucién maés rapido que en el caso anterior. Se realiza la simulacién
para o = af + 1/2. Efectivamente la perturbacién es mds inestable que en el caso
a = of a tal punto que solo alcanzamos a mostrar en la figura (5.3) los resultados de la

simulacién hasta t = 3.9.

Efectivamente la inestabilidad se manifiesta més rapido al ser @ mayor y la amplitud

crece tendiendo al valor predicho por la construccién asintética.

5.23. O<a<a?

Simulando el caso 0 < a < aPf se verifica la prediccién de la solucion asintotica que
la amplitud de la onda solitaria distorsionada debe disminuir hasta el valor positivo
Ay =99a/80 y mantenerse constante en ese valor; obviamente en el limite en que @ — 0

la amplitud final del solitén tiende a cero. También se verifica que la inestabilidad tarda
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%

FIG. 5.5: En el caso a = 0 la amplitud del solitén se desvanece tan rdpido como 1/t
mas la perturbacién es completamente estable.

més en manifestarse por lo que mostramos en la figura (5.4) la simulacién ‘completa’
hasta t = 10.5.

Se verifica que en tanto menor sea « es més largo el tiempo que transcurre antes de que
la inestabilidad se manifieste en toda su fuerza destruyendo la estructura. El precio a
pagar por extender el tiempo de ‘estabilidad’ en el caso o > 0 es claro: la amplitud del
solitén tiende a valores cada vez mas pequenos en tanto queremos extender el tiempo de
propagacion haciendo o — 0. Otro modo de extender el tiempo de estabilidad es hacer
el parametro p ~ ¢ del lado derecho de la ecuacién; antes, mostraremos los resultados

para o < 0.

5.24. a<0

En este caso la perturbacién es completamente estable y la amplitud de los solitones
se desvanece como 1/t para @ = 0 y exponencialmente para a < 0. Las oscilaciones
que aparecen en la ‘cola’ del solitén son minimas y probablemente removibles eligiendo
valores més finos de 7 y h para la red. Se muestra el experimento con a = 0 en la figura

(5.5) y con @ = —1/10 en la figura (5.6) para ilustrar la situacién de « negativa.
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FIG. 5.6: En el caso a < 0 la amplitud del solitén se desvanece exponencialmente mas
la perturbacién es completamente estable. Las oscilaciones en la cola son minimas.

Esta perturbacion es completamente estable mas a un precio: la amplitud del solitén

siempre se desvanece a tiempos suficientemente largos.

5.2.5. Perturbacion pequena

Como hemos visto, la perturbacién es inestable para o > 0 y estable para a < 0. Sin
embargo, resulta mas rico el comportamiento de los solitones bajo la perturbaciéon en el
caso a > 0 ya que se tiene tanto comportamientos de crecimiento y decrecimiento de las
amplitudes, mientras que en el caso de a < 0 a pesar de ser la perturbacién estable el
comportamiento es monétono y siempre desvanece la amplitud del solitén. Quisiéramos

poder investigar el caso o > 0 para tiempos més largos.

A modo de investigar tiempos mas largos para el caso a > 0 hemos insertado el pardme-
tro g > 0 multiplicando el lado perturbado (derecho) de la ecuacién GKdV (3.6). Hasta
ahora, en todas las gréafricas se ha tomado p = 1. Hacer el pardmetro pu ~ € garantiza la

estabilidad por tiempos mas largos.
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FIG. 5.7: Si multiplicamos el lado derecho de la ecuacién GKdV por una constante

pequena podemos extender el tiempo critico de la perturbacién para a > 0 y estu-

diar la propagacién de solitones durante tiempos mads largos. Vemos la propagacién
completamente estable durante ¢ € [0, 10.5].

El efecto que tiene hacer p una constante pequena multiplicando el lado perturbado de la
ecuacion es tal que cualitativamente el comportamiento de los solitones es el mismo pero
cuantitativamente se requieren tiempos mads largos para que la inestabilidad destruya
la estructura de la solucién. La figura (5.7) muestra el caso de o = o cuando el lado

derecho de la ecuacién GKdV estd multiplicado por una constante pequena p = 1/10.

Comparando con la figura (5.2) se ve que la perturbacién es considerablemente més
pequena y no se desarrolla ningin comportamiento inestable durante todo el intervalo

més largo t € [0,10.5].
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Resultados y Conclusiones

Hemos obtenido resultados sobre la estabilidad asintética de la onda solitaria distor-
sionada de la ecuacién GKdV derivada por Schamel. Hemos encontrado que ante la
perturbacién no-lineal de la ecuacién (una perturbacién de la forma de un polinomio
de segundo grado) existe una perturbacién estable y una inestable segin sea el signo
del parametro « de la ecuacién perturbada; lo que es de llamar la atencién es que la
inestabilidad se presenta no en el término principal de variacion rapida localizada de la
solucién asintética sino en la primera correccidon que es una regién de variacién lenta.
Estos resultados son predichos por la solucion asintética que construimos y apoyados
por simulaciones numéricas para las que desarrollamos un esquema de diferencias finitas
que es preciso y estable ademaés de rapido. En las siguientes secciones resumimos los re-
sultados principales obtenidos sobre la estabilidad asintotica de las estructuras solitarias

y delineamos las que podrian ser futuras lineas de investigacion.

6.1. Estabilidad de la onda solitaria

La solucién asintética construida en el capitulo 3 muestra que en el término principal,

nuestra onda solitaria distorsionada tiene la forma
Vo(r,t) = Acosh*4(/B(T +p1)) €S, (6.1)

con 7 = (x — p(t))/e, B = vA/v20 y la amplitud dada por

e,uo/t

At) = A coaTry 0P (6.2)

43
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con o/ =8a/7y C =80A4°/99a y la fase del frente de la onda dada por!

8 [ 99
t) = 24/ ]
e(t) = ¢(0) + 5\ S0 ™

Es claro que el término principal es estable sin importar la magnitud o signo de a.

,uo/t

Ce™2 +/C(1 — C + Cere't)
C+VC ’

a>0.  (6.3)

Es notable que se mantiene la naturaleza compresiva del pulso ya que la amplitud es
estrictamente positiva y a lo mas (cuando a < 0) se desvanece en tiempos suficientemente

largos.

La primera correcion de la construccién asintética
Vi(r,z,t) = wi(7,t) +uq (z,t)x(7,1) eEH (6.4)

es interesante porque es en ella donde se manifiesta la inestabilidad de la perturbacién
cuando « > 0. La estructura de la solucién es tal que el término principal se desplaza
a la derecha con la amplitud (6.2) y tras de si va dejando una huella que, a la derecha
de la posicién inicial tiene forma de una ‘meseta’ de amplitud u; pequena inicialmente

pero que crece exponencialmente si a > 0

up = Vi (#(@)ere @) e > 0(0), > t(x), (6.5)

y a la izquierda de la posicion inicial del frente de la onda tiene la forma de oscilaciones
pequenas muy parecidas a la funcién de Airy que también aumentan su amplitud u;

exponencialmente si a > 0

uy = upy(z)et, z<p(0), t>0. (6.6)

A pesar de ser la perturbacién estable en el caso o < 0 es el caso de « positiva el que
tiene un comportamiento mas interesante en cuanto a las amplitudes de los solitones
yva que es el parametro « el que controla la amplitud final del solitén. Por otra parte,
solitones con amplitud inicial pequefia A° < 1 deberfan ser estables y preservar su forma
y amplitud por tiempos suficientementes largos (claro si también « < 1); la situacién es
ejemplificada en la figura (6.1) donde se ha escogido a = a” con A? = 1/10 para simular
con 7 = h%, h = .004 la propagacién en el intervalo t € [0,24.5], € [0,40] con la

posicidn inicial del solitén ¢(0) = 30, se muestra en el grafico el intervalo de z € [20, 40].

Ahora bien, si queremos estudiar solitones de amplitudes grandes tenemos que hacer «

acordemente mas grande lo que introduce una perturbacién mas inestable en un tiempo

Ipara el caso a < 0 la forma es diferente mas es trivial la diferencia.
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FIG. 6.1: Solitones con amplitudes pequenas deben ser estables durante tiempos su-
ficientemente largos, incluso para o > 0. En el grafico un solitén de amplitud 1/10 y
pardmetro de la ecuacién a = o se propaga durante ¢ € [0, 24.5]

mas corto que impide investigar la propagacién de estos solitones con amplitudes gran-
des para tiempos largos. Agregando del lado derecho de la ecuacion GKdV perturbada
multiplicando una constante pequena podemos hacer el tiempo critico de la perturba-
cién arbitrariamente largo, claro estudiando cada vez la perturbacién més pequena y, es

obvio, efectos mas sutiles de la perturbacién.

6.2. Futuras direcciones de investigacion

La colision de dos solitones para la ecuacion GKdV homogénea derivada por Schamel
parece seguir el escenario de la interacciéon de solitones de la ecuaciéon KdV, es decir, los
solitones parecen preservar su forma y velocidad tras el choque siendo solo visible una
fase entre las posiciones de los frentes de onda antes y después del encuentro. La pregunta
natural es si el escenario de interaccién de solitones para la ecuacién GKdV se preserva
para colisiones de mas de dos solitones. Esta es una posible direccion de investigacién a
futuro para la que el esquema de diferencias finitas que hemos desarrollado puede ayudar
enormemente. En la figura (6.2) se muestra el detalle de la interaccién de dos solitones

en el experimento de su propagacion de la ec. GKAV homogénea. En esta simulacién se
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FIG. 6.2: El esquema de diferencias finitas desarrollado también sirve para estudiar la
interaccién entre solitones. Aqui vemos la interaccién entre dos solitones de amplitudes
A =12y A =6 de la ecuacién GKdV homogénea.

usé 7 = h?/3 con h = .002. La figura (6.3) muestra la simulacién completa del mismo
experimento de la propagacion de dos solitones de la ecuacion GKdV homogénea con

amplitudes A = 12 y A = 6 cuya interaccién se muestra a detalle en la figura (6.2).

Agregar una constante pequena del lado derecho de la ecuacién perturbada, como el
parametro p en (3.6), permite estudiar tiempos més largos. Esto permitiria, en teorfa,
estudiar la colisién de solitones para lo cual se necesita simular tiempos lo suficientemente
largos para que los solitones se acerquen, interactiien entre ellos y después se alejen lo

suficiente para estudiar el resultado de la colisién.

FIG. 6.3: Aqui vemos la colisién de dos solitones de amplitudes A =12y A =6 de la
ecuacion GKdV homogénea.
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Es natural preguntarse si el escenario de interaccion de solitones se mantiene también
en el caso de la ecuacién perturbada (cuando o > 0 ya que en otro caso las amplitudes
se desvanecen). Para estudiar este caso agregamos multiplicando del lado derecho de
la ecuacién GKdV perturbada una constante pequena para poder simular tiempos més
largos sin que la inestabilidad destruya nuestra solucién. Encontramos el inesperado
efecto que puede tener la perturbacién sobre los solitones de eliminar la interaccién
entre ellos porque, como ya hemos visto, el parametro o de la perturbacion dicta como
han de ser las amplitudes finales Ay de cualquier solitén dado como condicién inicial, de
modo que si se elige como condicién inicial un nimero n > 2 de solitones de diferentes
amplitudes y posiciones suficientemente alejados unos de otros todos terminaran pronto
con la misma amplitud y mantendran una distancia constante unos respecto de los
otros y nunca se encontraran los solitones entre ellos. La situacién es dramaticamente
ilustrada en la figura (6.4) donde se da como condicién inicial 5 solitones con amplitudes
A=4,2,1,1/2,1/4 (de izquierda a derecha, respectivamente) y se simula su propagacién
durante ¢ € [0,12.5]. Se observa el curioso fenémeno de que la perturbacién puede
eliminar la interaccién entre solitones. La simulacién se llevé a cabo con 7 = h%, h = .002

y la constante pequena p = 1/5 que multiplica al lado derecho de la ecuacién perturbada.

m’/////// N s

MR

=
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\

FIG. 6.4: La condicién inicial de n > 2 solitones evoluciona de manera tal que to-
dos terminan con la misma amplitud dictada por el parametro a de modo que jamés
colisionan unos contra otros.
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Este fenomeno de la imposibilidad de interaccién de solitones se da si la distancia inicial
entre los solitones es suficientemente grande. Para estimar de qué tamano debe ser esa
distancia inicial entre dos solitones con amplitudes diferentes pensemos en un tiempo
ts al cual el solitén ha cambiado su amplitud hasta casi Af, t5 : |A(ts) — Af| = 0 <
1. Calculese este tiempo para los dos solitones. Témese el valor t5> mayor de los dos
solitones. Calculese para los dos solitones la distancia que recorrerian durante ese tiempo
t5 si sus amplitudes se mantuvieran constantes (para el solitén a la izquierda lldmesele dy
y para el de la derecha ds.) Calciilese la resta dy — d; de estas dos distancias hipotéticas:
la estimacién es que si esta resta do — d; > d° (con d° la distancia inicial entre los
frentes de onda,) los solitones no podran interactuar entre ellos. O bien, de una manera
més analitica, despejar ¢ como una funcién # = #(AY, AY, ¢©1(0), ¢2(0), @) de la ecuacién
01(t) = p2(t) v estudiar qué pasa con la distancia inicial entre los dos solitones en el

limite en que t — oo.

Este efecto que puede tener la perturbacién de eliminar la interaccién entre los solitones
es suficientemente interesante para ser investigado mas a fondo. El hecho de que las
soluciones asintéticas dependan tan fuertemente del pardmetro de la perturbacién o

sugiere algun efecto fisico que sera investigado mas a fondo.
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Cdédigo

Este es el cédigo de FORTRAN 95 usado para el experimento de la propagacién de
un solitén bajo la perturbacién de la ecuacién esquematizado en la figura (5.4). Todas
las simulaciones se hicieron con el compilador libre Ifort de Intel. Esta tesis fue escrita
usando software libre: KTEX y GNU+Linux.

| Este programa resuelve la ecuacion generalizada de

! Korteweg-de Vries bajo una perturbacion no lineal:
! u_t + (u"3/2)_x + eps**2 u_xxx = mxux(alfa-u).
I version del esquema que conserva el momentum.

| propagacion de una onda solitaria bajo la perturbacion de la ecuacion.

! condiciones de frontera no periodicas.

program GKDV

implicit none

! declaraciones:

integer :: i,j,1,s,iter,p,n,k

real (kind=8):: xmin,xmax,h,tmax,t,jmax,cl,c2,c3,gam,x1,imp
real (kind=8):: bet1,i11,i10,i2,i20,eps,alfa,tau,m

real (kind=8) ,allocatable,dimension(:) :: f,phib,y,phi,x

real (kind=8) ,allocatable,dimension(:) :: a,b,c,d,e

49
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open(unit=63,file=’solucionXU.txt’)
open(unit=67,file=’solucionXUres.txt’)
open(unit=66,file=’solucionXTU.txt’)
open(unit=22,file=’solucionXTUres.txt’)
open(unit=53,file=’conservadas.txt’)

open(unit=57,file=’resumen.txt’)

n=30000 'el numero de puntos en la red
eps=0.1 'el valor del parametro de la ecuacion
xmin=0. lel intervalo del problema:
xmax=60. I<-——————
h=(xmax-xmin)/float (n) ldefinicin
tau=(h**2)/3. Ila relacion entre tau y h
tmax=10.5 lel ’tiempo’ deseado de simulacion
jmax=tmax/tau 'el numero de etapas a simular
betl=sqrt(sqrt(1.)/sqrt(400.)) Iparametros del soliton 1:
x1=50. I
imp=50. !imprimir imp etapas en total
s=jmax/imp I
p=10 !imprimir cada p puntos en la imp. resumida
alfa=(80./99.)*(400.*bet1**4)-1./2. lel parametro de la ecuacion
gam=1.-h !definicion:
c1=(3.*tau)/(10.*h) I<—————m——-
c2=(taux*(eps**2))/ (h**2) I<—————————-
c3=(taux (eps**2)*gam) /(2. *h**3) I {mmmmmm e
=1. lel parametro pequeo del lado derecho

allocate(£f(2:n-2) ,phib(0:n),y(0:n),phi(0:n),x(0:n))
allocate(a(4:n-2),b(3:n-2),c(2:n-2),d(2:n-3) ,e(2:n-4))

write(*,*)"necesito ",int(jmax)," etapas de calculo"

write(53,%*)"etapa , tiempo , (110-i1) , (i20-i2)"
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| guardando la cond. inicial como "y" & "phib" e impresion de condicion inicial

y(0)=0. lcondiciones de frontera:.
y(1)=0. e
phib(0)=0. e e
phib(1)=0. | e

x(0)=xmin

x(1)=xmin+h
write(66,12)xmin,",",0,",",0
write(66,12)xmin+h,",",0,",",0
write(63,24)xmin
write(63,24)0
write(63,24)xmin+h
write(63,24)0

do i=2,n-2

x(i)=xmin+float(i)*h

y(i)=inicial(betl,x1,eps,x(i))

phib (i)=y (i)

write(66,12)x(i),",",0,",",y(i)

write(63,24)x(i)
write(63,24)y(i)

110=110+hx*y (i)
120=120+h* (y (i) **2)

end do
y(n-1)=0. !condiciones de frontera:.
y(n)=0. |
phib(n-1)=0. R i e

phib(n)=0. | €
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x(n-1)=xmax-h

x (n)=xmax
write(66,12)xmax-h,",",0,",",0
write(66,12)xmax,",",0,",",0
write(63,24)xmax-h
write(63,24)0
write(63,24)xmax
write(63,24)0

! impresion de la condicion inicial resumida:
do i=0,n,p
write(22,12)x(i),",",0,",",y (i)
write(67,24)x (1)

write(67,24)y(i)

end do

I contadores previos al ciclo:=

1=1

| =====empezar ciclo (solucion):

do j=1,int(jmax)

! calculando la reduccion gauss-jordan:

! a) la matriz a su forma triangular con 1 en diagonal:
do iter=1,2 lciclo interno: termina en linea marcada con 99
do i=2,3
c(i)=1.+3.%c2
e(i)=c2+c3

f(i)=y(i)+taux(alfa-phib(i))*phib(i)*m
d(i)=-3.%c2-2.*c3+cl*(skrt (phib(i+1)))+cl*skrt (phib(i))
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end do

b(3)=-c2+2.*c3-cl*(skrt (phib(2)))-cl*skrt (phib(3))

do i=2,n-6

a(i+2)=-c3

c(i+2)=1.43.%c2

e(i+2)=c2+c3
f(i+2)=y(i+2)+tau*(alfa-phib(i+2))*phib(i+2)*m
b(i+2)=-c2+2.*c3-cl*(skrt(phib(i+1)))-cl*skrt(phib(i+2))
d(i+2)=-3.*c2-2.*c3+cl*(skrt (phib(i+3)))+cl*skrt (phib(i+2))

d(i)=d(i)/c(i)
e(i)=e(i)/c(1)
f(1)=£f(i)/c(i)
c(i)=1.

c(i+1)=c(i+1)-b(i+1)*d (i)

d(i+1)=d(i+1)-b(i+1)*e (i)
! e(i+1)=e(i+1)

f(i+1)=f (i+1)-b(i+1)*f (i)

b(i+1)=0.

b(i+2)=b(i+2)-a(i+2)*d (i)
c(i+2)=c(i+2)-a(i+2)*e (i)
! d(i+2)=d(i+2)
! e(i+2)=e(i+2)
f(i+2)=£f (i+2)-a(i+2)*f (i)
a(i+2)=0.
end do

d(n-3)=-3.%c2-2.*c3+clx(skrt (phib(n-2)))+cl*skrt (phib(n-3))

do i=n-3,n-2
a(i)=-c3
c(i)=1.+3.%*c2
f(i)=y(i)+taux(alfa-phib(i))*phib (i) *m
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b(i)=-c2+2.*c3-cl*(skrt(phib(i-1)))-cl*skrt (phib(i))

end do

d(n-5)=d(n-5)/c(n-5)
e(n-5)=e(n-5)/c(n-5)
f(n-5)=f (n-5)/c(n-5)
c(n-5)=1.

c(n-4)=c(n-4)-b(n-4)*d(n-5)

d(n-4)=d(n-4)-b(n-4) *e (n-5)
! e(n-4)=e(n-4)

f(n-4)=f (n-4)-b(n-4) *f (n-5)

b(n-4)=0.

b(n-3)=b(n-3)-a(n-3)*d (n-5)
f(n-3)=f (n-3)-a(n-3)*f (n-5)

! d(n-3)=d(n-3)
c(n-3)=c(n-3)-a(n-3) *e(n-5)
a(n-3)=0.

d(n-4)=d(n-4)/c(n-4)
e(n-4)=e(n-4)/c(n-4)
f(n-4)=£f (n-4)/c(n-4)
c(n-4)=1.

f (n-3)=£f (n-3)-b(n-3) *f (n-4)
d(n-3)=d(n-3)-b(n-3) *e(n-4)
c(n-3)=c(n-3)-b(n-3) *d (n-4)
b(n-3)=0.

f(n-2)=f (n-2)-a(n-2)*f (n-4)
b(n-2)=b(n-2)-a(n-2)*d(n-4)
c(n-2)=c(n-2)-a(n-2) *e(n-4)
a(n-2)=0.

f(n-3)=f(n-3)/c(n-3)
d(n-3)=d(n-3)/c(n-3)
c(n-3)=1.
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f(n-2)=£f (n-2)-b(n-2) *f (n-3)
c(n-2)=c(n-2)-b(n-2)*d(n-3)
b(n-2)=0.

f(n-2)=f (n-2)/c(n-2)
c(n-2)=1.

! b) yendo hacia atras para resolver el vector:

phi(n)=0. ! las condiciones de frontera

phi(n-1)=0. I las condiciones de frontera

phi(n-2)=f (n-2)

phi(n-3)=f (n-3)-d(n-3) *phi(n-2)

do i=n-4,2,-1
phi(i)=£f(i)-d(i)*phi(i+1)-e(i)*phi(i+2)

end do
phi(1)=0. ! las condiciones de frontera
phi(0)=0. I las condiciones de frontera

|=====se obtuvo una nueva phi en la sucesion

phib=phi

end do 199 termina el ciclo de las iteraciones internas

|=====ge obtuvo j-esima "Y" correspondiente al tiempo t dado por

t=float (j)*tau

I=====]a condicion de impresion, es decir para tomar "Y" significativa=======

if (k .1t. s) then
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k=k+1

else
i1=0.
i2=0.

do i=0,n
write(66,12)x(i),",",t,",",phi(i)

write(63,24)x(i)
write(63,24)phi(i)

l=====calculando las integrales de movimiento

i1=i1+h*phi (i)
12=1i2+h* (phi (1) **2)

end do

|=====]as impresiones resumidas (con n/p puntos en la red)
do i=0,n,p
write(22,12)x(i),",",t,",",phi(i)
write(67,24)x(i)

write(67,24)phi(i)

end do !termina el ciclo de impresiones significativas

write(53,16)j,",",t,",",i10-i1,",",i20-1i2

write(*,*)"etapa ",j," faltan ",int(jmax)-j,"; ",100.x(&
float(j)/jmax),"% calculado"

k=1
1=1+1
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end if

y=phi

end do

write(*,*)"se realizaron ",j," iteraciones, seleccionando ",1,"&

etapas para impresion"

write(*,20)"la red con n=",n
write(*,18)"h=",h

write(*,18) "tau=",tau

write(*,18)"tiempo dinamico del sistema de ",t
write(*,18)"eps=",eps

write(*,18)"gam=",gam

write(*,18)"alfa=",alfa

write(*,18) "xmin=",xmin

write(*,18) "xmax=",xmax

write(*,18) "amplitud=",400.*bet1**4

write(*,18)"x1=",x1

write(57,*)"resumen del experimento de propagacion de un soliton:"
write(57,20)"n=",n
write(57,18)"h=",h

write(57,18) "xmin=",xmin
write(57,18) "xmax=",xmax
write(57,20)"jmax=", j
write(57,18)"tmax=",float (j)*tau
write(57,18)"tau=",tau

write(57,18) "amplitud=",400.*bet1**4
write(57,18) "x1=",x1
write(57,18)"alfa=",alfa
write(57,18) "eps=",eps

write(57,18) "gam=",gam
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o8

12
16
18
20
24

format (F22.18,A,F22.18,A,F22.18)
format(I10,3(A,F22.18))

format (A,F22.18)

format(A,I10)

format (F22.18)

contains
function skrt(u)
real(kind=8) :: skrt,u
if (u .1t. 0) then
skrt=sqrt(-u)
else
skrt=sqrt(u)
end if

end function skrt

function inicial(bet,pos,epsi,var)
real (kind=8) :: amp,bet,pos,epsi,var,inicial
amp=400. *bet**4
inicial=amp/ ((cosh(bet*((var-pos)/epsi)))**4)

end function inicial

end program GKDV
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