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Introduccion

En 1950 John F. Nash introduce el concepto de equilibrio para juegos estaticos no-
cooperativos en su trabajo de tesis Fquilibrium points in N-Person Games en el que de-
muestra que cualquier juego estatico con nimero finito de acciones o estrategias puras tiene
al menos un equilibrio en el conjunto de estrategias aleatorizadas. Un ano mas tarde, L.
Glicksberg presenta en [10] una aplicacién de su famoso teorema de punto fijo y demuestra
la existencia de equilibrios de Nash en el conjunto de estrategias aleatorizadas para juegos
estaticos cuyos conjuntos de estrategias puras son espacios métricos compactos.

No tardé mucho tiempo en surgir la teoria de juegos estocdsticos no-cooperativos y la
extension del concepto de equilibrio para este tipo de juegos. Para juegos con espacio de
estados no numerable, no ha sido sencillo establecer condiciones suficientes para la existencia
de equilibrios, atin se sigue trabajando en la busqueda de condiciones més generales que
aseguren la existencia de equilibrios de Nash para estos juegos.

En [7] se demuestra la existencia de equilibrios de Nash para modelos de juegos donde el
espacio de estados es numerable, los espacios de acciones admisibles son métricos, separables
y compactos y la funcién ganancia de cada jugador es acotada. En [20] se demuestra la
existencia de tales equilibrios para modelos de juegos con estructura ARAT (de las siglas
en inglés, additive reward and additive transition), donde el espacio de estados es de Borel,
los espacios de acciones admisibles son métricos, separables y compactos y las funciones
ganancia son funciones acotadas. En estos articulos el criterio que se estudia es el criterio
de pago descontado. En el presente trabajo se consideran modelos de juegos con criterio de
pago descontado donde la estructura topolégica para los espacios de estados y los espacios
de acciones es la misma que la presentada en [7] y en [20]. La diferencia principal entre los
articulos mencionados y esta tesis es que en los modelos que se consideran aqui, las funciones
de pago de cada jugador no necesariamente son acotadas.

El camino que se sigue para demostrar la existencia de equilibrios de Nash es el que se
ha establecido a través de los trabajos previos, es decir, probar la existencia de un punto
fijo de una correspondencia definida adecuadamente en el conjunto de las multi-estrategias
estacionarias.
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El contenido de este trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En el Capitulo 1
se introduce el concepto de juego estatico, se hace una descripcién del trabajo de Nash para
juegos finitos y se presenta un resultado establecido por L. Glicksberg en [10]. Posteriormente,
se presentan conceptos bdsicos de juegos estocdsticos no-cooperativos, el criterio de pago
descontado y el concepto de equilibrio de Nash para juegos estocasticos.

En el Capitulo 2 se proporcionan condiciones suficientes para la existencia de equilibrios
de Nash para juegos estocédsticos no-cooperativos con espacio de estados numerable. En par-
ticular, se supone que los espacios de acciones admisibles son espacios métricos separables
y compactos, y las funciones de pago para cada jugador no necesariamente son acotadas.
Ademsds, se presenta un ejemplo de un juego estocdstico con espacio de estados numerable
que satisface las condiciones para la existencia de un equilibrio de Nash.

Finalmente, en el Capitulo 3 se proporcionan condiciones suficientes para la existencia
de equilibrios para dos clases de juegos estocdsticos ARAT. En la primera, el espacio de
estados es un espacio de Borel, los conjuntos de acciones son espacios métricos compactos,
los conjuntos de acciones admisibles son constantes para cada estado y las funciones de pago
no necesariamente son acotadas. En la segunda clase de juegos, el espacio de estados es un
espacio de Borel compacto, los conjuntos de acciones son espacios métricos compactos, los
conjuntos de acciones admisibles son cerrados y pueden variar de acuerdo al estado en el que
se encuentre el juego y las funciones ganancia no necesariamente son acotadas. Al final del
capitulo se presenta un ejemplo de juego estocastico ARAT que satisface las condiciones para
la existencia de un equilibrio de Nash.
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Notacion
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o-élgebra de Borel en X.

Medidas de probabilidad en X.

Kernels estocésticos definidos en Z(X) x Y.
Selectores medibles de una multifuncién.
Estrategias estacionarias del jugador .
Multi-estrategias estacionarias.

Funciones medibles en X.

Funciones medibles y acotadas en X.
Funciones continuas en X.

Funciones continuas y acotadas en X.
Funciones integrables en X con respecto a la medida pu.



Capitulo 1

Juegos estaticos y juegos
estocasticos

La teoria de juegos estudia modelos matematicos de situaciones de cooperacién o de con-
flicto en el que participan dos o méas entidades (personas, empresas, paises, etc.) las cuales
eligen acciones o toman decisiones que producen alguna “ganancia”’a cada uno de los partici-
pantes. En este contexto, la palabra “juego”se refiere a la situacién de conflicto (econémico,
social, natural, etc.) y a los participantes se les llama jugadores.

Este trabajo esté orientado a los modelos no-cooperativos, es decir, modelos para los cuales
los jugadores actian independientemente y cada uno desea alcanzar su propio objetivo. Dicho
objetivo consiste en maximizar sus ganancias tomando decisiones de acuerdo a determinadas
reglas llamadas estrategias.

En la teoria de juegos la ganancia que recibe cada jugador depende tanto de las decisiones
que toman los otros jugadores como de la propia, en consecuencia un jugador no necesaria-
mente puede alcanzar su ganancia maxima posible. Por tal motivo, se introduce el concepto
de equilibrio de Nash, el cual se interpreta como una situacién en la que para ninguno de los
jugadores es favorable cambiar de estrategia ya que cualquier cambio implica una disminucién
en sus ganancias.

1.1. Juegos estaticos no-cooperativos

Un juego estatico no-cooperativo de N jugadores es un sistema

I = (Iv{Ai}ieI?{ri}ieI) (11)

que consiste en el conjunto de jugadores I = {1,..., N}, el conjunto de acciones o estrategias
puras A; del jugador i € I y la funcién de ganancia o pago r; : A - R para el jugador ¢, donde
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A:= Ay x---xAn. Un juego es finito, si el conjunto de acciones de cada jugador es un conjunto
finito.

En un juego estatico no-cooperativo cada jugador escoge una accién de su conjunto de
acciones y entonces el jugador i € I, recibe una ganancia r;(a1,...,an), donde a; € A; es la
accion elegida por el jugador j.

Note que la ganancia 7;(a1,...,an) puede tomar valores negativos lo cual se interpreta
como una pérdida o costo para el jugador. Por lo tanto, el objetivo de cada jugador es elegir
la mejor accién o estrategia pura para maximizar su ganancia. Un punto importante que el
jugador debe considerar es que su ganancia depende de todas las acciones elegidas por cada
uno de los jugadores, por tal motivo, se define a continuacién el concepto de equilibrio el cual
fue introducido por J. F. Nash en [15].

Definicién 1.1.1. Un punto (aj,...,ay) € A es un equilibrio para el juego I' si

ri(al,...,ay) = (Ilnez’ilxm(a}“, ey Uy eyayy) Vi€l
K2

2

Nétese que si (aj,...,a}) es un punto de equilibrio y el jugador j elige la accién a; en
lugar de elegir la accién a;, entonces

ri(al,...,ay) 2ri(al,....aj,....,ax).

Es decir, ninguno de los jugadores estd motivado para cambiar su decision en la estrategia
de equilibrio ya que cualquier cambio no aumenta su ganancia.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos un juego de dos jugadores con Ay = {a1,a2},As = {b1,ba} y
las correspondientes funciones de pago dadas por

ri(ai,b1) =4  ri(a,by) =-1

ri(az,b1) =0  ri(az,b2) =1,

ro(ay,b1) =1 ro(ay,by) = -1

ro(az,b1) =0  ro(ag, by) = 4.

El juego tiene los equilibrios (a1,b1) y (a2,be) en Ay x As.
Ejemplo 1.1.3. Para el juego de dos jugadores con Ay = {a1,a2},As = {b1,b2} y funciones
de pago

ri(a1,b1) =3  ri(ag,by) =1

ri(az,b1) =4  ri(az,b2) =0,

ro(a,b1) =5  re(ay,b2) =0

ro(az,b1) =0 r2(az,b2) =5,

el juego mo tiene equilibrios en A1 x As.
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El Ejemplo 1.1.3 muestra que en un juego no siempre existen equilibrios en el conjunto
de las estrategias puras. Sin embargo, bajo ciertas condiciones, si existen equilibrios en el
conjunto de las estrategias aleatorizadas o estrategias mixtas. Esta clase de estrategias se
define a continuacion.

Una estrategia aleatorizada para el jugador i es una medida de probabilidad en el conjunto
de acciones A;. Denotaremos por P(4;) al conjunto de todas las estrategias aleatorizadas para
el jugador 7 y a cada elemento en P(A) :=P(A41) x--- x P(Ax) lo llamaremos multi-estrategia
para los N jugadores. Cuando los jugadores usan una multi-estrategia u = (pu1, ..., un) € P(A)
la elecciéon del jugador ¢ puede interpretarse como el resultado de una variable aleatoria con
distribucién de probabilidad p;.

Para cada ¢; e P(A;) y = (1, ..., un) € P(A) dendtese
(/‘L_iagbi) = (//Jla "'7Mi—1a¢i’ui+1? ’:U’N)

Ademsds, se denotaré por

) = [ e an)m(dan) - pu(day) peP(A) (12)

a la ganancia esperada del jugador ¢ € I cuando los jugadores usan la multi-estrategia u €
P(A).

Para el caso particular donde p = (p1, ..., d;, ..., iy ) con 6; la medida de Dirac concentrada
en el punto a;, es decir,

5i(&):{ 0 sia+a;

denotaremos por 7 (1%, a;) a la funcién 7 (™, 6;).

Definicién 1.1.4. (a) Diremos que ¢; € P(A;) es una respuesta dptima del jugador i € I para
la multi-estrategia p si

r(p ) = Tii%?i‘(i)ﬂ(u%,n)- (1.3)
(b) Una multi-estrategia u € P(A) es un equilibrio de Nash para el juego I si
ri(p) = ¢i%z(i§i)Fi(u_i,¢i) Viel.

Denotaremos por R;(1) al conjunto de todas las respuestas dptimas del jugador i para ju.

Es importante senalar que, en general el maximo en (1.3) no se alcanza y en consecuencia el
equilibrio de Nash no siempre existe. Por lo tanto, para garantizar la existencia de equilibrios
es necesario imponer condiciones para el conjunto A; y las funciones de pago r; (i €1).
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1.1.1. Juegos no-cooperativos finitos

Considérese I' como en (1.1) un juego estético finito , es decir, para cada j € I,
nj = #|Aj] < oo.
Observemos que si pt = (g1, ..., tn) € P(A) entonces para cada j € I y cada a; € Aj, el nimero

j(a;) es un nimero real no negativo menor igual que uno que representa la probabilidad de
que el jugador j elija la accién a; y tal que para cada j € I,

f;uj(al) 1. (1.4)

El espacio P(4;) tiene una interpretacién geométrica que varfa de acuerdo al nimero de
elementos (acciones) que tiene el conjunto A;:

a) Cuando el conjunto de acciones es A; = {a1,a2}, el conjunto P(A;) puede identificarse
con el subconjunto de R2, {(A;,A2) : A1, Ao 2 0, A1 + A\p = 1}

b) Cuando el conjunto de acciones es A; = {ay,a2,a3}, el conjunto P(A;) puede identifi-
carse con el subconjunto de R3, {(A1, A2, A3) : A1, Ao, A3 2 0, A1 + Ag + Az = 1}

En general, si A; = {ai,...,an,}, entonces el conjunto P(A;) puede identificarse con
{()\1, e Ang) P A 20, Z}Zl Aj = 1} c R™ (simplejo de dimensién n;—1) y el espacio P(A) puede

identificarse con un subconjunto de R™ donde m = Zf-\zfl n;. Para lo que sigue, dotaremos al
conjunto P(A) con la métrica de R™.
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Nétese que para una multi-estrategia p = (u1,..., un), la funcién 7; definida en (1.2)
esta dada por

) = 3 3oy o) )
= > [Tri(a)u;(a).
acA jel
Asi tenemos que
r(p o) = 2L TT ria)mugla)leia,),
acA jeI~{i}
r(pha) = 2 [T rile)ps(a,)].

ajEAj,thi jeI~{i}

1.1.2. Equilibrios de Nash para juegos no-cooperativos finitos

En esta seccién se demostrara que si I’ es un juego no-cooperativo finito de N jugadores
entonces existe al menos una multi-estrategia en P(A) que es un equilibrio de Nash para el
juego T'.

Observacion 1.1.5. En general, la estructura del espacio P(A) es muy importante para la
existencia de equilibrios. En particular cuando los conjuntos de acciones son finitos tenemos
las siguientes propiedades:

1) Para cada $€[0,1] y p1, po € P(A) se tiene que

Bui + (1= B)uz e P(A),

es decir, P(A) es un conjunto convezo.

2) El conjunto P(A) es un conjunto acotado en R™ puesto que para cada p =
(:ub "'a/LN) € ]P)(A)a

N N
Zui(ali) < 21:]\7 V(all,...,alN)eA.
i=1 i=1

3) El espacio P(A) es cerrado y en consecuencia compacto.

4) La funcion 7;(-) es continua en P(A).

El siguiente teorema, sin duda alguna, marcé la historia de la teoria de juegos no-
cooperativos. La demostracién original de John F. Nash se publicé en [15] y la demostracién
que se presenta a continuacién se tomo de [21].
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Teorema 1.1.6. Si I' es un juego no-cooperativo finito de N jugadores entonces existe un
equilibrio de Nash en P(A).

Demostracién. Sea U :P(A) - P(A) la multifuncién definida por

N _
w(n) = [T RiGw),

Por la Observacién 1.1.5, 3) y 4), el conjunto P(A4;) es compacto y 7;(¢™%,-) es continua en
P(4;). En consecuencia, se tiene que R;(i) es un conjunto no vacio. Por lo tanto,

U(p)+a VwueP(A).

Ahora se probara que ¥(u) es convexo. Sean ¢1, ¢z € R;(11) y 5 €[0,1] y observe que
(™, Bor + (1 - B)2) Bri(p é1) + (1= B)ra(p™", da)

B mix. Fi(u' )+ (1-8) nix (™ Ti)

max 7 (p ", 7);
reP(A;) Z(:u ’ l)7

por lo tanto, B¢y + (1 - 8)éa € Ri(p).

Se demostrard ahora que la multifuncién ¥ es semicontinua superiormente. Sean (ft,)oe;
una sucesién convergente a p en P(A) y ¢, € U(u,) una sucesién convergente a ¢. Para
probar la semicontinuidad superior de ¥ demostraremos que ¢ € ¥(u).

Obsérvese que para cada n € N;i € [ y para cada 7; € P(4;),

()™, 0h) 2 Fi((pn) ™ 7).

Por la continuidad de 7; sobre P(A), tenemos que

Fi(p o) 2 () Y e P(A4);

entonces, ¢’ € R;(1) para cada i € I; por lo tanto, ¢ € U(x). Entonces, la multifuncién W(-)
satisface las condiciones del teorema de punto fijo de Kakutani (Teorema 4.0.1) y por lo tanto,
existe una multi-estrategia pu € P(A) tal que p € U(u), es decir,

ri(p) = Tig%?ici)ﬂ(u’ﬁn) Viel,

equivalentemente, la multi-estrategia p es un equilibrio de Nash para el juego I'. m
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J. Nash generalizé el concepto de equilibrio estudiado ampliamente por John Von Neu-
mann y Oskar Morgenstern en su libro Theory of Games and Economic Behavior. En un
juego finito de suma cero de dos jugadores G = { A1, Ag,r} tenemos que

r(a) = ri(a)=-r2(a). (1.5)

Para un juego de suma cero, si (uj, p5) € P(A;)xP(A2) es un equilibrio de Nash, entonces

r(pi ps) > r(pi,ps) Ve P(A),
r(pi puy) < r(py,pe) Ve e P(Ay),

de donde se sigue que

max r(p1, ps) <r(pl,pus) < min r(ui,pe),
x| (1, p2) <r(pgs p3) i (11, p2)

min =~ max r(u,p2) <r(pi,ps) < max  min (g, po).
po€P(Az) p1eP(Ar) (i, pi2) (1, 12) p1€P(A1) paeP(Az) (1, e2)

Por otro lado se tiene que

max  min r(p1,p2) < min max  r(u, pe)
p1€P(A1) poeP(Az) ’ p2eP(Az) p1eP(Aq) ’ ’

lo cual, combinando con las desigualdades anteriores; (uf,p5) es un equilibrio de Nash si, y
sélo si

r(py,pue) = min  max 7(uy, o
(11, 143) Lmin x| (1, p2)

= max min 7r(u, ).
p1eP(A1) poeP(Az) ’

1.1.3. Juegos no-cooperativos con espacio de acciones compactos

En 1951 L. Glicksberg en [10] extiende el resultado de existencia de equilibrios de Nash pa-
ra juegos estaticos no-cooperativos de N jugadores no necesariamente finitos. El considerd un
juego donde el espacio de las estrategias puras de cada jugador es un espacio métrico com-
pacto y la funcién de ganancia r; es una funcién continua en A. Este resultado es presentado
como una aplicacién del teorema de punto fijo (ver Teorema 4.0.2).

En este caso, el espacio P(4;) es un subconjunto compacto y convexo del espacio .# (A;)
formado por las medidas con signo finitas en A; cuando se considera la topologia débil.
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En la Proposicién 4.0.6 se prueba que .#(A;) es un espacio vectorial topolégico Hausdorff
localmente convexo. Ademas, la convergencia en P(A;) queda completamente caracterizada
con la Proposicién 7.21 en [4] p. 128, esto es, u, - p en P(A4;) si, y sélo si,

[, fdw~ [ fan vreca.

La continuidad de la funcién ganancia r; en A implica la continuidad de la funcién 7;
en P(A). Esto es, si (in);2; €s una sucesién convergente a j, entonces la convergencia débil
implica que

R = [, o [, e an) (dar ) (day)
)
(1) :fANm]x:h ri(ar, ...,an)pt(day)--p (day).

Teorema 1.1.7. Sea I' un juego estdtico de N jugadores. Si para cada i € I el conjunto de
las estrategias puras A; es un espacio métrico compacto y la funcidn ganancia r; es continua
en A, entonces el juego tiene un equilibrio de Nash en el conjunto de las multi-estrategias
aleatorizadas.

Demostracién. Se define la multifuncién ¥ :P(A) » P(A) por

N —
V(p) = 1] Ri(p),

donde

Ri(p) = {¢€]P’(Az‘)=T1(M_i7¢):Tgp}(fii)n(u_iﬁ)} iel.

La continuidad de la funcién 7; en el conjunto compacto P(A4;) asegura que el conjunto ¥(u)
es no vacio. La linealidad de la funcién 7; implica que el conjunto ¥(u) es convexo.

Sea (fin)ro, una sucesién convergente a pu en P(A) y ¢, € ¥(uy,) tal que la sucesién
(én)p2, converge a un punto ¢. Puesto que la funcién 7; es continua y como ¢, € ¥ (1), para
cada 7 € P(A;) tenemos que

Fi((n) ™ 0n) 2 Ti(ka) ™)

vV <« IV

ri(u,¢') m(p,T).

Esto implica que ¢* € R;(1) para todo i € I, es decir, ¢ € U(u). Por lo tanto ¥ es semicontinua
superiormente.
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Finalmente, por el teorema de punto fijo de Glicksberg (ver Teorema 4.0.2), se sigue que
existe un punto fijo p de la multifuncién W, es decir, se satisface que

ri(p) = Tg;(éé)ﬂ(u’im) Viel.

Por lo tanto, i es un equilibrio de Nash en P(A) para el juego I'. m

1.2. Juegos estocasticos no-cooperativos

En esta seccién se definen los conceptos de juego estocdstico, el criterio de pago descontado
y el concepto de equilibrio de Nash para esta clase de juegos. En los capitulos 2 y 3 se
establecen condiciones para la existencia de equilibrios.

Definicion 1.2.1. Un modelo de juego estocdstico no-cooperativo de N jugadores, es un
sistema de la forma:

G={X, (A, {Ai(x) :z e X}, )izt N, Q)

que consiste en:
(a) El conjunto X llamado, el espacio de estados.
(b) El conjunto A;yiel:={1,...N} es el espacio de acciones para el jugador i.
(¢) El conjunto A;j(x) c A; (i€l) es el conjunto de acciones admisibles para el jugador i

cuando el sistema estd en el estado x. Definamos la multifuncion de X en A:= A1 x---x Ay
por

N
A(zr) = HAi(x),

y dendtese su grdfica por,

K = {(z,a):xeX,aeA(x)}.

(d) La funcion r; : K >R (i€I) es la funcion de pago o ganancia del jugador i.

(e) La ley de transicion Q es un kernel estocdstico en P(X|K).

Un modelo de juego estocéstico representa un sistema que evoluciona en el tiempo de la
siguiente manera:
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1.- En el tiempo t = 0 el sistema se encuentra en un estado inicial xg.

2.- Cada jugador escoge independientemente una accién de su conjunto de acciones ad-
misibles determinando asi, a = (a1, ...,an) € A(xg).

3.- El jugador i recibe un pago r;(z,a).

4.- En t = 1, el sistema pasa a un nuevo estado z1, de acuerdo a la ley de transicion
Q(-/xg,a) y el proceso se repite indefinidamente.

Para cada t =0, 1,2, ..., se define el conjunto de las t—historias como H; = K! x X y Hy = X.
Obsérvese que un elemento de H; es de la forma

ht = (x07a07’~'7$t—17at—1axt)‘

Una politica o estrategia para el jugador ¢ es una sucesién m; = {w%} de kernels estocasticos
7t e P(A;[Hy) tal que

W;(Al(l’)/ht) = 1 VhtEHt.

Se denota por II; al conjunto de todas las politicas para el jugador ¢ y a cada elemento
7w =(m1,...,7n) en I := Iy x - x IIy se le llama una multi-estrategia para los N jugadores.
Denotaremos por P(A4;|X) a la familia de kernels estocdsticos que satisfacen la condicién
vi(Ai(x)|z) =1 para todo x € X.

Definiciéon 1.2.2. Una estrategia m; = {7’[’;} € II; es estacionaria si existe ¢; € P(A;|X) tal
que

mi(B/ht) = ¢i(BJxy) VhieHy, BeB(4;), t=0.
Sea ®; el conjunto de todas las estrategias estacionarias del jugador ¢ e identifiquese la
estrategia {®, ¢,...} con ¢y ® := ®; x---x Py el conjunto de las multi-estrategias estacionarias.
Para cada 7 €Il y para cada € II;, se usard la siguiente notacién

(T791) = (M1y ooy Ti1s Yy Tkl ooy TN ).

1.2.1. Criterio de pago descontado

Sea ((X x A)*,Y) el espacio medible donde Y es la o-dlgebra producto de (X x A)*
y v una medida de probabilidad en X. Entonces por el Teorema de Ionescu-Tulcea [ver Ash
(1972, p. 109), Bertsekas and Shereve (1978, pp. 140-141)], para cada multi-estrategia 7 € II
existe una medida de probabilidad PJ y un proceso estocastico {(z,a;):t=0,1,2,...} en
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((X x A)*=,¥), donde z; representa el estado y a; representa el vector de acciones en el
tiempo ¢ tal que

PI(s0€B) = u(B),
Pj(a; e Clhy) = Wt(c/ht),
PJ (2141 € Blhy,ar) = Q(B[xy,ar).

para todo B € #B(X),C € (A),hy e H; y t > 0. En el caso particular donde v es la medida
de Dirac concentrada en un estado x € X, la medida de probabilidad P la denotaremos por
PT y el operador esperanza con respecto a P; lo denotaremos por ET.

Ahora se puede establecer claramente el objetivo del juego estocdstico. La ganancia se
acumula durante la evolucién del juego considerando el criterio de ganancia total descontada
definido de la siguiente manera.

Definicion 1.2.3. Para cada i = 1,...,N,x € X y cada multi-estrategia 7 € 11, definimos la
ganancia total esperada a-descontada para el jugador i por

Vi(z,m) := E;rZoztri(xt,at)
t=0

donde € (0,1) se conoce como factor de descuento.

Como en el caso de juegos estaticos, en un juego estocastico la ganancia de cada jugador
depende de las estrategias que elijan todos los jugadores lo que hace necesario introducir
nuevamente un concepto de equilibrio.

Definicién 1.2.4. (a) Una estrategia 7} € I1; es una respuesta optima del jugador i para la
multi-estrategia m € 11 st

Vi(z, (7%, 71})) = m%X‘/Z‘(HJ,(ﬂ'_i,T)) Vo e X.
Tell;

)

(b) Una multi-estrategia 7* = (7],...,my) € Il es un equilibrio de Nash para el juego si
para cada i = 1,2,...,N, la estrategia m; es una respuesta optima del jugador i para ™, es
decir,

Vi(z,m*) = m%x‘/i(a:,((w*)_im)) VeeX, i=1,..,N.
TELL;

Uno de los principales conceptos que se utilizan en este trabajo, ademéas de los mencio-
nados anteriormente, es el concepto de funcién W-acotada.
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Definicién 1.2.5. Sean X un espacio métrico y W : X — [1,00) una funcion medible. Para
cada funcion g € M(X) definimos la W -norma por

lg(z)|
= su .
lgllw xepn,( )

Si |g|y < oo diremos que g es W-acotada. Denétese por By (X) al conjunto de todas las
funciones W-acotadas y note que es un espacio de Banach con la WW-norma. Adema4s, es
claro que B(X) c By (X).



Capitulo 2

Juegos estocasticos con espacios de
estados numerable

El estudio de juegos estocasticos no-cooperativos se inicié con los trabajos de Rogers
(1969) en [22] y Sobel (1971) en [24], en los cuales se demostré la existencia de equilibrios
de Nash para juegos estocdsticos no-cooperativos en los que el espacio de estados X y los
conjuntos de acciones A; son finitos. En 1973, T. Parthasarathy en [19] extiende los resultados
de existencia de equilibrios de Nash para juegos estocéasticos no-cooperativos con espacio de
estados numerable y conjuntos de acciones finitos. En 1976 A. Federgruen en [7], extiende el
resultado de Parthasarathy en [19] para espacio de estados numerable y espacios de acciones
admisibles métricos, separables y compactos.

En los articulos mencionados anteriormente las funciones de pago son funciones acotadas
en X. En este capitulo se extiende el trabajo de A. Federgruen en [7], considerando la misma
estructura topoldgica para los espacios de acciones admisibles y el conjunto de estados, pero
con la nueva condicién de que la funcién de pago no necesariamente es acotada. En [3] se
estudian juegos estocasticos con espacio de estados numerable y funcién de pago no acotada
bajo condiciones en la ley de transicién distintas a las consideradas en este trabajo.

2.1. Condiciones del juego

Considérese el modelo de un juego estocédstico no-cooperativo de N-jugadores como en la
Definicion 1.2.1,

G = {X, (A, {Ai(z) v e X} ,7)i=1,..N,Q} (2.1)

donde el espacio de estados X es numerable y para cada i € I el conjunto de acciones A; es
un espacio métrico separable.

Hipdétesis 2.1.1. Existe una funcion W : X — [1,00) que satisface:

18
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(a) Para cada x € X,i€l,

HX%X) Iri(z,a)] < KW(z) (2.2)

donde K es una constante positiva, es decir, la funcion

z o mdx Iri(z, a)|
es W-acotada.
(b) Existe 5 € [1, %) tal que para cada x € X y cada a € A(x),
> W(y)Qy/r,a) < LW (x).
yeX

Hipétesis 2.1.2. Para cadaiel yx e X,

(a) El conjunto de acciones admisibles A;(x) es compacto.
(b) La funcion ri(z,-) es continua en A(x).
(¢) La funcion

a = Y W(y)Q(y/r,a)

yeX

es continua en A(x), donde W es la funcion en la Hipdtesis 2.1.1.

(d) La funcion

a = > u(y)Qy/z,a)

yeX

es continua en A(x) para toda funcion u € My(X).

Teorema 2.1.3. Bajo las Hipdstesis 2.1.1 y 2.1.2, el juego estocdstico no-cooperativo G en
(2.1), tiene un equilibrio de Nash en el conjunto de las estrategias estacionarias ®.

Como veremos en la seccién 2.1.3, demostrar la existencia de un equilibrio de Nash para
el juego estocdstico (G, es equivalente a demostrar la existencia de un punto fijo de una
multifuncién definida adecuadamente en el espacio de las multi-estrategias estacionarias. En la
demostracién se utilizara el teorema de punto fijo de Glicksberg, por lo tanto, en las siguientes
secciones se introducen algunos conceptos y resultados necesarios para la demostracion del
Teorema 2.1.3. Para el resto del capitulo supdéngase que se satisfacen las Hipdtesis 2.1.1 y
2.1.2.
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2.2. Estructura del espacio de las multi-estrategias estaciona-
rias

En este capitulo, para un espacio métrico Y se considera el espacio de medidas de pro-
babilidad P(Y") con la topologia débil. Recordemos que una sucesién (p,) converge a p en
P(Y) si, y sélo si,

[ i@ty ~ [ r@utdy) vrecyv).

A continuacién se demuestra que el espacio ® = &1 x --- x &5 de las multi-estrategias esta-
cionarias es un subespacio metrizable compacto y convexo de un espacio vectorial topolédgico
Hausdorff localmente convexo. Para demostrar tal afirmacién, obsérvese primero que para
cada i € I,

P; {¢i e P(Ai/X) : ¢i(-[x) e P(Ai(x))}

[T P(Ai(2)) (2.3)

reX

(ver Definicién 1.2.2). En la demostracién de que ® es metrizable, se utiliza el hecho que
X es numerable y la representacién (2.3). Ademds, como una consecuencia del teorema de
Tychonoff y de la convexidad del conjunto P(A;(x)), se demuestra también que el espacio ®
es compacto y convexo.

Para cada z € X y cada i € I, se denota por .# (A;(z)) el conjunto de medidas con signo
finitas definidas en Z(A;(z)). Ademds, para cada z € X, se usara la siguiente notacién:

N

M (Az)) = E%(Ai(x))7
N

P(A(x)) = QP(Ai(fE))'

Obsérvese que para cada z € X,P(A;(z)) c 4 (Ai(x)).

Proposicién 2.2.1. (a) Para cada x € X y cadai € I,P(A;(x)) y ®; son espacios metrizables
separables y compactos.

(b) El espacio de las multi-estrategias estacionarias ® yP(A(z)) son espacios metrizables
separables y compactos.

Demostracién. (a) La parte del enunciado correspondiente a P(A;(x)) se sigue directa-
mente de la Proposicién 7.20 y la Proposicién 7.22 en [4] p. 127 y p. 130 respectivamente.
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Por otra parte, de (2.3) tenemos que

®; = [ P(Ai(2)).

zeX

Entonces:

(1) De la Proposicién 4.0.5 tenemos que ®; es un espacio metrizable. Es importante
senalar que si el conjunto de estados no es numerable entonces ®; no puede
ser metrizable.

(2) Por la Proposicién 7.4 en [4] p. 108, el espacio ®; es separable.

(3) Por el Teorema de Tychonoff, el espacio ®; es compacto.

(b) Usando argumentos similares a los utilizados en (1), (2) y (3) de (a) obtenemos que
® y P(A(z)) son espacios metrizables separables y compactos. m
De la Proposicién 4.0.7 y la Proposicién 2.2.1 (b), se obtiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.2.2. FEl espacio ® de las multi-estrategias estacionarias es un espacio metri-
zable separable y compacto contenido en el espacio vectorial topoldgico Hausdorff localmente
CONVETO

N
[TIT-#(Ai(x)).

=1 xeX

Proposiciéon 2.2.3. Una sucesion {gi)n = (gL, ..., TJY)}neN converge a ¢ = (¢4, ...,¢") en ®

si, y sdlo si, para cada x € X y para cada F € C(A(x)),
F(a)o,(da/x —>f F(a)o(da/x). 2.4
oo F@sntdaf) ~ [ F(a)odaf) (2.4

Demostracion. Sea {¢n = (gL, ..., ¢nN)}neN una sucesién que converge a ¢ = (¢!, ..., ¢™)
en ®. Por (2.3), la convergencia en ® es equivalente a que para cada i€ [ y cada x € X,

On(-[z) > ¢'(-/x) en P(Ai(x)), (2.5)
esto es, para cada f € C(A;(x)),

oo, f@didata) = [ faéidafa).

Ademas, la convergencia (2.5) es equivalente a que para cada x € X,

On(-/7) (n(-/2), s 07 ()

¢(-/x) (@' (/) s 8" (/)
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en P(A(z)) con la topologia producto. Finalmente, por el Teorema 3.2 p. 21 en [5] la con-
vergencia (2.6) es la convergencia débil en P(A(x)), es decir, para cada = € X y para cada

FeC(A(x)),

oo F@sntdafr) ~ [ F(a)otdaf).

2.3. Continuidad de la funcion de pago descontado

Los resultados que se presentan a continuacién, se usaran para demostrar la continuidad
de la funcién de pago descontado V;(z,-) en el espacio ® (Lema 2.3.7). Esta propiedad es
necesaria para demostrar la semicontinuidad superior de la multifunciéon que satisface las
condiciones del teorema de punto fijo de Glicksberg.

Para p = (p1,...,un) € P(A(x)) se usard la siguiente notacion,

Ti(z,p) o= L(I)Ti(x,a)ﬂ(da)
) /;n(z)"'fAN(z)”(x’al’""“N)NN(daN)“-m(dal),
y
Qylz,p) = /A(x)Q(y/:E,a),u(da)

= 1 N Ny )
= [41(90) [AN(@Q(?//LCL ey @ ),uN(da ) Ml(da )

(La segunda igualdad se sigue del Teorema de Fubini.)

Definicion 2.3.1. Para cada k € N, ¢ € ® definimos la probabilidad de transicion del estado
x al estado y en k pasos por

Q(y/z.¢) = 3, Qz/z,9)Q" " (y/2¢)

zeX

= Y Q¥ N(z/2,6)Qy/ 2, ¢).

zeX
Observacidn 2.3.2. Sea (¢n)5r, una sucesion convergente a ¢ en .

(a) Por la Hipdtesis 2.1.2 (b) y la Proposicion 2.2.3,

f@(ya Cbn) - F’L(yv ¢)7
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y en consecuencia la funcion 7;(y,-) es continua en P.

(b) Por la Hipdtesis 2.1.2(d), para cada z,y € X la funcion Q(y/z,-) es continua en A(x)
y por la Proposicion 2.2.3

Qy/z,¢n) — Qy/z,9),

es decir, la funcion Q(y/z,-) es continua en ®.

Proposicién 2.3.3. Para cada k€N y x,y € X la funcién QF(y/x,-) es continua en ®.

Demostracién. Sea (¢, );>; una sucesion convergente a ¢ en ®. Por la Observacién 2.3.2

Qylz,dn) - Qy/z,d).

Supongamos que para cada m € {1,2,...,,k -1} la funcién Q™ es continua en ®, entonces,

Q(zlz,dn) - Q(z/x,9),
Q" ' (ylzdn) — QF'(y/z9).

Ademas, para cada n € N y para cada x,z € X,

Q(z/z,¢n) < 1,

entonces por la Proposicion 4.0.3 se sigue que

Q" (yx,dn) = Z}(@(z/a%)@‘“‘l(y/z,cﬁn)
I
Qk(y/xv¢) = ZQ(Z/$,¢)Qk_1(y/Z,¢)

zeX

Por lo tanto Q¥ (y/x,-) es continua en ® para cada k ¢ N. m

Proposicién 2.3.4. Si (¢, )52, es una sucesion convergente a ¢ en ®, entonces para cada
keN,

S WR (yfz.dn) — Y, WW)Q"(y/z,9). (2.7)

yeX yeX

Demostracién. Sea (¢,),>; una sucesion convergente a ¢ € ®. Primero nétese que por
la Hipdtesis 2.1.2(c), la funcién

>, W(y)Qy/z,)

yeX
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es continua en A(x). Entonces por la Proposicién 2.2.3 tenemos que

> W(WQW/z,én) —~ > W(w)Q(y/x, ).

yeX yeX

Supongamos que (2.7) es valido para cada m € {1,2,...,k —1}. De la Hipétesis 2.1.1 (b), se
obtiene que

E;(W(y)c?(y/z,%) < BW(2) ¥neN,ze X.
ye

Por lo tanto, por la Proposicién 2.3.3 y la Proposicién 4.0.3 se sigue que

SO W) Qy/zén)QF  (2/z,¢n)

zeX yeX
! (2.8)
Z;(Z;{ W(y) Qulz¢)Q" " (2/z,9).

Puesto que para cada ¢ € ®,

> W()Q* (y/z, ¢)

S W) Y Q¥ (2/z,0)Q(y/z,¢)

yeX yeX zeX
= Y IX W[z )R (2, ¢).
zeX yeX

De (2.8) se sigue (2.7). m

Lema 2.3.5. Para cada k€N y (¢n)neq una sucesion convergente a ¢ € & tenemos que

> Ry, 00)Q (yla, dn) ~ Y Fily, 9)QF(y/x, ¢).

yeX yeX

Demostracién. Por la Hipétesis 2.1.1(b), tenemos que para cada y € X,

Fi(y,dn) < KW(y) VneN.

Por lo tanto, por la Observacion 2.3.2, la Proposicién 2.3.4 y la Proposicién 4.0.3 se sigue que

> (o) Q (yz, dn) —» Y Tily, 9)Q" (y/x, 6).

yeX yeX

Lema 2.3.6. La funcion V;(z,-) es continua en ®.
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o0

o1 una sucesion convergente a ¢ € ®. El objetivo es demostrar

Demostracién. Sea (¢,,)
que paracadaiel y x € X,

I ViCr,6) = Vi(r,6). 2.9)
Para cada ¢ e ® y k=1,2,... definimos la funcién H!;(x) : X - R por

k-1
Hf(z) = Z_%a” Z}:{ﬂ(y,@)Q"(y/%@)- (2.10)

Por el Lema 2.3.5 tenemos que

Ademas, por el Lema 4.0.9, para cada ¢ € ® se tiene que

(o]

S (Y 7y, ) Q7 (y/z, )

7=0 yeX

Hi(z)+a" Y Q" (y/z,0)Vi(y. »).
yeX

Vi(z, )

Por otra parte, para cada x € X y cada ¢ € @,

[Vi(z, 9)| ZatEf |75 (¢, ar)|
=0

IN

IN

gmﬁ)%vv(:c)

_ g V@) (2.11)
1-ap

Para z € X fijoy €>0, sea k € N tal que

oF < e(1-aB)
T AKW(z)

y sea Np € N tal que
|HE (2) - H(z)] < €/2 Vn > Np.

Entonces,
Vi, ¢n) = Vi, ¢)| < |HE (z) - Hj()]
+ o Y Q" (yfz, dn) Vily, dn) - Vily, )
yeX
E+akwge Vn > Np.

2 1-ap
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Puesto que € es arbitrario, se sigue (2.9). m

Lema 2.3.7. Para cada x € X, la funcion

¢ a ) Vily,9)Qy/z,9).

yeX
es continua en ®.

Demostracion. Sea (¢, ) una sucesién que converge a ¢ en ®. Por la Proposicién 2.3.3,
para cada z,y € X, se tiene que Q(y/x, ¢,,) converge Q(y/x, ) y por (2.11),
W(z)

Vi(z, 9)| < Km-

Entonces por el Lema 2.3.6, para cada x € X,

Vi@, ¢n) = Vi(z, ¢),

por lo tanto, de la Proposicién 4.0.3 se sigue que

lim 3 Vi(y ¢n)Qy/z.¢n) = 3 Vily, 9)Qy/z, ).

yeX yeX

2.4. Existencia del equilibrio de Nash

Paracadaie I,z € X y ¢ € ® definimos,
Vi'(w,0) = mixVi(,(¢7,7)).

Por el Teorema 8.3.6(a), en [12] p. 47, y el Teorema 4.0.22 la funcién V;*(z, ¢) es la tinica
solucién en By (X)) de la ecuacién de optimalidad

Vi(2,0) = midx,ep(a,@y) [File, (07, 0) +a ) Vi (y,0)Qy/z, (67, 1)].

yeX

Por la Proposicién D.5 p.182 en [11] se sigue que existe una estrategia n; € ®; tal que para
cada x € X,

mix [7i(z, (67 1) + o 3 Vi (y,0)Q/z, (67 1)) (2.12)

peP(A;(x)) yeX

= 7z, (07 m) v e 3 Vi (y,0)Qy/x, (67 m).

yeX
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Definimos para cada i € {1,...N} y ¢ € ® el conjunto

Ri(¢) = {nie®;:n; satisface (2,12)}.
Sea ¥ : ® —» 2% la multifuncién dada por

N
U(p) := U1 Ri(9)-

Lema 2.4.1. La multifuncion ¥ es semicontinua superiormente y para cada ¢ € ¥ el conjunto
U(¢p) es convexo.

Demostracion. La convexidad del conjunto W(¢) se sigue de la linealidad de las fun-
ciones 7'(x,-) y Q(y/x,-) en P(A(x)). Puesto que ¢ es un espacio metrizable, la semicon-
tininuidad superior de ¥ se demostrara utilizando la caracterizacién por sucesiones. Sean

{(;Sn};il , {nn};":l c ® con 1, € U(¢,) tales que

lim ¢p,=¢ y lim n, =n.
n—oo n—00

El objetivo es demostrar que n € U(¢). Por (2.12) tenemos que para i € {1,..., N} y cada
relX,

ugplﬁi}&))[? (z, (0", 1)) + ay;( Vi (4, 0n)Qy/z, (0, 11))]

= Tz, (6 mh) + o Y Vi (5, 60)QUul, (63 71).

yeX

Haciendo n — oo obtenemos que para cada x € X,
méx [F(z, (67 0) + o Y Vi (y,0)Qy/, (67, 1))]
neP(A;(z)) yeX

= 7z, (70 v Y Vi (y,0) @/, (67 n').

yeX

Lo cual implica que 7' satisface (2.12) para todo i y todo x € X, por lo tanto, € ¥U(¢). m

Demostracion del Teorema 2.1.3. Por el Lema 2.4.1, la Proposicién 2.2.2 y el Teorema
4.0.2, existe ¢ € ® tal que ¢ € U(¢), es decir, para cada i€ [,x € X,

uep%}({x))[f"(x’ (¢~ ) + ay;{ Vi(y, ®)Q(y/z, (6™, 11))]

= Ti(z,9) +a ) Vi(y,9)Q(y/z, ).

yeX
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Por lo tanto, ¢ = (¢', ..., ") es una multi-estrategia estacionaria que satisface la ecuacién de
optimalidad

Vi(z,¢) =  max [ri(z, (67, 0) +a ), Vily,9)Qy/z, (67 )]

HeF(Ai(x)) %

Por el Teorema 8.3.6(c) en [12] p. 47, ¢; es una respuesta 6ptima para ¢, es decir, ¢ es un
equilibrio de Nash para el juego estocéastico G.

2.5. Ejemplo de un juego estocastico con espacio de estados
numerable

Consideremos el modelo de juego estocastico de dos jugadores

G:= (X = {0,1,2,...} ,Al = Ag = Al({L‘) = AQ(I’) = [0,1],1‘ € X,Q,’I“i)

donde, para cada (a,b) € Ay x Ag:

l-a siz=0
Q(x/0,a,b) = a siz=1
0 en otro caso
y para j #0
a(l-"b) siz=j+1
Q(z/j,a,b) = b(1-a) siz=j-1

ab+(1-a)(1-b) sixz=j

Este modelo se puede interpretar como un proceso de nacimiento y muerte en una pobla-
cién, donde a representa la probabilidad de nacimiento y b la probabilidad de muerte.

Sean « un factor de descuento y f en [1, é) Definimos la funciéon W (z) := 5%,z € X.
Consideremos, ademds, 7; : X x A; x Ag > R una funcién continua en A; x As (x € X) y tal
que

max |r;(z,a,b)| < KW (x),
(a,b)eAle2| ( )| (z)

con K una constante positiva. Demostraremos que para cada x € X y cada (a,b) € Ay x Ao,
se satisface que

S W)Qy/x,a,b) < BW(x) zeX.
yeX
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Primero nétese que

ioW(m)Q(x/o, a,b) = W(0)(1-a)+W(1)a=(1-a)+Ba<BW(0)

y para j # 0, usando que ab+ (1 —a)(1-0)=1-a(1-5b)-b(1 - a), obtenemos:

ZJW(:U)Q(JU/]',@, b) = W(GE+1D)a(1-0)+W(GE-1)b(1-a)+W()[1-a(l-b)-b(1-a)]

B a(1-b)(B-1)+b(1-a)(B - 1) +1]
BW ().

IA

Obsérvese ademas que si u € M(X') entonces la funcién

N u(0)(1-a)+u(l)a sij=0
;0“(@@(%/%“’1’): u(j+1)a(1-b) +u(j - 1)b(1 - a)
+u(§)[1-a(l1-b)-b(1-a)] sij#0

es continua en A(j) = A1(j) x A2(j). Entonces el modelo de juego estocéstico G satisface las
hipétesis 2.1.1 y 2.1.2, por lo tanto, por el Teorema 2.1.3 existe un equilibrio en el espacio de
las multi-estrategias estacionarias.



Capitulo 3

Juegos estocasticos ARAT

Un juego estocdstico ARAT (additive reward and additive transition) de dos jugadores,
es un juego estocastico donde la funciéon de pago o ganancia r; y la ley de transicién () tienen
estructura aditiva, es decir, existen funciones m;: X x A > Ry [; : X x B > R(i = 1,2) tales
que

ri(z,a,b) = mi(x,a)+1;(x,b) i=1,2,

y Q1 e P(X|X x A) y Q2 € P(X|X x B) kernels estocésticos tales que

Q(-/x,a,b) = Ql('/xaa) + QZ(/xJ))

Los juegos estocasticos ARAT fueron estudiados por primera vez en 1976 por C.J. Him-
melberg et al. en [13] donde se consideré un juego estocastico ARAT de dos jugadores con
espacio estados [0, 1], los conjuntos de acciones finitos y la funcién ganancia r; continua
y acotada. Para dicho juego estocdstico, se demostrd la existencia de un p—equilibrio. Pa-
ra una distribucién de probabilidad g en X, la multi-estrategia estacionaria (¢7,¢3) es un
p—equilibrio si,

plr e X Vi(x, 67, 03) Vi(z,¢1,03) Vo1 €y,
V2(x7¢;7¢;) = ‘/é(x>¢I7¢2) V¢QE¢)2}:1'

v

\4

Posteriormente, T. Parthasarathy en [20], mejoré el resultado en [13] demostrando que la
existencia de un p-equilibrio implica la existencia de un equilibrio de Nash para un juego
estocastico ARAT, donde el espacio de estados X es un espacio de Borel, los conjuntos de
acciones A y B son finitos y la funcién ganancia r; (i =1,2) es continua y acotada. También
se han estudiado esta clase de juegos en [9], [17] y en [18].

En este capitulo se presenta una clase de juegos estocasticos ARAT con condiciones mas
generales que en [17] y [20] ya que las funciones de pago no necesariamente son acotadas.

30
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3.1. Condiciones del juego

Considérese el juego estocdstico ARAT de dos jugadores

G = (XA B{A(x):ze X}, {B(x):xeX},Q,r1,72) (3.1)

que satisface alguna de las siguientes condiciones.

Condicién 1(C1). El espacio de estados X es un espacio de Borel y los conjuntos de acciones
Ay B son espacios métricos compactos. Ademds, A = A(x) y B = B(z), para todo z € X.

Condicién 2(C2). El espacio de estados X es un espacio de Borel compacto, los conjuntos
de acciones admisibles A(z) y B(z) son conjuntos cerrados y los conjuntos de acciones A y
B son espacios métricos separables y compactos.

Supéngase a K como un subconjunto de Borel en X x A x B. Sea p una medida de
probabilidad sin dtomos en X tal que ) es absolutamente continua con respecto a p. Se
denota por z: K x X - R a la funcién de densidad de @) con respecto a p.

Hipétesis 3.1.1. Eziste una funcion W : X — [1,00) p-integrable tal que para cada x € X
se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Siap, - a en A(x) y b, > b en B(x), entonces

lim | 12(2,an,bn,y) - 2(2,0,b,y)|W(y)p(dy) = 0. (3.2)

n—oo

(b) Para una constante positiva K,

{ (z,a,b)| < K i=1,2). .
(aﬁb)eg%g%(i)lr (z,a,0)| < KW (z) (i ) (3.3)

(c) Exziste Be[1,1) tal que

L W()Q(dyfz,a,b) < BW(z) V(a,b)e A(z)x B(x). (3.4)

Hipétesis 3.1.2. (a) Para cada (a,b) € A(x) x B(x) la funcién r;(-,a,b)(i = 1,2) es medible
en X y para cada x € X la funcion ri(x,-,-)(i=1,2) es continua en A(x) x B(zx).

(b) Para cada C € B(X) yx e X, las funciones Q1(C/z,-) y Q2(C/x,-) son continuas en
A(x) y B(x) respectivamente.

Teorema 3.1.3. Si el juego ARAT G satisface (C1) o (C2) y las Hipdtesis 3.1.1 y 3.1.2, en-
tonces existe un equilibrio de Nash para G en el conjunto de las multi-estrategias estacionarias
D.
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En las siguientes secciones se introducen algunos conceptos y resultados para demostrar
(por medio del teorema de punto fijo de Glicksberg) la existencia de un p—equilibrio, el cual
a su vez se utilizard para la demostracion del Teorema 3.1.3. Supdngase entonces que las
Hipdtesis 3.1.1 y 3.1.2 se satisfacen.

3.2. Estructura del espacio de las estrategias estacionarias

En el capitulo 2, vimos que la numerabilidad del espacio de estados nos permitié demostrar
que el espacio de las multi-estrategias estacionarias ® es metrizable. Sin embargo, cuando el
espacio de estados es un espacio de Borel (el cual, no necesariamente es numerable), tal
demostracién deja de ser valida. La buena noticia es que a continuacién se presenta una
alternativa para solucionar este inconveniente.

Proposicién 3.2.1. Bajo la condicion (C1), el espacio de las multi-estrategias estacionarias
® es un espacio topolégico metrizable y compacto.

Demostracion. Definamos %; como el espacio de todas las funciones h : X x A - R
tal que para cada a € A, h(-,a) es una funcién medible en X y para cada x € X h(z,-) es
continua en A y

méix (i, 0)] € Ly ().

Por el Teorema 1.5.17 en [26], % es un espacio de Banach con la norma

Ih] = fX%xm(x,a)m(dx).

Cada ¢ € @1 define una funcional lineal acotada sobre %; dada por
h d d

. [ n@.ayo(dao)u(d)

[ 1 o)utdn), he .

Ag(h)

Observe que ¢1, ¢ definen la misma funcional si y sélo si, ¢1(-/z) = ¢2(-/z) para p—casi
todo punto x € X. Si este es el caso, identifiquese a las estrategias ¢1, ¢o.

Ahora observe que la inmersién canénica ¢ — Ay permite considerar a ®; como un
subespacio del espacio topoldgico (%;,w7), donde H; es la familia de las funcionales lineales

*

acotadas definidas sobre % y wi es la topologia débil estrella. Se tiene entonces que ¢, ¢
en P, si, y sélo si,

A¢n(h) — A¢(h) Vhe %1.
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Andalogamente, se define %, para el espacio ® y consideraremos a (®2,w3) como un
subconjunto del espacio topolégico (%;,w; ), donde w; es la topologia débil estrella en ;.

Demostraremos ahora que el espacio topoldgico (®1,w;) es metrizable y compacto.

En la Seccién 5.1 en [1], se muestra que si X es un espacio de Borel, entonces existe una
biyeccién que es una isometria entre los espacios L1 (X, u, C(A)) := %1y L1([0,1],A,C(A))
(el espacio de las funciones definidas como en %, considerando [0,1] en lugar de X y la
medida de Lebesgue A en lugar de p). Ademds, por el Teorema 1.5.18 en [26] el espacio
Li([0,1],A,C(A)) es separable, lo cual implica que el espacio #; también lo es. Se denota
por By (0):={Ae %7 :|A| <1}, donde

AL = sup BT o o
=0 IRl jaga

es la norma en ;. Por el Lema 1.4.1 en [1] p. 16 y por la separabilidad del espacio %, la
bola cerrada By (0) es compacta y metrizable con la topologia débil estrella en 7.

Por otra parte, para cada ¢ € ®; tenemos que
[ [ .oyl o(daz)u(a)

[ mitxlha, )| (),

IA

IN

lo cual implica que Ay € BY(0), es decir, ¢ € B} (0).

Por lo anterior, para demostrar que ®; es compacto es suficiente demostrar que el espacio
es cerrado. Para probar esto ultimo, sean ¢ un punto de acumulacién de ®; y (¢,) una
sucesién convergente a ¢ y considérese un subconjunto denso numerable D := {c¢1,¢co,....} en
el espacio C*(A) formado por las funciones continuas no negativas definidas en A.

Obsérvese que para cada F € B(X) y ¢; € D, la funcién

(2,a) = 1g(x)ci(a)

pertenece a #;. Como ¢y, ¢ € By (0) y por el Lema 4.3 p. 633 en [25] se tiene que

0< tim [ 1p@e(@nn) = [ 1p@)e(@n(d).

lo cual implica que

0<ei(d) = fA ci(a)d(dajz) pi-c.d. (3.5)
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Sea T; el subconjunto de X donde se satisface (3.5). Ahora, para una funcién c € C*(A), sea
(¢;) una sucesién en el conjunto denso D que converge uniformemente a c¢. Entonces para
cada x € T := N;eny T; se cumple que

0< [ e(a)o(dafo).

Por 1.5.5 en [26] se sigue que ¢ (/) es una medida positiva p-c.d. Sea c(-) la funcién constante
igual a 1. Como ¢,, € &1, entonces ¢(¢,) =1 y por lo tanto,

u(E) = lim [ 1p(@)e(@a)ndn) = [ 1p@)o(Af)u(do);

en consecuencia,

[ [oafz) - 1luds) = 0 VEeB(X),

de donde se sigue que ¢(A/z) =1 p—c.d., es decir, ¢ € @1 (P; es cerrado) y por lo tanto, ®
es un espacio compacto.

Anélogamente, se tiene que el espacio topolégico (P2, ws;) es compacto y metrizable.

Finalmente, por el Teorema de Tychonoff y por la Proposicién 4.0.5, el conjunto de las
multi-estrategias estacionarias ® es un espacio topoldgico compacto y metrizable. m

Proposicién 3.2.2. Bajo la condicion (C2), el espacio de las multi-estrategias estacionarias
P es un espacio topoldgico metrizable y compacto.

Demostracion. Por el Teorema 4.0.13 se sigue directamente que el espacio de las multi-
estrategias ®; (¢ = 1,2) es metrizable y compacto con la topologia débil estrella. Por el
Teorema de Tychonoff y por la Proposicién 4.0.5, el conjunto de las multi-estrategias esta-
cionarias ® es un espacio metrizable y compacto. En este caso la definicién de los espacios
P (i=1,2) es la misma que la considerada en la Proposicién 3.2.1. m

El espacio #; (i = 1,2), definido en las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.2, es un espacio vectorial
topolégico Hausdorff localmente convexo. La demostraciéon de esta afirmacién es similar a la
que se presenta en la Proposicién 4.0.6 ya que la topologia esta generada por una familia de
seminormas que cumplen con las hipétesis de la Proposicién 5.16 y del Teorema 5.14 en [8].

De las proposiciones 3.2.1 y 3.2.2 se sigue que si en un modelo de juego estocastico ARAT
se satisface (C1) o (C2), el espacio de las multi-estrategias estacionarias ® es metrizable y
compacto con la topologia débil estrella. Asi pues, en los siguientes resultados no es necesario
hacer referencia al caso que se estd trabajando ya que la notacién que se emplea se adapta
claramente a ambos casos.
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3.3. Problemas de control de Markov asociados

A continuacién, se presentan algunos resultados que permiten definir de manera clara y
precisa la multifuncién que se utilizard para encontrar el p-equilibrio y en consecuencia el
equilibrio de Nash para G.

Observacion 3.3.1. (a) Por la Hipdtesis 3.1.1(a), las funciones

[ Wweylzb) v [ Wy,

son continuas en A(x) y B(x) respectivamente.

(b) Por la Hipdtesis 3.1.2(b), Q es fuertemente continua (Ver Proposicion 4.0.12).

Lema 3.3.2. Para cada e X,m €Il y mg € Ilo,

2K
\Vi(z,m1,m2)] < W(x) .
1-ap

Demostracién. Obsérvese que por (3.4) para cada t=0,1,2, ...

BT (W (ar))

E7 ™ (B ™ (W (xt))/he-1, at-1,bi-1)
BEZ"™ (W (2t-1))
<< BW(2),

IN

y por (3.3)

Iri(ze, a, be)| < 2KW ().

Luego, para cada t=0,1,2, ...,

E7 fri(ae,an,by)| < 2K BT (W (20)) < 2KB8'W (2).

Por lo tanto,

Vi, m,mo)| < 0l Bpt™ fri(e, ar, by)|
t=1
o 2K
< QKW(CC)ZBtO‘t:M t=1,2.
= 1-ap

Proposicion 3.3.3. Sea ¢ € @2 una estrategia estacionaria fija para el jugador 2. Entonces
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(a) Existe f1 €Fy que es una respuesta dptima del jugador 1 para ¢s.

(b) La funcion V¢12(-) es la inica solucion en By (X) que satisface la ecuacion de
optimalidad

Vi) = | mix [me ) vo [ V@A 6]

(c) ¢7 es una respuesta dptima del jugador 1 para ¢2 si, y sdlo s,

V@) = mi@ien)+a [ V)07, 62).

Demostracién. (a) Por la Proposicién 4.0.10 se sigue que la funcién

u(z,a) =7 (x,a,02) +« /;( V(bIQ (v)Q(dy/x,a, d2).

es continua en A(x), por lo tanto, por el Lema 4.0.8 existe fi € F; tal que para cada x € X,

W) = mis ura) = ue. fi(x)

ademds, por el Teorema 8.3.6 en [12] p. 47, f1 es una politica éptima y ademds

Vé(ax) = u(z, fi(z))=u"(x) VreX.

Para la prueba de (b) y (c), nétese que por Remark 8.3.10 p.54 en [12], tenemos que para
cada ¢ € @1, la funcién V¢)12(-, ¢7) es la tnica solucién en By (X) de la ecuacidn:

u(@) = 11(@.67,00) + o [ u(w)Qy/z.67.62) Ve X.
|
Un resultado similar se sigue fijando ¢; € ®1, en lugar de ¢5. Ademads, la prueba anterior
también justifica que para cada ¢ € o,

V() = sup Vi (a61) = sup Vi (a,m).

¢1€(I>1 7r1€H1

Problema de control de Markov. Si fijamos ¢2 € ®5 una estrategia estacionaria para
el jugador 2, entonces podemos considerar a (3.1) como el siguiente Modelo de Control de
Markov

(XaAaQ(f)zaT;bg):
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en donde

7’(}52(33,&) = T1(z,a,02),
Qp,(Jz,a) = Q(/z,a,2),
Vy,(z,m) = Vi(z,m,¢2),

V¢12 (z) := sup V(blz (z,71).

Tr1€H1

Entonces por la Proposicién 3.3.3(a) existe un selector medible f € F tal que

V(j}g(x) = Vl(x7f7¢2)

y por el Lema 3.3.2 se tiene que

|Vi(ﬂf,f,¢2)|

Vaalw = s =5y (3.6)
2K
< g (3.7)

es decir, V¢>12(') es un elemento de By (X). Similarmente, si fijamos ¢; € ®1, una politica
estacionaria para el jugador 1, entonces podemos considerar a (3.1) como el Problema de
Control de Markov (X, B, Q(z,l,ril) con su respectivo indice de funcionamiento V;1 (z,7m2).

Definimos para cada i = 1,2 y para cada (¢1,¢2) € ® el operador en By (X) por

T, (@) = 7il@,01,00)+a [ u()Qy/a.é1.00).

y la multifuncién ¥ : ®; x $y - 2%1*®2 por

(g1, 02) = {(61,03): V(@)
Vin (@)

T$17¢2V¢}2(x) pw—-cd. y
T£17¢;V¢21(x) pu—c.d.}.

3.4. Resultados preliminares

Como el espacio ®; x ®5 es un espacio metrizable, la semicontinuidad superior de ¥ es
equivalente a demostrar que si (¢,1L, ¢%) es una sucesiéon convergente a (¢!, ¢?) € ® y si

(6, 02) € U(dn,o2)
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es una sucesién convergente a ((51, <£2) € ¢, entonces
(8',6°) e U(o", 7).

Por lo tanto, se probara que se satisfacen las siguientes ecuaciones:

VJQ (x) T(517¢2V¢12 (x) p-ecd., (3.8)

Vi(z) = T¢17é2V$1(:1:) w—c.d. (3.9)
Para la demostracién de (3.8), dendtese por

up(z) = V¢12 () zeX,neN. (3.10)

Lema 3.4.1. Para la sucesion (un),.; definida en (3.10) existe una subsucesion (Un, )pey ¥

una funcion ug € By (X) tal que para cada D € B(X),

[ 1@, @ptdr) [ 1p@uo(@)u(da).

Demostracion. Definimos para cada n € N,

N un(°)
un() = )
W()
obsérvese que por (3.6),
2K
un(-)| < VneN,
0 € T vne

es decir, U, € Loo (X, ) VneN.

Por el Teorema de representacién de Riesz, cada funcién g en

2K
1-af

7 ={g €M) 1190 < ped.f < L),

se identifica con la funcional lineal I'y € L] (X, 1) definida por

Ly(h) = [ h@)g(@)u(da),

que pertenece a la bola cerrada

2K }

B (0)={T e LG I < =0

(3.11)

(3.12)
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Por lo tanto, para toda n € N,

Iy, € B 2x (0).
1-afB

Por el Lema 1.4.1 en [1] p.16 y por la separabilidad del espacio L1 (), la bola cerrada B _2x (0)
1-ap

es compacta y métrizable con la topologia débil estrella en Lj(u); en consecuencia, existe
una subsucesién (I'z, ) de (I', ) convergente a I'y, con g € %, entonces

[ @i @ndr) [ h@io@)n(dr) Vhe Li().
Finalmente, por la definicién de 4, y como para cada D € Z(X) la funcién 1p(-)W(-) € L1(n)

se sigue que

[ 1@ @ndr) ~ [ 1p@uo(@)u(da),

donde ug(x) = W(z)uo(z) e By (X). m
Obsérvese que, sin pérdida de generalidad, podemos remplazar (3.11) por
[ to@ua@udy) > [ 1o@)uo(@)u(dy) VD e B(X).

Lema 3.4.2. Sean (uyn)p2q la sucesion definida en (3.10) y ug la funcion en el Lema 3.4.1.
Entonces para cada x € X,

n(x) = max
f ( ) acA(z),beB(x)

| Tua() = uo(»)]Q(dy/.a,)| > 0. (3.13)

Demostracién. Primero nétese que la funcién f,(n =1,2,...) en (3.13) estd bien definida
ya que la funcién [y [un(y) —uo(y)]Q(dy/z,-,-) es continua en el compacto A(z) x B(zx) (ver
Proposicién 4.0.10).

Sea x € X un punto arbitrario y sea (an,b,) en A(x) x B(x) tal que el méximo en la
definicién de f,(z) se alcanza en (ay, b, ). Entonces, por la compacidad de A(x)x B(x), existe
una subsucesion (an, , bn, ) y (a0, bo) en A(x)xB(x) tal que a,, — ag € A(x)y by, — by € B(z).
Consideremos, sin pérdida de generalidad, (ap,b,) en lugar de (an,, by, ) y sean

ha(@) = | [ un)Qy/r.a0,b0) = [ wa()Qdyfz,a0,b0)
gn(z) = _/Xun(y)Q(dy/a:,ag,bo)—Luo(y)Q(dy/x,ag,bo) )
k(@) = | [ uo()QUdy/z.0,00) - [ uo(w)Qdy/z,anbu)|.
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Entonces,

fu@) = | [ T () - w0 ()1Q(dy /2. 00,12)

hn(2) + gn(x) + kn ().

IN

Se demostrard que cada una da las sucesiones (h,(z)), (gn(z)) v (kn(z)) convergen a cero
cuando n — oo.

Por (3.2) y (3.12) se sigue que

hn(2)

| )W ()2 ans b)) = [ Lin ()W ()220, 0, ()
2K
1-ap

12005 ) = 200,50, )| W (w)idy) 0.

Como W(-)z(z,a,b,-) e Li(n) y por (3.4),

[ W@ abyuy = [ WeQy/z,ab) < W ().

de la convergencia débil estrella de (i) a ig se sigue que

3@ = | [ Lin(0) - 20 W (1)@, 00, o)

‘fx[an(y) —a0(y) W (y)z(z,a,b, y)#(dy)‘ 0.

Finalmente, con argumentos similares a los anteriores se demuestra que la sucesién (ky(z))
converge a cero. Se concluye entonces que para cada z € X, la sucesién (f,(x)) converge a
cero. m

Lema 3.4.3. Para cada funcion u € By (X) y para cada conjunto D € B(X) se tiene que

fxlD@ fX u(y) Qdy/x, én, é7,)pu(dx)
2
fxlD(@fX u(y) Qdyfx,¢",¢*)u(dx).

Demostracion. Se denota por

hi(e.a) = [ u@)Qudyfe,a) y ha(ab):= [ u(y)Qa(dy/z.b).
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Nétese que la funcién hy es medible en X x A y continua en A(x) para cada z € X y cada
aeA(x),

| [ um@idylz.a)| < [ ] Qidy/e.0)
< July [, W»)Qi(dy/z.0)
= July [, W(@)QUdy/z,a.b)
< July BW (@),

En consecuencia,

max

< w
i < July BW ().

[ ww)@idylz.a)

por lo tanto, como W(-) e Li(p) y |u]yy < oo tenemos que hy € #; y

max

Bw (X).
acA(x) € W( )

[ uw@u(dy/r.0)

Andlogamente, obtenemos que ho € %y y

[ ww)@s(ay.b)

max

Bw (X).
beB(x) € W( )

Por lo tanto, usando el Lema 4.0.11, se concluye la demostracién. m

Lema 3.4.4. Para la sucesion (uy)po, definida en (3.10) y la funcion ug definida en Lema
3.4.1, se tiene que para D € B(X),

[ 1@ [ uny) QUy/a. 8 6u(da)
I
[ 1@ [ wo) Qy/a.d,¢*u(da).

Demostracion. Sea D € Z(X) fijo. Definimos para cada u € Bw(X),Qg €Dy pe Do,

9(w.d.0):= [ 10(@) [ u(w)Qdy/z. . 6)u(dw).

Como

|9, b 02) = g(uo, 0", 6%)| < |g(tn, dh, 62%) = g(uo, b1, 63|
+ ‘g(u()aqg?l’qugz)_g(u()agzgl?qb?)‘a
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basta demostrar que cada uno de los sumandos converge a cero. Para probar dicha afirmacién,
obsérvese que por el Lema 3.4.2 la sucesion

fu(z) =

fX [y — 10]Q(dy ), a,b)| > 0.

max
acA(z),beB(x)

Ademas, como u, —ug € By (X) existe M >0 tal que

fo(2)] < MW (2) Vze X,

entonces por el Teorema de la convergencia dominada tenemos que

[ u(@n(dz) 0.

Por lo tanto,

[9Cun: 01,62) ~ 90, 61 62| < [ fa(@)ndr) 0.

La convergencia a cero de ‘g(uo, QASTIL, $2) - g(up, (;31, ¢2)‘ se sigue del Lema 3.4.3. m

Proposicion 3.4.5. La funcion ug en Lema 3.4.1 satisface que

uo(:v)qu%l’qﬁQuo(x) w—c.d. (3.14)

Y
= ix Ty -c.d. 3.15
DTy Thea(e) e 1)

Demostracién. Por la Proposicién 3.3.3(c) y por (3.10), para la estrategia q@}l y para
cada n =1,2,... tenemos que

un(z) = Vh(a)
= fl(x7q3}m¢$z)+a£(v£%(y)@(dy/x7(£i7¢i)

Por lo tanto, por Lema 4.0.11, Lema 3.4.1 y Lema 3.4.3 se sigue que

/XID(ﬁ)uo(:E),u(dx):/XID(:U)Tllwuo(x)u(daz) VD e B(X).

Esto implica que

uo(e) =T}, puo(z) p-cd.
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es decir,

UO(x) < Aeﬁlj‘é))[”jl(x7)\a¢2)+aAu0(y)Q(dy/x>A7¢2)] /L-C.d.

Por otra parte, por la Proposicién 3.3.3(b) tenemos que

Vi (z) > 7i(w,a,67) +a Av;%(y)@(dy/x,mi) Va e A(x),

aplicando limite y tomando maximo en P(A(x)) tenemos que

w(e) = | mix [Fi(r )6 +a [ uo()Qdy/a, 2 6] - cd.

Por lo tanto,

w(r) = | mix [0 +a [ wo@)Qdyfz 7, 6)] -

Observacion 3.4.6. Procediendo similarmente, se demuestra la existencia de una funcién
vo € By (X)) tal que

vo(z) = T2 ¢Qvo(:1c) w—c.d. (3.16)

Y
= ix T2 - cd. 3.17
w() = mix TE (@) pec (3.17)

3.5. Existencia del equilibrio de Nash

Demostracion del Teorema 3.1.3. La multifuncién ¥ es semicontinua superiormente
en ®! x &2, lo cual se sigue directamente de la Proposicién 3.4.5 y la Observacién 3.4.6.
Entonces por el Teorema de Glicksberg, existe un punto fijo (¢7, ¢35) € 1 x P2 de 1), esto es,

Sea D; el conjunto donde (3.18) se satisface, y fi € Fy, fo € Fy tales que para cada z € X
se cumple que

mix [71 (2, a,03) + o[ V3 ()Qdy/w,,63)]

acA(x)

= ne fi@) ) + o [ VEWQUy/e fi().63)
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mix [75(2,67,0) +a [ VA@)QUdy/r,07,0)]

beB(x)

= Ra(@07 (@) +a [ VEWQUy/e,67 fo(@)).

Definimos

b1(fx) = { ?11 ((:'U/)@ e 31

b= D S

V¢1§ (x) size Dy
Vo' () :[ fl(x,<51,<52)+

afx Vqslg (v)Q(dy/z, b1, ¢2) sixe DS

V(%(m) sizeDy
Ug () ‘[ ?72($,<2317<232)+

a/X Vd?;(y)@(dy/%ﬂgl, Qf;z) si x € DY.

Combinando lo anterior se tiene que para cada x € X,

V@) = i (R d) v [ Ve @)Q/T A )

= (b1 da) v [ V5 @)QUy/r, b da).

Ui@) = mix [ma(e.dnn)+a [ U5 0)Qy/wd1,7)]

veP(B(z))

= 7*2(96‘,&51,@52)+anU()*(Z/)Q(dy/$,€517<?>2)~

Esto implica que
Vo (2)
U (x)

VQBZ("L‘) = Vl(‘rvélaéb) Ve X7
U;l(l') = Vé(x7q§17¢§2) Vi e X’
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por lo tanto, el par (¢21, (52) € ! x ®? es un equilibrio de Nash para G, el juego estocdstico
ARAT.

3.6. Ejemplo de un juego estocastico ARAT

Sean X =R, Ay B subconjuntos compactos de R,e >0y sean fi :RxA >Ry fo :RxB —
R funciones continuas tales que para cada z € X

1fi(z,a)]? <e+a? Vaec A
fo(2,b)]> <e+2? VbeB.

Sean 0 >0y € (0,1) fijos. Definimos el kernel estocéstico @ € P(X|K) por

Q((_Ooay]/:CvCL?b) = ’Yyl(y/x’a) + (1 _V)VZ(y/va)

donde vy (-/z,a) [va(-/x,b)] esla funcién de distribucién normal N(f1(z,a),o?) [N(fo(z,b),0%)].
Denotemos Ql('/xaa) = 7”1('/'%'760 y QQ(/wab) = (1 _’Y)V2('/x7b)'

Sean r1,7r2 : K — R finciones definidas por

Ti($, a, b) = QiZCZ + 51'1&2 + 512()2

con 6;,06;5(i,5 =1,2) constantes en R.

Si (92,.%, P) es un espacio de probabilidad y {th} y {WE} son sucesiones de variables
aleatorias i.i.d. con distribucién comin N(0,c?), entonces la dindmica del juego ests repre-
sentada por el proceso {x;} definido por xp =0y

Te1 = [f1(we, a) + th]lﬁl + [fo(we, bs) + Wt2]192

con O, e F talque QU =Qy U nQ =0, P(Q)=yy P()=1-7.
Consideremos el juego estocéstico de dos jugadores

G:= (RaAaBaerlar2)

y un factor de descuento, a < 1/[1 + 2 + €]. Es claro que se satisface la condicién (C1) ya

que R es un espacio de Borel y A, B son métricos compactos. Demostraremos que el juego G

satisface las Hipdtesis 3.1.1 y 3.1.2. Sea p la medida de probabilidad en #(R) definida por
1 w?

B) = 207 dw,
u(B) o s
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entonces p es una medida sin dtomos y @) es absolutamente continua con respecto a u; sea
B e #A(R) con u(B) =0 entonces

Qi) = [, I
1 r,a) = e 20 w
Bcr\/%

2wy (z,0)- f1 (2,0)*
= / ve 202 pu(dw) = 0.
B

Andlogamente Q2 << u, por lo tanto, @ << u. Ademds, para cada C' € #(X), las funciones
Q1(CJz,-) y Q2(C/z,-) son continuas en A(x) y B(x) respectivamente.

La funcién de densidad z: K x X — R de @ con respecto a u estd definida por

2yf1 (z,0)~f1 (,a)? 2y fo (2,b)=fo(x,b)2

z2(z,a,b,y) = ~e 252 +(1+7)e 202

Denotemos por

2y 1 (z,0)~f1 (z,a0)?
z1(w,a,y) = ~e 202 ,
2y fo (a,b)~fo (x,b)2

Z2($abay) = (1_7)6 20°

Definimos W : X — [1,00) por W(z) = 22 + 1. Entonces W es integrable con respec-
to a p. Ademds, como exp(—(w — fi(x,-))?/20?) es continua en A, la sucesién exp(—(w —
fi(z,a,))?/202) converge a exp(—(w - fi(z,a))?/20%) cuando a, — a. Asimismo, para cada
w € R y para cada x € X la funcion

7(w+z2+5))2
g(w) = e 272 siJw|>2? +e
1/\V2mo si|w|<2?+e

satisface que

—(w=f1 (z,an))?
[ 202

< g(w) Vn eN.
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Esto implica

~(w=f1(z,an))? ~(w-f1 (z,0))?
(&} 202 — € 202

< 2g(w).

Por el teorema de la convergencia dominada tenemos que

“(w-fi(@an)?  —(w-f1(z,0)?
~y
5 e 202 —e 207 W(w)dw - 0.
o JR
Anidlogamente,
1-7 “(wofa(@bn)®  (w-fa(w.b)?
VT [ e 207 -e 27 W(w)dw — 0.
o JR

Por lo tanto, se tiene que para cada = € X,

nlglolo R|z(:€,an,bn,y)—z(w,a,b,y)|W(y)u(dy) = 0,

cuando a, > a en A(x) y b, > b en B(z).

Claramente podemos encontrar K tal que r;(z,a,b) < KW (z)V(x,a,b) e Rx Ax B (i=
1,2) asi cada funcién ganancia r; € By (X).

Si B:=1+0?+¢, entonces 1 <3< % y ademas

'[R{W(y)@(dy/x,a,b) < pW(x) VY(x,a,b)eK. (3.19)

Para demostrar (3.19) ndtese que

~(w=f1 (,))?
[ [w? +1] T e dw
R oV 2T

2
9 7 —(w-f1(z,a))
w e 202 dw +
v[R oV 2w

2

LW @)@u(dsfz.a)

IA

A1+ 0%+ e+ 2?] <yB[x? +1].

Anglogamente se demuestra que [p W(y)Q1(dy/z,a) < (1 -~)B[2? + 1]. Por lo tanto, por
el Teorema 3.1.3 el juego estocastico GG tiene un equilibrio de Nash en el conjunto de las
multi-estrategias estacionarias.



Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudiaron los trabajos pioneros de la teoria de juegos no-
cooperativos de J.F. Nash y L. Glicksberg, en los que se demostro la existencia de equilibrios
para juegos estaticos donde los espacios de acciones son finitos o compactos, respectivamen-
te. Se estudiaron también los juegos estocasticos no-cooperativos y la extension del concepto
de equilibrio de Nash para este tipo de juegos. Nuestra principal aportacién fué establecer
algunos resultados sobre la existencia de equilibrios de Nash para juegos estocéasticos no-
cooperativos con funciones de pago no necesariamente acotadas y con criterio de pago des-
contado. Se estudié el caso de espacio de estados numerable y el caso de espacio de estados
de Borel con estructura ARAT.

El teorema de punto fijo de Glicksberg es un resultado que ha sido crucial en el desarrollo
de las demostraciones sobre la existencia de equilibrios de Nash en el conjunto de la multi-
estrategias estacionarias ®. Para la existencia de un equilibrio es necesario demostrar que el
espacio de las multi-estrategias estacionarias es un subconjunto compacto y convexo de un
espacio vectorial topolégico Hausdorff localmente convexo. También es necesario demostrar
la semicontinuidad superior de una multifuncién ¥ definida del espacio ® en si mismo. Nétese
que el teorema de punto fijo no tiene como hipotesis que el espacio de las multi-estrategias
estacionarias sea un espacio metrizable, sin embargo, esta condicién facilita la demostracion
de algunos resultados como la semicontinuidad superior de las multifunciones y la compaci-
dad de ®. En las demostraciones se utilizaron resultados que son caracterizaciones por medio
de sucesiones para la semicontinuidad superior y la compacidad en espacio métricos. Si el
espacio ® no es metrizable se tiene que demostrar la compacidad y la semicontinuidad su-
perior utilizando las definiciones para espacios topolégicos en general, lo cual puede ser muy
complicado.

Para los juegos estocéasticos con espacios de estados numerable presentados en el capitulo
2, demostrar que el espacio de las multi-estrategias estacionarias es un espacio metrizable fue
posible gracias a que el producto numerable de una familia de espacios metrizables es metri-
zable. En el caso de una familia no numerable de espacios metrizables, el espacio producto
no es metrizable.

En los juegos estocasticos ARAT, demostrar que el espacio de las multi-estrategias esta-
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cionarias es un espacio metrizable y compacto no fue sencillo ya que esta propiedad depende
fuertemente de la estructura del espacio de estados y de los conjuntos de acciones admisibles,
por lo que fué necesario clasificar condiciones en dos clases de juegos (C1) y (C2). La sepa-
rabilidad del espacio % es determinante para que la bola cerrada %7 (0) c %7 en el dual
de %, sea compacta y metrizable, lo cual es necesario ya que ® puede identificarse como
un subconjunto de %j(0). Asi, solo fue necesario demostrar que el espacio ® es cerrado y
esto para las dos clases de juegos que clasificamos. Por la estructura del espacio %, el punto
fijo de la multifuncién ¥ es sélo un u—equilibrio, pero gracias a la teoria de selectores, el
equilibrio de Nash se completa para todo el juego.

Claramente ain queda mucho trabajo por recorrer para asegurar la existencia de equili-
brios de Nash en la teoria de juegos estocésticos no-cooperativos. Suerte.. :D



Capitulo 4

Apéndice

Teorema 4.0.1. (Teorema de Kakutani) Sea U un subconjunto compacto y convero de R™.
Sea ¥ : U - U una multifuncion semicontinua superiormente tal que para cada v € U el
conjunto W(v) es no vacio y convexo. Entonces ¥ tiene un punto fijo, es decir, exite un
punto pe U tal que e ¥(p).

Demostracién. Klein y Thompson [14], p.102. m

Teorema 4.0.2. (Teorema de Glicksberg) Sea U un conjunto compacto y convexo contenido
en un espacio vectorial topologico Hausdorff localmente convexo. St W :U - U es una mul-
tifuncion semicontinua superiormente, entonces existe un punto fijo para ¥, esto es, eriste
weU tal que pe ¥(p).

Demostracién. Glicksberg en [10] m

Proposicién 4.0.3. Sea (X, %) un espacio medible y (pn)ee, una sucesion de medidas
en X que converge para cada conjunto D € (X)) a una medida p. Sean (fn)oey ¥ (gn)oq
sucesiones de funciones medibles, las cuales convergen puntualmente a f y g respectivamente.
Si|fnl < gn ¥neNy

tim [ go(@(dr) = [ g(e)u(d) <oo.

entonces

tm [ fa@n(de) = [ f@n(de) <.

Demostracién. Proposicién 18 en [23], p. 232. m

Proposicion 4.0.4. Sea {Xj}jej una familia de espacios vectoriales topoldgicos localmente
converos. El producto cartesiano X = [ljc; X; es también un espacio vectorial topoldgico
localmente convero.
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Demostracion. Es facil probar que el producto cartesiano X es un espacio vectorial
topolodgico; la base para la topologia producto definida en X, con elementos béasicos convexos
esta dada por:

F = {XeX:X:Ualx...annXH{Xj:jeJ—{al,...,an}},Uareﬁfj}.

donde .7; es la base de la topologia de bésicos convexos en Xj,j€.J. m

Proposicion 4.0.5. Sea {Xj}jeJ una familia de espacios métricos. El producto cartesiano
de esta familia es metrizable si, y solo si, J es un conjunto numerable.

Demostracién. Corolario 7.3 y 7.1 en [6], p. 189. m

Proposicién 4.0.6. Para cada © € X y cada i € I, el espacio M (A;(x)) es un espacio
vectorial topolégico Hausdorff localmente convezo.

Demostraciéon. Sea f e C(A;(x)). Para cada pe #(A;(z)) definamos la semi-norma

Pr(n) = [ F@da)

)

y para € >0

Upte = {ved(Ai(z)): Pr(v-p)<e}.

Denotemos por 7 a la topologia generada por los conjuntos U, t.. Por el Teorema 5.14 en
[8] p. 166, el espacio (#(A;(x)),T) es un espacio vectorial topolégico localmente convexo.
Ademas, si p # 0 entonces existe F € B(A;(x)) tal que u(E) # 0 y para

1 siaeFl
f(a) ‘:{ 0 siaeE°

se sigue que

Prn) =] f, . F@da)

=pu(E) #0,

asi, por la Proposicién 5.16 en [8] p. 167, el espacio (# (A;(z)),7) es Hausdorff. m

Proposicion 4.0.7. Sea X un conjunto adbitrario. El producto cartesiano

N
[TI] #(Ai(2))

1=1 zeX

es un espacio vectorial topologico Hausdorff localmente convexo.
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Demostracién. Por la Proposicién 4.0.6, Proposicién 4.0.4 y la Proposicién 4.10 en [§]
p- 120, el producto cartesiano

[1.#(Ai(2))

zreX

es un espacio vectorial topologico Hausdorff localmente convexo. Con los mismos argumentos
se tiene que

N

[TI] #(Ai(2))

=1 xeX

es un espacio vectorial topologico Hausdorff localmente convexo m

Lema 4.0.8. Sea u: X x A —> R, con u(-,a) una funcidn medible en X y u(x,-) una funcion
continua en A(x) un conjunto compacto.

(a) Eziste f € Fy tal que para cada x € X,

w@) = mix u(r.a) =z f(x).

y u”* es una funcion medible.
(b) Para u(z,\) := [, u(z,a)\(da),

u*(z) = /\eﬂgr(lgé))u(:v,)\) Vo e X.

Demostracién. (a) La existencia del maximizador y la medibilidad de la funcién u* se
sigue del Lema 8.3.8(a) en [12] p. 50.

(b) Obsérvese que para cada a € A(z) y para cada x € X,

v (z) = méx u(z,d,) < méx wu(xz,\) VrelX,
( ) acA(x) ( ) AeP(A(z)) ( )

donde 4, es la medida de Dirac concentrada en a. Para la otra desigualdad, sea A € P(A(x)),
entonces

u(x,)\):fA(x)u(a:,a))\(da) < ui(x),

y por lo tanto,

] A) < ot Vo e X.
AEIPI’I(ljé))U(x’ ) u*(z) Vze
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Lema 4.0.9. Para cada ¢pe® yk=1,2,... y Hfg() definida en (2.10) tenemos que

Vi(z,¢) = Hg(x)+a" Y Vily, 9)Q" (y/z,¢(:/x))

yeX

Demostracién. Téngase en cuenta que

a) Por definicién para n > 1,

Q" (y/xo. d(-Jz0)) = Y Q" '(y/a1,¢(-/x1))Q(x1/x0, B (:/70)).

LE1GX
b) Para cada k € N,

k-1
Hi () = 3 0" Hy(n)@" (o0, 6(20).

Entonces por a),

Vi(wo,0) = 3 7y, o(:/y))

yeX

+ al[i a™ Y iy, o(1y)Q" (y/x1, ¢(-/21))]Q(21 /0, $(-/20))

r1eX n=0 yeX

= Hy(zo)+ Y. o'Vi(z1,0)Q(z1/x0, ¢(+/x0)).

x1€X

Si iteramos k veces la funcién V;(-, ¢), obtenemos que

k-1
Vi(zo, ¢) = Z_%OénHé(xn)Qn(fcn/wov¢('/960))
+ Y oMVi(ak, 0)QF (wr/x0, 8(-/70)).

.’EkGX

Por lo tanto, por b), obtenemos

Vi(z,¢) = Hg(z)+a" Y Vi(y,¢)Q"(y/z, ¢(:-/x)).

yeX

Proposicién 4.0.10. Bajo las Hipdtesis 3.1.1 y 3.1.2, para cada u € By (X) la funcion

(a.b) ~ [, u(@)Qdy/z.a.b)

es continua en A(z) x B(x).
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oo

Demostracién. Primero nétese que si (f)nrq € Mp(X) es una sucesién de funciones
semicontinuas inferiormente que converge crecientemente a una funcién f € My(X'), entonces
el conjunto {z € X : f,(z) > a} es abierto y por lo tanto, la unién de ellos también lo és;

{zeX:f(x)>a} = U{reX: fulz)>a}

neN

en consecuencia, f es semicontinua inferiormente. Similarmente, se prueba que si (f,);2; €s
una sucesion de funciones semicontinuas superiormente que converge decrecientemente a una
funcién f, entonces f es semicontinua superiormente.

Para cada v € By (X) tenemos la siguiente desigualdad

[o(@)] < Jlvllw W (2) (4.1)

Por (4.1) tenemos que

o (@) = o) + vl W () > 0.

Consideremos (v;)) ¢ M(X) una sucesién que converge crecientemente a v*. Por el Teorema
de la convergencia monotona tenemos que

[ viwQUyfz.ab)t [ v (n)Qdy/r,a.b).

y por la Hipétesis 2.1.2 (d) obtenemos que la funcién (a,b) = [y v*(y)Q(dy/x,a,b) es semi-
continua inferiormente en A(z) x B(x). Ademas, por la Hipdtesis 2.1.2 (¢) la funcién

(@b~ [ W()Qdy/z,a,)

es continua en A(x) x B(z). Entonces tenemos que
(@0 [ o@)QUyfr,ab) = [ v )QUy/wa.b)
ol [ W @)Qy/z.a.b)

es semicontinua inferiormente en A(x) x B(z). Andlogamente, por (4.1) tenemos que

0" (@) = —o(a) + o]y W) >0,

consideramos ahora (v:*) | v** en M(X). Por el Teorema de la convergencia monotona
tenemos que

[ v @QUylz.a.b) ) [ o™ ()Qdy/wa.b),
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y por la Hipétesis 2.1.2 (c) y (d) la funcién (a,b) = [y v(y)Q(dy/z,a,b) es semicontinua
superiormente en A(x) x B(z). m

Lema 4.0.11. Sea (¢L,¢2) convergente a (¢!, ¢*) en @1 x &y c By x Bo (B;(i =1,2) como
en las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.2) y sea h : K - R tal que

h(xz,a,b) = hi(z,a)+ho(x,0) VY(z,a,0) €K,

con hy € B y ho € By tal que

h h b
Dndx (w,a) oy max ho(w,b)

pertenece a By (X). Entonces para cada D € B(X).

[ 1@z, 6h0u(dr) > [ 1p(@)h(a, 6", ¢*)pu(d)

Demostracién. Sean f € Lij(u) v D € A(X) arbitrarios. Como f(z)hi(z,)/W(x) es
continua en A(z) y hy € By (X), existe M tal que |hi(x,a)| < MW (x) y por lo tanto,
h1($ (l)
fX ni;c}x) 1p(x)

@5y

pldr) < [ Mf(@)u(da) < oo,

entonces

@O«

con un argumento similar se prueba que 1p(z) f(-)ha(-,-)/W(-) € B>. Por la convergencia de

(60, 07) a (¢',0%) se tiene que

h(z, 6} ()
[ 1@ 1@ ey )
N
hi(z, ¢ (x))
[ 1@ 1@ G M),
y
hQ(x7¢721(x))
[ 1@ f@) ey )
N
ho(z, $*(z))
fxlD(fB) f() Tx)ﬂ(dﬂﬁ)-
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por lo tanto, obtenemos que

h(z, oL (), 62(x))
[ 1@ 1@ )
!
h(z, ¢ (2), 8 ()
[ 1@ 1@ o H)

Proposicién 4.0.12. Sea (X,X) un espacio medible. Si para cada E € ¥ la ley de transicion
Q(E/x,-,-) es continua en A(x) x B(x), entonces Q es fuertemente continua.

Demostracién. Para cada f e M,(X), existe (uy,),>; una sucesiéon de funciones simples
que convergen uniformente a f, ademds, si M es una cota para f, entonces |u,(x)| < M Vne
N. Definimos

hn(a,b) = qun(y)Q(dy/x,a,b).

Por hipétesis, hy(-) es continua en A(z) y por el Teorema de la convergencia acotada

h(ab) = [ un()QUy/r,ab) ~ h(ab)= [ F()Qy/z,a.b)

Ademsds, esta convergencia es uniforme, pues para cada € > 0 existe N € N tal que

ha(a. )= k(@) < [ funy) - FWIQdy/z,a.b) <c.

Finalmente, como h,, es continua en A(z) x B(x), la funcién limite h es continua en
A(z) x B(z). m

Teorema 4.0.13. Sean X y A espacios métricos compactos, ¢ una multifuncion de X al
conjunto potencia P(A) y p una medida de probabilidad sin dtomos. Si ¢ es u—medible y

r = {ae%’ﬂa(m/x):l ,u—c.d},

ABi como en la demostracion de la Proposicion 3.2.1. Entonces I' es metrizable, convexo y
compacto.

Demostracién. La demostracién en Teorema IV.3.11 en [26]. m
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