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Introduccidon

En los ultimos afios ha existido un gran avance en la ciencia y tecnologia con respecto a la
fabricacion, manipulacion y la medicion de propiedades de dispositivos a nivel de escala
nanométrica. El estudio de plasmones de superficie y su interaccion con nanoestructuras dio
lugar al nacimiento de dos areas, la plasmoénica y la de los metamateriales. Los plasmones son
oscilaciones colectivas de electrones, y se han encontrado en volumen, en superficies y en
particulas metalicas. El estudio de los plasmones es de especial interés en sistemas con nano-

particulas metalicas de forma esférica.[1]

Las nanoestructuras y las nanoparticulas se utilizan en la fabricacion de sensores bioldgicos y
quimicos, en la nanolitografia, en el monitoreo ambiental, filtros dpticos, en guias de onda y en la
medicina. Se han creado nanoparticulas con distintas morfologias como anillos, cubos, pirdmides

y esferas.

Para comprender las propiedades Opticas de una particula de forma esférica y estructuras mas
complicadas debemos remontarnos al inicio del siglo XX. En aquellos afios Gustav Mie estudia la
difraccion de una onda electromagnética por una esfera y encuentra una solucidon exacta del
esparcimiento de una onda plana monocromatica debido a una esfera homogénea [2], esto es la
base para el entendimiento de la respuesta Optica de las nanoparticulas. En el mismo afio, Peter
Debye resolvio un problema similar con el objetivo de encontrar la presion de la luz sobre la
esfera, con el cual se Doctor6 asesorado por el reconocido fisico Arnold Sommerfeld. Es
interesante mencionar que se pueden encontrar pocos trabajos acerca de este problema desde el
siglo diecinueve, incluso Mie hace referencia a Thompson, Raleigh y Lorentz, ya que estos tres
por separado estudiaron casos particulares de la difraccion por una esfera. Sin embargo, en la

actualidad, se reconoce a Mie como precursor de esta teoria.

En 1977 Ashkin y Dziedzic observaron resonancias en esferas dieléctricas al estudiar la
levitacion de las mismas, estas resonancias son llamados modos de galeria susurrantes
(Whishpering Gallery Modes WGM por sus siglas en Ingles) y se deben al campo evanescente

producido por la reflexion total interna del campo incidente [3].



Un afio después, Chylek al estudiar el mismo sistema encuentra que a cada resonancia es posible
asociarle un coeficiente del desarrollo multipolar del campo esparcido de la solucion de Mie, son

las llamadas ondas parciales [4].

Los cientificos se enfocaron en la busqueda de resonancias en esferas, Ruppin en 1970 [5]
encuentra los modos para el caso no-retardado. Englman y Ruppin asi como Fuchs y Kliewer, de
forma independiente, en 1968 encuentran los modos de una esfera para el caso retardado y
aplicados a esferas de materiales i6nicos [6,7]. En 1985 Martinos encuentra los modos para una
esfera metdlica probando ademas la existencia de modos virtuales para frecuencias mayores a las
de la frecuencia de plasma, calcula las frecuencias complejas de excitacion como funcioén del
radio de la esfera y la seccion eficaz de absorcion (esparcimiento) como funcion de la energia de

excitacion.[8]

En 2005 Stout et al., [9] resuelven el problema de la difraccion de una onda plana por una esfera
homogénea suspendida en un medio aniso-tropico. Berg et al en 2008 calculan el campo cercano
para una esfera con indice de refraccion de 1.33 en el vacio, para estudiar la simetria del campo

eléctrico en el interior de la esfera y relacionarla con los parametros de Stokes. [10, 11]

En 2007 Derkachova y Kolwas [12] obtienen las frecuencias complejas de excitacion en funcion
del radio de la esfera metélica. Ancey ef al., en 2009 calculan seccion eficaz de esparcimiento y
de absorcion respecto a la energia de excitacion, las cuales muestran maximos que estan asociado

aun modo [13], resultado que ya habia sido obtenido por Martinos [8].

Cabe aclarar que frecuencias asociadas a los modos (WGM, plasmones) dependen del tamato, la
forma, y composicion de la particula, asi como del medio en que se encuentra inmersa la
particula. Ademas, no es necesario usar algin medio de acoplamiento para excitarlos [14]. En
1999 usando la teoria FDTD, Shinya y Fukui estudian la interaccion de ondas evanescentes con

micro esferas dieléctricas y excitan un WGM. [15]

Todos los trabajos anteriores estdn relacionados con los modos asociados a o la difraccion de
ondas por esferas, cuyo radio ha sido variado desde nanometros hasta micras y formadas por
materiales metélicos, idnicos y semiconductores. De manera paralela otros trabajos fueron

desarrollandose para incluir la interaccion de esferas con otras particulas o cerca de interfaces.



Las frecuencias de los modos de superficie de una esfera cerca de una superficie que separa dos
medios semi-infinitos en el caso no-retardado fueron calculadas por Nkoma [16]. El demostro
que existen ahora dos modos por cada orden multipolar y las frecuencias dependen de la distancia
de separacion plano-esfera. En el caso limite de una separacion infinita, esta solucion converge a

la encontrada por Ruppin.

Muchos investigadores se han interesado en el problema del esparcimiento de una esfera cerca o
sobre la interfaz que separas dos medios semi-infinitos: el precursor de esto fue Chew et al., en
1976 [17], trabajos posteriores fueron presentados por Bobbert y Vlieger en 1986 [18], Lindell et
al.,en 1991 [19], Videen en 1991-1993 [20, 21, 22], Jonhson en 1992-1995 [23, 24, 25], Fucile et
al., 1997 [26], en 1998 Wriedt y Doicu [27], Ishikawa et al., en 2000 [28], Jory et al., en 2003
[29] y Heitzel et al., 2008[30].

G. Videen, estudi6 el esparcimiento de una esfera arriba o sobre una superficie plana que divide a
dos medios semi-infinitos usando el método de imdagenes y un desarrollo multipolar. Sin
embargo, ésta teoria es valida en los siguientes tres situaciones: a) cuando el plano y la esfera
estan muy alejados, b) cuando el radio de la esfera es pequefia con respecto a la longitud de onda
incidente y c¢) cuando la diferencia del indice de refraccion entre ambos medios (esfera, medio

semi-infinito) es muy grande o muy pequeio [20, 21, 22]

Johnson considera que el medio semi-infinito que no alberga a la esfera es un conductor perfecto.

[23, 24, 25].

Fucile et al., [26] usando un desarrollo multipolar resuelven el problema de una esfera cerca de
una interfaz, sus resultados concuerdan con [13], [18] y [19] bajo las aproximaciones que ellos

tomaron.

Wriedt y Doicu usa el método de la frontera extendida (extended boundary method) y muestra
resultados del esparcimiento como funcion del angulo para esfera de radio de 0.1 ym y 0.3 pm

sobre sustratos de silicio [27]

Ishikawa et al., [28] estudia el acoplamiento de las resonancias de una micro-esfera sobre un

sustrato dieléctrico. Cuando existe un modo es posible asociarlo a una onda parcial, tal y como se



mencion6 con anterioridad, con base a esto Ishikawa reduce enormemente los calculos mostrando

un WGM debido s6lo a la onda parcial correspondiente.

Jory et al., [29] mide el esparcimiento de luz por esfera de 1.4 pum y 5 pm detras de un interfaz
vidrio/aire debajo del angulo critico para las polarizaciones p y s; hace una comparacion con la

teoria de la referencia [18].

Heitzel et al., [30] excitdo un plasmén en una esfera de Au de 40 nm y 250 nm para hacer un
patron sobre un sustrato de Silicio usando un laser de 532 nm. Usando el método FDTD resuelve

el problema teorico, el resultado de esto se correlaciona de buena forma con el experimento.

El principal objetivo de este trabajo es obtener la solucion teodrica de la difraccion de la luz
debido a una, micro- o nano-, esfera cerca de una interfaz plana la cual divide a dos medios semi-
infinitos. La esfera puede ser metalica y soportar plasmones de superficie o dieléctricas que

pueden sostener los modos conocidos como WGM.
El desarrollo de la tesis esta hecho de la siguiente manera:

El capitulo 1 comienza con una breve introduccion de las ecuaciones de Maxwell y el concepto
del campo cercano. Se introducen las funciones Bessel y los arménicos esféricos para resolver la
ecuacion de la onda esférica escalar, se resuelven las ecuaciones de Maxwell mediante un
desarrollo multipolar donde se usan los vectores esféricos armonicos, comenzando con el
desarrollo de una onda plana, para posteriormente estudiar el problema del esparcimiento de la

esfera. Por ultimo, se aborda el modelo de Drude.

Se toma la notacion del texto Classical Electrodynamics por D. Jackson [35], ya que, es el libro
base para el curso de electrodinamica del posgrado del Departamento de Investigacion en Fisica.
Considero que el presente trabajo es un complemento al curso de Electrodinamica 11 ya que el

capitulo 10 menciona de forma breve el problema de Mie.

Este fue el capitulo de entrenamiento tedrico en el uso de los vectores esféricos armonicos, asi
como el entendimiento de sus propiedades matematicas. Los vectores esféricos armonicos es la

piedra angular de la expansion multipolar de un campo electromagnético.



En el capitulo 2 se plantea el sistema ha estudiar que es el de una esfera detrds de un plano, se
utiliza la misma metodologia que en el capitulo 1 para resolver el problema de difraccion de luz
por dicho sistema (dividir el espacio en regiones y escribir los campos en cada medio como un
desarrollo multipolar). En la seccion 2.2 se introduce el teorema de la adicion-traslacion para
ondas vectoriales esféricas y se usa, en la seccion 2.3, para acoplar los campos en la frontera de la
esfera de radio a y en el plano colocado a una distancia de - (a + D), se considerd que el campo
esparcido por el plano proviene de una esfera “imagen” colocada a una distancia -2(a + D) de la

esfera.

Por ultimo, en el capitulo 3 se presentan los resultados numéricos, criterio de convergencia, el
campo cercano, la seccion de extincion de una esfera dieléctrica y metalica. En la seccion 3.1 se
estudia la difraccion por esferas dieléctricas y se excita un WGM para las polarizaciones TE y
TM. El caso de esferas metélicas se estudia en la seccion 3.2 y se excita un plasmon de
superficie, el cual solo existen en el caso TM. En ambos casos se compara el campo cercano y el
modulo de la componente ¢ del campo eléctrico de esparcimiento en resonancia y fuera de ella.
Por ultimo, en la seccion 3.3, se muestra un resultado preliminar del campo cercano del sistema

plano/esfera.

En el apartado denominado conclusiones y perspectivas se plantean las principales

contribuciones de este trabajo y se analiza la perspectiva de trabajos futuros.



Capitulo 1

Difraccion de Ondas Electromagnéticas por Esferas

En el presente capitulo se estudia el campo lejano y cercano de una onda electromagnética plana
difractada por una micro- o nano- esfera, metalica o dieléctrica, de radio a, suspendida dentro de
un medio no absorbente. Para resolver las ecuaciones de Maxwell se utiliza un desarrollo
multipolar para representar a los campos, y se divide el espacio en dos regiones, fuera (medio 1)
y dentro (medio2) de la esfera. Las condiciones de frontera se usan para acoplar los campos.
Ademas se introducira el concepto de campo cercano, y se describe de forma breve el modelo de

Drude.

1.1 Las Ecuaciones de Maxwell.

Los fenomenos electromagnéticos se describen utilizando una teoria de campo, en el cual las
funciones dependen de la posicion y del tiempo, las ecuaciones de la electrodindmica clasica se

llaman ecuaciones de Maxwell [35] y se muestran en su forma diferencial y en el SI a

continuacion:
V-D'=p (1.1)
V-B'=0 (1.2)
VxE‘z—aB (1.3)
ot

a\ 14
Vx e oD 7 (1.4)

ot

donde E'=E'(7,t),D'=D'(7,t),H'=H'(7,t),B'=B'(7,t),J'=J'(7,t), p'= p'(7,t) son el campo
eléctrico, desplazamiento, campo magnético, densidad de flujo magnético, densidad de corriente

y densidad volumétrica de carga, respectivamente.

La ecuacion (1.1) se le llama ley de Gauss, (1.2) la no existencia de monopolos magnéticos, (1.3)

la ley de Faraday y (1.4) ley de Ampere-Maxwell.



Existen conexiones entre el campo eléctrico y el desplazamiento que se produce en un material, y
el campo magnético y la densidad de flujo magnético, a estas se les llaman relaciones

constitutivas.

Cuando el material es homogéneo, isotropico, no magnético, de respuesta local y lineal las

relaciones constitutivas son:

D'(7,t) = &E"(7,1) (1.5)
B'\(7,t) = pH'(7,1) (1.6)

donde ¢ es la funcion dieléctricay u es la permeabilidad magnética del medio.

Aplicando el rotacional a la ley de Ampere-Maxwell (1.4), asumiendo que no tenemos fuentes y
usando las relaciones constitutivas (1.5) y (1.6) obtenemos una ecuacion diferencial lineal de

segundo orden, la ecuacion de onda,

VZFI'(?,t)—ygazL(j’t)zo (1.7
ot

La ecuacion (1.7) es valida también para el campo eléctrico o bien para una de las componentes

de los mismos. Por ser una ecuacion diferencial independiente del tiempo, es necesaria establecer

condiciones especiales, llamadas condiciones de frontera. La deduccion de las mismas aparecen

en los textos convencionales de electrodindmica, sin embargo, por completez se dard una breve

explicacion.

A continuacién se analizard la variacion de los vectores del campo magnético y el
desplazamiento eléctrico al pasar por una superficie que separa dos medios semi-infinitos que son
opticamente distintos. Un vector unitario normal a la interface se denota como 7, la direccion es

positiva si la normal se dirige hacia afuera del material, como se muestra en la figura 1.

Aplicando el teorema de la Divergencia a la ecuacion (1.1) y (1.2) en el volumen contenido por el

cilindro mostrado en la figura y en el limite cuando la altura del cilindro es cero, se llega a

(DZ_DI)'ﬁZGS

1.8
(B,—B)-7=0 (9



donde o, es la densidad de carga superficial. La componente normal de la densidad de flujo

magnético es siempre continua y la componente normal del desplazamiento eléctrico es

discontinua cuando la densidad de carga superficial sea distinta de cero.

Al aplicar el teorema de Stokes a la ecuacion (1.3) y (1.4) en la trayectoria rectangular cerrada

mostrada la figura 1 y tomando el limite cuando la anchura tiende a cero, obtenemos

(E,—E)xn=0
1.9
(H,-H)xn=] (-

donde J, es la densidad de corriente superficial. Por lo tanto, las componentes tangenciales de los

campos son continuas si la densidad de corriente es cero.

E,,B,,D,,

le

Figura 1. Diagrama de una superficie entre dos distintos medios. Donde o;yJ, son la

densidad de carga superficial y densidad de corriente superficial en la frontera,

respectivamente.

Campos temporalmente armadnicos

Si se asume que la dependencia temporal de los campos es temporalmente armonica, entonces

H'(7,t) = H(F)exp(—ict) (1.10)

En este caso, el resto de los campos y las fuentes presentan el mismo comportamiento temporal.



En esta situacion las ecuaciones de Maxwell toman la forma siguiente

V-D=p (1.11)
V-B=0 (1.12)
VxE =+iwB (1.13)
VxH =—iwD+J] (1.14)

donde ahora E=E#),D=D(),H=H),B=B®F#),J=J(),yp=p(F) poseen una

dependencia solamente espacial.

Asumiendo esta dependencia, la ecuacion de onda (1.7) se transforma en la ecuacion de

Helmbholtz,

VHF)+q*H(7)=0 (1.15)
donde ¢ es el numero de onda,
g= \/aa, (1.16)

Las ondas electromagnéticas transportan energia y momento. Es muy importante determinar la
energia absorbida y/o esparcida debido a alguna geometria en particular. La energia por unidad

de 4rea y tiempo transportada por los campos esta determinada por el vector de Poynting S ,

| .
SZERe{ExH } (1.17)
E es el campo eléctrico y H " es el complejo conjugado del campo magnético.

El campo eléctrico E y magnético H en un medio que rodea a una particula es la suma del

campo incidente mas el campo esparcido, como se muestra a continuacion,

E-E+E, (1.18)

H=H+H, (1.19)



Sustituyendo la ecuacion (1.18) y (1.19) en (1.17) obtenemos

§S=85+8+8S, (1.20)
donde S,y S son los vectores de Poynting asociados al haz incidente y al esparcido
respectivamente, S, indica el vector de Poynting asociado a la interferencia entre el haz incidente

y al esparcido.

La integral de superficie de la proyeccion del vector Poynting sobre el vector unitario

perpendicular a la superficie es la potencia,

. 1.21
W:;Re{[(E(?’)xﬁ (?’))-ﬁda} (1.21)
Sustituyendo (1.20) en (1.21) obtenemos
W, =W, + W, + W, (1.22)

donde W, es el cambio de energia que es absorbida por la particula, W, W,y Wi, son las
integrales de la componente radial del vector de Poynting de la onda incidente, la esparcido y la
de interferencia, respectivamente. La ecuacion anterior es la conservacion de la energia, es decir,
la energia absorbida debe ser igual a la energia de la onda incidente més la de esparcimiento mas

la de interferencia.

Cuando la esfera es no-absorbente podemos escribir:

W+ W, =W, (1.23)

Tomando la potencia del campo esparcido y dividiéndola entre el modulo del campo eléctrico

incidente, obtenemos la seccion eficaz total de esparcimiento (o scattering)

(1.24)

Donde /; es el producto del area de un circulo de radio a con el modulo del vector de Poynting

incidente.
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1.2 Ondas Evanescentes y Campo Cercano.

Un concepto central en la nano-Optica es el de onda evanescente la cual va disminuyendo su
amplitud a medida que se aleja de algin objeto iluminado, por ejemplo, una esfera o un cilindro.
Cabe aclarar que las contribuciones del campo evanescente son apreciables a distancia muy
cercanas a la superficie, tipicamente del orden de un tercio de A [36], la longitud de onda de la
luz incidente. Esta onda es posible escribirla en términos de ondas planas, o como un desarrollo
multipolar, y es muy importante si se quiere comprender el comportamiento de los campos
electromagnéticos en la Optica moderna. Al campo producido por contribuciones de ondas

evanescentes y propagantes se le llama campo cercano.

Los primeros en reconocer la existencia de ondas electromagnéticas evanescentes fueron
Sommerfeld y Zenneck [37] en su estudio de los metales, donde aparece el efecto peculiar (skin

effect).

1.3 Soluciones a la Ecuacion de Onda Esférica Escalar

Consideremos la ecuacion (1.15) en coordenadas esféricas y proponiendo una solucion y(r, 8, @)

(componentes de campos) en serie y empleando el método de separacion de variables:

w(r,0,p)=) D) o (0.0) (1.25)

I,m AP

al sustituir y en la ecuacion escalar de Helmholtz (1.15) se encuentra dos ecuaciones, una de ella

es,
Lol o209 1 &g,(0.9)
—|sin@ = + Im =—I(l+1 0, 1.26
sin6 ae[ 06 | sin6 o’ (+1)gn(0.0) (1.26)
donde/=1,2,... ym=-I,...,-1,0,+1,...+/. La solucidén a esta ecuacion son los arménicos

esféricos Y, (6,p) (ver ref. [35]).

11



La ecuacion para la parte radial obtenida es,

d’f,(r) Jrldfl(r) +{q2 B (I+1/2)°

dr? r dr 7’

}f, (r)=0. (1.27)

La ecuacion (1.27) se le conoce como la ecuacion de Bessel de orden /+1/2. Las soluciones a
esta ecuacion son las funciones Bessel esféricas, en honor al astronomo aleman F.W. Bessel

quién fue el primero en calcular la orbita del cometa Halley.

Las funciones Bessel esféricas de primera y segunda clase especie de orden / son

: v 1 d lsen(qr)
Ji(gr) = (=qr) (qr d(qr)J( o J

y,(qm:—(—qr)’[l d MCOSW)}

(1.28)

qr d(qr) qr
Al combinar las funciones Bessel esférica de primer tipo se definen las funciones Hankel esférica
(funciones Bessel de tercera clase orden /)
1" (qr) = j(qr)+iv,(qr)
1 (qr) = ji(gr) =1, (qr) -2
por lo tanto, la soluciébn mas general en coordenadas esféricas de la ec. (1.15) en coordenadas

esféricas es:

w(F) = Z[Az(n?hz(l) (gr)+ A4 W (qr)]Y,, (6, 9) (1.30)

donde los coeficientes se determinaran usando condiciones de frontera. Para un estudio mas

profundo con respecto a las funciones Bessel se puede consultar las referencias [35, 40].

1.4 Desarrollo Multipolar de los Campos

Como el campo eléctrico es una cantidad vectorial y (1.30) solo representa la solucion de una de
sus componentes y estas estdn relacionadas por las ecuaciones de Maxwell. A continuacion se

describe un procedimiento para encontrar el campo.

12



Si tomamos una cantidad escalar, el producto escalar entre el vector posicion y el campo eléctrico

(magnético), entonces

V(7-Ey=7-(V’E)+2V-E =7-(V’E) (1.31)
ya que la divergencia del campo eléctrico es cero, en ausencia de fuentes, por lo tanto, la

ecuacion (1.15) se puede escribir como

[V +q*1(F-E)=0
O bien,

[V2+¢*]1(7-H)=0

Definiendo un campo magnético multipolar o transversal eléctrico (TE) de orden (/, m) como:

m  l(I+1
F-H," =(q+)fz(qr)Y,m(9,co) (1.32)
FET =0 (1.33)

donde f; es una funcion Bessel esférica que se ajuste al comportamiento esperado con la magnitud

r del vector posicion.

Esto no es suficiente informacion para determinar los campos, para ello necesitamos usar las
ecuaciones de Maxwell. Tomando el productor escalar del vector posicion con el campo
magnético de la ec. (1.13) y usando la definicion del campo magnético multipolar (1.32) se

obtiene la siguiente relacion

Zar- A =L (X ESP) =L (75 9)- EIP =L- EJP (1.34)
1 1

Donde Z= ¥ esla impedancia del medio y L =i"'7xV es el operador diferencial de momento

Ve

angular. Un subindice en la impedancia indicara el medio en cuestion.
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Comparando la ecuacion (1.32) con (1.34) concluimos que

L-E™ =1(+1)2f,(gr)Y,, (0, ¢) (1.35)

El operador de momento angular afecta s6lo a los esféricos armonicos. Despejando el campo

eléctrico de (1.35) encontramos que,

E," =Zf(gr)LY,,(0.9) (1.36)

El campo magnético se puede escribir en términos del campo eléctrico como

A5 = L gy o 1.37
Im qZ Im ( . )

Definiendo un campo eléctrico multipolar o transversal magnético (TM) de orden (/, m) como:

a1, = f,(grLY,,(0,9) (1.38)

E, = quVXHIZM) (1.39)

Como la solucion mas general para los campos electromagnéticos es una superposicion de todas

las soluciones multipolares considerando ambas polarizaciones tenemos

H(r)= i Z{ 1@ X, (0,0) - qazmvx[ ;(qr)sz(é’,(P)]} (1.40)
E(r) = Zi Z{amfz (X, (0,9)+— bzmvx[ﬁ(qr)xzm(&(l))]} (1.41)

donde se ha introducido el vector armonico esférico normalizado de orden (/, m)

le (97 ¢) =

1
mZY/m 0,9) (1.42)
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El desarrollo del rotacional que aparece en las ecs. 1.40 y 1.41 es

Vx f(qr)X,,(0,0) =i /Il +1Y,, O, (/))fl @), [”fl (r‘]”)]' PxX, (6,0) (1.43)

Usando el resultado (1.43), los campos se pueden escribir como

Im

E= ZZ{a,mqr)‘X,m(e o)+ bl sz, 0.00- T DY, 0.0) T } (1.45)
Los vectores cumplen con las siguientes propiedades de ortogonalidad:

[X X, dQ=05,0,,

Im

(1.46)
[ R (7xX,,)dQ2=0

Las proyecciones de los vectores armonicos esféricos sobre el eje-x y el eje-y son

2-X,,(0,0) = 5 m [JU=m)(I +m+ 1Y, (0,0)+-[( +m)I—m+D)Y,, ,(0.0)]  (1.47)

1
9 X, (0,9) = 2l,\/m[\/(l —m)(I+m+1Y,,.,(6,0) = [(+m)(-m+1Y,,,(0.9)]  (1.48)

1 0 | seng 0
£-lPxX, (6,p)|=———| —cosBcos — Y, (0,

66’ sen6 O¢ (1.49)
j>~[i>><X' @ ¢)]=L cosHsen(pi+COS¢ 0 (0,9) (1.50)
i Jid+1) 20  sen6 dp (0 '
Los operadores diferenciales de ascenso y descenso son
L+:e”‘”(+aae+icot9;) (1.51)
; 0 0
L =e"’(———+icotd—
_=e'7( 0 ico 8(p) (1.52)
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1.5 El Desarrollo Multipolar de una Onda Plana.

El campo magnético de una onda plana linealmente polarizada en la direcciéon x que viaja en la

direccion z.

H, = h, exp(+ig, - 7)% (1.53)
Aplicando el rotacional de campo magnético (1.53) y usando (1.14), obtenemos el campo

eléctrico

E = —\/’LTlfx H, =—9Z h, exp(iq,r cos ) (1.54)
é

Usando la ec. 10.45 de la ref. [35], la ecuacion (1.53) puede escribir como

H, =h2) i [47(21+1) j,(qr)Y,, (6, p) (1.55)
1=0

En este problema hay, al menos, dos opciones: a) usar coordenadas esféricas debido a la particula

0 b) coordenadas cartesianas debido a la onda plana. Optaremos por la primera opcion.

Reescribiremos el campo magnético de la onda incidente usando las relaciones entre la base de

coordenadas cartesianas y esféricas

£ =senécos @7 +cos Ocos ph —senpd (1.56)
P =sen@sen@? + cos @senp +cos p P (1.57)
2=cos @7 —send o (1.58)

Entonces, el campo magnético queda como:

H,(7)=h,(sen@cos @7 +cos & cos p O — senqoqb)Zi’ A (2L +1) j,(gr)Y,, (6, 9) (1.59)
1=0

Escribiremos el campo magnético como un desarrollo multipolar de la forma de la ecuacion

(1.45), obtenemos:

— . ~ . ia,, .
h,2Y i A (2L +1) i (q,7)Y0(0,0) = [b,,),(4,7) X, (0,0) — ="V x j (g1 X, (0,0)]  (1.60)
=0 I,m

1
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Multiplicamos por sz (6, @) el desarrollo multipolar del campo e integramos sobre el angulo

solido se obtiene

by [ Y04 QI 1)), (g )Y,y (0.0)dQ% - K, (0.0) = b, )1 (r) [ K, (0.0) - X, (6.0)
1=0 k,m

r

- qlazmj.xzp(e’(p) i I +1) MYM (0, 0)7 + [rjl(flr)]’h( X, (6, (0)]}6’19
1
Aplicando las propiedades de ortonormalidad ecuaciones (1.46) se obtiene:

b i(qr) =i\ [4r QI+ 1) j (qr)h, [ Y,e(0,0)2- X}, (0, )dQ
=0

Usando el resultado dado por (1.47) y la ortogonalidad de los armdnicos esféricos

o [AzQI+1)
b =Y ;’;f(k:l))f, (g [ Gk + m)(k—m +1)5,5.
=0 A

te=m)k+m+1D5,5.,.,,]

m+1,0

La ec. 1.63 establece que solo dos coeficientes son diferentes de cero

Haciendo un procedimiento andlogo usando el campo eléctrico obtenemos

a,Ji(a0)Z, = [ E(r)-X;, (0, 9)dQ

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

Si ahora sustituimos el campo eléctrico ec. (1.54) en (1.66), ademas del resultado dado por (1.48)

se encuentran los coeficientes

Jaz 2l +1)

o, e
a, ., =+i h, 5

(1.67)
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_ i, Jaz2I+1) (168)

Dos puntos que destacar de los coeficientes son

1. La primera observacion es que solo hay dos valores de m distintos de cero para cada

coeficiente que son +1 y -1.

2. La segunda es que los coeficientes b y a son simétricos y anti simétricos respecto a m,

respectivamente

Finalmente, el desarrollo multipolar del campo incidente es de la forma:

) © . .b,' . '
E - ZIZ{a’nj, @K, (0.0)- K, (0.9)]+ ’“Wﬁx[x,,ﬂ(e, 0)+X, ,(0.0)]
l

, @ (1.69)
b' ]
DY, (0.0) Y, ,0,0) “r‘”f}
1
H' = z {billjz (%V)[Xz,u 0,9)+ Xl,—l 0,9)]- lcql”[r][(zlr)]l’ x [Xz,n 0,0)— Xl,—l 0,9)]
a 1 (1.70)
a
+

n iDL, 0.9~ Y, (e,w)]f’(ql”f}
q, r

1.6 Teoria de Mie

El fendmeno conocido como difraccion de las ondas electromagnéticas consiste en el cambio de
direccion de las ondas puede ser debido a un obstaculo o cuando atraviesa una rendija, etc. La
difraccion es la interferencia de una superposicion de ondas y no es posible describirla en término

de las leyes de la dptica geométrica.

En la Optica geométrica se representa una onda electromagnética con un rayo, si éstas leyes se
cumplieran para explicar el esparcimiento existirian regiones de sombra con limites bien

definidos que las separarian de las regiones iluminadas, sin embargo en la realidad se encuentra
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una complicada distribucion de luz. La Optica geométrica se cumple solo cuando las ranuras o los

obstaculos son mayores que la longitud de onda con las que se trabaja.

Gustav Mie en el ano de 1908 estudiando coloides encontrd una solucion exacta al esparcimiento
de la luz debido a la presencia de una esfera de radio a, a los resultados se le conocen como la

solucion o teoria de Mie. [2]

Paul Debye resolvié un problema equivalente, donde el interés del trabajo era el estudio de la
presion de radiacion debido a la luz sobre un conductor esférico, esto se leyo en el clasico libro
de H.C van de Hulst, Light Scattering by small Particles [38]. Este trabajo le di6 el grado de
Doctor asesorado por Arnold Sommerfeld. La solucion de Mie aparece en textos cuyos autores

principales son van de Hulst[38], Born y Wolf [39], Borhen y Huffman [40].

Consideremos una onda electromagnética plana monocromatica de polarizacion lineal a lo largo
del eje y con direccion de propagacion Z incidiendo sobre la esfera de radio a como se muestra
en la Figura 1. Gustav Mie fue el primero en resolver analiticamente y de forma exacta éste
problema, sin embargo ya existia interés y trabajos para particulas. Maxwell Garnett estudio las

propiedades Opticas en metales usando la formula de Lorentz. [39]

\Pw, 2

T
L

R ¢ ........................... !

Tteel A

Figura 2 El sistema consiste en una onda plana monocromadtica linealmente

polarizada en la direccion y incidiendo con direccion z en un medio con constante
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dieléctrica &, sobre una esfera de radio a de constante dieléctrica &,. A es el plano de

esparcimiento que contiene el vector de la onda incidente g, y un vector de

observacion (6, ).

En el sistema a estudiar tenemos un campo dentro de la esfera, y fuera de ella se tienen el campo
incidente y el esparcido. Cada uno de los campos debe de cumplir la fisica del problema: dentro
de la esfera los campos no pueden divergir, entonces la funcion f,(gr) = j,(g,7) es una Bessel
esférica. El campo esparcido se debe comportar como una onda viajera, por lo tanto
f:(gr) =h"(q,r) debe de ser una Hankel esférica. A continuacién mostramos la forma de los

campos para las ondas electromagnéticas en cuestion; los campos dentro de la esfera

I=1 r

© -bg . i
E‘= ZZZ{aleljl (qer)[Xl,Jrl 0,0)— Xl,—l 0,0)]+ IJM? x [XI,H 0,9)+ Xl;l(a’ ®)]

e

. (1.71)
SO iy, 0.0) + Y, 0.0 1) f}
q. r
= i {be“jl (qer)[Xl,Jrl(e’ @)+ Xl,—l 0,9)]- i;l“[rjl(zer)]f x [XI,H 0,0)— Xl,—l 0,9)]
) - | ‘ (1.72)
+ 4 1A+ DY, . (6,0)~ Y, (6, ¢)]Wf}
q. r

Y fuera de la esfera

0 .S h(l)
E=Y) {b‘%lh,‘“ (@K, 0.0)+ X, (0,0)]- ’“[(Q)]f x[X, 1 (0,0) - X, ,(0,9)]

=1 q,
5 . (1.73)
+ [T DY, (0.0) - Y, (0, qo)]h’(fl”f}
1
0 .S h(l)
A =3 {bsnhf” (@K, (0.0)+ X, (0,0)]- ZZ[(Q’]f <[X,,,(0,0)~ X, ,(6,9)]
=1 1
(1.74)

s
a
+ /1

DY, 1 (0,0) =Y, ,(0,9)] h’(l)(q‘r)f}
r

1
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Debido a la simetria del problema se ha omitido la suma sobre m.

Las ecuaciones (1.11) evaluada en » = a son las condiciones de frontera que se aplican a la esfera.

Solo hay que cambiar el vector normal por el vector unitario radial, es decir

(&,E°—&E’)-P=gE -7 (1.75a)
(1, B — w,B*)-7 =B -7 (1.75b)
(E°—E)xp=Exp (1.75¢)
(A —H*)xpr=H"xp (1.75d)

Hay que notar que en esta geometria, las componentes tangenciales de los campos estan

0,9)xP=+X,,.(0,9), lo cual sera de utilidad al

1,m

relacionadas con X, (6,¢)x7y con #xX

calcular los coeficientes.

Sustituyendo los campos eléctricos (1.71), (1.73) y (1.69) en (1.75c), realizando el producto

escalar con [PXX;m,(G,go)], integrando sobre todo el angulo so6lido y aprovechando las

propiedades de ortonormalidad [1.46] obtenemos:

Z,a,j,(q.,a) _Zlalslhl(l)(%a) = Zlaliljl (¢,9) (1.76)
Sustituyendo los campos magnéticos (1.72), (1.74) y (1.70) en (1.75d) y realizando el producto

escalar con [X:’m,(ﬁ, @)] e integrando sobre todo el angulo sélido y aprovechando las
propiedades de ortonormalidad [1.46] obtenemos:

1 . d_ . 1 ,d pod o

7(1“ E[rjl (qer)]r:a - 7(1“ E[rhl(])(qlr)]r:a = all d7[rjl (qlr)]r:a (177)

e 1

Al despejar a), de la ecuacion (1.76) y sustituirla en (1.77) encontramos que
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4 d [77/ (¢)]=.Ji(q.@) — K, j, (qla) [rJ[ (g.M)] -
a =ay 1 1 (1.78)
thl( )(qla) z[rjl (qer)]r=a - ejl (qea) 7[1"}11( )(QIF)]I‘=Q
r dr

Sustituyendo los campos magnéticos (1.72), (1.74) y (1.70) en (1.75d) y realizando el producto
escalar con [#xX) .(6,9)] e integrando sobre todo el angulo sélido y aprovechando las

propiedades de ortonormalidad [1.46] obtenemos:

bzeljl(qea)_bzslhz(l)(%a)_bzilj/(%a) =0 (1.79)

Sustituyendo los campos eléctricos (1.71), (1.73) y (1.69) en (1.75¢) y realizando el producto
escalar con [_X;m,(ﬁ, ¢)] e integrando sobre todo el dngulo sdlido y aprovechando las propiedades
de ortonormalidad [1.46] obtenemos:

Z, .d_. Z ,,d Z . d .
—<by —rj,(g.)],., — by, 7["}’1(1)(%”)],:(; =—tby 1, (1)) - (1.80)
dr q, ~dr q, dr

e

Al despejar b;; de la ecuacion (1.79) y sustituirla en (1.80) encontramos que

e% Ji (%a) [r.]l(qer)]r T 1%]1(%‘1) [Ul(%r)]r —a
by =-b, 1 1 (1.81)
eQI h( )(qla)i[r]l(qer)]r =a _Klqejl(qea) E[rhl( )(QIF)]r:a

Donde K, y K, son las permitividades magnéticas relativas de la esfera y del medio que la rodea

respectivamente.

Los coeficientes dentro de la esfera son:

. q K.q, Jl(%a) [Ul(qer)]r . —Kyq; jl(qea) [ij(q1r)]r a
by ==b, == 1 1 (1.82)
ql Kte h( )(qla) [r]l (qer)]r =a lqejl (Qea) E[rhl( )(qlr)]r:a
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‘ [rfl(%r)]; L Ji(g.@)—-K h(”(qlr)) [m(qer)]r ;
aj, = ay, == ) 1 (1.83)
9 K .h )(f]la)*[rjz(qer)]r . —K Jz(qea)*[rh( (g,

Los campos electromagnéticos dentro de las nanoparticulas metélicas han tenido poca atencion
por parte de los cientificos, ya que, no es posible medir experimentalmente los acoplamientos de

los campos directamente dentro del material.

El acoplamiento entre los plasmones con otros sistemas electronicos, por ejemplo, SERS es un
acoplamiento con los campos externos cercanos, sin embargo en la optica no lineal los campos

internos son sumamente relevantes. [34]

1.7 Las Secciones Eficaces Total, Esparcida y Absorbida.

La seccidn eficaz de esparcimiento de la esfera [40], usando la ecuacion (1.24) es:

S2
+ b,

L2
ap

] (1.84)

La seccion eficaz de absorcion o, se define como

O = —Re{[ﬁ (ExH" )dQ} (1.85)

donde E y Hson los campos en el exterior de la esfera. Al desarrollar la ecuacion (1.85) se

puede obtener

S 2 S2
a,| —bj

27 s g
Cups =5 . QI+1){Re[a), +b,]-

q, =

} (1.86)

La seccion eficaz de extincion es la suma de las secciones eficaces de esparcimiento y de la

absorcion

27[ S N
Oy = 72(21 +1)Re[a;, +b,] (1.87)

1 /=
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Como lo hemos mencionado anteriormente existen resonancias, pueden ser plasmones o WGM
para el caso de la esfera, esto se manifiesta en un maximo o maximos en la seccion eficaz de
extincion. Cuando no hay absorcion en la esfera la seccion eficaz de extincion es igual a la

seccion eficaz de esparcimiento.

En algunos textos [40] a las ecuaciones [1.84, 1.86, 1.87] le llaman eficiencia de esparcimiento,

de absorcion y de extincion respectivamente.

1.8 Modelo de Drude

P. H. Drude (1900) fue el primero que se aventur6 a usar la idea que un “gas” de electrones que
se movia libremente entre los iones usando las leyes de la teoria cinética clasica, para explicar las

propiedades de los metales.
En forma breve su teoria se base en las siguientes consideraciones:

a) No hay interaccion electron-electron ni electréon —ion, solo hay choques elésticos con los
iones.

b) Las colisiones son eventos instantdneos que cambian de manera abrupta la velocidad de
un electron.

¢) Un electréon experimenta una colision con una probabilidad por unidad de tiempo 1/t
(aproximacion de tiempo de relajacion). La probabilidad de que el electron sufra una
colision en un intervalo de tiempo infinitesimal de longitud dt/ 1.

d) Los electrones alcanzan el equilibrio térmico con sus alrededores solo a través de

colisiones.

Bajo las consideraciones anteriores y usando la segunda ley de Newton, la ecuacion del

movimiento es:

2, s
ar__ . r _ .k

1.88
ar foc (1.88)

m

Donde e es la carga del electron, E

loc

es el campo local. El segundo término de la ecuacion

anterior esta asociado a la absorcion del medio y representa el tiempo medio de colision.
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Tomando que el comportamiento temporal del campo local es e la ecuacion (1.88) toma la

forma
2, —y
md—ngmFd—r:—eEloce_"‘” (1.89)
dt dt
La solucion espacial a la ecuacion (1.88) es
e E,
F=——lc 1.90
mao’ +ilo (19)
El momento dipolar inducido es
e E
p=——__ _loc 1.91
O (191

Si hay N atomos por unidad de volumen, la polarizabilidad o polarizacion macroscopica es

P=N(p) (1.92)

Tomando la ecuacion (1.5) el desplazamiento eléctrico queda como

D=¢E=¢E+P (1.93)
Por comparacion obtenemos
€0y @ (1.94)
g o +il o '

o

Donde w,es la frecuencia de plasma y ¢, es la constante dieléctrica del vacio.

2
, Ne

(1.95)
me

Tomando el modelo de Drude y considerando que el tiempo de colisiéon de los electrones es

grande comparada con la velocidad angular de la onda incidente tenemos:

2

(4]
fo- (1.96)

& w

o

Despejando la constante dieléctrica de la ecuacion (1.96) y sustituyéndola en (1.16) obtenemos

0’ = +c’q’ (1.97)
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Hemos encontrado una relacion entre las frecuencias de excitacion @ con el nimero de onda q.

Se le llaman plasmones de volumen a las particulas que cumplen con la ecuacion (1.97)

Las propiedades oOpticas de los solidos estan incluidas en la constante dieléctrica &(w), esta
contiene la informacion de las excitaciones elementales, en la aproximacion de limite de onda

grande, con las cuales campos electromagnéticos estan asociadas.
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Capitulo 2

Una Extension a la Teoria de Mie.

En este capitulo se presenta el desarrollo tedrico para resolver el problema del esparcimiento de
ondas electromagnéticas producido por una esfera cerca de una superficie plana que divide a dos
medios semi-infinitos haciendo con ello una extension a la teoria de Mie. Este problema cobra
relevancia ya que en algunos estudios las esferas se encuentran muy cerca o sobre una superficie.
En la introduccion se establecid que la respuesta dptica de este sistema cambia con respecto a la
esfera aislada. El planteamiento matematico se complica debido a que las condiciones de frontera
en la esfera y en el plano se deben de satisfacer simultineamente, y estos dos sistemas

representan geometrias distintas.

En la actualidad dispositivos donde hay una o un conjunto de particulas cerca de una superficie o
sustrato son cada vez mas estudiados, debido a las aplicaciones tecnologicas que poseen. Por
ejemplo: en la climatologia, evolucion estelar, Optica de fractales, Optica no lineal, en energia

limpia, procesos de diagnostico, sensores y en la nanolitografia.

2.1 El Sistema Esfera-Plano

Imaginemos que el medio 1 de la figura 1.1 del capitulo anterior se corta de forma perpendicular
a la direccion de propagacion de la onda incidente, formando asi dos medios semi-infinitos con

constates dieléctricas ¢ (medio 1,z <0)y ¢,(medio 2,z> 0y r > a), y una esfera rodeada por el

medio 2 con constante dieléctrica &, .

Se considera una onda electromagnética plana con polarizacion lineal, cuyo campo magnético
oscila a lo largo del eje-x, que incide de forma normal a la superficie, ver figura 2.1. Esta onda
en representacion de coordenadas cartesianas esta descrita por las ecuaciones (1.53) y (1.54) y en

expansion multipolar por (1.69) y (1.79).
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Figura 2.1 Una esfera de radio a con una permitividad & estd a una distancia D de un
plano infinito que divide a dos regiones con permitividades & y &. Asi
R= —(D+a)z es el vector que localiza al plano medido desde el centro de la esfera,

que es el origen de coordenadas. Se le hace incidir una onda plana linealmente

polarizada, con una direccion de propagacion z desde la region con permitividad ¢, .

La onda incidente al llegar al plano se reflejara y otra se transmitira al segundo medio en donde
se esparcira debido a la presencia de la esfera (habran ademas campos en el interior de la esfera
producto de la interaccion con el campo transmitido), después el campo esparcido interaccionara

con el plano y el haz reflejado de este incidira sobre la esfera de nuevo.

Para resolver el problema dividiremos el espacio en tres regiones:

Para la region z < 0, existe el campo electromagnético esparcido por la esfera real y que se

propaga en el medio 1; el campo eléctrico y el magnético son,
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E'(F)=Z i Z{azmhm(%")xzm(ﬁ ¢)+q—b' Vx[hfl)(qﬂ’)izm (0, (p)]} 2.1)

1=l m=—1

+/

H"(f):i

I=

{ ()X, (0,9) - " aﬁx[h”(qlr)xmw co)]} (2.2)

—_

m=—[

En este caso no se puede omitir la sumatoria en m, ya que el plano rompe la simetria esférica.
Para la region z > 0 y » > a, se encuentra el campo difractado por la esfera real y que se propaga

en el medio 2; los campos eléctrico y magnético son

E(F)=2,), Z{azmh(l)(qzr)xzm 0,9) +q—bs Vx [hz( "(¢,)X,, (0, (0)]} (23)
1=l m=—1 2
0 +/ .
H'(F)= Z Z{b;nhl(l)(%”)xzm(ea @) q’a;ﬁ X [hl(l)(QZr)le (0, ¢)]} (2.4)
JEp— 2

Existe otra onda que es esparcida por una esfera “imaginaria” que estd a una distancia 2(a+D) de

la esfera real, los campos eléctrico y magnético son

Et (F') Z Z Z{almh(l) (QZr )le(e' (D ) + _bltmV X [hl(l) (q2r')5(lm (QV,Q)')]} (25)
=1 m=—I 2
o)=Y Z{ (g, R, (0, 0') - q’a}mVx [h0 (g%, (6",<p‘)]} 2.6)
=1 m= 2

Dentro de la esfera, es decir la region z > 0 y < a, los campos eléctrico y magnético son

E‘(F)=Z i Z{almjl (q.1)X,,(6,0) +q—be Vx [J; (9.7)X,, (6, (ﬂ)]} (2.7)

I1=1 m=—I e
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o 4/ i

H @)=Y Z{bfmjl (q.1)X,,(0,9) - q—azﬁ <[ (g%, (6, (p)]} 2.8)

=1 m=-1 e

Las funciones Bessel fueron escogidas en base a los criterios establecidos en el capitulo 1.

Los campos deben satisfacer condiciones en la frontera de la esfera, en » = a:
(EC—E—E")YxF=0 (2.9)
(H' —H' —H")x7#=0 (2.10)
Las condiciones de frontera en el plano z = - (a + D) son:

(E'+E —E'—E")x2=0 (2.11)
(H +H —H' —H")x2=0 (2.12)

Antes de sustituir los campos en las condiciones de frontera, estableceremos el teorema de

adicion traslacion para los vectores esféricos armoénicos.

2.2 Teorema de Adicion-Traslacion para Ondas Esféricas

Vectoriales

Para poder evaluar el campo expresado en su forma multipolar en la superficie plana y hacer las
consideraciones que hemos expuesto en la seccion 2.1, es necesario usar el teorema de la adicion-
traslacion para ondas esféricas vectoriales, que establece una regla matematica para que los

campos se puedan reescribir en término de cualquier origen de coordenadas.
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El teorema surge debido al interés de estudiar el esparcimiento de varias esferas. Friedman y
Russek en 1954 derivan el teorema de la adicion-traslacion para ondas esféricas escalares.

Stein en 1961 y Cruzan en 1962 presentan el teorema de la adicidon-traslacion para ondas
esféricas vectoriales. El teorema depende de los coeficientes de Clebsh-Gordan y éstos ya se
habian obtenido 100 afios antes. [42] Este teorema fue aplicado al estudio de plasmones en
arreglos de esferas metalicas [1]

El teorema de la adicion para ondas esféricas establece:

1" (g%, (0, 9') = W > [+ DICE 1, (0K, (0, 9) +
A =|m|
. 1 (2.13)
D vx]n(QZF)Xnm(g ¢)}
q,
1
7V X hl(l)(qZF')le (9'9 ¢') - z \/n(n +1 {D(l m).]n (QZF)Xnm(e ¢) +
q /l [+1) =
’ " (2.14)

m 1 .
Cr(ll, )7vx‘]n(q2r)xnm(07 @)}

9,

donde 6" y ¢’ son los angulos medidos desde el sistema primado, mientras que 6 y ¢ son los
angulos medidos desde el sistema no-primado de la figura 2.2. La comprobacion del teorema no

es el objetivo de la tesis.

En los articulos la forma del teorema estd expresada en otra base, como elegimos la notacion de

la referencia [35] se ha modificado de tal manera que fuera equivalente.

Los coeficientes C"y D! en las ecuaciones (2.13) y (2.14) estan dadas por las ecuaciones

(2.15) y (2.16), estas ultimas fueron tomados de la referencia [21].

La relacion de recurrencia para obtener los coeficientes es:
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00 =4 (=1)"2n+ 1" 1" [2g, (a + D)]

M = (1) 2n+1)"? K [2q, (a + D)]

ctm _ om 2@ @+Dyntm+l . 2g,(a+D)n—m
n T n+l n—1
2n+3 n+l 2n—1 n (2.15)
D(l’m) = —Mmc(l’m)
! n(n+1) !
c(l,+m) :c(l,—m)
lcr(ll—l,()) 2n+1 —(l+1)cf11+1’0) 2n+1 =(n+1)cfll;(1)) 2l+1 —ncl(qu?) 2l+1 (216)
\ 211 \21+3 \2n+3 \2n-1

Figura 2.2. En el esquema se muestra la esfera real localizada en z >0 a una distancia
+D del plano y la esfera imaginaria en la region z < 0 a una distancia —D del plano.

La esfera imagen en encuentra trasladada una distancia 2(a+D) de la esfera real.

El teorema de adicion-traslacion permitird usar las propiedades de ortogonalidad de los vectores

esféricos armonicos.
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2.3 Aplicacion del Teorema de Adicion-Traslacion en el

Problema Esfera-Plano.

En esta seccion usaremos el teorema de adicion-traslacion para escribir los campos esparcidos
por la esfera imaginaria en términos de funciones Bessel y esféricos armdnicos vectoriales en el
origen de coordenadas de la esfera real. Una vez hecho esto, usaremos las condiciones de frontera
satisfechas por los campos en el borde de la esfera para escribir las amplitudes de los campos
esparcido por la esfera real en funcion de las amplitudes de los campos esparcidos por la esfera

imaginaria. El formalismo empleado en esta parte es igual al planteado en el capitulo 1.

Aplicando el teorema de adicidon-traslacion los campos esparcido por la esfera imaginaria ecs.

(2.5) y (2.6), estas se pueden reescribir como

_ o+l bt . ~ D(l,m) ) .
Ht (?) = Z % L \\Z\ n(}’l +1) {Cr(:l’ )Jn(qZF)Xnm(eb gﬂ) + ; VX]n (qZF)Xnm(99 ¢)}J
\ 2

n=|m

(2.17)

(Lm)

. m) . Cn :
—i { Jn(n+ DD j,(q,1) K, (0.0) + —"—V x j,(g,1)X,,,(6, (ﬂ)}J}
n=‘m‘

9,

t I ' . pm ‘
E (7) = ZZ Z { al’:_ i‘ Z A\ n(}’l + 1) {C;Y’ )]n (qZF)Xnm(ei (0) + —"—Vx jn (qZF)Xnm(ea ¢)}J

1=1, m=—1 n=|m| )
. 2.18)
B - cim
+1i l(l[+ D > n(+ DD (4,1 X, (0. 0) + ; Vxj(q,)X,,.(6, gp)}“}
A\ n=|m| )

Ahora usaremos las condiciones en la frontera de la esfera » =a. Sustituyendo las ecuaciones

(2.7), (2.3) y (2.18) en (2.9), luego realizando el producto escalar de la ecuacidén vectorial
resultante con [7 X ij (6,9)], integrando en @'y ¢ sobre todo el angulo sélido y aprovechando las

propiedades de ortonormalidad [1.46] obtenemos:
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s 2, ¢ nn+1 4
ZZakjhlgl)(an)—i_Zzz z Z’\ ZEI 1 ) lm il ).]n(an)
I=1 m=—In=|m|

(2.19)
”(n"'l) ¢ pytm) ¢ .
+iZ, =7 a‘
+1 ;;HZ}’!\ l(l+1 lm n Jn (an) nk eak]]k (qea)
Sumando con las deltas de Kronecker:
s k(k+1 . e ..
Zzakjhlgl) (qza)+ZZZ\ IEZ‘FI)) { lmC(l : +lbltmD(l, )}.]k (an) = Zeakfjk (qea)' (220)
=1

Sustituyendo las ecuaciones (2.7), (2.3) y (2.18) en (2.10), luego realizamos el producto escalar

de la ecuacion vectorial resultante con [X*,q.(@, @)], e integrando angularmente obtenemos:

k(k+1) . .
h(l) r t C(l,m) _ at D(l,m) r ' B
qz k][ (QZ ) 2 IZI:\ l(l+1 { Im™~k l Im™~k }[ .]k(qZ )] r=a

Z, .. . .
= jbkj [r.]k (Qer)] r=a

e

2.21)

Sustituyendo las ecuaciones (2.8), (2.4) y (2.17) en (2.10), hacemos el producto escalar de la
ecuacion vectorial resultante con [fo;(9,¢)], integrando sobre todo el angulo sélido y

aprovechando las propiedades de ortonormalidad [1.46] obtenemos:

k(k+1)

)
byhe (q,a)+ Z Vi

{6, C" —ia,, D{ ™Y ) (q,0) = b ji (q,a) (2.22)

Sustituyendo las ecuaciones (2.8), (2.4) y (2.17) en (2.9), luego realizando el producto escalar de
la ecuacion vectorial resultante con [foZj (6,9)], integrando en @y ¢ sobre todo el angulo

s6lido obtenemos:
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1 I(I+1) . . 1,
—a;[rh" (q,r — L bl DYV (g,0)] L = —al 1 (q.7)]'
7, lg[ (Q2 ) 9, IZI l’l(n +1 { lm k Im~k }[ Tk (QZ )] r=a q kj[ Tk (qe )] r=a (223)

e

Despejando a;; de la ecuacion (2.20) y sustituyendo en (2.23) y haciendo un cambio de indices (k

- [yj = m) se encuentra que

“ —[rj, (@) - Ji(q.a)— J; (g,9)rj,(q."]',-,

=7 z \ IEZ T+11)) [a,,CI"" +ib,, D", (2.24)
e [ . . ' n= nn
?[Vhfl)(Q2V)] rea J1(q.0) = ihz(l)(QﬂI)[rJz (q.N]' -, ]
2 e

Despejando by, de la ecuacion (2.21) y sustituyendo en (2.22) y haciendo un cambio de indices

obtenemos:

Ze j (@) (@22 )@, @)

s qe q l l+1 n,m . n,m
b = : S e RGP0
quj, (q.a)rh" (g,)]',_,— Ze =< n(q,a)rj, (g, "
2 e

Rescribiendo las ecs. (2.24)

s __ _ mie l(l + 1) (n,m) t (n,m)
a,, =4, Z\ n(l’l T l) [ nmC + lb D ] (226)

n=1

con

Ze i@ (@)~ 22 (@) (@]

" == 7 (2.27)
i[rhl(l) (q2r)]'r:a jl (qea) - fhl(l) (qza)[rjl (qer)]vr:a
2 e

Ahora reescribiendo la ec. (2.25),
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bs‘ bmtez l(l+1) [ t C(n,m) l-a D(n m)] (228)
nl\n(n+l nm 1 nm

con

Ze (qza)[rj,(qw]',:a—jzj,(qea)[rjqur)]',.:a

blmie — qe 2 (229)
Z, . M 2w . .
—=Ji(q.)rh " (q,")]',_.——h " (g, D)1, (q.1)]_,
2 e

Hasta este momento hemos escrito una incognita en funcion de otra, esto permitird obtener un

sistema de ecuaciones de acuerdo al namero de ellas.

Las ecuaciones (2.26) y (2.28) indican que los coeficientes de esparcimiento son los coeficientes

de Mie multiplicado por un factor.

Escribiremos el campo esparcido en términos de los coeficientes del campo transmitido.

Sustituyendo las ecuaciones (2.26) y (2.28) en la ecuacion (2.3) se tiene

E'(r)= ZZZZ{\ WD o (g myargal, o + b, DR, (0,0)

1=1 m=-In=1 ( +1
(2.30)
I(1+1) i "”e[b[ crm ia;sz(n’m)]vxhl(l)(%”)le(‘g’(o)
\n(n+1) q

Como la suma sobre n y / van desde 1 hasta el infinito y del hecho de que los indices son mudos,

obtenemos que

E'(r) =Zzi Z Z ”(": 1){ h,(g,r)a) [a,,C™ +ib, D™ 1X.,,.(6,0) (2.31)

35



+qlb;"'e[bf C _iat DN x b ()X, (0,0))

Im™~"'n
2

Si se factorizan los coeficientes aj, y by, (2.31) es

s n(n+1 mie ~(I,m) 7. (1) ",
E(=2, ;mZn;\ Ty Kl T @)%, 0.0)

+ bLDr(zl’M)v X h;l) (q2r)Xnm (97 ¢)]+ lbltm
q,
+ = CV b ()R, (60,0)]

q,

[aze DM RO (g%, (0, 0) (232)

nm

Sustituyendo las ecuaciones (2.26) y (2.28) en la ecuacion (2.4) se tiene que

o +/

FIS (?) = Z Z blmie Z l(l ! 1) [ nmC(n " iaan(n’m) ]hl(l) (qZF)le (0’ ¢)
=1 m—i =l \ n(n+1)

(2.33)

i mie l(l + 1) (n,m) t (n,m) 1)
— C/"™ +ib, DI"™ WV x|h X, (0,
qz al ;\ n(n+1)[ nm nm [ 1 (QZF) lm( ¢)]

Como la suma sobre n y [ van desde 1 hasta el infinito y como son del hecho de que los indices

son mudos reacomodando la ecuacién (2.33) obtenemos:

n(n+1) mie (1 m) 7. (1)
A=Y 33 b e X e
amie

+ 8 DIV i (g, R, (0. 0)]-ial, [ DO Y (1)K, (0, 0) (2.34)
q,

+ & Y 1 (g, (0.0)])

q,
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Hemos escrito los campos de esparcimiento debido a la esfera en funcidon del campo que incide

sobre ella.

2.4 La Difraccion por el Sistema Esfera-Plano.

Al evaluar la condicion de frontera (2.12) en el plano z=-(a+D) = rcosb, se establece una
relacion entre la magnitud del vector posicion 7 y el angulo 0, esto trae como consecuencia que
las diferentes funciones Bessel que aparecen en los campos ahora dependan del angulo 6.

Ademas la condicion de frontera (2.12) es una relacion vectorial entre los campos involucrados,
de esta podemos obtener dos ecuaciones; una ecuacion establece que componente x del campo
magnético es continua y la otra que su componente y también es continua.

Sustituyendo los campos dados por las ecuaciones (2.1), (2.7), (2.18) y (2.32) en la condicion de
frontera (2.12), tomando la componente en la direccion y de la ecuacion vectorial obtenida,

multiplicando por P;” (cos@)exp(-im’p) e integrando con respecto a 0 y ¢ obtenemos

I=1 m= —1\/ l+1
a;{zxmn( el g | e e )y 3 [ (UM ESE) 4 pln e )J
n=l1

)‘l:‘l’l‘l‘

i 3 e D D g e 3 (ot e o) ) O

n=1 n=jm|
_ rgxh(q) - xh(q,)
z Zl alm I'm'lm i Z Im 771 'm'lm
Im Im

i (q)) xj(q) i . X (q1) Y(a) i
_ZZ( Simtt — St a1 _lzzl(nlml]l + )b =0
/

Donde
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20 +1 )
xh(q,) __ (€3] m+1 m'
i) m\/ j dOh®O[— (a+D)qV/COSH][\ P (cos)P" (cos )5, .

+\ El m;,(l m+1)(I +m)B"" (cos O)F" (cos 0)3,,,., ],

(2.36)

vig) _ T 20+1
i g+ ax
L |@=m)!
(I +m)!

j d0 j,[~(a+D)q, /cos 0][\ ) P’”“( cos @) P (cos 0)S,, .

(I—m+1)(I+m)B"" (cos O)B" (cos 0)S,, .11 1,

(2.37)

) = — i A+ [l+1 Id&P’”(cosH)sen&cos@h(”( qv(a+D))
q,(a+D) | 4

(z m) . (-m)! .,
\ P (co 9)5,n,mv+1+\ ( +m)!P1 (cos0)d,, 1]

20+17% :
+ do[rh® (q.r)] P (cos @
qv(a+D) i+ \ 4r ! Ui (g, ) D (cos ) (2.38)

U 4 P (0503, 0+, 0" 4
|+ m) do [+ m)! do

{—cos” 6]

—P"(cos 0)0,, 1]

_cotﬁ[m\ El ;' )" (€08 0)0,, i1 — \(Z m): " (cos )0, .11}

38



i I +1) |
nn) = UGy ) 241 jd@ P (cos @)senBcos O j, (- qv(a+D))
g,(a+D) "\ 4 cos 6

\ l m Pm (COS 6)5m ol \/7 m(COS 9)5;11 m'—l)]

ir 21 +1 ,
do| P (cos@
qv (Cl +D) /ﬁ\ I r]l (qu)] (::SI_;) 1 ( ) (239)

{—cos” O] ( m)! db" (cos ) - (I—m)! dP,’"(cosB)5 R
\ )' de m,m'+1 \ l+m)| do m,m'-1

B (€030)3, - \” )m(cosewmm_l)}

donde v puede valer 1 o 2; e indica el medio correspondiente (v =1 medio 1, v =2 medio 2 ). Por

—cot (
"

otra parte cuando el subindice / sea n las ecuaciones anteriores se cambia / por 7.

Sustituyendo los campos dados por las ecuaciones (2.2), (2.4), (2.17) y (2.34) condiciéon de
frontera (2.12), tomando la componente en la direccion y de la ecuacion vectorial obtenida,

multiplicando por P;” (cos@)exp(-im’ ) e integrando con respecto a & y ¢ obtenemos

I=1 m= 1\/ l+1
t / mie ~(1,m) 0 xh(q,) mie yy(l,m) gxh(q,) / (Lm) zxj(q,) (1,m) 2% (q2)
almltZ\n(n+l)(an Cn nlmnin +b D lmnfn) Z\n(n_'_l ( glmnzm_'_c 77lmnzm) -
n=1

t [ mie ~(1,m) gxh(q,) mie yy(1,m)_xh(q,) / (L,m) £xj(q,) (Lm) . %j(q5) 1
blm\‘Z\n(n_'_l)(bn Cn élmnrzn +a D nlmnjn) Z»\n(l’l+1 (C é[mn?n-'-D 771mnzm) J
n=1

\'"\

_ 7 r Xh(ﬂil) xh(q,)
lzalmnl‘m'lm I'm'Im
Im

l,m

% (q,) % (q1) i Xj(q1) X (q1)
_lzan(nlmzi 771m111)+zb11( Simtt + Simi) =0
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Sustituyendo los campos dados por las ecuaciones (2.1), (2.7), (2.18) y (2.32), tomando la
componente en la direccion x de la ecuacion vectorial obtenida, multiplicando por

P, (cosB)exp(-im’¢) e integrando con respecto a 0 y ¢ obtenemos

LT o

t / mie ~(1,m) g yh(q,) mie 1y(1,m) o yh(q;) / (Lim) £3j(q) (m) i (q3)
alm\‘Z\n(n_'_l)( C glmn; +b D 77lmnfn) Z\n(n+1)(cn glmnin-'_D nlngm)J

n=l1 n=|m|

R / mie ~(1,m) ) yh(q;) mie (1, m) Yh(qy) / (Lm) £j(q2) (Lm) 0 i (q2)
+ lblm i‘z Y n(n + 1) (bn Cn 771 'm nfn + a D lm nrzn ) Z Y n(n + 1 (D 5[ m an + C 771 'm nzm )J } (2 41)
n=1 :

n=|m|
_ rogyh(q) Yh(qy)
Zzlalm I'm'Im ZZZblmnlmlm
Im

i % (q,) y/(q ) %i(q,) Yilq)
_Zzlalm(é:l'm'lll Simi IZZ b11(771m11 + i) =0

donde
R — 241 Id@h‘”[ (a+D)q,/cosO] ( ) P"”1 (cos )P (cos )3, .
I'm'lm l\/m\ v \ m,m
(2.42)
U= ) s 1)l +m) P (cos 0) P (cos 0)S, i,
\ (I+m)!
v _ T 20415 o (I=m)! S -
M = Ly | am A 0 D)a eosO [ S (oSO (€050 .
o El - m;' (I —m+1)(I + m)P"" (cos O)P" (cos 0)8,, ., ], |
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I(I+1) 21417 q,(a+D)
h(a,) d6 P (cos @)sen& cos O h'" (— 1~
nlmlm (a+D) ‘\ J- ( ) ( COS@ )

[\ (- ) )" (€08 0)0,, 1 \/7 "(c0s 0)0,, ,,_1)]

i 21 +1 ,
- do[rh® (g )] P™ (cos @
g,(a+D)JIU+1) | 47 I AT, ey B (0056) (249

(/—m)! dP" (cos 0) _[(I=m)! dP" (cos 0) |
\z+m)v dg " \z+m)! dg "

{cos” 4]

" (c080)0,, iy + \ ) )" (c0s0)0,, 1)}

+ cot 49(m
\

» 7T [+1
wigy _ P NIHD) 2141 J.dﬁP’” (cos @)senBcos b j,(— M)

" (Cl * D) \ an cos &
[=m)! [=m)! ,
[\ El + Z;sz (c0s0)3,, 1 — 1 (l N :?,B (c0s0)0,, ,r.1)]
in 20 +1
- ' Pm
g,(a+D).JII+1) || 4z J 4039, _iaiy B (c0S0) (2.45)
(cos? o |U=m)! dB"(c0s6) o (I=m)! dE" (cos6)

\z+ )' dg """ A (+m) de m-1]

+cot Q(m\ " (c0s ), iy + m\ g

Cuando el subindice / sea n las ecuaciones anteriores se cambia / por 7.

= (05 0)3, )}
m)! ’

Sustituyendo los campos dados por las ecuaciones (2.2), (2.4), (2.17) y (2.34), tomando la
componente en la direccion x de la ecuacion vectorial obtenida, multiplicando por

P, (cosB)exp(-im’@) e integrando con respecto a 0 y ¢ obtenemos
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I m= —1\/ l+1
iaf{zx/nm P + b DI G b 3 DD L) J

n=1 ‘m‘

bl T Doz L) DI e T (el g+ o) b5
n=1

n=|m|

_ r yh(ql) Yh(qy)
lzalmnl'm'lm Z I'm'lm
lLm

I,m

. i Yilqy) vi(q) i y/(q ) gy
- lzan ity = M) + an Simtt. St ) =0
=1 I=1

Las ecuaciones (2.35), (2.40), (2.41) y (2.46) representan un sistema de ecuaciones de dimension
infinita cuyas incognitas son los coeficientes a y b de los campos esparcidos en el medio 1 y el
medio 2. Si la serie se cortara hasta un maximo L, entonces se tiene una matriz de dimension

AL(L+2)XAL(L+2).

En este capitulo se obtuvo un sistema de cuatro ecuaciones acopladas, la solucion de este sistema
permitira conocer los coeficientes a;,,", bin', aim' y b, de los campos esparcido en el medio 1y
el medio 2. Una vez que estos son encontrados, se pueden calcular los coeficientes para el campo
dentro de la esfera y el campo esparcido fuera de ella, con lo cual hemos resuelto formalmente el

problema de la difraccion por el sistema esfera-plano.
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Capitulo 3

Resultados Numéricos

En este capitulo presentamos resultados numéricos de la difraccion de ondas electromagnéticas
por esferas dieléctricas débilmente absorbentes y no dispersivas (seccion 3.1), metélicas con
funcién dieléctrica tipo Drude (seccion 3.2) y por un plano-esfera (seccion 3.3). Los radios

fueron variados desde 10 nm hasta 5000 nm.

Bésicamente se hicieron dos programas escritos en lenguaje FORTRAN, uno para
calcular todas las cantidades fisica que se requirieron para el caso de la esfera sola y otro para el

caso del plano-esfera.

En todas las secciones se mostraran todas o algunas de las siguientes cantidades fisicas:
el campo lejano, el campo cercano, la seccion eficaz de extincion, de esparcimiento, asi como la

variacion de la intensidad con respecto a la distancia del origen de la esfera.

Cabe aclarar que el libro de Bohren y Huffman [40] tiene un apéndice con un codigo en
FORTRAN para el caso de una esfera con el que se puede calcular la seccion eficaz de extincion,
de esparcimiento, asi como la intensidad en la aproximacion de campo lejano, pero no se puede

calcular el campo cercano.

3.1 Modos Susurrantes de Galeria en Esferas Dieléctricas.

En esta seccion se estudiard el esparcimiento de ondas electromagnéticas por esferas dieléctricas
no dispersivas y algunas veces débilmente absorbentes. También se analizara la condicidon para
la excitacion del llamado modo susurrante de galeria (WGM por sus siglas en Inglés Whispering

Gallery Mode).
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Convergencia de la expansion multipolar

En el capitulo 1 se mostré6 que el campo eléctrico (magnético) se puede expresar en forma
multipolar, donde el indice / puede tomar los valores de 1, 2, hasta infinito, mientras que m varia
de —/ hasta +/. Desde el punto de vista del calculo, la expansion multipolar es cortada hasta un
cierto valor L. Asi que la pregunta logica es ;cuantos términos necesitamos para que la diferencia
entre las mismas cantidades fisicas calculadas con L y L+1 no sea més grande que 1%? Cuando
se ha alcanzado este criterio se dice que la solucidon converge para el valor L. La respuesta a esta
pregunta no tiene una respuesta universal, si no que depende fuertemente del radio de la esfera y
de la longitud de onda, pero también depende del indice de refraccion de la esfera y del medio
que la rodea. En el caso de plano esfera, la convergencia depende ademas de otras cantidades,
como la separacion plano-esfera, por dar un ejemplo. Un regla gruesa es radios grandes implican

L grandes.

Para ejemplificar lo expuesto sobre la convergencia, estudiaremos la difraccion de luz, longitud
de onda de 633 nm, por una esfera con un indice de refraccion de 1.5, radio 10 nm y rodeada por

aire cuyo indice de refraccion se puede aproximar a 1.0.

En la figura 3.1 se muestra el campo cercano (el modulo cuadrado de campo eléctrico cerca de la

esfera) para cuatro distintos valores de L. a) L=2, b) L=4, ¢) L=6, d) L=20.

La convergencia se alcanza cuando L=4, hay otras cantidades fisicas donde converge mas rapido,

por ejemplo la seccion eficaz de extincion con L=1 es suficiente para que la curva converja.

De las imégenes se puede observar una aparente discontinuidad entre el campo eléctrico dentro y
fuera de la esfera, pero esto se explica por la sencilla razén de que el mdédulo cuadrado del campo
no es continuo, la cantidades que son continuas son la componente normal de desplazamiento y

las componentes tangenciales del campo eléctrico.

Una de las caracteristicas importante, por su reciente aplicacion, de la difraccion de luz por
esferas dieléctrica de tamafios micrométricos, cuando no existe acoplamiento de modos, es que
las esferas actian como lentes gruesas y pueden enfocar la luz en regiones tridimensionales del

orden sub-longitud de onda [11].
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Figura 3.1 El campo cercano proyectado en el plano z-y para una esfera de 10 nm de
radio y de indice de refaccion 1.5 en aire n = 1 a A = 633 nm; para diferentes valores
de L: a) L=2, b) L=4,c) L=6 d) L=20. La flecha indica la direccion de la onda

incidente.

Gracias a este fendmeno se ha tenido un gran avance en formar imagenes a escala de nandémetros
(nanolitografia) y en espectroscopia Raman para someter a moléculas a intensos campos
electromagnéticos [30]. A este efecto se le llama nanojet (nanoscale photonic jet). En esta parte

estudiaremos los nanojet como funcion del radio de la esfera.

En las figura 3.2 se muestra el campo cercano proyectado sobre plano z-y para una esfera de 1 um

y 5 um de radio en a) y b) respectivamente; con indice de refraccion n, =1.5 rodeada de aire n; =
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1 aX =633 nm. Se observa que la esfera confina parte de la luz incidente en una region del

espacio muy pequefia y muy cerca de su superficie, es decir, se comporta como una lente gruesa.

El méximo de intensidad se encuentra en el eje z, esto se debe a que la onda incidente tiene
direccion de propagacion z. A medida que aumenta el radio de la esfera la region de méaxima
intensidad se extiende a lo largo del eje z de 0.78 L en (a) y 1.5A en (b), a su vez el ancho de la

region (eje y) se hace mas angosta (de 1.731 a 0.78L), aproximadamente.

a) a=15um
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Figura 3.2 Campo cercano proyectado en el plano z-y para una esferade 1 umy 5 um
de radio en a) y b) respectivamente; con un indice de refraccion ny = 1.5 rodeada de
aire n; = 1. La convergencia se alcanza en a) con L=51 y en b) con L = 131. La

flecha indica la direccion de la onda incidente, A = 633nm.

En el interior de la esfera, se puede apreciar como esta actlla como un lente convergente en

hemisferio inferior y luego como una lente divergente en su parte superior.

En el exterior, se puede apreciar la interferencia entre la onda incidente y la esparcida por la
esfera en direccion contraria a la incidente. De las graficas se midieron las distancias entre dos
maximos consecutivos y la diferencia entre ellas es del orden de A/2, pero no es exacto como se

deberia de esperar, quizas sea debido a la cercania de la esfera.
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En la figura 3.3 se muestra la variacion del foco f, el maximo de intensidad medida desde la
superficie de la esfera, como funcion del radio de la esfera, para A = 633 nm. A grosso modo es
posible decir que a medida que aumenta el radio a el foco se aleja de la misma, sin embargo,
existen maximos y minimos a medida que aumenta la esfera. Para realizar ésta grafica se calcula
el campo cercano de varias esferas con distinto radio, como en la fig. 3.2, después con el

programa Origin se busca el foco.
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Figura 3.3 El foco versus el radio de la esfera, para n,=1.5 y n;=1. Los radios de

variaron de 1.5 a 4.0 ym con A = 633 nm.

Otro caracteristica muy importante es que las esferas dieléctricas pueden soportar modos
electromagnéticos de superficie, llamados modos de galeria susurrantes (WGM), es decir en este
caso la luz queda atrapada cerca de la superficie interior de la esfera, debido al campo cercano
producido por la reflexion total interna, provocando que la intensidad del campo

electromagnético en la vecindad de la superficie aumente. [14]

47



Los WGM que se acoplan a una onda electromagnética incidente se pueden identificar mediante
los maximos que aparecen en la seccion eficaz de extincion. Estos modos pueden ser tipo TE o
TM, y a éstos se les puede asociar una onda parcial (coeficientes en el desarrollo multipolar). Los
modos tipo TE estan asociados con las ondas parciales a; a su vez los modos tipo TM estan

relacionados con las ondas parciales b;.

En la figura 3.4 se muestra la seccion eficaz de extincion (SEE) versus la longitud de onda para
una esfera dieléctrica de 5 um de radio, un indice de refraccion de 1.5 suspendida en el aire n =1.
Para poder asociar los maximos de la SEE a las ondas parciales se buscan los minimos del

denominador de los coeficientes variando la longitud de onda entre los limites deseados.

ext

6.2 -

T T T T T T T T T T T T T 1
600 605 610 615 620 625 630 635

A (nm)

Figura 3.4. La seccion eficaz de extincion con respecto a la longitud de onda, de una
esfera 5 pm de radio con indice de refraccion n, =1.5 en el aire n; =1. La longitud de
onda A se varié desde 600 nm a 635 nm. Las letras encima de los picos identifican a

las ondas parciales asociadas.
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Cuando no hay acoplamiento de modos el campo cercano se comporta como los mostrados en las
figuras 3.1, ;Como sera el comportamiento del campo cercano cuando existe acoplamiento entre

la luz y un WGM?

En las figuras 3.5 se muestra el campo cercano proyectado en el plano z-y para una esfera de
radio 5 um con indice de refraccion de 1.5 en aire n=1 para a) A=617.00329 y b) A=616.55229.
Para la primera longitud de onda el modo resonante es TM y corresponde al orden (63,1),

mientras que para la segunda A el modo resonante es TE y corresponde al orden (59,1)

a) A=617.00330 b) A =616.55229
. 4.340E5
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3.255E5
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5.425E4

y (um) y (um)

Figura 3.5 El campo cercano proyectado en el plano y-z para una esfera de 5 um de
radio con un indice de refraccion de 1.5, suspendida en el aire n = 1. a) A =
617.00330 nm y la onda parcial asociada a la resonancia es bg3; b) A = 616.55229 nm

y la onda parcial es asq. La convergencia se alcanza para L = 150.

En la figura 3.5 a) se observa que hay cuatro maximos simétricos con respecto el eje z y en b) hay
2 a lo largo del eje z, esto es debido a que la onda incidente tiene incide en direccion z. De la
figura se observan maximos y minimos de intensidad cerca de la superficie interior de la esfera,
lo cual se puede explicar cualitativamente de la siguiente manera, existen dos ondas superficiales
en el interior de la esfera una viajando en sentido de las manecillas del reloj y la otra en sentido

opuesto, esta interfieren provocando el patron de interferencia descrito.
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Pasaremos a estudiar la luz esparcida a tres longitudes de onda distintas, dos en resonancia A =

617.00330 nm y A =616.55229 nm; y una longitud de onda sin resonancia en el sistema.

En la figura 3.6 se muestra |E(f,| con respecto el angulo 6 en escala logaritmica para el caso de

una esfera de radio 5 um. En a) se muestra el caso resonante bg; (linea roja) y el caso no resonante
(linea negra) a A = 633 nm; en b) se estudia el caso resonante asociado a asy (linea roja) y para el
caso no resonante (linea negra). Sin embargo no es posible con base a este estudio observar

diferencias sustanciales para identificar la resonancia mediante medidas de esparcimiento de luz.

0.01 0.01 o

IE°I

1E-3 o 1E-3 4

T T T 1 T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0 (grados) 0 (grados)

Figura 3.6 Se muestra |E§| con respecto el angulo 0 en escala logaritmica para una
esfera de radio de Spum, con un indice de refraccion de 1.5 en el aire n = 1. a) se
muestra el caso resonante asg (linea roja) y el caso no resonante (linea negra) a A =
633 nm. b) se muestra el caso resonante bg; (linea roja) y el caso no resonante (linea

negra) a A = 633 nm.

En esta seccion estudiamos los nanojet como funcion del radio de la esfera y se discutio la

excitacion de los WGM en este tipo de sistemas.
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3.2 Plasmones de Superficie en Esferas Metalicas

En esta seccion estudiaremos la difraccion por esferas metalicas. El metal se asume que tiene un
comportamiento tipo Drude dado por la ec. (1.96). Para poder comparar con algunos resultados
mostrados en la referencia [ 13] presentamos la constante dieléctrica, ec. (2) de la misma

referencia, que ellos usaron en su articulo,

a)Z
s(w)=¢, [l - ZPJ
" +iyw,

Los parametros empleados son ¢, =1, 27h@,=10.00 eV, donde % es la constante de Planck.

Las frecuencias de los modos soportados por esferas metalicas con respuesta tipo Drude en el

caso no-retardado estan dadas por una sencilla expresion, ver Ruppin en ref. [5],

’ l
wq :(Up m, l= 1,2,...

Esta frecuencias son aplicables en el caso de radios mucho menores que la longitud de onda.

En el caso retardado las frecuencias complejas de los modos, lo cual refleja el hecho de que los
plasmones de superficie tienen una vida media finita debido a su decaimiento radiativo, se
calculan haciendo cero el denominador de la ec. 1.81. Estas frecuencias fueron calculadas en la

referencia [5].

En la figura 3.7 se muestra la intensidad del campo cercano, el mddulo cuadrado del campo
eléctrico, calculado en el plano z-y para a) L=1, b) L=3, ¢) L=5 y d) L=20. La esfera metalica
tiene un radio de 10 nm. La onda electromagnética incidente esta linealmente polarizada y se
propaga en la direccion z. La longitud de onda es de 633 nm, la cual corresponde a una frecuencia

de 27hw =1.96 eV. Para esta longitud de onda, la constante dieléctrica de la esfera tiene el

siguiente valor & w)=-25.0+i1.33.

De las figuras se puede apreciar que la convergencia se alcanzo para L=5, esto se verificd

numéricamente de acuerdo al criterio establecido en la seccion 3.
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En las imégenes se puede observar que la esfera presenta un comportamiento tipo dipolar con
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Figura 3.7 La intensidad de campo cercano proyectado en el plano z-y debido a una

esfera metalica de radio 10 nm, para diferentes valores de L: a) L=1,b) L=3,¢c) L=5y

d) L =20. La flecha indica la direccion de la onda incidente, A = 633 nm, y y = 0.01.

orientacion en el eje-y, que coincide con la direccion de oscilacion del campo eléctrico incidente.

Este es un comportamiento tipico de la difraccion de luz por nano-esferas metalicas. También se

observa que los dos maximos de intensidad del campo se localizan muy cerca de la superficie,

tipicamente del orden de a/10.
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En la figura 3.8 se muestra la seccion eficaz de extincion (SEE) como funcién de la frecuencia
dividida entre la frecuencia de plasma para una esfera metélica de 10 nm de radio. La curva de
color rojo corresponde a y= 0y la de color negro a y = 0.01. La SEE muestra un comportamiento
tipo Lorentziano con un maximo localizado a una frecuencia de 0.56 w, que corresponde a la
excitacion del plasmon de superficie y se le asocia la onda parcial b;; (modo tipo TM). Este valor
se acerca a a)p/\/§ = 0.58w,, que corresponde al primer modo en la aproximacion no-retardada,

esto se debe a que la esfera tiene un radio muy pequefio comparado con la longitud de onda.

T

0.52 0.54 0.56 0.58 0.60
ol @

p

Figura 3.8. La seccion eficaz de extincion como funcion de la frecuencia
adimensional w/w,, para una esfera metalica de radio @ = 10 nm, a) la curva de color
rojo corresponde ay =0y b) ylanegraay=0.01. El valor w, /3 que corresponde a

frecuencia del primer modo en la aproximacion no-retardada.

La SEE cuando y = 0 tiene un valor maximo mas grande que cuando y = 0.01, pero una
anchura menor, esto se debe a la absorcion del medio. La achura para y =0y y = 0.01 son

0.00782 y 0.01900 en unidades de a/ @,, respectivamente.
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Una consecuencia de la excitacion de un plasmon de superficie es el incremento del campo
eléctrico muy cerca de la superficie. Para observar este efecto la esfera metélica se estudia en la

frecuencia de resonancia.

En la figura 3.9 se muestra la intensidad del campo cercano proyectado sobre el plano z-y para
L=5,a=10nm, y=0.01 y a la frecuencia de resonancia w = 0.56w,,. Se puede observar de nuevo
el comportamiento dipolar anteriormente descrito. Los méximos de intensidad del campo
eléctrico estdn muy cerca de la superficie, pero son aproximadamente 20 veces mayores que los
maximos mostrado en la figura 3.9, ademas la intensidad es notable a distancias del orden del

radio, al menos a lo largo del eje-y.
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Figura 3.9. La intensidad del campo cercano calculado en el plano z-y para L=5, a =
10 nm, y = 0.01 y a la frecuencia de resonancia @ = 0.56 w,, la cual corresponde a
una longitud de onda A= 221.774 nm. La flecha indica la direccion de la onda

incidente.
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En la figura 3.10 se muestra el modulo de la componente ¢ del campo eléctrico como funcion del
angulo de esparcimiento, para @ = 10 nm y y = 0.01, la curva de color rojo corresponde al caso

resonante y la negra al caso no resonante.

Observamos que la magnitud del campo cuando hay resonancia es mayor que cuando no la hay,

la distribucion angular es la misma. S6lo hay un minimo alrededor de 90°.

o resonante —_

® no resonante —

-— 7
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0 (grados)

Figura 3.10. El modulo de la componente ¢ del campo eléctrico esparcido |E*,| como
funcién del angulo de esparcimiento, para una esfera de radio @ = 10 nm. La curva de

color rojo corresponde al caso resonante y la negra al caso no resonante.

La intensidad muestra un comportamiento cuasi-lambertiano con ninguna otra caracteristica

digna de rescatar.

La férmula de la frecuencia de los plasmones de superficie en esferas, en el caso no-retardado
proporciona un nimero discreto e infinito de ellas. Sin embargo, en el caso anteriormente

estudiado se observo solo una resonancia, pero no se manifestd ninguna otra.

En el caso retardado, varios autores como Ruppin [5], Martinos [8], Ancey et al. [13] reportaron
varias resonancias, asi que para observarlas escogemos un radio mayor con el objetivo de

reproducir una de las curvas mostrada en [13].
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En la figura 3.11 se muestra la seccion eficaz de esparcimiento SES como funcidén aa/c para una
esfera con un radio a = 27c/ @w,, L=10. La curva de color negro fue calculado con y = 0, mientras
que la curva roja con y =0.01. Los datos mostrados en la fig. 3.11 estan en excelente acuerdo con
el resultado de la figura 1 de la ref. [13] y que fueron publicados en 2009. Se observan ocho
maximos asociados con resonancia y a seis de ellos se les pueden asociar las ondas parciales b3,
bay, bs1, be1, b71, y bgy. Para el caso y = 0.01, la SES disminuye en intensidad y dos de las

resonancias desaparecen por completo.
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Figura 3.11 Seccién eficaz de esparcimiento como funcion de la frecuencia wa/c. El
radio de la esfera es a = 27c/@,. La curva solida de color negro se calcul6é con y=

0.00 y la curva en color rojo con ¥ =0.01

En la figura 3.11 se incluye el simbolo del coeficiente de la onda parcial relacionado con cada
resonancia. Para lograr asociar a cada resonancia una onda parcial se encontré el minimo del

denominador asociado de cada una de ellas. Los modos excitados son del tipo TM solamente.
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Ahora pasaremos a estudiar la luz esparcida y el campo cercano producidas por la esfera metalica
a dos frecuencia distintas, una resonante wa/c= 3.41 y la otra no resonante wa/c =2.18, ambas

marcadas con flechas de color azul en la figura anterior.

En la figura 3.12 se muestra |E’, | como funcion del angulo de esparcimiento para un esfera de
radio a = 2nc/@,, L = 10, a) y = 0.0 y b) y = 0.01. La curva en color rojo es para el caso de
resonancia 228 nm (wa/c = 3.41) y la curva en color negro es para el caso no resonante 356 nm
(wa/c = 2.18). De nuevo es posible apreciar que el campo eléctrico en resonancia es mayor que
fuera de ella al menos para angulos pequefios. Mientras que, los campos son aproximadamente

iguales para angulos grandes
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Figura 3.12. El modulo de |E*, | como funcion del angulo de esparcimiento para a) y =
0.0 y b) y = 0.01. EI color rojo es para el caso de resonancia 228 nm (wa/c= 3.41)

color negro para el caso de no-resonancia 356 nm (wa/c= 2.18).

La intensidad del campo lejano presenta maximos y minimos relacionado con el radio de la
esfera. A mayor tamafio mayor numero de maximos. De estas curvas no es posible determinar si

la luz ha excitado a uno de los modos del sistema

En la figura 3.13 se muestra el campo cercano proyectado en el plano z-y para L=10, radio a =

2nc/m,, y a la frecuencia de resonancia wa/c=3.41, para a) casos Y =0 y b) caso y =0.01.
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El plasmon de superficie excitado despliega diez l6bulos que rodean a la esfera. El numero de

estos corresponde adecuadamente al orden multipolar (5,1) asociado con la onda parcial bs;.

La extension del campo fuera de la superficie de la esfera metalica es aproximadamente de
a/10, por otro lado se observa que el campo cercano es mas intenso cuando y=0, debido a

que no hay absorcion.

6300 4820

5513 4218

4725 3615
3938 3013

I 3150 2410

z (um)
z (pm)

2363 1808

1575 1205

787.5 602.5

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
» (pm) ¥ (um)

Figura 3.13. La intensidad del campo cercano proyectada en plano z-y por una esfera
de radio a = 2nc/@,, para y = 0.00 y y =0.01 calculado a la frecuencia de resonancia

walc =3.41.

En las figuras 3.13 aparecen dos maximos de intensidad que no hemos podido explicar su
naturaleza, solo un escrutinio detallado de la onda parcial asociada podra tal vez dar la
respuesta al punto. Aunque se intentd encontrar una relacion entre el numero de
oscilaciones o l6bulos dentro de esfera con los pardmetros involucrados, como por ejemplo

el radio, la longitud de onda, etc., no encontramos alguna relacion.

En la figura 3.14 se muestra el campo cercano proyectado en el plano z-y con L=10, radio a
= 2nc/o,, para los casos a) y = 0.00 y b) y = 0.01 para un frecuencia no resonante. El
comportamiento del campo es completamente diferente comparado con el caso de la

excitacion del PS.
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b)  y=001
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Figura 3.14 Se grafica lo mismo que en la figura 3.13 pero a una frecuencia no

resonante wa/c=2.18.

Al igual que en la figura 3.13, en la figura 3.14 se puede observar dos méximo de intensidad, por

lo que se puede decir que es un fendmeno que no depende de la resonancia.

En esta seccion estudiamos la difraccion de luz por esferas metalica con comportamiento tipo
Drude y el acoplamiento resonante de luz con los plasmones de superficie. Se analizaron esferas
de dos diferentes tamafios, en la region de nandometros, y se encontrd un agrandamiento del

campo eléctrico, asi como un comportamiento dipolar.

3.2 Esferas-plano

Desde el punto de vista numérico este problema se complica demasiado con respecto al anterior.
Ahora tenemos que resolver un sistema de ecuaciones de dimensién 4(L*+2L)x4(L*+2L), y
ademas tenemos que calcular numéricamente una integral para cada elemento de la matriz. Esto
trae como consecuencia del aumento exponencial del tiempo de calculo y no ha sido posible

probar convergencia como en el caso anterior. Solo se ha podido correr con L=1 y 2. Ademas,
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cabe sefialar que el teorema de la adicidn-traslacion requiere una suma “infinita” de coeficientes,
en la cuestion computacional s6lo podemos proveer en esta suma L coeficientes.

Como un resultado muy preliminar, en la figura 3.15 Se muestra el campo cercano del
sistema esfera-plano proyectado sobre el plano z-y, para L = 2, un esfera dieléctrico de radio 10
nm y un indice de refraccion de 1.5, el medio de la parte inferior (z < 0) es vidrio con un indice
de 1.5 y el medio en la parte superior es aire con n, =1.

El resultado que se esperaba es que el campo entre la esfera y plano fuera mas intenso en esa

region que en otras, debido a la simetria del sistema.

1.070E9
0.015 5.966E7
0.010 3.327E6
[
0.005 1.855E5
‘g 0.000 1.034E4
E
N
-0.005 576.8
0.010 32.16
0015 1.793
0.1000
-0.020
-0.020 -0.015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

y (nm)

Figura 3.15. El campo cercano de una esfera dieléctrica de 10 nm de radio y n, = 1.5, a una
distancia de 13 nm del plano, medido desde el centro de la esfera. El medio de la parte inferior es

vidrio n; = 1.5 y el superior es aire n, =1.c La longitud de la onda incidente es 633 nm.

En esta seccion se mostrd un resultado muy preliminar del campo cercano del sistema plano

esfera. No se ha podido probar la convergencia debido a lo expuesto anteriormente.
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Conclusiones y Perspectivas.

En esta tesis estudiamos el esparcimiento de luz y el campo cercano producido por una esfera
sola y por un sistema formado por una esfera cerca de un plano que divide a dos medios semi-

infinitos.

Se calcul6 el campo cercano de una esfera (metélica y dieléctrica) usando la teoria de Mie, asi

como también el campo lejano, secciones eficaces; se estudiaron para cada caso las resonancias.

Para el caso de esferas dieléctricas se observa que existe una méaxima intensidad (foco) de la luz a
lo largo de la direccion de propagacion de la onda incidente. Para una longitud de onda fija se

encontro que el foco se aleja de la esfera a medida que aumenta su tamafio.

Por otra parte, se logr6 excitar los WGM para los casos TM y TE donde se observa que para el
caso TM los maximos son simétricos respecto al eje z, mientras que para el caso TE no sélo son

simétricos sino también los maximos se encuentran a lo largo del eje de propagacion.

Cuando se excita un WGM la intensidad del campo cercano aumenta porque se concentra en la
superficie interior de la esfera; es 4 veces mayor para el caso TE y 60 veces para el caso TM

estudiados, ambos comparado con la intensidad calculada en casos no resonantes.

Para el caso de esferas metalicas se asume que tiene un comportamiento tipo Drude para poder
comparar con algunos resultados mostrados en la referencia [13] los cuales estan en excelente

acuerdo.

Se excitd un plasmon de superficie y se observa que los méximos de intensidad del campo

eléctrico estan muy cerca de la superficie, y son aproximadamente 20 veces mayores que los que

los encontrados cuando no hay excitacion. Ademas, en el estudio de la componente £, es mayor

cuando hay resonancia en dngulos pequefios; asi como una mayor presencia de l6bulos (méaximos

y minimos).
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Cuando el parametro y aumenta, las resonancias en la seccion eficaz de extincion disminuyen su
amplitud, e incluso desaparecen y el campo cercano es menos intenso; lo anterior se debe a que la

esfera metalica absorbe energia en tales condiciones.

En el caso del problema sistema esfera-plano se utilizé el método de imédgenes para tomar en

cuenta el campo reflejado por el plano que proviene de la esfera real.

Se estudio y se aplico el teorema de adicion-traslacion para escribir los campos esparcidos por la
esfera imagen en el mismo sistema coordenado de la esfera real, y asi poder aprovechar las

propiedades de ortogonalidad de los armdnicos esféricos vectoriales.

El problema de la difraccion de una esfera cerca de un plano fue resuelto tedricamente. La parte
numérica se complica debido a que el tiempo de computo crece, ya que ahora se resuelve un
sistema lineal de ecuaciones donde cada elemento de matriz es una integral que debe ser resuelta

numéricamente.

Cabe aclarar que en el proceso de la realizacion del presente trabajo se adquirieron conocimientos
y herramientas computacionales (Fortran), los cuales eran nulos. Ademas la experiencia de hacer

un trabajo de investigacion.
Las perspectivas a futuro son:

1) Profundizar en el estudio de una esfera cerca de una interfaz plana que divide a dos
medios semi-infinitos.

2) Estudio de la difraccion de dos o mas esferas en un mismo medio.

3) Estudio del esparcimiento de dos esferas cerca de una interfaz plana que divide a dos
medios semi-infinitos.

4) Estudio del esparcimiento de varias esferas cerca de una pelicula delgada metalica.

5) Estudio de cristales fotonicos tridimensionales.
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