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Introduccion

T\ este trabajo estudiaremos las ondas Gravitacionales producidas por un sistema de

1 J dos cuerpos de masa idéntica, girando en un plano.

Uno de los grandes logros de la Fisica del siglo XX fue la descripcién de la Gravedad
a través de la Teoria de la Relatividad General. De hecho, esta teoria ha permitido la
descripcion del campo gravitacional en la vecindad de la tierra con tal precision que ha
sido posible establecer la posicién geografica sobre la Tierra con errores de centimetros.

Una de las predicciones mas importantes de la teoria es que al moverse los objetos
masivos generan ondulaciones en el espaciotiempo que se propagan por éste, tal como se
propagan las ondas mecanicas en un medio, o las ondas electromagnéticas en el espacio
vacio. De hecho, es esta prediccion la que ha llevado a algunos a senalar a la Relatividad
General como una de las teorias con comprobacién mas precisa de la historia [1].

Por otra parte, cuando podamos detectar y resolver esta radiacion nos permitira ob-
servar directamente las regiones en el espacio en las cuales hay gran movimiento de masa,
incluso en regiones de las cuales no podemos recibir radiacion electromagnética.

La radiacién gravitacional resulta entonces una oportunidad tanto para probar di-
rectamente la teoria como para abrir una nueva ventana de observacion en el Universo.
Ademas, con la entrada en funcionamiento de nuevos instrumentos para la deteccion de
esta radiacion, se volvera indispensable contar con buenas técnicas para la descripcién de
las sefales recibidas [2]

Este trabajo esta dividido en tres capitulos. Después de un breve resumen de los
conocimientos indispensables para tratar el tema de la radiacion gravitacional, en los
primeros dos capitulos, en el capitulo III aplicamos la soluciéon a un sistema sencillo que
corresponde a un candidato natural para la emisién de radiacion gravitacional.

Para todos los calculos hemos considerado unidades tales que la velocidad de la luz en

el vacio y la constante de gravedad no tienen unidades, estoes: c=1y G = 1.



Introduccién 2

Las cantidades tensoriales se escribiran en negritas (de tal manera que si A es un tensor
aparecerd en el texto como A) mientras que las cantidades vectoriales en R3 se denotardn
con una flecha encima (es decir si V es un vector, entonces aparecerd en el texto como 17)
Para referirnos a las componentes de tensores usaremos indices griegos que correran de 0
a 3 (es decir a, 3, ... = 0,1, 2, 3), mientras que las letras latinas en mintscula se reservaran
para la parte espacial y correran de 1 a 3 (es decir a, b, ..., 14, j, k, ... = 1,2,3). Por lo tanto,

en el texto se denotaran los tensores y sus componentes de la siguiente forma:
A = (A% A) = (A%, A, A2, A%)

(este ejemplo es para vectores). Asi, en coordenadas cartesianas, un punto del espacio-

tiempo tendra las siguientes componentes:

0

X = (:vo,f) = (z ,:Bl,xQ,x3) = (t,x,y, z)

Por otra parte, cuando usemos un subidice latino en mayuscula éste denotara una etiqueta,
por ejemplo al referirnos a: “Dos vectores espaciales equis A y equis B”, escribiremos: “Dos
vectores T, y Tp”.

El tensor métrico para el espaciotiempo plano tiene las siguientes componentes

-1 0 0 0
0 1 00
Nap =
010
0 0 0 1

Cuando en una expresion aparezcan indices repetidos se tomara la convencion de que

se suma sobre todos sus posibles valores, asi:
3 3
AuB* = AB" v AB' =) AB’
a=0 =1

Para designar la derivada con respecto a una coordenada intercambiaremos cualquiera

de las siguientes notaciones:
—aAa = 0gA“ = A”
duf — P TP



Capitulo 1
Flementos de la

Relatividad General

La Teoria de gravitacion, en particular la Relatividad General, introdujo importantes
modificaciones a la Ley de Newton de la Gravitacién Universal. Esta teorfa conocié su
primer éxito al explicar con gran precision el avance en el perihelio de la 6rbita de Mercurio;
pero ademés esta teoria predecia dos importantes fenémenos no sospechados por la Ley
de Newton: la desviacion de los rayos luminosos al pasar cerca de un objeto celeste, tal
como nuestro Sol, y la posible propagacion del propio campo gravitatorio justamente a la
velocidad de la luz, teniendo una gran similitud con las ondas electromagnéticas.

La verificacién de la desviacién de los rayos luminosos procedentes de una estrella
lejana concluyé dando asi una nueva victoria a la teoria de Einstein. Sin embargo, la
verificacién experimental de la propagacion del campo gravitatorio, a la manera de ondas
electromagnéticas, es una cuestién de hoy en dia y permanece todavia pendiente. No
obstante, los avances tecnoldgicos recientes permiten asegurar que su deteccion directa es

algo que se producira en los proximos anos.

1.1. Curvatura y Ecuacién de Einstein

a Teoria clasica de la Gravitacion afirma que los cuerpos celestes se atraen en razon
L directa del producto de sus masas y en razén inversa del cuadrado de la distancia
que los separa. Esto significa que la fuerza ejercida sobre un cuerpo de masa M por otro

cuerpo de masa m viene dada por:

Mm

F=—-——r

r

donde M y m representan las masas gravitatorias, con M la masa atractora.
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En la teoria de Maxwell, los agentes que generan al campo electromagnético son las
cargas eléctricas, produciéndose situaciones distintas segin que estas cargas estén en re-
poso, se muevan con velocidad constante o posean un movimiento acelerado. En el primer
caso generan un campo eléctrico del tipo coulombiano absolutamente similar al gravita-
torio de Newton. En el segundo caso, cuando las cargas se mueven a velocidad constante,
ademas del campo eléctrico aparece un campo magnético. En esta situacion no se tiene
un similar en la teoria de Newton pues las masas en movimiento no generan una fuerza
anadida. Sin embargo en el marco de la Relatividad General las masas en movimiento,
deforman la geometria del espaciotiempo. Finalmente, cuando las cargas se aceleran, los
campos eléctricos y magnéticos que generan se propagan a la velocidad de la luz, dando
lugar a las ondas electromagnéticas. La Relatividad General también predice que, cuan-
do existen aceleraciones relativas entre las masas de un sistema, ademas de deformar la
geometria del espaciotiempo, se originan un nuevo tipo de pequenas ondulaciones, lejos
del centro atractor. Estas ondulaciones son llamadas Gravitacionales o Gravitatorias.

En la teoria Newtoniana, la expresién para el campo Gravitatorio es
F=—-msVoq

en la cual la fuerza gravitacional F' que experimenta una masa mg es producida por el

campo V®q. Suponiendo que es la unica fuerza actuando sobre el cuerpo, entonces:
—va(I)G = mlc_i

donde m; es la masa inercial que se opone a los cambios en el estado de movimiento. Asi la

aceleracion que sufre el cuerpo puede escribirse

Resulta que, caulquier cuerpo se mueva con la misma aceleracién en un mismo campo de
Gravitacién uniforme, independientemente del valor de Tn—f Esta propiedad diferencia a
la interaccion Gravitatoria de otra conocida.

En Relatividad Especial las fuerzas de inercia que aparecen en un sistema de referencia

no inercial, también tienen la propiedad anterior, por lo que estos sistemas de referencia
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deben ser en algin sentido equivalentes a los campos de gravitacién. Esta afirmacién se
conoce como el Principio de Equivalencia.

La expresiéon para describir una distancia en Relatividad Especial, es la siguiente.
ds® = —dt? + da® + dy? + dz* = napdada” (1.1)

la cual es invariante a cambios de sistema de referencia inercial, pero no ocurre lo mismo
si pasamos a un sistema de referencia no inercial.

La ecuacién (1.1) describe una métrica para el espaciotiempo plano. Ahora veremos
brevemente como seria la geometria en el espaciotiempo en presencia de materia. El tensor
métrico es de gran importancia debido a que describe la geometria del espaciotiempo y
fija las geodésicas de las particulas y los fotones, por lo tanto resulta indispensable para
la descripcion de la dinamica.

Un resultado principal de la Relatividad General es que la presencia de masa en el
espaciotiempo produce curvatura y que a su vez la curvatura le dice a la masa como
acomodarse. Ademas, en Relatividad Especial reconocemos a la masa como otra forma de
energia, asi es importante tomar en cuenta, para la deformacion mencionada, el total de
densidad de energia en una region del espaciotiempo. Entonces podemos decir: la medida
local de curvatura del espaciotiempo proviene de la medida de densidad de materia vy
energia, 1o cual resimen el contenido Fisico de la ecuacion de Einstein para el campo
gravitacional:

1
Gaﬁ = Rag - EQQBR = 87TTa5 (12)

donde G,3 es el tensor de curvatura de Einstein, que estd compuesto por el tensor de
Ricci y el escalar de Ricci.
El escalar de Ricci se contruye mediante la contraccion completa del tensor de Ricci

de la siguiente manera:

R= gaﬁRaﬁ>

mientras que el tensor de Ricci, R,p, estd dado como una funcién de las conecciones

Rap =T0, —T0, ,+T0,T7, —T1,I%, (1.3)

Y
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que a su vez estan definidas por los simbolos de Christoffel, a partir de las derivadas

parciales de las componentes del tensor métrico gag.

1
Fgﬂ = 59“)\@7#0‘75 + 9Bu,a — ga,@,,u)' (14)

Por otro lado 7,3 representa la densidad de energia-momento de la fuente que genera
deformacion en el espaciotiempo. En este trabajo, estudiaremos deformaciones con las

siguientes caracteristicas:

= Lejos de la fuente; es decir el tamano de la fuente es muy pequeno en relacién con

la distancia donde se calcula el campo, r >> R
= La velocidad de la fuente que genera el campo, es pequena comparada con c.

A este campo le llamaremos ondas gravitacionales o gravitatorias. En el desarrollo de
este trabajo veremos que su efecto es en los ejes transversales y ademas que pueden ser
detectadas por el movimiento relativo de masas prueba.

Para saber que son estas ondas recordemos que, en un espaciotiempo libre de la inter-

accién gravitacional, la métrica es la de la Relatividad Especial (o metrica de Minkowski),
Nap = 17 = diag(—1,1,1,1).

En presencia de un campo gravitacional la métrica g.g no es tan sencilla. Si el campo
que buscamos describir es débil, entonces practicamente podemos caer en la métrica de
un espaciotiempo plano; es decir que la diferencia entre la métrica real y la métrica del

espaciotiempo plano es muy pequena:

|G — Nap| << 1.

Podemos notar que el campo gravitatorio no es débil en cualquier parte. Por ejemplo,
el campo de una estrella de neutrdénes, es fuerte en una regién del espacio cercana a la
estrella, pero fuera de esta region es débil. En general, tenemos que lejos de las fuentes
del campo gravitacional

Jag —* Nap cuando 7 — 00

es decir, lejos de las fuentes recuperamos a la Relatividad Especial.
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Asi, lejos de cualquier centro de atraccion gravitacional, podremos aproximar la métri-

ca haciendo un desarrollo en serie

9ap = Nap + Gog + Jop + - --

donde g5 es el término a primer orden, ggﬂ el correspondiente a segundo orden, y asi su-
cesivamente.

Nos interesa describir a la radiaciéon gravitacional, la cual afectara el espaciotiempo.
Podemos considerar que el efecto de la onda gravitacional consiste en perturbar el espa-
ciotiempo, y resulta que su efecto disminuye conforme nos alejamos de la fuente que la
produce. De esta manera, para describir a la radiaciéon gravitacional podemos tomar la
aproximacién a primer 6rden y despreciar el resto de los térmimos, de tal manera que la

métrica quede expresada como

9o (T) R Map + Gog = Nap + hap(T) (L.5)

donde h,p son pequenas perturbaciones de la métrica en el espacio plano y éstas describen
a la onda gravitacional.
Un ejemplo de la onda gravitacional plana propagandose en el espaciotiempo en la

direccion z, esta dada por la siguiente perturbacién de la métrica

00 0 O
01 0 O
has(t, 2) = ft - =), (1.6)
00 —1 0
00 0 O

done f(t—=z) es cualquier funcién de t—z siempre que se cumpla que el tamano | f(t—z)| <<

1. Con esto el elemento de linea es
ds? = —dt* + [1 + f(t — 2)]da® + [1 — f(t — 2)]dy* + d2? (1.7)

La geometria de (1.6) y (1.7) representa la curvatura de una onda propagandose en la
direccion positiva, donde la amplitud y la forma de la perturbacion propagandose en la
curvatura estd determinada por la funcién f. Las expresiones hqp y f(t—z) son cantidades

sin dimension.
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La métrica (1.6) y (1.7) no es la solucién exacta a la ecuacién de Einstein. Para ello se
tiene que hacer un desarrollo a primer orden en amplitud de la onda; es decir, es necesario
hacer una linealizacion a la onda gravitacional. Estas son una muy buena aproximacion

a la solucién de la ecuacion de Einstein, que se vera en el capitulo siguiente.

1.2. Detectando Ondas Gravitacionales

ara poder medir la curvatura analicemos el siguiente experimento pensado, relativo
P a dos sistemas de referencia: uno de ellos se encuentra en el espacio vacio, mientras
que el otro cayendo libremente hacia el centro de la tierra. Al interior de ambos sistemas
se encuentra un observador con masas prueba formando un patrén circular (Figura 1.1
parte izquierda). En el sistema de referencia que cae libremente, debido a que la atraccién
gravitacional es distinta para cada una de las masas, despues de un tiempo ¢, las masas
prueba modifican su patrén circular a uno eliptico (Figura 1.1, parte derecha). Para el
sistema de referencia que se encuentra en el espacio vacio las masas prueba permanecen
sin cambiar su patron circular. Esta distorsiéon es una medicién directa de la curvatura
del espaciotiempo local, en la que obligatoriamente necesitamos mas de una masa para
poder detectarla, por mas minima que esta sea.

Entonces, jcomo podriamos detectar la propagacién de las ondas en el espaciotiempo
curvo? La respuesta es la misma, la curvatura del espaciotiempo es detectable a través
del movimiento de masas prueba, masas que se mueven a lo largo de la geodésica del
espaciotiempo curvado, pero se escojen masas lo suficientemente pequenas que producen
en el espaciotiempo una curvatura despreciable y, como vimos anteriormente, se requieren
al menos dos masas prueba para detectar la onda gravitacional (de hecho para cualquier

curvatura del espaciotiempo).
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Figura 1.1: Esta figura nos muestra dos sistemas de referencia, uno en el espacio vacio
y otro que cae libremente hacia el centro de la tierra, inicialmente ambos con masas
prueba formando un arreglo circular. Después de un tiempo ¢, el arreglo geométrico que
se encuentra en el sistema en caida libre, es deformado en una elipse debido a las diferentes
aceleraciones que tienen las masas prueba, es por ello que el observador en este sistema

puede detectar las aceleraciones de marea, si el laboratorio es suficientemente grande.

Para hacer esta idea cuantitativa, consideremos un paquete de onda gravitacional de
la forma h.s = aapf(t — z), propagandose en la direccién z, donde f(t — z) es cualquier
funcion. Antes de que la onda pase tendremos a dos masas prueba, A y B, en reposo y
en las coordenadas (¢, z,y, z). Por simplicidad escogemos que A se encuentre en el origen
y B desplazada a una separacién espacial (zp,yp, 2p) de tal manera que antes de que la

onda pase tenemos
fA(T) = (07070)7 y fB(T) = (xByyByzB>-

Debido a que estan en reposo, la cuatro velocidad de ambas masas es

-

Uy = up = (1,0)

Para calcular el movimiento de ambas masas, haremos uso de la ecuacion de la Geodésica,
la cual; para las coordenadas espaciales, toma la forma:
d2zi(7) - dr® da?

=1, — 1.8
dr2 B dr dr (1.8)
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Dado que las ondas gravitacionales son pequenas tomaremos cambios a primer orden en

la amplitud, dz%(7) y la ecuacién de la geodésica es ahora:

d26z%(T) - da® d2? - doz* da”? - dx® doz”?
— =0y -y — T 1.9
dr? *fdr dr *fdr dr *fdr dr (19)

Al analizar la curvatura en el espaciotiempo, observamos que localmente nos encontramos
i : : i

en un plano, por eso I'; ; = 0, pero no necesariamente observaremos lo mismo para 0I%,g,

ya que si nos movemos podemos encontrar curvatura. Es por esta razén que la ecuacién

de movimiento para este caso queda

d?6z'(7) ; dzda’ i B
T = _5Faﬁ dT ? = —5Faﬂu u (]_]_O)

Como las cuatrovelocidades solo tienen compontentes en la parte temporal, es decir solo
sobrevive el término o = 3 = 0, o bien, u’ = 1

d26z' (1)

A partir de la ecuacién (1.4) podemos calcular los simbolos de Christoffel necesarios:

i I
Lo = 59 (90,0 + 90,4 — Gou0)

que, recordando la forma de la métrica perturbada (1.5), se pueden volver escribir
i 1 Im
L0 = 59" (huo.o + oo, = hopo)

y asf el término T}, se puede evaluar de la métrica 1.7 en la que el resultado da cero y

con ello
d?0x'(7)
——F— =0 1.11
dr? ( )
Inicialmente, d2° = 0 y las masas prueba estan en reposo, por lo tanto d(gf) = 0. Esto

implica que de la ecuacién (1.11), el cambio en las coordenadas es dx'(7) = 0 para todas
las masas, que en este caso

Sa'y (1) = da'z(7) =0

Por lo tanto las coordenadas de las masas permanecen sin cambiar cuando la onda pasa.
Por otra parte la distancia entre las masas prueba si puede cambiar con el tiempo,

para cuantificarlo continuamos con el ejemplo de una masa colocada en el origen y otra a
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una distancia L, sobre el eje de las x. Podemos volver a usar la métrica (1.5) para calcular
la distancia entre estas dos masas, puesto que solo nos interesa el eje x, ésta se calcula:
L. L.
L= Vgudr = V 1+ hyde
0 0

como h << 1y no depende de la coordenada z, podemos aproximar la distancia con la
siguiente funcion

L L1+ ghi) = L1+ 3(t )

la cual, como vemos, es funcién explicita del tiempo.
Estos resultados se visualizan imaginando las coordenadas dibujadas sobre un eje
eldstico, mismo que se estira o se encoge de acuerdo a la funcién f(t — z). Es asi como la

distancia entre las masas varia, a pesar de que las coordenadas se mantienen fijas.

1.3. Transversalidad de las Ondas Gravitatorias

1 la seccién anterior vimos que las ondas gravitatorias se propagan sobre el espacio-

1 _J tiempo generando en él pequeiias ondulaciones lejos de la fuente, modificando asf la
métrica del espaciotiempo plano. A estas ondulaciones se les conoce como perturbaciones
y su efecto es en los ejes transversales al eje de propagacién, por ejempo: hag(t, z), es una
onda onda gravitatoria que se desplaza en el eje z.

Ahora bien, se pueden detectar estas ondas gravitatorias por la curvatura del espacio-
tiempo o masas que se mueven a lo largo de una geodésica, donde las masas producen una
curvatura despreciable. El movimiento de una masa prueba no es suficiente para detectar
estas ondas gravitatorias, de tal forma que analizaremos primero brevemente las ondas
grvitatorias muy lejos de sus fuentes donde no solo consideraremos dos masas prueba,
sino muchas de ellas. Imaginemos primero 8 masas prueba, inicialmente colocadas en un
circulo en el plano z,y. Escogemos como origen para este arreglo el centro del circulo y a
una onda gravitacional plana de la forma de (1.7) con f(t — 2z) = asen|w(t — 2)], es decir
que pasa en la direccion z.

Como ya vimos, las coordenadas (x,y, z), permanecen sin cambiar, en particular las

masas prueba permanecen en el plano z,y. Cada una de ellas sigue una geodésica cuya
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forma proviene de la métrica (1.7). Para calcular la distancia, es necesario introducir

nuevas coordenadas (X,Y’) definidas por
1 1
X=(1+ Easenwt)m Y=(1- iasenwt)y (1.12)

El elemento de linea en el plano x —y en estas nuevas coordenadas se puede calcular de tal
manera que tenemos el mismo que en el plano euclideano dX? + dY? mas correcciones de
orden a. En el plano de coordenadas x — y de las masas prueba no cambian en el tiempo,
pero al introducir las nuevas coordenadas X — Y, éstas si varfan con ¢t dadas por (1.12).
Antes de que la onda pase, todas las masas permanecen en su lugar, sin embargo al viajar
por el eje de propagacion, ésta producird efectos en los ejes transversales. Generando un
patron de movimiento (elipse), entre todas las particulas que estan alrededor del centro,
de tal forma que cuando la onda pasa, el circulo que forman estas masas prueba, se acorta
en la direccion X y si expande en la direccién Y. Un tiempo después las masas se separan

en la direccion X y se acercan el la direccion Y, tal como se muestra en la Figura 1.2.

Figura 1.2: En esta figura mostramos un esquema donde el arreglo circular cambia a uno
elilptico cuando la onda pasa después de un tiempo t. Las elipses de la parte central corres-
ponden a una polarizacion de la forma +, mientras que las del lado derecho corresponden

a X. En este caso la direccién de la onda es perpendicular al plano x — y.

Este patrén de oscilacion es caracteristico de la radiacién gravitatoria. La métrica (1.7)
no es la mas general posible. Es un ejemplo de una de las dos polarizaciones independientes

de la onda gravitatoria. Para encontrar la otra polarizacién, solo imaginemos rotado los
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ejes © — y a un angulo . Para la relacién entre las coordenadas (x,y) y las coordenadas

rotadas (x’,y’), con ¢ = —m/4, entonces

1 / / 1 / /
r=—T +Yy y=—= —y
NoREL 0 =)
Sustituyendo estas transformaciones en la ecuacién (1.7), nos muestra como se transforma
la métrica. La parte del espaciotiempo plano, 7,3, permanece sin cambios para cualquier

rotacion, entonces podemos obtener
hynr =0 hirgr = horyr = it = —hay hay =0

dode h,g, son perturbaciones a la métrica del espaciotiempo plano (mismas que abor-
daremos con mas detalles en el capitulo siguiente). Pero no son fisicamente distinguibles
las nuevas coordenadas de las viejas. Solo hemos encontrado una segunda polarizacién

posible para la onda, que podremos expresar en términos de h,g, y toma la forma

haﬂ(t, Z) =

o o o O
S = O O
o O = O
o o o O

Para poder describir a una onda gravitatoria propagandose en la direcciéon z positiva,

donde la onda se encuentra lejos del emisor, tomamos:

0 0
fit—2)  fx(t—2)
fxlt=2) —fut=2)

0 0

haﬁ (t, Z) =

o o o O
o o o O

Esta es una onda gravitatoria linealizada, propagandose en direccién z. Las tnicas com-
ponentes no nulas corresponden al punto ortogonal de la direccion de propagacion, lo que
indica que las ondas gravitatorias son transversales y la traza de la matriz (h,g) es nula.
Por esta razon la forma de la perturbacién se conoce como transversa sin traza (en inglés

transverse traceless) o simplemente TT.



Capitulo 2
Aproximacion Lineal en

Gravitacion de Einstein

En el capitulo anterior introducimos una forma de las ondas gravitacionales, através
de la ecuacién (1.7), sin embargo, esta no es la solucién més exacta a la ecuacién de
Einstein. Para encontrar soluciones es necesario resolver (1.2), lo cual no resulta tan
sencillo ya que debemos resolver un sistema de 10 ecuaciones diferenciales acopladas para
las 10 componentes g.s (cabe mecionar que T y G*? son simétricos, es por ello, que no
es necesario calcular las 16 ecuaciones). Hay que recordar que estas son las componentes
de un tensor en algin sistema de coordenadas, un cambio de coordenadas implicaria un
cambio en ellas. En particular hay cuatro coordenadas, lo que significa cuatro grados
de libertad entre las diez componentes. Estas consideraciones son necesarias si queremos
resolver la ecuacién de Einstein. En este capitulo resolveremos esta ecuacion para el limite

de campo gravitatorio débil, es decir, lejos de las fuentes que lo provocan.

2.1. Solucion a la Ecuacion Linealizada de Einstein

ara encontrar una mejor solucién a (1.2), es necesario resolverla. Sin embargo no
P existe una regla general para hacerlo ya que existen un gran nimero de técnicas
posibles para situaciones similares. En particular, nosotros haremos un analisis completo
para encontrar una solucion a la ecuacién de Einstein donde la geometria del espaciotiem-
po difiere ligeramente del espaciotiempo plano; esto es valido ya que consideraremos el
efecto de las ondas lejos de los centros atractores que las produjeron. Primero linealiza-
remos la ecuacion de Einstein en el vacio y luego resolveremos el caso en el cual no hay
fuentes gravitacionales (el caso homogéneo, Ti,s = 0) para después incluir las fuentes que

producen las perturbaciones (T,s # 0, el caso con “corrientes”).

14
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2.1.1. Linealizaciéon a la Ecuacion de Einstein

Reescribamos la ecuacién (1.2) donde el lado derecho sea cero, es decir en ausencia de

masa/energia, entonces

1
Rag - §gaﬂR =0 (2.1)

ordenamos de manera diferente y contraemos con ¢*° de tal forma que podamos tener

una expresion en la cual podamos comparar términos

(07 1 (03
9’ Ros = =9*° gas R

2
ahora bien agrupamos términos semejantes
1
(1-59)R=0

Sabemos que el término (1 — %g) # 0, por lo tanto, debe cumplirse que R = 0, y la

ecuacion para el campo gravitatorio queda:
R,s = 0.

considerando que el lado izquierdo de la ecuacién para el campo esta definido por la
expresion (1.3):

Ros =T

aByy o

g v 10 o
— Lo T Tapl %0 — Taols,

analizamos a primer orden, despreciamos los terminos cuadraticos y tenemos finalmente

que la ecuacion para el campo se reduce a

.

av,B

F’Y

aByy

—0 (2.2)

Sustituiremos la ecuacién (1.5) en (2.2) y tomaremos en cuenta la forma contravariante

de la métrica, g" = n* — h* y analizando por separado la ecuacién (2.2) tenemos que
1
Lo = 5(7775 — W) (—Naps — Paps + Moays + Roa,s + Ngsa + psa)
1
ng = 5(
Despreciando los términos cuadraticos y recordando que la derivada de 7,4 es cero, los

0" = h)(=Nar.s — Parys + Nsar + Réary + Mha + hasa)-

términos de la ecuacién (2.2) quedan de la siguiente manera

1
Tag = 31" (=hass + hoas + hasa)

1
_7776(_h04'y,5 + h&a,’y + h’y&,a)-

I, =5
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Ahora calculamos las derivadas correspondientes para tener

1, 1 1
Fg,@;y = _5777 haﬂ,&’y + (§hZc7,3 + §h’y,o¢>7')’

1 1 1
FZ"Y’;B = _57776]1&7’6/8 + (§h’gé,’y + 5]11706)”3.

Teniendo en cuenta que el d’Alambertiano es de la forma O = *%9,03, la ecuacién para

el campo (2.2) queda de la siguiente manera
1
5[_Dhaﬁ + (hl,ﬁ + h"y,a)ﬁ + (hiﬁ - hl,'y - hz,a)ﬁ] = 0.

Observemos que podemos eliminar los dos primeros términos del segundo parentesis y

] . 21L s . Y . _l Y _ l Y
rescribiendo el dltimo término de la forma —h2.a5= —3h) 5 — 57 .5

1 1
h'Yaﬁ_i_h'Y h";,aﬁ] :O

1
5[_Dh°‘5 +ho gy — 2" By T 9

Ahora simplificaremos la ecuacién, en la cual definiremos a

1
V, = hzw — §h37a (2.3)
Vs = h), 1h7
B= sy T 9's

Con esta definicion escribimos el tensor de Ricci linealizado en el vacio de modo que la

ecuacion para el campo gravitacional en estas condiciones es:
1
Rag = 5(—Dhaﬁ + Vaﬂ + Vg}a) =0. (2.4)

Cuando se trabaja en la aproximacion lineal, las contribuciones aparecen debido a
cambios infinitesimales dados por h,s, mientras que 7,4 queda sin cambiar. Para ver esto,
consideremos un cambio de coordenas de la forma

5 5 | ¢6
x® =x" 4+ &
donde &£° son cuatro funciones arbitrarias, pero del mismo tamano que la perturbacién
de la métrica hog, por lo que no importa si tomamos las coordenadas nuevas o viejas.
. . !’ . .
Esto significa que 2% = 2%. A este tipo de cambios en las coordenadas les llamamos

transformaciones de norma.
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En general, una transformacion de coordenadas en la métrica se escribe:

oxd Oz
a/ VA— _/_/ 2.5
8’8" = Bal Guh 90 (25)

Con esto, debemos transformar la siguiente ecuacién

de tal manera que la transformacién queda

o' _0a” 08 ;0

ox® Oz  Ox¥ “ Oz

(2.6)

(la ultima aproximacién se puede hacer debido a que hemos considerado perturbaciones
muy pequefias, £ << 1 ). Ahora si, transformemos la ecuacién (2.5) usando el tltimo

término de la ecuacién (2.6) de tal manera que obtenemos

¢ 06"
Jap = <(5i - @) (52 - w) (Mo + hsy)

Multiplicando los ultimos dos paréntesis, aplicamos la funcién delta y separamos los térmi-
nos cuadraticos para encontrar

8{5 ¢,
Gop = <5i - %) (N5 + hep — 8_x2 + O(h?))

Ahora bien, desarrollamos la multiplicacion, aplicando de nuevo la delta y sustituyendo

la forma explicita de g4, recordando que 7,4 tiene la misma forma en cualquier conjunto

de coordenadas, tenemos

s O
goﬁ:naﬁ+haﬁznaﬁ+hoﬁ_%_w'

Por lo que obtenemos, después de la transformacién de norma:

baﬁ = haﬁ - aafﬁ - aﬂfa- (27)

Hemos encontrado la relacion que existe entre unas coordenadas y otras. Ahora bien,
ya que £¢ son 4 funciones arbitrarias, pero pequenas, podemos elegirlas de tal manera
que simplifiquen la forma de h,g, esto es lo mismo que escoger la norma. En particular

definimos 4 condiciones nuevas, 0,3, de igual forma que V,,, pero en el nuevo sistema de
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coordenadas obtenido mediante la transformacion de norma. Ademds, podemos escoger

la norma tal que se cumplan las siguientes condiciones:
B,(r) =0

Esta dltima permite escribir la ecuacion para el campo en otras coordenadas de la siguiente
manera Ro3 = —10h,5. Pero ésta no es atin la solucién a la perturbacion has. Como atin
no hemos escogido coordenadas, entonces declararemos un sistema en las que se cumpla
B, (x) =0.

El analisis anterior permite decir que la ecuacion de Einstein tiene como solucién a la
ecuaciéon de la onda

Ohas(z) = 0, (2.8)

junto con cuatro condiciones de norma para h,g

Vale) = 05hS(x) — S0uh(x) = 0 2.9)

2.1.2. T,3=0

Las perturbaciones de la métrica estan determinadas por la ecuacién de la onda (2.8)
y sus cuatro condiciones de norma (2.9). Para visualizar la forma de la solucién, con-
sideraremos primero la ecuacion de la onda de una funcién escalar en el espaciotiempo

plano

_ . op 82f(x) . 82f(x)

Of(z)=n +V2f=0

Oredxs ot?

proponemos una soluciéon de la forma

Flw) = ae™,

donde hemos de tomar en cuenta que, k - x = (—k% + k- ), con esto, podemos reescribir

la ecuacién
_a<k0)26i(—k0t+lg-f) + [a(k1)2 + a<k2)2 + a(k3)2]ei(—k0t+ﬁf) =0,
agrupando llegamos a

ae!RHED (02 (K12 4 (K2)2 + (k)2 = 0
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y finalmente

Of(z) = (k- k) f(z) = a9k . k) = 0. (2.10)

Aqui x es el cuatrovector en el espacio plano, con componentes ¢ y k es un vector de
onda en este mismo espacio. Para analizar la ecuacién (2.10), empecemos por reconocer
que la solucion a la ecuacién homogénea requiere k - k = 0, para garantizar soluciones no
triviales, entonces

(K0)? = [k[* = (K1)” + (k)" + (K*)?

asociamos k' = w y proponemos la solucién para f(x)

f(x) = acos(—wt + k - T+ 0)

Identificamos a esta solucién como una onda de frecuencia w = |lg | v longitud de onda %,
por lo tanto la velocidad de la onda es v = ‘%‘ = 1 (una onda que se desplaza |E| en un

tiempo %) Con esto podemos escribir la solucién general a la ecuacion de la onda
flz) = / a(k)e™®*d’k (2.11)

La integral es sobre todos los valores de k, es decir, k' para valores de [—o0, 00] y a(k) son
amplitudes arbitrarias complejas. Para las soluciones reales tomaremos solo la parte real.
En el caso de la radiacion gravitacional, tenemos 10 ecuaciones iguales a la anterior,

por lo tanto proponemos soluciones de la misma forma:

ha/j = aageik'x.

Ahora verificamos las condiciones de norma para la transformacién. Si ésta es solucion,
deben ser las mismas en cualquier sistema de coordenadas, junto con sus cuatro condicio-
nes. Insertemos (2.7) en (2.9) y veamos las condiciones para £, asumiendo que se cumple
la condicion de norma

Va(z) = 0.
Antes de empezar subiremos indices, queremos

hg = nmbav = nﬂv(how — 0a&y — 058a) (2.12)

bg = UWﬁbwﬁ = 7776(%/3 — 0,&p — 98&,), (2.13)
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y buscamos que U, = 0 con
W, — 95b7 — ~0ub’ = 0 2.14
o T ﬁba - 5 Oé[]ﬁ - . ( . )
Reescribimos (2.14), haciendo uso de (2.12) y (2.13):
1
Yo = 03 [nﬁw(hav — 0a&y — 0y6a) — §aa[7775(h7/3 — 0,8p — 05€,)] =0
y desarrollamos la parte izquierda término a término para analizarla:
6_Lo s By 8y 1y 8 1y w8
Yo = (9sh, — 5804}%’) — 01" 0aly — 051" 0460 + 580477 078 + éaoﬂ? 9p&y  (2.15)

Para el analisis veremos cada término por separado. Por una parte, identificamos que
el término entre parentesis es V,,, por otra, recordemos que el d’Alambertiano se puede

escribir de la forma Of = 90, f o también Of = 9,05n* f. Con ésto los términos son:

—05n"0a8, = —070,&,, (2.16)

010,60 = ~070,6, = I, (2.17)

S0 0,65 = 50,0°5 = 0.6, (2.18)
20056, = 30076, (2.19)

Llegamos a la conclusién de que si renombramos el indice en (2.18), ésta serd igual a

(2.19). Sumando estas dos ecuaciones obtenemos
1y o 1y o 2l
5(%8 &+ 5(%8 & = 0,07E,.
Entonces la nueva condiciéon de norma nos queda
Vo =V, — a’yaag'y - Déa + aaa’yf'y =0,
de tal manera que podemos eliminar términos semejantes quedando
L, = 0.

Hemos encontrado que &, también satisface la ecuacién de la onda en otro sistema de
coordenadas. Para resolver el problema debemos escoger la norma. Esto lo logramos im-

poniendo la condicién (2.14), escogiendo las componentes de las perturbaciones de la
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métrica de la forma

hoi = 0, (2.20)

hj = 0. (2.21)
Sabemos que la solucién a la ecuacién de la onda es

haﬂ = aage(ik'x) .

Ahora imponemos las condiciones:

hOi = a0iezk~x =0

hg — naﬁaaﬁeik.x — O

La primera de ellas garantiza que ag; = 0. Para que se cumpla la segunda, necesitamos que
ag = no‘ﬂaa/j = 0. Regresemos ahora a las condiciones sobre V,,, definidas en la ecuacién

(2.9); para el caso o =0

1
Vo = 9,5 — 0h]

en esta tultima expresion, los términos de la derecha se pueden eliminar usando las con-
diciones (2.21) mientras que las componentes espaciales del primer término se anulan

usando (2.20), por lo tanto podemos escribir la condicién de norma
Vo = (9oh8 ~ aOTIOOhOO

y asi encontramos el primer coeficiente buscado:

a . ) —
‘/E) = —80h00 = —aoo—eZk.x = ZCL00|]€|€

ot

Z‘k‘X:O:>(I()():0

De igual manera calculamos las condiciones para Vi, Vo y V3
‘/z‘ = (z‘aﬂkl + iaigkﬁz + Z.(Iigk’?))eZk.x =0
y las reducimos de tal manera que veamos cual es el término que debe ser cero

V.= iaijkjeik'x =0= Gijkj =0



2.1. Solucion a la Ecuacién Linealizada de Einstein 22

Con esto podemos escribir la forma completa de h,g. Lineas arriba aplicamos las condicio-
nes de norma, (2.20), para garantizar que ag; = 0, ahora con el término agy = 0 tenemos

7 de las 16 componentes del tensor (por simetria), entonces

0O 0 0 O

0 an aip as ikox

0 as1 ax ax

0 az asp ass

Para calcular las componentes restantes, a;;, es necesario escoger una direccion de la

propagacién. Tomemos por ejemplo la direccion en el eje z, en estas condiciones
k-x=(w,0,0,w)-(t,z,y,2)

y la solucién completa se escribe

—twt+iwz

hag = aqpe = anpe™T)

la cual, después de aplicar las condiciones sobre, V,,, queda expresada como
(aglkl + a32k2 + a33k3)eiw(zit) =0

Para que se cumpla lo anterior volvemos a reconocer que as; k' + agok? + assk® = 0, por lo
que sélo quedan 4 componentes. Ademas por simetria, y después de aplicar la condicion
hg = 0, encontramos:

ajp = —a22 Q12 = 421

Por lo tanto, escogiendo la direcciéon de propagacion paralela al eje z, la soluciéon general

es:

0 O 0 0

haﬁ _ 0 a1 12 0 eiw(z—t)
0 ay —ax 0
0 O 0 0

Esta expresion recupera la forma funcional mencionada al final del capitulo anterior.
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2.1.3. T3 #0

Ahora bien, como ya tenemos la solucién a la ecuacién linializada en el vacio, nos

serd mas facil entender la linealizacion y solucion con fuentes. En este caso tenemos:
1
Raﬁ — EgagR = 8ﬂTa5, (2.22)

con la perturbacién al espaciotiempo plano dada por (1.5).
Ya hemos calculado R,z (tiene la forma dada por 2.4). Para calcular R, recordemos
primero que su valor en una region de vacio debe ser R = 0. Ahora necesitamos de nuevo

calcular el término completo
R = gaﬂRaﬁ ~ naﬂRa&

(la aproximacién indicada al final de esta expresién se debe a que buscamos una solucién

para perturbaciones pequenas del vacio) por lo tanto:
af 1
R = n [_§(Dhocﬁ + Va,ﬁ + Vﬂ,a)]a

desarrollando la ecuacion

1
R= - 0h+ Ve, +VE 4 (2.23)

Como V& 5= n*’ Va,p ¥ por la condicién de norma V,, = 0, entonces
1
R=—=0h
2

De tal forma que la ecuacién (2.22) se reduce a:

1 1 1
——0hos — =gas(—=0h) = 87T, 3.
5Nas — 59 5( 5 ) = 81Tus

Ahora bien, introduciremos la métrica perturbada, dada por (1.5):

1 1 1
_§|:|ho¢,8 — 5(7’]0[5 + ha5)<—§|:|h) = SWTaﬁ.

Como s6lo consideramos la aproximacién a primer orden, entonces despreciamos los térmi-

nos cuadraticos y reacomodamos:

1 1
—im(ha/g — Enagh) = 87TTa5.
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Si redefinimos el tensor de las perturbaciones, hog = hag — %naf;h, entonces podemos

escribir la ecuacién linializada con fuentes de la siguiente manera:
Df]ag - —167‘1’Taﬁ. (224)

Tenemos ya la ecuacién a resolver, que consta de un conjunto de 16 ecuaciénes diferen-
ciales. Cada una de ellas tiene la siguiente forma:

_Pf(=)
ot?

+ V2f(x) = j(=). (2.25)

Por simplicidad, definiremos ahora a la fuente j(z) como una funcién delta en el espacio-
tiempo, esto con la finalidad de aproximarnos a la fuente puntual que genera las ondas

gravitacionales.
j(x) = 6(t)3()d(y)o(2) = 6(t)8°(Z).
Ademas, consideraremos que la radiacion producida es esfericamente simétrica por lo

que podemos describir la solucién usando una funcién es de la forma g(¢, ) quedando la

ecuacién para la métrica:

K ga(ttz, r) 712% (rﬂgg;r)) _ 5(0)8°(3) (2.26)

Analizando esta ultima expresion, reconocemos la solucién para una onda unidimencio-
nal con una onda que viaja a la derecha y otra, hacia la izquierda; de tal manera que
propondremos como solucion:

gt 1) = %[O(t ) 4 Il 41

Como en este trabajo estamos estudiando la radiacién gravitacional lejos de la fuente (ra-
diacién “hacia afuera” ), entonces la solucién de interés es 1O(t —r) en donde llamaremos
? T
a ésta, “la solucién retardada”.
Procedamos ahora a resolver (2.26) integrando sobre todo el volumen que contiene a

la fuente, e:

/e [_% + Vit Tﬂ &z = / 5(t)0%(7)d>x

€

Analizando la ecuacién, el lado derecho es una delta que podemos resolver sin ningun

problema. Para el lado izquierdo, notemos que la funcién ¢(t,r) diverge para r pequenas,
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sin embargo el elemento de volumen decrece 47r?. Entonces el primer término de la

integral tiende a cero cuando € tiende a cero. Dicho esto y tomando el limite € — 0:

lim [ V2g(t,r)dz = 6(). (2.27)

e—0

Apliquemos el teorema de la divergencia para tener

/V -Vg(t,r)d*z = /Vg(t, ) - ds,

por la simetria del problema usaremos coordenadas esféricas, con esto ya podemos rees-

cribir la integral de la parte izquierda de (2.27) y resolverla

(T dg(t dg(t
lfm h/‘ 907 2 G gd0dy — tim dmr2 29LET)
—0 J 0 dr e—0 r
Sustituyendo la derivada de g(t, )
) 4arr? 4rr? dO(t —r)
lg% [_ 72 Ot =)= r dr

Considerando que el limite de volimen pequeno ¢ — 0 corresponde a valores pequenos

del radio de la fuente r — 0 podemos calcular el limite y reescribimos la ecuacién (2.27)
—4rO(t) = 4(t).

Si esta es la solucién para (t), entonces podemos construir una para (¢ — r)

St —r)

2.28
Arr ( )

g(t,?“) ==

Donde esta es la funcién de Green construida para poder resolver (2.24) ya que sélo hemos
resuelto una ecuacién sobre un punto del volumen.
Ahora bien, si queremos encontrar la solucién sobre todo el espaciotiempo (t',z'),

debemos sumar la contribucién de j(2',t'); tomando esto en cuenta
f(t,2) = /g(t —t' =2t ,2)dt' A3’

y (2.28), integramos con respecto a t’ de tal manera que encontraremos la onda en esa

coordenada, es decir, que por la propiedad de la delta, analizaremos el punto a evaluar t’

t—t —F—F =0=t =t— |77
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que llamaremos el tiempo retardado, entonces la integral de volumen queda

N N -} =
f(t,f):—/j(t |£l'f x|7x)d3xl7

Ar|Z — 2|

y la solucién general a la gravedad linealizada (2.24) queda:

Taﬁ N - -]
m%ma:4/“ (=T T2 g (2.29)

|7 — 7]

2.2. Produccion de Ondas Gravitacionales

——\n la seccion anterior vimos la solucién general a la gravedad linealizada, para una

1 _J fuente de masa-energia con las ondas radiando hacia afuera. También sabemos que

para esta solucion fueron de gran importancia dos premisas:

= Consideramos que la fuente es muy pequena en relaciéon con la distancia en donde

se calcula el campo, r >> R (por considerar la solucién puntual).

= Las velocidades de las masas que producen las ondas gravitacionales son muy pe-

quenas comparadas con la velocidad de la luz.

R es el tamano caracteristico de la fuente y A = %’T

Con estas consideraciones, podemos reescribir (2.29)

4
bl (t, Z) — — / TPt —r, 7Y%’ (2.30)

r—00 T
donde r = |¥ — 77|
Esta forma de la onda, es para ondas planas y distancias grandes. El andlisis requiere
sélo la componente espacial de la perturbacién de la métrica h¥. Para seguir con el
planteamiento del problema, primero analizaremos una componente del tensor de esfuerzo
y energia, recordaremos la ley de conservacion de la energia en el espaciotiempo plano

como:
oTes
— = 0.
0zh

y mientras que la componente del tensor de esfuerzo y energia

aTOO aTOk

or T Y
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Ahora diferenciaremos esta ecuacién con respecto al tiempo

§2700 & o1k o 9T
otz ot OzF  oxF ot (2.31)

Luego hacemos uso de otra componente de tal manera que si usamos

aTOk aTkl
ot oz’

con esto podemos reescribir (2.31), y la segunda derivada con respecto al tiempo es

aQTOO aQTk:l

ot? oxkoz!”

Integrando sobre todo el espacio y multiplicando ambos lados por z‘z’

d2 o d2Tkl o
@/Tooxlaﬂd?’x:/d o cate! P (2.32)
rkdz

Resolviendo por partes la integral del lado derecho, nos lleva a la siguiente expresion:

g 1 d? o
/T”(x)d‘q’x =5qe '/ T (z)d%x. (2.33)
Para longitudes de ondas grandes y velocidades bajas, asumiremos que en dicho limite
al tensor de esfuerezo y energia lo definiremos como la densidad de masa en reposo y le

llamaremos p(x) y (2.33) define entonces los segundos momentos de masa I (t).
I7(t) = /u(t,f):cixjd?’:c (2.34)

Con esto podemos entonces encontrar la aproximacién a la perturbacion de la métrica
para ondas gravitacionales lejos de la fuente con longitudes de ondas grandes y velocidades
bajas.

b (¢, 7) —— 200 (t — ) (2.35)

r—oo T



Capitulo 3
Radiacion gravitacional

de un sistema fisico

Después de una breve introduccion a los sistemas fisicos que podrian dar origen a
la radiacion gravitacional, en este capitulo calculamos la perturbacién producida por un
sistema de este tipo, mostrando los primeros pasos necesarios para cuantificar el efecto en
el espaciotiempo muy lejano a ellas de un sistema formado por dos estrellas que orbitan

una alrededor de la otra.

3.1. Sistemas Binarios

omo hemos visto, la Relatividad General predice que los flujos de grandes concentra-
C ciones de materia/energia producirdn una perturbacién en el espaciotiempo cuya
propagaciéon puede describirse como una onda que viaja.

Este flujo de material podra consistir de una gran cantidad de sistemas fisicos posi-
bles. El requisito principal es que exista en una region delimitada del espaio un flujo de
materia/energia; cuanto mayor sea el cambio de posicién de esta materia/energia mayor
serd la perturbacion que produzca sobre el espaciotiempo.

El sistema clasico que se usa para esta descripcién es el de una pareja de estrellas
que orbitan alrededor de un punto espacial comun. En muchas ocasiones estos sistemas
se observan desde Tierra, pero el poder éptico no es suficiente como para resolver ambos
objetos, asi que lo que se percibe es una tnica estrella cuyo brillo es variable en el tiempo.
Esta variabilidad en el brillo se explica debido a que, cuando ambas estrellas estan com-
pletamente alineadas con nuestra linea de vista el brillo del objeto disminuye, regresando
a su valor nominal cuando las estrellas estan en la fase que las separa mas de su drbita.

Por estas caracteristcas, a estos objetos se les llama binarias eclipsantes, ver Figura 3.1.

28
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Eclipsing Binary Stars
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Primary Eclipse Primary
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Figura 3.1: Podemos observar dos estrellas desde el punto de vista a canto del
plano de la orbita. Cuando una eclipsa a la otra se ve aumentada su magni-
tud (dimiuye su brillo). Esta grafica es del dominio publico y fue tomada de:

http://kepler.nasa.gov/news/nasakeplernews/index.cfm?FuseAction=ShowNews&NewsID=152.

Un caso especial de este tipo de sistemas es el de una binaria pulsar, en el cual una
de sus componentes es estrella de neutrones y exhibe las propiedades de una pulsar.
Debido a que las pulsares tienen un periodo muy preciso, estos sistemas resultan ser
un buen laboratorio para experimentos de gravedad puesto que es mas facil medir las
modificaciones a las érbitas de las estrellas[3].

El caso de los sistemas binarios es emblematico de los efectos debidos a la radiacién
gravitacional. Recordemos que la radiacién gravitacional es parecida a la electromagnética
en el sentido de que los sistemas que la producen pierden energia debido a la emision.
Para el caso de las estrellas binarias, esto significa que la érbita se vuelve mas cerrada y
por lo tanto el periodo entre las fases mas brillantes es cada vez mas corto.

Asi, estamos ante la oportunidad de observar un efecto directo de la radiacion gravi-
tacional, si bien no podemos medirla directamente. En la Figura (3.2) se ilustra este tipo

de sistemas.
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Figura 3.2: [Ilustracion artistica de wuna pulsar acompanada por una es-
trella masiva. Esta imdagen es del dominio publico y estd tomada de:

http://www.eso.org/public/images/es01319b/ .

En 1974, usando el radiotelescopio de Arecibo en Puerto Rico, Joseph Hooton Taylor,
Jr. y Russell Hulse observaron por primera vez una binaria pulsar, PSR B1913+16 [3]
y lograron medir con gran precisién el periodo de la 6rbita. Después de 10 anos de ob-
servacion pudieron confirmar que efectivamente esta disminucion en el periodo se puede
explicar considerando que el sistema pierde energia mediante radiacién gravitacional (ver
por ejemplo [4]).

En lo que sigue, haremos los cdlculos que se requieren para obtener la radiacién gra-

vitacional producida por un sistema como éste.

3.2. Perturbacion tensorial

T\ el capitulo anterior encontramos la aproximaiéon a la perturbacién de la métrica

1 _J para ondas gravitacionales lejos de la fuente, la cual estd dada por la ecuacién
(2.35). Detallemos ahora un sistema de dos estrellas de masa M, girando respecto a un

punto comun en el plano x — y, como se muestra en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: En esta figura se muestra un sistema binario de estrellas. Dos estrellas de masa
M que orbitan alrededor de su centro de masas debido a la mutua atraccién gravitacional.
La érbita es circular, de radio R y frecuencia orbital €2, y ademés hemos hecho coincidir
al plano de la érbita con el plano x — y. Estamos interesados en la radiacién gravitacional

producida por el sistema lejos de €él, en cualquier direccién 7

En estas circunstacias, la posicién de cada una de las estrellas se puede decribir me-

diante las siguientes expresiones:
x(t) = Rcos(Q2t) y(t) = Rsin(Qt) =z(t) =0,

donde hemos considerado que la fracuencia orbital es €2 y R es el radio de la orbita.
Como hemos visto, describir las ondas gravitacionales es encontrar las componentes
de la perturbacién métrica h¥.
Para un buen nimero de sistemas binarios de estrellas se cumple que el giro de sus
componentes es lento, comparado con la velocidad de la luz; por otra parte, buscamos las
ondas en la vecindad de la Tierra, lejos de estos sistemas. Por lo anterior, las componentes

necesarias se pueden calcular usando las aproximaciones senaladas en el capitulo anterior.

. 2.
b = it — 1),
r—oo T

dado que la expresién para [% (t —r), esta definida de la siguiente manera

19 = /,u(t)xixjd?’x.
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Para describir la densidad material, consideramos que el sistema de dos masas esta con-
tenido en una esfera del mismo radio que la 6rbita, de tal manera que:

2M

pt) = g
o

Dado lo anterior, podemos calcular las componentes necesarias, empezando por I'':

j 2 13
| | [

Considerando que la posicién de cada estrella en el sistema esta dada por, (), la integral

M
™= 46 R3R2 cos(Qt)///d%,
T

y finalmente podemos escribir esta componente como

toma la forma

' = 2M R? cos(Qt).

Ahora usamos la identidad trigonométrica para reescribir la expresion de tal manera que
la primera componente es

' = MR*[1 + cos(20t)].

Con esto podemos encontrar la segunda derivada, para asi tener la primera componente

de la perturbacion, de tal manera que tenemos
I = —4Q> M R? cos(20t). (3.1)

Ahora calcularemos la componente I'?; para ello usaremos las dos coordenadas dadas por

2 2
47TR3 ///R cos(Qt) sin(Qt)d*z

Al calcular la integral de volumen y usando la propiedad del &ngulo doble para la funcion

x,y, entonces

seno tendremos

I'? = M R?sin(292t).

Al igual que la vez anterior, calcularemos la segunda derivada para asi poder encontrar
la componente I'? y dada la simetria del tensor, ésta es también la componente I?!; de

tal manera que

I'? = —4Q*M R*sin(20) = 1. (3.2)
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Con esto solo falta por calcular I?? y comprobar la simetria del tensor de perturbacién.

Ahora usaremos la coordenada y, de tal manera que

6MR
722 — 2
= 3///R sin? (Qt)d

calculando la integral de volumen y reduciendo términos tenemos

I** = MR?[1 — cos(20t)].

De nueva cuenta calcularemos la segunda derivada para finalmente encontrar la compo-
nente /%2

12 = 402 M R? cos(20t). (3.3)

Con las expresiones (3.1), (3.2) y (3.3) podemos construir la perturbacién producida por

un sistema binario, lejos de la fuente:

cos(2Qt)  sin(2Q2t) 0
o 802 M R?
b7, %) —2 —— sin(20t)  — cos(2Qt) 0 (3.4)
0 0 0

Debido a que confinamos el movimiento de las estrellas al plano x — y, no hay movimiento

de masa fuera de éste, por lo tanto las otras componentes 132, I3! e I3% son cero.

3.3. Ondas perpendiculares al plano de las orbitas

ﬁ cabamos de encontrar la representacién a la aproximacion de la radiacion al plano
de la onda en cualquier direccién. La frecuencia de radiacion emitida es dos veces la
di I movimiento de 1 i 1 litud es —SEME
correspondiente al movimiento de las estrellas que la generan, y su amplitud es =
Ademas, podemos senalar que representa el caso particular de la radiacion propagandose
en la direccién z, perpendicular al plano de la érbita, debido a que es un tensor TT en
ésta direccion.
La solucién descrita por la ecuacion (3.4), no es un TT, en la direccién x. Si nece-

sitamos representar a la radiaciéon propagandose en esta direccion, debemos construir la

correspondiente TT.
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Para ello empezamos por igualar a cero las componentes zx y xy de la perturbacién

para tener
0 0 0
Ve = SO2MR?
hY(t, ) T 0 —cos(2Q2t) 0
0 0 0

Ahora sustraemos la traza de la ecuacién anterior de las componentes transversales a la

propagacién buscada, para obtener asi el tensor TT en la direccion x:

0 0 0
o 1M R’
b"(¢,2) ’ 0 cos(29Q1) 0
r—$00 r
0 0 — cos(20)

3.4. Estimando el efecto de la perturbacion

Con el resultado obtenido para la perturbacion podemos dar una estimacion, a orden
de magnitud, del efecto que tendria el paso de la radiacién gravitacional sobre un
sistema de masas prueba. Como es descrito en la secciéon 1.2, dos masas inicialmente

separadas a una distancia L, se encontraran separadas por la distancia
1
L~ L*(l + §h11)a

después de que una onda gravitacional con las caracteristicas estudiadas incide sobre ellas.

Con este calculo podemos estimar el cambio porcentual en la distancia entre las masas:

AL |[L-L, 1
L. L,

—Zh
9 11,

y usarlo como indicador de lo detectables que pueden ser las ondas gravitacionales.
La amplitud de la perturbacion, hi1, es una funcién que oscila en el tiempo, podemos
usar su valor maximo para encontrar el cambio porcentual més grande en la distancia:

AL A0PMER?
L. ro

Para introducir valores realistas de la frecuencia de las estrellas orbitantes, {2, sus
masas, M, la distancia entre ellas, R y la distancia entre las estrellas y las masas prueba

r (la distancia entre Tierra y las estrellas); consideremos el sistema binario ¢ Boo.
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Este sistema consiste de dos estrellas cuya masa es aproximadamente una masa solar
que se encuentra a una distancia de aproximadamente 11.7 pc de Tierra, situadas en
la direccién de la constelacion Bootes. Sus érbitas son tales que practicamente estan en
contacto, al girar una respecto la otra con periodo orbital de 6.5hr.[5]

Consideremos que la aceleraciéon tangencial para las estrellas proviene completamente
de la interaccién gravitacional, esto nos permite calcular la velocidad de la érbita circular,
v (para esta estimacién a orden de magnitud es suficiente la aproximacién clésica):

M v
(2R)?2 R’
si ademas consideramos que esta velocidad corresponde a completar una vuelta en un

periodo,
_2rR
-5 =

Entonces el radio de la érbita esta completamente descrito por el periodo:
R _ M P>
1672’

v QR

con lo que podemos estimar el cambio porcentual buscado, en términos de los parametros

conocidos para el sistema ¢ Boo:

AL (2m\* M (MPPN
L, P r \ 1672 ’

En este trabajo hemos estado usando unidades geometrizadas: aquellas para las cuales

¢ = G = 1. Para poder usar los parametros M, P y r, los cuales estan en unidades
convencionales, escogemos cambiar M y r a unidades de tiempo, en este caso horas.

Para poder llevar a cabo estas conversiones los factores necesarios son|[6]:
lhr = 3600s, 1My ~ 1.989 x 10%°Kg,  1pc ~ 3.0857 x 10'°m,

¢ = 2997924537, c% R 2.476 x 1036é

(aqui Mg es la masa solar y pc, la unidad de distancia parsec).
Después de estas consideraciones el el cambio porcentual méas grande en la separacion

de las masas prueba es:
AL

*

~ 7.826 x 10720 — 1071



Conclusiones

T\ este trabajo estudiamos a la radiacién gravitacional generada por un sistema fisico,

1 _J en donde su deteccién se realizé lejos de él. Para la descripcién de esta radiacién
se tomd en cuenta la métrica del espaciotiempo plano mas una pequena perturbacion

descrita de la siguiente manera

gaﬁ(x) = Nap + hocﬁa

donde hemos definido a esta perturbacién h,g(x) como ondas gravitacionales. Resulta
que su efecto es en los ejes transversales al eje de propagacién por lo que se describe

mateméaticamente (por ejemplo para ondas propagandose en el eje z):

0 0
f+(t_z) fx(t_z>
fxt—2) —fi(t—2)

0 0

hag (t, Z) =

o o o O
o o o O

Una vez encontrado el comportamiento de las ondas gravitacionales, resolvimos la ecuacion

de Einstein

1
Rap — §g°‘BR = 87T,

considerando una pequena perturbacién a la métrica del espaciotiempo plano, por lo que
primero linealizamos la ecuacién para después encontrar la soluciéon homogénea, es decir
en ausencia de masa. Dadas estas consideraciones, el problema se reduce a una ecuacion

de onda definida como

Dhag (ZL’) = O,

con cuatro condiciones sobre la perturbacion:

D () — %aahg(x) ~0.

36
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Encontrada la solucion en el vacio, analizamos el caso para el cual la densidad de
energia-momento no es nula; para este caso (continuando en la aproximacion lineal) la

ecuacion para el campo se convierte en:
Dhag = —167TTaﬁ

Esta expresion consta de 16 ecuaciones, dada la simetria del tensor todas son de la forma:

_Pf()

L V() = ).

Escogemos como caso particular aquel en el cual el tamano de la fuente es pequeno (o
bien, muy lejos de donde se busca el campo) y la velocidad de la masa que produce las
ondas gravitacionales es pequena, comparada con la velocidad de la luz. Asi la solucién

general a la gravedad linealizada, para un sistema emitiendo radiacion gravitacional es:

hoB (4, 7) = 4/

que se puede reescribir en términos de los segundos momentos de masa I%:

Taﬂ(t — |f_ ‘,f/|7:f)

|7 — 7|

A3z,

y 2.
Wi (t, T) —— STt — 7).

r—oo T

Aplicamos este resultado a un sistema binario de estrellas, cada una con masa M y

que giran en el plano x — y con respecto a un centro comin. Para este caso encontramos:
cos(2Qt)  sin(2Q) 0
o 802 M R? _
h'(t, T) e — sin(2Qt) —cos(2Q%) 0
0 0 0

y con ello pudimos estimar, a orden de magnitud, el cambio porcentual en la distancia

entre dos masas prueba cuando les incide esta radiacion gravitacional:

AL
L,

~ 1071

Como vemos, el cambio es extremadamente pequeno. Por esta razon la radiacion gra-
vitacional es dificil de detectar directamente. Para favorecer su descubrimiento en este
momento construyen dispositivos con distancias nominales para L, mucho mayores que

el radio de Tierra[7], los cuales entrardn en linea en la préxima década.
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