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Introduccion

El Lema de Fatou en su version clasica, establece que la integral del limite inferior de
una sucesion de funciones no negativas no es mayor que el limite inferior de la sucesion de
integrales de las funciones. Este resultado tiene multiples aplicaciones en areas de analisis
matematico, probabilidad, procesos estocédsticos, entre otras. En algunas aplicaciones con-
siderar una sola medida no es suficiente y es necesario considerar sucesiones de medidas
de probabilidad o sucesiones de medidas que convergen en algin sentido a una medida.
Para este caso, existen resultados que extienden el Lema de Fatou cuando se tiene una

sucesion de medidas que converge débilmente, fuertemente o en la variacién total.

El objetivo de este trabajo es analizar resultados recientes que generalizan el Lema
de Fatou cuando la sucesién de medidas converge débilmente. Ademads presentaremos
una aplicacion a los procesos de control markovianos; centrandonos en la existencia de

politicas éptimas para un problema de control éptimo en costo promedio.

El trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se analizan los
resultados cuando se tiene un espacio de medida fijo y para sucesiones de medidas que
convergen fuertemente. Finalmente, el capitulo concluye mostrando, mediante un ejemplo,
que la desigualdad de Fatou no necesariamente se cumple cuando la sucesion de medidas

converge débilmente.

En el Capitulo 2, se presenta una generalizacion del Lema de Fatou por medio del
concepto de Ilimite inferior generalizado de una sucesion de funciones. Asi mismo se
establecen condiciones bajo las cuales se tiene la desigualdad de Fatou correspondiente
cuando la sucesion de medidas converge débilmente. Igualmente se introducen condiciones
necesarias para obtener la igualdad del limite inferior y el limite inferior generalizado de

una sucesion de funciones.

Finalmente en el ultimo capitulo se aplican los resultados obtenidos a procesos de con-

trol de Markov en espacios de Borel con criterio de costo promedio. Especificamente, bajo



Introduccion

condiciones adecuadas en el modelo de control, se obtiene la desigualdad de optimalidad

y se demuestra la existencia de politicas estacionarias éptimas.

La teoria desarrollada en el presente trabajo se basa, principalmente, en los articulos

[4-8].



Capitulo 1

Lema de Fatou clasico y

convergencia de medidas

1.1. Introduccidon

La versién clasica del Lema de Fatou establece que si { f,,} es una sucesién de funciones
no negativas definidas en un espacio de medida (S, 3, 1), entonces la integral del limite
inferior de la sucesion no es mayor que el limite inferior de las integrales de las funciones,

es decir,

/lim inf f,dy < lim inf/fnd,u. (1.1)

Llamaremos a (1.1) desigualdad de Fatou y veremos que también se cumple bajo alguna

de las siguientes condiciones:

= la sucesién de funciones es acotada por abajo por una funcion integrable;

= la sucesién de las partes negativas de las funciones es uniformemente integrable.

En algunas ocasiones, trabajar con resultados que consideran una sola medida no es
suficiente, pues muchos problemas en teoria de probabilidad y sus aplicaciones, como
veremos en el Capitulo 3, tratan con sucesiones de medidas que convergen en algin
sentido a una medida u. Por lo tanto, es conveniente extender el Lema de Fatou para
sucesiones de funciones y sucesiones de medidas. Por supuesto, los resultados dependeran
del tipo de convergencia de la sucesion de medidas. En este sentido, ademas del Lema de
Fatou, en este capitulo abordaremos los tipos de convergencia débil, y convergencia fuerte.

Asimismo se estudian también las relaciones que hay entre estos tipos de convergencia.

3



Preliminares 4

1.2. Lema de Fatou para funciones acotadas inferior-

mente.

Dado un espacio medible (S, ) denotaremos por M(S) la familia de todas las medidas
finitas no negativas en (S, ) y por P(S) la familia de todas las medidas de probabilidad en
(S, %). Cuando S sea un espacio métrico siempre consideraremos ¥ := B(S), donde B(S) es
la o- 4lgebra de Borel en S. R denota al conjunto de los niimeros reales y R := [—o00, +00]
es el conjunto de los niimeros reales extendidos. Si A es un subconjunto de S, I 4 representa

la funcién indicadora de A.

La integral fs (ds) de una funcién medible f : S — R con respecto a una medida

w estd definida si

min{/S fH(s)u(ds) /f p(ds)} < +o0, (1.2)

donde f*(s) = max{f(s),0}y f~(s) = —min{f(s),0}, s € S. Si se cumple (1.2) entonces

la integral se define como

[ remtas) = [ @utas) = [ 1 (s)ntas

Para p € M(S) consideremos el espacio vectorial L;(S; ) de todas las funciones me-

dibles f : S — R, cuyos valores absolutos tienen integrales finitas, esto es, f € Li(S; ) si
Js 1 (s)|u(ds) < 4o0.

A continuacion presentamos el Lema de Fatou para funciones acotadas inferiormente.

Teorema 1.2.1 (Lema de Fatou). Sea (S,%, u) espacio de medida y {f,} sucesion de
funciones medibles. Si existe g € L1(S; ) tal que f, > g para todo n > 1, entonces se
cumple la desigualdad (1.1).

Demostracion. Puesto que f,, > g, tenemos que f,, —g > 0. Entonces aplicando el Lema

de Fatou clésico a la sucesién {f, — g} se sigue que

/h'm inf(f, — g)du < liminf /(fn — g)du
S s

n—oo n—o0

/h’minf fndp — /gdu < liminf/fnd,u— /gd,u,

de donde se sigue (1.1). [

por lo tanto
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Corolario 1.2.2. Sea (S, X%, 1) espacio de medida y {f.} sucesion de funciones medibles.

Sige Li(S;p) y fu < g para todo n > 1, entonces

n—oo n—oo

/h’m sup fpdp > lim Sup/fnd,u
S S

Demostracién. Se sigue aplicando directamente el Teorema 1.2.1 a la sucesion {—f,}.

Ahora bien, si en el Teorema 1.2.1 en lugar de una sola funcién ¢ consideramos una
sucesion de funciones { g, }n>1, podemos modificar un poco las condiciones para obtener

la misma desigualdad. Esto lo vemos en el siguiente corolario.

Corolario 1.2.3. Sea (S, %, 1) espacio de medida y {f.} sucesion de funciones medibles.
Entonces la desigualdad (1.1) se cumple si existe una sucesion g, € L1(S;u) tal que

fn = gn para todon > 1y

— 0 < /lim sup gpdp < lim inf/gndu. (1.3)
S n— o0 S

n—oo

Demostracién. Si una de las siguientes desigualdades

lim inf/fndu < 400, —o00< /h’minf fudp (1.4)
S S

n—o0 n—oo

no se cumple, entonces la desigualdad (1.1) se cumple trivialmente. Supongamos ahora

que ambas desigualdades en (1.4) se cumplen. La primera desigualdad en (1.4) implica

liminf/gnd,u < +00. (1.5)
S

n—oo
Puesto que f,, > ¢,, del Lema de Fatou para funciones no negativas aplicado a la sucesion
{fn - gn}nZl se sigue que

/lim inf(f, — gn)dp < liminf /(fn — gn)djt. (1.6)
s

n—oQ n—oo S

Las desigualdades (1.3) y (1.5) implican que —oco < [ limsup,, ., gndp < +o0. Por lo
anterior y la segunda desigualdad de (1.4) podemos aplicar las propiedades del liminf y

lim sup de donde tenemos que

liminf f,, — limsup g, < liminf(f, —g,) p—c.s

n—00 n—00 n—



Preliminares 6

y de lo siguiente se sigue la desigualdad (1.1),

/h’m inf f,du — /h’m sup gpdp < /lim inf(f, — gn)du
S S s

n—oo n—o00 n—oo

< lim inf /(fn — gn)dp

n—oo

s
<liminf [ f,dp — liminf /gndu
n—oo S

n—o0 S

n—00 n—00

< liminf/fndu— /h’msupgnd,u,
s S

donde la segunda desigualdad se tiene por (1.6), la tercera se sigue de propiedades del

liminf y la dltima la obtenemos de (1.3). n

1.3. Integrabilidad uniforme y la desigualdad de Fa-

tou

Cuando el espacio es de medida finita, podemos extender el Teorema 1.2.1 mediante

el concepto de integrabilidad uniforme.

Definicién 1.3.1. Una familia {f;,t € T} de funciones medibles en Li(S; u) indezada

por T es uniformemente integrable (u.i.) si

lim sup/ | fe|dp = 0.
Cmro0 teT Jy |0}

Observacién 1.3.2. Una familia {f;,t € T} uniformemente integrable es Li(S;p)-
acotada, i.e., sup,er [ |fi(s)|p(ds) < oo . Para ver esto notemos que dado € > 0, existe

C > 0 suficientemente grande tal que para toda t € T se cumplen las siguientes desigual-
dades,

/wwzf ww+/ fildi
S {|ft|>C} {lft|<C}
< e+ Cu(S).

Con el concepto de integrabilidad uniforme, se establecen otras condiciones en la su-
cesién de funciones bajo las cuales se cumple la desigualdad de Fatou (1.1). Esto lo

enunciamos en el siguiente teorema.
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Teorema 1.3.3. Sea (S,%, 1) un espacio de medida finita y {f,} C L1(S;p). Si{f,} es

uniformemente integrable, entonces

/h’m inf f,dp < lim inf/fnd,u
s < Js

n—o0 n—

Demostracion. Observe que para C' > 0 se tiene,

S {fn<=C} {fn>-C}

Por la integrabilidad uniforme de la sucesién {f, }, dado € > 0 existe C' > 0 suficiente-

mente grande tal que | f{fn<70} fndu| < € para toda n > 1.

Por otra parte, puesto que f,I;f,>_cy > —C'y la funcién constante igual a —C' perte-

nece a Ly(S; i), del Teorema 1.2.1 obtenemos

n—oo

ll'minf/fnl{fn>_c}du > /h’minf g >—cydp
S - § N -

> /h'minf fndu,
S

n—oo

donde la ultima desigualdad se sigue del hecho de que f,I;s,>_cy > f, para toda n > 1.

Por lo tanto
lim inf/fnd,u > /h’m inf f,du — €.
S S n—oo

n—oo

Puesto que € es arbitrario, concluimos que

n—oo

/h’m inf f,dy < lim inf/fnd,u.
S n—oo S

La condicién de integrabilidad uniforme en el Teorema 1.3.3 es mas general que la
condicién en el Teorema 1.2.1, es decir, las condiciones requeridas en el Teorema 1.2.1

implican la condicién del Teorema 1.3.3, esto lo vemos con las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.3.4. Sea g: S — R tal que g € L1(S; ). Entonces

Jim |9(s)|u(ds) = 0.
=% Jlgl> k)

Demostracion. Consideremos que

l9(s)[Tq1g1<x3(5) T1g(s)]  cuando K — oo,



Preliminares 8

y la igualdad

$)lutds) = s)|u(ds) — s)|p(ds).
[ ottt = [lalata = [ gtslata

Entonces, del teorema de la convergencia mondtona

lin 9(s)|u(ds) = 0.
70 J{|g|>K}

Proposicién 1.3.5. Si f,,g : S — R , n € N son tales que f, > g y g € L1(S; )

entonces la sucesion de partes negativas {f, } es uniformemente integrable.

Demostracién. Puesto que f,, > ¢ se tiene que
fa ()] <lg(s)], VseS, neN

por lo tanto, para todo K > 0,

[ @@ s [ gt v ne
{lfw 12K}

{lgI>K}

sup /{ o n(as) < / 19(5) ().

neN {lg|=K}

De la Proposicién 1.3.4 se sigue entonces que

lim sup / 7 (8)|(ds) = 0
K=00 neN J{|f7 |>K}

y por lo tanto {f, } es uniformemente integrable. [ |
Ademas, el siguiente ejemplo muestra que se puede tener integrabilidad uniforme y no
cumplirse la condicién del Teorema 1.2.1.

Ejemplo 1.3.6. Sea S = (0,1), p la medida de Lebesque y { f.} la sucesion definida por

—n

fn(s) :

= o lonm(s), paran>3

donde logn es el logaritmo natural. Notemos que la sucesion {f,} no es acotada inferior-

mente por una funcion integrable, es decir, no existe g € L1(S; u) tal que f, > g. De lo
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contrario, tendriamos que

-n
< ——1 n n 3 € Oa 1 ; Z 3
g(s) < Tog r {1/+0.1/ )(s5), s€(0,1), n
lo que tmplica
n
> Iy ) (8), 0,1), n>3.
lg(s)] > log n (1/(n+1),1/n)(5) s€(0,1), n

Por lo tanto,

/S‘Q(S)W(dS) = i 1ogn (% n i 1)

lo cual prueba que, g ¢ L1 (S, ).

Ahora probaremos que { f,} es uniformemente integrable. Para K > 0 yn > 3, tenemos

que

—n

| U i ntds) = [ B (6 T o ()l
[0,1] [0,1] logn

n
1 1

= <

logn — log K

—0

cuando K — oo. Por lo tanto {f,} uniformemente integrable.

El siguiente ejemplo muestra que se cumple la condicién (1.3) y la sucesion de partes

negativas de las funciones no es uniformemente integrable.

Ejemplo 1.3.7. Sea S = [0,1), B[0,1) y A la medida de Lebesgue. Consideremos los

intervalos
L; = [0,1/2],
Iy = [0,1/4], In = [1/4,1/2],
131 — [0,1/6], I32 - [1/6,1/3], 133 - [1/3,1/2], (17)
Iy = [071/8]7 Iy, = [1/871/4]7 Iiz = [1/473/8]7 Iy = [3/8’1/2]7

In=10,1/2n], ... Lix=[k-=1)/2n,k/2n|, ... IL,=[n-1)/2n,1/2],
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y defina ahora los intervalos J,, de la siguiente manera

Jl = Ill7
Jo = In, J3 = Iy, (18)
Jy = I, Js = I, Jo = I3,
Notese que st (n=1jn ) <m < ("H) entonces existe k € {1,...,n} tal que Jp, = L.
Para m > 2, sean € N tal que @ <m < (nﬂ) y sea k € {1,...,n} tal que

Jm = L. Definamos g, : [0,1) — R por

(2) { —nl;, (r) +2n(ne —n+ 1)In_y () st m es par
Im\T) =

—nl;, () +4n(ne —n+ 1)In_1n1(x) si m es impar

Entonces,

lim sup g,,(z) = 0,

m— 00

lim lnfgm(x) = _OO-[[O,1/2]<J:)7 (19)

m—r 00

lo cual implica que,

/h’m sup gm(z)A(dx) =0,
S

m—r0o0

/lim inf g, (2)A(dx) = —o0.
S m—o0
Por otra parte,
/gm r)=—-1/24+1=1/2, sim es par,
s
/gm x)=—1/24+2=23/2, sim esimpar,
S
por lo tanto
limsup/gm(x))\(dx) =3/2,
s
liminf/gm(x))\(dx) =1/2.
S

Entonces la sucesion {g,,} satisface

0= /h’m sup gm(z)A(dz) < lim inf/gm(:c))\(dx) =1/2,
S S

m—ro0
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lo cual prueba que se cumple la condicion (1.3). Ademds note que {g,,} no es uniforme-

mente integrable.

1.4. Convergencia de sucesiones de medidas

Para extender el Lema de Fatou al caso en el que se tiene una sucesion de medidas
{pn}, es necesario conocer el comportamiento de la sucesién cuando n — oco. Para esto a
continuacion daremos definiciones de dos tipos de convergencia de medidas: convergencia

débil y convergencia fuerte.

Definicién 1.4.1 (Convergencia débil). Una sucesion de medidas {u,} en un espacio
métrico S converge débilmente a un medida finita p en S si para cada funcion continua y

acotada f en S se tiene que

/Sf(s),un(ds) — /Sf(s)u(ds) cuando n — 00. (1.10)

Observacion 1.4.2. La Definicion 1.4.1 implica que p,(S) — u(S) € R cuando n — oc.
Por lo tanto, si la sucesion {,} converge débilmente a n € M(S), entonces existe N € N
tal que {1, }22 v C M(S).

Definicién 1.4.3 (Convergencia fuerte). Una sucesion de medidas {u,} en un espacio

medible (S,X) converge fuertemente a una medida p en (S,%) si para cada C' € 3
Un(C) = p(C)  cuando n — oo.

Observaciéon 1.4.4. Una sucesion de medidas {u,} converge fuertemente a una medida
finita p cuando n — oo si y solo si (1.10) se cumple para cada funcion acotada y medible

enS.

En ocasiones trabajar con estas definiciones puede llegar a ser complicado por lo que
es de utilidad tener condiciones equivalentes de los diferentes tipos de convergencia. El si-
guiente teorema, conocido como Teorema de Portmanteau (ver [3]), nos brinda enunciados

equivalentes a la definicién de convergencia débil.

Teorema 1.4.5. Sean y, y p medidas finitas en (S,3). Los siguientes enunciados son

equivalentes:

(i) p, converge débilmente a i,
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(i) Mimsup,, . [s f(s)un(ds) < [ f(s)u(ds) para cada funcion semi-continua superior-

mente y acotada superiormente f;

(i) Hminf, o [¢ f(s)pn(ds) > [ f(s)p(ds) para cada funcion semi-continua inferior-

mente y acotada inferiormente f.

En [9] podemos encontrar caracterizaciones para la convergencia fuerte similares a las

que proporciona el Teorema 1.4.5 para la convergencia débil.

Notemos que de las definiciones y observaciones anteriores se deduce que si una sucesién
de medidas {p,} en un espacio métrico S converge fuertemente a una medida finita p en
S, entonces { i, } converge débilmente a p cuando n — co. Sin embargo, como veremos en
el siguiente ejemplo, una sucesién de medidas puede converger débilmente y no converger

fuertemente.

Ejemplo 1.4.6. Sea S = [0,1], ¥ = B[0,1], A la medida de Lebesque, p, la medida
definida por
(€)= [ nToam(oNds), € € B0.1)
c

y pu(C) :=0o(C) donde &y es la medida de Dirac concentrada en {0}, es decir,

1, s 0eC
p(C) = {
0, en otro caso.

Entonces {,} converge débilmente a p. Para probar lo anterior, sea f : [0,1] — R una

funcion continua y acotada. Notese que de la definicion de ., se tieme que la funcion
gn : [0,1] = R definida por
gn(s) = njo,1/m)(5)

es tal que

MMD:L%®MM,CEWM}

Entonces

Sy (ds) = s)gn(s)A\(ds
AmﬂM() / £(5)gm(5)M(ds)

[0,1]

= n/[Ol] J(8)Ijo,1/m) (5)A(ds)
— n/ f(s)Mds) = f(sn),
(0,1/n]
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donde s, € [0,1/n], n € N. Note que s, — 0, cuando n — oo; de la continuidad de f se
sigue que

(s)pn(ds) = f(0) = [ f(s)u(ds).

[0,1] [0,1]

Por lo tanto, {u,} converge débilmente a .

Por otra parte, {u,} no converge fuertemente a u pues p,({0}) =0 Vn y u({0}) = 1.

1.5. Lema de Fatou para sucesiones de medidas

Existen versiones del Lema de Fatou para los casos de convergencia fuerte y convergen-
cia en la variacion total cuando se tienen sucesiones de medidas. El resultado correspon-
diente a la convergencia en la variacién total puede verse en Feinberg et al. [10, Teorema
2.1]. En esta seccién presentamos el Lema de Fatou para convergencia fuerte y mostrare-
mos con un ejemplo que este resultado no se cumple, en general, para convergencia débil

de medidas.

Primero presentamos el Lema de Fatou bajo convergencia fuerte considerando funcio-

nes no negativas.

Teorema 1.5.1. Sea (S, %) espacio medible, {p,} una sucesion de medidas que converge
fuertemente a la medida p, y {f,} sucesion de funciones medibles no-negativas en S.

Entonces
/h’m inf f,du < lim inf/fndun. (1.11)
S > Js

n—oo n—

Demostracion. Consideremos f = liminf, .., f,. Ahora bien, la convergencia fuerte de

/ ¢dp = lim / edpin,
n—o0

para cualquier funcién simple . De la definicion de la integral fs fdu es suficiente de-

[y & i implica que

mostrar que [qdp < liminf [ f,dp, para cualquier funcién simple ¢ < f.

Supongamos que fs wdp < oo, entonces ¢ se anula fuera de un conjunto E de medida

finita, i.e. , ¢(s) =0 Vs € E°. Sea € > 0 y definamos
E, :={s: fu(s) > (1 —€)p(s) paratodo k > n}.

Notemos que {E,,} es una sucesion creciente de conjuntos cuya unién contiene a F, y por

tanto {F \ E,} es una sucesién decreciente de conjuntos medibles cuya interseccion es
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vacfa. Recordemos que si tenemos una sucesién decreciente {A;} de conjuntos medibles,

tal que pu(A;) < oo, entonces

p(NZ1A:) = lim p(Ay).

n—o0

Por tanto, existe m tal que p(E \ E,,) < €. Puesto que p(E\ Ep,) = limyyo0 (B \ Erpy),
podemos escoger n > m tal que ug(E \ E,,) < € para k > n. Ademds, ya que E \ E} C
E\ E,,, tenemos que ugx(E \ Ey) < € para k > n. Entonces

/fkd,uk > frdps
s By

> (1— 6)/ pdp
Ey

2(1—6)/90duk—/ pdyuy,
E E\E},

> (1= [ o~ M
FE

donde M es el maximo de ¢. Por lo tanto

hmlnf/fkd,uk /godu—e{/ god,u—l—M].
E E

Puesto que € arbitrario, concluimos que

/gpdu:/goduglfminf/fkduk. (1.12)
S E k—o00 S

Similarmente se desmuestra (1.12) cuando [ @dp = oo . n

En el siguiente resultado se establecen condiciones bajo las que se cumple la desigualdad
de Fatou para convergencia fuerte de medidas y funciones que toman valores positivos y

negativos.

Teorema 1.5.2. Sea (S,X) espacio medible, {j,} C M(S) una sucesion de medidas
que converge fuertemente a p € M(S), y {fn} una sucesion de funciones medibles en S.
Entonces se cumple la desigualdad (1.11) si existe una sucesion de funciones medibles

{gn}n>1 en S tal que f, > g, para todon > 1y

— 00 < /hm sup gpdp < hm 1nf/gnd,un. (1.13)
s

n—oo
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Demostracion. Si al menos una de las siguientes desigualdades

liminf/fnd,un < 400, —00< /h’minffndu (1.14)
S S n—oo

n—o0

no se cumple, entonces la desigualdad (1.11) se cumple trivialmente. Ahora, supondremos

que (1.14) se cumple. La primera desigualdad en (1.14) y (1.13) implican

liminf/gnd,un < 400. (1.15)
S

n—oo

Al aplicar el Teorema 1.5.1 a la sucesién { f,, — gn }n>1 de funciones medibles no negativas,

obtenemos

/lim inf(f, — gn)dp < lminf [ (fn, — gn)dpin. (1.16)
§

n—oo n—oo S

Las desigualdades (1.13) y (1.15) implican que

—00 < /h’msupgndu < +00. (1.17)
S

n—oo

Por (1.17) y la segunda desigualdad de (1.14) podemos aplicar las propiedades del lim inf

y limsup de donde tenemos que

liminf f,, — limsup g, < liminf(f, —g,) p—c.s

n—oo n—oo n—
Yy
/h'm inf f,du — /h'm sup gndp < /h'm inf(f, — gn)dp. (1.18)

Las siguientes desigualdades y (1.17) implican (1.11)

n—oo n—o00

/lim inf f,du — /lim sup ¢gp,dp < liminf /(fn — gn)dfin

n—oo

< h'minf/fndun —h'minf/gnd,un
S n—oo S

< h’minf/fndun — /h’msupgndu,
S S

n—00 n—00

donde la primer desigualdad se tiene por (1.18) y (1.16), la segunda se sigue de las
propiedades del limite inferior y la dltima la obtenemos de (1.13) y (1.17). n

Los resultados anteriores dan generalizaciones del Lema de Fatou cuando tenemos una

sucesion de medidas que converge fuertemente. El siguiente ejemplo muestra que este
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resultado no se cumple si la convergencia de las medidas es débil.

Ejemplo 1.5.3. Sea S = [0,1], pin(A) = 01/n(A), u(A) = 0o(A) para A € B([0,1]) y
fn(s) = f(s) = Iiny(s), Vn e N y s € [0,1]. Si g € C[0,1], tenemos que

/ 9(8)in(ds) = g(1/n) = g(0) = / g(s)u(ds),
S S

es decir i, converge débilmente a . Sin embargo,

- /S F(s)u(ds) > liminf /S F($)pn(ds) = 0.

n—oo

Es decir (1.11) no se cumple.

Como mencionamos al principio de la seccién, también existen versiones del Lema de
Fatou cuando se tiene convergencia en la variacion total, la cual es un tipo de convergencia
de medidas que implica tanto la convergencia débil como la fuerte, en [10] se muestran

los resultados con convergencia en la variacion total.

En el Capitulo 2 trabajaremos con convergencia débil de medidas y veremos qué tipo

de condiciones deben cumplirse para tener una desigualdad de Fatou.



Capitulo 2

Lema de Fatou para convergencia
débil de medidas

2.1. Introduccion

En el capitulo anterior vimos que cuando tenemos una sucesién de medidas {u,} que
converge débilmente a p no podemos asegurar que se cumpla la desigualdad del Lema
de Fatou (1.11). En este capitulo veremos que es posible obtener una version del Lema
de Fatou cuando se tiene convergencia débil de medidas. Para lograr esto es necesario
introducir diferentes conceptos, uno de los més importantes, es el concepto de limite

inferior generalizado el cual definiremos a continuacién.

Definicién 2.1.1. [Limite inferior generalizado] Sea S un espacio métrico y {f,} una

sucesion de funciones f, 1S — R, n € N. Sean
Fo(s) :=mfp>n, fu(s) v F,(s) = supssomfgepss) Fuls')
Definimos el limite inferior generalizado de {f,} como

f(s) = lminf f,(s'):= lim F,(s)

n—00,s’'—s n—00

= lim sup inf inf fi(s'
n—00 5§~ s'€Bs(s) k>n ( )

=gsupsup inf inf fi(s').
np 6>%) s'€Bs(s) k=2n fk( )

donde Bs(s) es la bola abierta en S de radio § con centro en s.

17
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Definicién 2.1.2. Sea S un espacio métrico, f : S — R. Definimos las funciones [

S—=Ryf:S—R dela siguiente manera

f(s) :==lminf f(s) =sup nf f(s'),

- s'—s §>0 s'€Bs(s)

f(s) :=limsup f(s') = inf sup f(s).

s/ —ss >0 s'€Bs(s)

Llamamos a f(s) y f(s) la envolvente inferior y superior de f, respectivamente.

Se sigue que F, (s) de la Definicién 2.1.1 es la envolvente inferior de F,,. La envolvente
inferior f de una funcién f es una funcién semi-continua inferiormente, de hecho es la
funcién semi-continua inferiormente mas grande dominada por f (ver Apéndice A). En
otras palabras, f es una funcién semi-continua inferiormente que satisface las siguientes

dos condiciones:

(D
(D)

v
I~

I

- =

> ¢ para cualquier funcién semi-continua inferiormente g tal que f > g.

Entonces, si f es semi-continua inferiormente f = f. Andlogamente, para la envolvente

superior se tiene que f es la funcién semi-continua superiormente mas pequena que domina

a f.

Volviendo a la definicion de limite inferior generalizado, se puede demostrar que si

h(s) = supsup inf inf s'),
(5) 6>€ nkanyeBaﬁ)j%( )

g(s) = inf{liminf f,(s,) : s, — s}.
n—oo
entonces
f(s) = h(s) = g(s).
Es decir, existen diferentes maneras en las que podemos escribir el limite inferior ge-

neralizado. Esta tltima funcién fue introducida por primera vez por Serfozo [18].

Observacién 2.1.3. Algunas caracteristicas interesantes respecto al limite inferior ge-

neralizado son las siquientes:
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(i) f(s) < liminf, . fn(s), por lo tanto, la igualdad

f(s) = liminf f,(s)

n—oo
es equivalente a que
liminf f,(s) < f(s). (2.1)
(i1) f(s) es semi-continua inferiormente.

Observaciéon 2.1.4. De manera similar uno puede definir el limite superior generalizado

lim sup,, . s En este caso tenemos que

limsup f,(s') := nh’m (lim sup(sup fx(s'))),

n—00,s'—s 00 gs  k>n

= lim (inf sup (Supfk(sl)))7

n—00 6>0 s'€Bs(s) k=>n

=infinf sup sup fi(s).
n 6>0 s'€Bs(s) k>n

Veamos algunos ejemplos para comparar el limite inferior y el limite inferior generali-

zado, los cuales fueron tomados de [15].

Ejemplo 2.1.5. Sea S = R.

(a) Si fo(s) = nse 275" entonces

. L2y 5=0
f(s) = { ?

0 en otro caso
mientras que liminf, .. = 0.

(b) Si fn(s) =mnse™, entonces

0 s2 s<0
f(S)Z -1 g s=

+o00 st s>0

mientras que
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(c) Si fn(s)=sin(ns), entonces f(s) = liminf, . fu(s) = —1.

2.2. Lema de Fatou generalizado

El Teorema 2.2.1 que veremos a continuaciéon, presenta una desigualdad similar a la
del Lema de Fatou para convergencia débil de medidas de probabilidad y funciones no

negativas f,.

Teorema 2.2.1 (Lema de Fatou generalizado). Sea S un espacio métrico arbitrario,
{pn} C P(S) una sucesion que converge débilmente a u € P(S) y {f.} sucesion de fun-

ciones medibles no-negativas en S con valores en R. Entonces

/f (ds) <hm1nf/fn $)pn(ds), (2.2)

donde f(s) = liminf, o0 v—s fn(s') de la Definicion 2.1.1.

Observaciéon 2.2.2. Si f,(s) = f(s), para todo n € N y la funcidn f es no-negativa
y semicontinua inferiormente, entonces liminf, o0 v—s fn(s') = f(s) y el Teorema 2.2.1
implica que

/f (ds) <hm1nf/f $)pn(ds), (2.3)

st i, converge débilmente a p. Este resultado también se sigue del Teorema 1.4.5 para

una funcion f semi-continua inferiormente y acotada.

Demostracion del Teorema 2.2.1. Primero demostraremos el teorema para funciones
fn uniformemente acotadas por arriba. Sea f,(s) < K < +oo para todo n € N y todo
s € S, y defina F,(s) := inf,,>, fin(s). Las funciones F, : S — [0,400), n € N son

semi-continuas inferiormente (ver Definicién 2.1.2). Adicionalmente, para s € S

F,(s) 1T liminf f,(s") cuando n — oo. (2.4)

n—oQ,s '—s

Del teorema de la convergencia mondtona,

/S ltminf f,(s)u(ds) = lm [ F,(s)p(ds). (2.5)

n—0o0,s '—s n—oo S



21

Puesto que la funcién F, es semi-continua inferiormente en S y acotada, y p,, converge
débilmente a p cuando m — +o00, de (2.3) se sigue que

/SEn(s)u(ds)Sliminf F(8)m(ds), n=1.2,.... (2.6)

m— 00 S

Puesto que {F,,} es una sucesién monétona no decreciente, se sigue que

liminf/En(s)um(ds) < liminf/Em(s),um(ds), n=12... (2.7)
S S

m—0o0 m—ro0

De (2.5), (2.6),(2.7) y el hecho que F,, < f,, para m > 1 se sigue (2.2). Entonces, hemos

demostrado el teorema para el caso en que las funciones f,, son uniformemente acotadas.

Ahora bien, considere una sucesién {f,},>1 de funciones medibles no negativas en S
con valores en R. Param > 0 sea f™(s) := min{ f,(s),m}, s € S. Puesto que las funciones

/7 son uniformemente acotadas por arriba,

/ liminf f7"(s "u(ds) <hmmf/fm S) tn(ds) <hm1nf/fn S)pn(ds).
s

n—oo,s '—s

Entonces, del Lema de Fatou clasico

/S ltminf f,(s")u(ds) <liminf [ liminf f"(s")u(ds),

n—090,8 '—s m—0o0 S n—oo,s '—s

lo cual implica (2.2). [

Para que el lema de Fatou con convergencia débil de medidas se cumpla para funciones
que toman valores negativos, es necesario imponer condiciones a las partes negativas de
la sucesién {f,}. En general el resultado no se cumple, como lo vemos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. Sea S el intervalo (0,1] con la o- dlgebra de Borel B(S). Para cada

numero natural n defina la medida de probabilidad

11 1 1
A) = AN[—,— 2——=)\AN|=,1 A
i A) = VINAN [ 1) + 2= ZNANLG 1), A€ B(S)
donde X\ es la medida de Lebesgque en (0,1]. Sea f la funcidn continua en S definida por

f(s) := —s'. La sucesion de medidas de probabilidad {1, },>1 converge fuertemente (y

por lo tanto débilmente) a la medida de probabilidad p1, donde p(A) = 2X(A N [3,1]),
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AeBS)y

/f (ds) = —2log 2, /f S) fhn ds)——log2<\/_+2—i>, n > 1.

\/ﬁ
/f ds>hm/f Vi (ds) =

El siguiente teorema extiende el Teorema 2.2.1 a funciones que pueden tomar valores

Entonces

negativos.

Teorema 2.2.4. Sea S un espacio métrico arbitrario, {j,} C P(S) una sucesion que
converge débilmente a 1 € P(S), y {fan} sucesion de funciones medibles en S con valores
enR. Entonces la desigualdad (2.2) se cumple si existe una sucesion de funciones medibles

con valores reales {g,} en'S, tal que f,(s) > gn(s) para todon>1,s €Sy
— 00 </ limsup g, (s")u(ds) < liminf/gn(s),un(ds). (2.8)
S n—00,s’—s n—00 S

Demostracion. Primero notamos que si al menos una de las siguientes desigualdades

lim inf fn( Y (ds) < 400, —oo</S ltminf f,(s")u(ds). (2.9)

n—00 n—00,s’'—s
no se cumple entonces (2.2) se tiene trivialmente.

Supongamos que se cumple (2.9). Entonces, de la primera desigualdad tenemos que

h’minf/gn(s)un(ds) < 400 (2.10)
S

n—o0

y las desigualdades (2.8) y (2.10) implican

-0 < / limsup g, (s )u(ds) < +oo. (2.11)
S

n—00,s' —s

Por (2.11) y la segunda desigualdad de (2.9) podemos aplicar las propiedades del limite

superior e inferior de donde obtenemos

liminf f,(s") — limsup g,(s) < liminf (fu.(s') —gu(s") p—cs (2.12)

/
n—00,5'—s Nn—00,8'—>5 n—00,s'—s
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/s liminf f,(s")p (dS)_/s limsup gn(s )u(ds)g/S lminf (f,(s") — gn(s"))p(ds).

n—oo S —S n—>oo,s’—>s n—oQ,s 4)8
(2.13)

Aplicamos el Lema de Fatou generalizado (Teorema 2.2.1) a la sucesion {f, — gn fn>1

de funciones medibles no negativas y obtenemos

n—o00,s’—s n—0o00

/ lminf (fu(s') — ga(s"))p(ds) < liminf / (fu(8) = gn(s))1n(ds). (2.14)
S S

Ahora, de propiedades del limite inferior se tiene que

lim inf /S(fn(s) 9n(8))pn(ds) <hm1nf/fn $)fn(ds) —hmmf/S n(8)pn(ds). (2.15)

n—oo n—oo

Finalmente (2.2) se sigue de las siguientes desigualdades:

/ liminf f,(s")u (ds)—/ limsup ¢, (s")u(ds)
§ N—00,8'—s S n—00,8' s
Sliminf/fn(s),un(ds) —liminf/gn(s)un(ds)
<timint [ fu(s)pa(ds) [ timsup gu(<)n(ds)
S S

n—00 n—00,8'—s
donde la primera desigualdad se sigue de (2.13)-(2.15), y la segunda se tiene de (2.8) y
(2.11). n

Observacién 2.2.5. Si f,(s) > K > —oo para todo s € S yn = 1,2,..., entonces
la hipdtesis (2.8) se sigue para gn(s) = K para todo s € S, n = 1,2,.... Por tanto, el
Teorema 2.2.4 implica que el lema de Fatou para convergencia débil de medidas es valido

si las funciones f, son uniformemente acotadas por abajo. Este hecho también se deduce
del Teorema 2.2.1.

Observacion 2.2.6. Del Teorema 2.2.1 se tiene que, para funciones {gn}n>1 uniforme-

mente acotadas por arriba, la hipdtesis (2.8) en el Teorema 2.2.J es equivalente a

/s limsup g, (s )u(ds) = Um [ g,(s)pn(ds) > —oo (2.16)

n—00,s' —s n—oo Jg
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En efecto, aplicando el lema de Fatou para funciones uniformemente acotadas por abajo

a {—gn}n>1 (ver Observacion 2.2.5) obtenemos la desigualdad

/ limsup g, (s")pu(ds) > limsup/gn(s),un(ds)
s

n—00,s’'—s n—00 S

la cual, junto con (2.8) implica (2.16).

Las observaciones anteriores nos llevan al siguiente corolario del Teorema 2.2.4.

Corolario 2.2.7. Sea S un espacio métrico arbitrario, {i,} C P(S) una sucesion que
converge débilmente a p € P(S), y {fu} una sucesion de funciones medibles en S con
valores en R. Entonces la desigualdad (2.2) se cumple si existe una funcion medible

acotada por arriba g : S — R tal que f,(s) > g(s), para todon >1, s €S y

—00 < /Sg(s),u(ds) = lim [ g(s)pn(ds). (2.17)

n—oo S

donde g es la envolvente superior de g (ver Definicion 2.1.2).

Ya vimos el Lema de Fatou para el caso de sucesiones de medidas de probabilidad que
convergen débilmente y sucesiones de funciones acotadas por abajo por una sucesién de
funciones que satisfacen la desigualdad (2.8). Ahora bien, en el Teorema 2.2.11 estable-
ceremos el Lema de Fatou para convergencia débil de medidas y funciones cuya parte

negativa satisface una condicién de integrabilidad uniforme.

Primeramente definiremos el concepto de integrabilidad uniforme con respecto a una
sucesiéon de medidas, asi como también el concepto de asintdticamente uniformemente

integrable.

Definicién 2.2.8. La sucesion {f,} de funciones medibles con valores en R se le llama

» uniformemente integrable (u.i.) con respecto a una sucesion de medidas {p,} C
M(S) si
lim sup/ | fuldpn = 0; (2.18)
{Ifnl=K}

K—00 p>1
» asintdticamente uniformemente integrable (a.u.i.) con respecto a una sucesion de

medidas {4, } C M(S) si

lim lim sup/ | fuldpin = 0. (2.19)
{Ifn|=K}

K—=00 nsoo
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Para una medida fija, la definicién de una sucesion de funciones u.i. es consistente
con la definicién clasica de una familia ‘H de funciones uniformemente integrable respecto
a la medida. Diremos que una funcién f es (a.)u.i. con respecto a {u,} si la sucesién
{f, f,...} es (a.)u.i.con respecto a {y, }. Una funcién f es u.i. con respecto a una familia

N de medidas si

lim sup/ | fldp = 0.
K200 e J{| 1|12k}

Ejemplo 2.2.9. Siguiendo con el Ejemplo 1.4.06, consideremos nuevamente S = [0, 1] con
Y = B[0,1], A la medida de Lebesgue, i, la medida definida por

pn (C) = /CnI[O,l/n](s)/\(ds), C e B0, 1]

y 1w(C) = by, donde §y es la medida de Dirac concentrada en {0}. Sea f, : [0,1] — R,
n € N la funcion definida por

o0

fa(s) = ZZ.I[l/n(l—l/Qi—l),1/n(1—1/2i)}(S)- (2.20)

=1

Para K > 0 (sin pérdida de generalidad tomemos K entero) yn > 1,
/[01} (s> (8)pn(ds) = Y ipa[1/n(1 = 1/271), 1/n(1 — 1/27)]
= inA[1/n(1 —1/2"),1/n(1 — 1/27)]
=> i) = 0.

cuando K — oo, pues la serie Y (i1/2") converge. Por lo tanto {f,} es u.i. con respecto a

{lun}'

El siguiente lema establece una relacion entre la integrabilidad uniforme y la integrabi-
lidad uniforme asintética. Esto es de utilidad pues en algunos casos es mas facil verificar
que la sucesién de funciones es asintoticamente uniformemente integrable que uniforme-

mente integrable. La prueba del Lema 2.2.10 se presenta en el Apéndice (ver Teorema
B.0.2).

Lema 2.2.10. Sea (S,%) un espacio medible, {p,} C M(S) una sucesion de medidas y

{f.} una sucesion de funciones medibles en S con valores en R. Entonces {f,} es a.u.i.
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con respecto a {p,} si y solo si existe N € Ny tal que {fnin}n>1 €s u.i. con respecto a

{Mn+N}n21-

Presentamos ahora el teorema para el caso de una sucesion de medidas finitas y una

sucesion de funciones con parte negativa uniformemente integrable.

Teorema 2.2.11. Sea S un espacio métrico, {,} una sucesion de medidas que convergen

débilmente a p € M(S) y {fn} una sucesion de funciones medibles en S con valores en

R tal que {f;} es a.u.i. con respecto a {u,}. Entonces

/ lminf f,(s")u( <11m1nf/fn $)pn(ds).
s

n—oo, s'—s n—oo

Demostracién. Fijemos un K > 0 arbitrario. Entonces

n—oo n—oo

h’minf/fn S)pn(ds) >11m1nf/fn $) g p>— Ky (8)pn(ds)

n—o0

+ lim inf /S Fa($) L poe sy ()20 (ds).

Probaremos que la siguiente desigualdad se cumple :

n—00 n—00,s’'—s

En efecto, si p(S) = 0, entonces

fiminf [ £u(5)L(s,o-10 (Din(ds) = ~K lim 1, (5)
S

n—oo n—oo

=0

:/S Hminf f,(s")p(ds),

n—o0 S —S

h’minf/an(s)l{fn>_K}(s)un(ds) Z/S liminf f,,(s")u(ds).

(2.21)

(2.22)

(2.23)

donde se ha usado el hecho que u,(S) — u(S) = 0 cuando n — oo. Por otra parte,

si u(S) > 0, entonces el Teorema 2.2.4 aplicado a {fn}nZl = {fointn>1, G = —K,

Hn+4+N (C)

[ (C) = Y a(C) = wO para N € N suficientemente grande, implica

w(S)

lim inf /an(s)I{fn>_K}(s)un(ds) >

n—oo

/ liminf f,(s") s, >—xy(s")p(ds).
S'fl*)OOS‘)S

(2.24)
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Observemos que {fi,} C P(S) converge débilmente a i € P(S) y que

Fa($) sy > fuls) (2.25)

para todo s € S pues K > 0. Entonces, (2.23) se sigue de (2.24) y (2.25) .

Las desigualdades (2.22) y (2.23) implican que

h’minf/gfn(s),un(ds) 2/ liminf f,(s)p(ds)

n—00 n—00,s'—s

+ lim h’minf/fn(s)I{fn<_K}(s)un(ds),
S

K—oco n—oo

que es equivalente a (2.21) pues {f, } es a.u.i. con respecto a {p,}. [

El siguiente corolario del teorema anterior extiende el Teorema 2.2.4 a medidas finitas.

Corolario 2.2.12. Sea S un espacio métrico, {u,} una sucesion de medidas en S que
converge débilmente a i € M(S) y {fn} una sucesion de funciones medibles en S con
valores en R. Entonces la desigualdad (2.21) se cumple si existe una sucesion de funciones

medibles {g,} en S con valores en R tal que f,(s) > gn(s) para cadan € N, s €S y

— 0 </ limsup g, (s")u(ds) < liminf/gn(s),un(ds). (2.26)
s s

n—00,s'—s n—o0

Demostracion.

El Teorema 2.2.11 aplicado a la sucesién de funciones no negativas { f,, — g» }n>1, implica

/S liminf f,(s")u (ds)—/S lim sup g, (s")p(ds) S/S Hminf (f,(s") — gn(s"))u(ds)

/
n—00,5'—s n—00,8'—5 n—00,s'—s

<timint [(£,(5) = gu(s)) a5

n—oo

gh’minf/fn S) pin (ds) —hmlnf/ n(8) i (ds)
S

n—oo

Sliminf/gfn(s),un(ds) —/S limsup g, (s")u(ds).

n—o0 n—00,s' —+s

donde la primera y tercera desigualdad se siguen de propiedades del infimo y supremo,

la ultima desigualdad se sigue de (2.26). [ |

En conclusion bajo convergencia débil de medidas, tenemos versiones del Lema de Fa-

tou con una desigualdad donde el limite inferior generalizado es requerido. En el siguiente
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resultado resumimos las condiciones suficientes que se han establecido para obtener la de-
sigualdad (2.2).

Teorema 2.2.13. Sea S espacio métrico, {j,} una sucesion de medidas en'S que conver-
gen débilmente a pn € M(S) y {fn} una sucesion de funciones medibles en S con valores

en R. Supongamos que una de las siguientes condiciones se cumple:

(1) {f,} es a.u.i. con respecto a {p,};

(ii) existe una sucesion de funciones medibles {g,} en'S con valores en R tal que f,(s) >

gn(s) para cadan € N, s €S y

— 0 </S limsup g,(s")u(ds) < h’minf/gn(s)un(ds). (2.27)

n—00,s'—s n—0o0 S

Entonces se cumple la desigualdad (2.2).

La condicién (ii) del teorema anterior implica bajo ciertas condiciones que la sucesién
{f} es a.ui. con respecto a {u,}; ver Teorema B.0.3 en Apéndice. Sin embargo, en

general estas dos condiciones no son equivalentes.

El siguente ejemplo demuestra que la condicién (ii) no implica que {f,, y}n>1 s u.i.
para algin N € N. Ademés, en [5, Ejemplo 3.1] podemos encontrar un ejemplo donde

{f,} es u.i con respecto a {u,} pero la condicién (ii) del Teorema 2.2.13 no se cumple.

Ejemplo 2.2.14. Consideremos S := [—1,1] con la métrica euclidiana estindar. Sea

=, n=12 ..., la medida de Lebesque en'S y paran =1,2,..., s €S

-n si se€[-1/n,0)
fu(s) = n st se(0,1/n]

0 otro caso

Entonces liminf,,_, fs Tn(8) L1, s)<—rye(ds) = =1 para cada K >0, lo que implica que
{fa tn>1 no es a.u.i. Por lo tanto {f, y}n>1 no es w.i. para cada N € Ny; ver Lema
2.2.10.

Ademds, puesto que [ limsup, . g, fo(s)p(ds) = [5 fu(s)u(ds) = 0 para cada n €
N, tenemos que (2.27) se cumple para ju, = p con g, = fu.
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2.3. Igualdad del limite inferior y el limite inferior

generalizado

Sea (S, X) un espacio medible y { f,,} una sucesién de funciones medibles con valores en
R. Como se mostro en los ejemplos de la primera seccién el limite inferior y el limite infe-
rior generalizado no necesariamente coinciden. En esta seccion, presentamos condiciones

necesarias y suficientes para que se cumplan las siguientes igualdades:

liminf f,(s") = liminf f,(s), (2.28)
n—00,s'—s n—00

lim  fu(s) = lim fi(s), (2.29)
n—o00,s’'—s n— 00

las cuales mejoran las conclusiones del Lema de Fatou para convergencia débil de medidas
como veremos en el Teorema 2.4.1. Para establecer condiciones necesarias y suficientes

para (2.28) introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 2.3.1 (Semi-convergencia uniforme). Una sucesion de funciones con valores

reales {f,} en S

= semi-converge uniformemente por abajo a una funcion real f en'S si para cada € > 0

existe N € N tal que
fu(s) > f(s) — e, (2.30)

para todo s €S yn > N;

= semi-converge uniformemente por arriba a una funcion real f en'S si {—f,} semi-
converge uniformemente por abajo a —f en S.

Nétese que una sucesién {f,}n=12,. converge uniformemente a f en S si y solo si

semi-converge uniformemente por abajo y por arriba a f.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos S =[0,1) y paran € N, f, : S = R definida por f,(s) :=
s". Sea f:S — R definida por f = 0. Notemos que dado € > 0

s">—e VseSyneN, (2.31)

es decir, f.(s) > f(s) — € para todo s € S y n > 1. Por tanto, {f,} semi-converge

uniformemente por abajo a f.
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log e

Por otro lado, s™ < € sin > j
0og s

. Es decir,

fu(s) < f(s) +€

loge

para todo s € S yn > Toes

En este caso N depende de € y de s. Por tanto, {f,} no

semi-converge uniformemente por arriba a f.

Consideremos las siguientes nociones de semi-equicontinuidad inferior y superior para

un sucesion de funciones.

Definicién 2.3.3. A una sucesion de funciones con valores reales {f,} en S se le llama

= semi-equicontinua inferiormente en un punto s € S si para cada € > 0 existe § > 0

tal que
fn(s) > fu(s) —e  para todo s € Bs(s) y para todon =1,2,....

La sucesion { f,} es semi-equicontinua inferiormente (en'S) si es semi-equicontinua

inferiormente en todo s € S.

» semi-equicontinua superiormente en un punto s € S (en S) si {—f.} es semi-

equicontinua inferiormente en s € S (en S).

Ejemplo 2.3.4. Sea S = [0,1] con la métrica usual. Para s € S defina

£i(s) = { ns si se€[0,1/n],

1 en otro caso.

La sucesion de funciones {f,} es semi-equicontinua inferiormente puesto que para cada

e>0yseS,

(i) si s> 0, entonces existe §(s,€) = min{s — 1/(|5] +1),¢/[5]} tal que

fu(s') > fu(s) —€ Vs € Bsso(s) yn=1,2,...; (2.32)

(i1) si s =0, entonces f,(s') > 0= f,(0) para todon € N y s €8S.
Observacién 2.3.5.
s Se sigue de las definiciones anteriores que una funcion f : S — R es semi-continua

inferiormente (superiormente) en s € S si y solo si la sucesion {f} es semi-

equicontinua inferiormente (superiormente) en s € S. Ademds, si una sucesion de
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funciones reales en' S es semi-equicontinua inferiormente (superiormente) en s € S,

entonces cada funcion de la sucesion es semi-continua inferiormente (superiormen-

te) en s.

» Una sucesion de funciones con valores reales {f,} en'S es equicontinua en s € S si

la sucesion es tanto semi-equicontinua superiormente como inferiormente en s € S.

Antes de establecer las condiciones necesarias y suficientes para (2.28), introducimos

el siguiente lema.

Lema 2.3.6. Sea {f,} sucesion no-decreciente de funciones semi-continuas inferiormente

con valores en R en un espacio métrico S. Entonces

liminf f,(s) = lim f.(s), s€S. (2.33)
n—o0

n—00,s' —s

Demostracion. Para cada s € S, se cumplen las siguientes relaciones que demuestran
(2.33):

liminf f,(s") = sup liminf inf fi(s")

n—00,s'—s n>1 §'—s k>n

= sup lim inf f,(s")

n>1 S —s

= sup fn(s) = lim fn(s)

n>1

La primera igualdad se sigue de la definicién de liminf, la tercera de la semi-continuidad

inferior de la funcién f,, la segunda y la tltima se tienen puesto que la sucesion { f,,} es

no decreciente. ]

Teorema 2.3.7. Sea {f,} sucesion de funciones reales en un espacio métrico S, y sea

s € S. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(i) si la sucesion de funciones {f,} es semi-equicontinua inferiormente en s, entonces

cada funcion f,, n = 1,2,..., es semi-continua inferiormente en s y la igualdad
(2.28) es vdlida,

(11) si {fn} sucesion de funciones semi-continuas inferiormente que satisfacen (2.28) y

{fn(8)} es una sucesion convergente, es decir,

liminf f,(s) = limsup f,(s), (2.34)

n—00 n—o00

entonces la sucesion {f,} es semi-equicontinua inferiormente en s.
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Demostracién. (i) De acuerdo a la Observacién 2.3.5, la semi-continuidad inferior en

s de cada funcion f,, se sigue de la semi-equicontinuidad inferior de la sucesion { f,, }
en s. Entonces, para probar (i) es suficiente verificar (2.28), lo cual es equivalente a
verificar (2.1).

Sea € > 0 arbitrario. De acuerdo a la Definicién 2.3.3, existe §(e) > 0 tal que para

cadan € Ny s" € By (s)

fn(s) > fuls) — e (2.35)
Puesto que
liminf f,(s') = su inf s') > su inf s),  (2.36
n—>oo,s’—>sf ( ) n21,§3>0 k>n,s’€Bs(s) fk( ) - nzrl) k>n,s'€Bs(c)(s) fk( ) ( )
(2.35) implica
liminf f,(s") > sup inf fi(s) — e = liminf f,(s) — ¢, (2.37)
n—00,s’'—s n>1 k>n n—00

donde las igualdades en (2.36) y (2.37) se siguen de las definiciones de liminf, la
desigualdad en (2.36) se cumple dado que {d(e)} C {0 : 6 > 0}, y la desigualdad en
(2.37) se tiene de (2.35) y (2.36). Entonces, la desigualdad (2.1) se sigue de (2.37)

pues € arbitrario.

Probaremos (ii) por contradiccién. Supongamos que la sucesiéon de funciones {f,}
no es semi-equicontinua inferiormente en s. Entonces existe ¢ > 0, una sucesién

{sn} que converge a s, y una sucesién {n,} C {1,2,...} tal que
Jon(sk) < fu(s) =€, k=1,2,.... (2.38)

Si la sucesién {n;} es acotada (por un entero positivo C'), entonces (2.38) contradice
la semi-continuidad inferior de las funciones f,,, n = 1,2, ..., C. De otra manera, sin
pérdida de generalidad, suponemos que la sucesion {n} es estrictamente creciente.
Por lo tanto, (2.38) y (2.34) implican que
liminf f,(s") < lm f,(s) — €,
n—00,s'—s n—00
lo cual es una contradiccién a (2.28). Por lo tanto la sucesion de funciones {f,} es

semi-equicontinua inferiormente en s.
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La condicién (2.34) en el teorema anterior es esencial, si la omitimos no podemos
asegurar la conclusion del Teorema 2.3.7(ii). A continuacién proporcionamos un contra

ejemplo, obteniendo que la sucesion no es semi-equicontinua inferiormente en s.

Ejemplo 2.3.8. Sea S := [—1,1] con la métrica euclidiana usual y

fn(S):{ 0 si n=2k—1,

max{l —nl|s|,0}  si n=2k.

con k € N ys € S. Las funciones f,, n € N son no-negativas y continuas en S. La

igualdad (2.28) se cumple puesto que

0 < liminf f,(s") <lminf £,(0) = for_1(0) =0, k=1,2,...
n—oo

n—00,s’—0

Sin embargo, (2.34) no es vdlida debido a que

limsup f,,(0) =1 > 0 = liminf f,(0),

n—00 n—00

donde la primera igualdad se tiene porque for,(0) = 1 para cada k =1,2,... y la sequnda

se tiene ya que for_1(0) =0 para cada k=1,2,....

La sucesidon de funciones { f,} no es semi-equicontinua inferiormente en s = 0 pues

ﬁﬂiﬂ=0<ﬂ2=ﬁwn—ﬂz k=1,2,...

Por lo tanto, la conclusion del Teorema 2.5.7(ii) no se cumple.

Investiguemos las condiciones necesarias y suficientes para la igualdad (2.29).

Corolario 2.3.9. Sea {f,} sucesion de funciones reales en un espacio métricoS y s € S.
Si {fn(s)} es una sucesion convergente, entonces {f,} es equicontinua en s si y solo si

cada funcion f,, n > 1 es continua en s y se cumple la igualdad (2.29).

Demostracién. Se sigue directamente del Teorema 2.3.7 aplicado a las sucesiones { f,,(s)}

y {=/uls)}- m

En el siguiente corolario establecemos condiciones suficientes para la semi-equicontinuidad

inferior.
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Corolario 2.3.10. Sea S un espacio métrico y {f,} una sucesion de funciones reales
semi-continuas inferiormente en S que semi-converge uniformemente por abajo a una
funcion real f semi-continua inferiormente en S. Si la sucesion {f,} converge puntual-

mente a f en'S, entonces {f,} es semi-equicontinua inferiormente en S.

Demostracién. Si se tiene la igualdad (2.28) para todo s € S, entonces el Teorema
2.3.7(i1) implica que { f,} es semi-equicontinua inferiormente en S puesto que la sucesiéon
de funciones { f,,} converge puntualmente a f. Por lo tanto, para finalizar la demostracién,

probemos que (2.1) (equivalente a (2.28)) se cumple para cada s € S.

En efecto, la semi-convergencia uniforme por abajo de {f,} a f implica que para un

€ > 0 arbitrario

liminf f,(s") > f(s) —

n—oQ,s '—s

para cada s € S. Puesto que € > 0 es arbitrario y f(s) = lim, . fn(s), s €S, obtenemos
la desigualdad (2.1). u

2.4. Lema de Fatou en su forma clasica para sucesién

de medidas

Sea (S,3) un espacio medible y ¢ medida en (S,3). En esta seccidn, estableceremos

el Lema de Fatou en su forma clasica para sucesiones de medidas.

Teorema 2.4.1. Sea S un espacio métrico, {j,} una sucesion de medidas que converge
débilmente a p € M(S), {fn}n=12,.. sucesion de funciones reales en S semi-equicontinua
inferior. St una de las siguientes condiciones se cumple:

(1) la sucesion {f, } es a.u.i con respecto a {p,};

(i1) se cumple la condicion (ii) del Teorema 2.2.13

entonces

n—o0 n—oo

/h’minffn(s) (ds) < hmmf/fn S) n(ds). (2.39)
S

Demostracién. El Teorema 2.2.13 aplicado a la sucesién {f,, }, implica que

n—oo

/ liminf f,(s")u(ds <11m1nf/fn S)tn(ds). (2.40)
Sn_>005_>5
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Ahora, como la sucesion { f,,} es semi-equicontinua inferiormente, el Teorema 2.3.7 implica

que
liminf f,(s") = liminf f,(s).
n—00,s’'—s n—00
Por lo tanto, de (2.40) se tiene la desigualdad (2.39). n

También es posible obtener el teorema de convergencia de Lebesgue para una sucesion

de medidas como vemos en el siguiente corolario.

Corolario 2.4.2 (Teorema de Lebegue para convergencia débil de medidas). Sea S un
espacio métrico, { i, } una sucesion de medidas en'S que converge débilmente a u € M(S),
y {fn} una sucesion de funciones medibles en'S con valores en R tal que 1My, o0 5—ss fn(8)

existe p-c.s., s € S. Si {fn} es a.u.i. con respecto a {p,}, entonces

n—o0 n—o00,s’'—s

i [ fu(sn(s) = [t ftds)

Demostracion. El corolario se sigue directamente del Teorema 2.2.13, aplicado a la

sucesion {f,} v {—fn}- [

Como vimos a lo largo del capitulo es posible obtener la desigualdad de Fatou cuando
se tiene una sucesion de medidas que converge débilmente. Esta desigualdad no es con
el limite inferior usual, si no con el limite inferior generalizado (Definicion 2.1.1). Sin

embargo, bajo ciertas condiciones, como se vio en la Seccion 2.3, estos llegan a coincidir.

En el siguiente capitulo, aplicaremos los resultados obtenidos a procesos de control de
Markov.



Capitulo 3

Procesos de Control de Markov

3.1. Introduccion

El objetivo del presente capitulo es presentar aplicaciones a los Problemas de Crontrol
de Markov(PCM) de los resultados analizados previamente respecto al Lema de Fatou
generalizado bajo convergencia débil de la sucesion de medidas. Nos centraremos en el
estudio de los criterios de optimalidad de costo descontado y promedio. Iniciaremos el

capitulo introduciendo los elementos necesarios para definir el problema de control 6ptimo.
Terminologia y convenciones de notacion

» Un espacio de Borel es un subconjunto de Borel de un espacio métrico completo y

separable.

= Cuando nos referimos a un conjunto de funciones “medibles”significa “Borel-medibles”.

» Un kernel estocdstico en X dado Y es una funcién P(-|-) tal que P(:|y) es una medida
de probabilidad en X para cada y € Y fija, y P(B]|-) es una funcién medible en Y
para cada B € B(X) fija.

3.2. Modelo de control

Definimos el modelo de control de Markov como el arreglo

(X, A {A(z)|x € X},Q,¢)
36
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que consiste de los siguientes elementos:

(a) X es un espacio de Borel, llamado el espacio de estados;
(b) A es un espacio de Borel, llamado el espacio de control o espacio de acciones;

(¢) {A(x)|z € X} es una familia de subconjuntos medibles no vacios de A, donde A(z)

es el conjunto de acciones admisibles para el estado x € X. Definimos el conjunto
K= Gr(4) ={(z,a)|lr € X,a € A(z)}

de estados-acciones admisibles y suponemos que K es un subconjunto medible de
X x A y que existe un mapeo medible f : X — A tal que f(z) € A(x) para toda
z e X.

(d) @ es un kernel estocéstico en X dado K llamado ley de transicion.

(e) Alafuncién medible ¢ : K — R se le llama funcién de costo por etapa y supondremos

que es acotada por abajo.

El modelo de control representa un sistema estocastico controlado que es observado en
los tiempos t = 0, 1, . ... Denotando por z; y a; al estado del sistema y al control (accién)
aplicado al tiempo ¢, la evolucion del sistema se puede describir de la siguiente manera.
Si el sistema estd en el estado z; = x € X al tiempo ¢ y el control a; = a € A(zx) es

aplicado, entonces suceden dos cosas:

(i) se genera un costo ¢(z,a);

(ii) el sistema se mueve a un nuevo estado x;41 € X con ley de probabilidad Q(:|z, a),
ie.,
Q(B|z,a) := Problxyy, € Blxy =z,a, = a], B CX.

Una vez que ha ocurrido la transicion al nuevo estado, se escoge un nuevo control y el
proceso se repite.

Si el nimero de épocas de decision es finito, decimos que el modelo tiene horizonte

finito; en otro caso decimos que el horizonte es infinito.
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3.3. Politicas de control

Considere el modelo de control de Markov definido anteriormente y para cada t =

0,1,..., defina el espacio H; de historias admisibles hasta el tiempo t donde Hy := X, y
H =K'xX=KxH, , para t=1,2,...

donde K es el conjunto estados-acciones admisibles. Un elemento genérico h; de Hy, al

cual se le llama t-historia admisible, o simplemente t-historia, es un vector de la forma
ht = (3707 Qgy -« oy Tg—1, A1, xt))

con (z;,a;) € Kparai =0,1,...,t— 1,y x; € X. Observe que para cada t, H; es un

subespacio de
Hy=(XxA)!'xX=(XxA)x H,,, parat=12,...

yﬁoizHOIX.

Definicién 3.3.1. Una politica de control aleatorizada (también llamada politica de con-
trol o simplemente politica) es una sucesion m = {m} de kerneles estocdsticos m en A

dado H; que satisface
Wt(A(It>|ht) =1 \V/ht € Ht,t:(),l,.... (31)

FEs decir, w(+|h) estd concentrada en A(x,). El conjunto de todas las politicas es denotado

por I1.

Denotamos por F el conjunto de todas las funciones medibles f : X — A tal que

f(x) € A(x) para toda = € X. A las funciones en F se les llama selectores.
Definicién 3.3.2. Una politica m = {m;} es

(a) determinista si existe una sucesion {g;} de funciones medibles g; - Hy — A tal que,
para toda hy € Hy yt =0,1,..., g:(hy) € A(xy) y mi(-|he) estd concentrada en gi(hy).

En este caso usualmente escribimos m = {g:};
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(b) determinista de Markov si existe una sucesion { f;} de funciones en F tal que m(-|h;)
estd concentrada en fi(x;) € A(xy) para todo hy € Hy yt =0,1,.... En este caso

toma la forma m = {f;};

(c¢) determinista estacionaria si existe una funcion f € F tal que m(-|h:) estd concen-
trada en f(x;) € A(x;) para todo hy € Hy yt = 0,1,.... En este caso identificamos

am como f.

En otras palabras una politica es determinista de Markov si todas las decisiones depen-
den tnicamente del estado y el tiempo actuales y un politica es determinista estacionaria

si todas las decisiones dependen solamente del estado actual.
Identificamos al conjunto IF con el conjunto de politicas deterministas estacionarias.

Sea (€, F) el espacio medible que consiste del espacio muestral Q := Ho, = (XxA)®y
F la correspondiente o-algebra producto. Los elementos en €2 son sucesiones de la forma

w = (xg, ag,T1,a1,...) con xy en X y a; en A para todat =0,1,....

Sea m = {m;} una politica de control arbitraria y v una medida arbitraria de probabili-
dad en X a la cual nos referiremos como “distribucién inicial”. Entonces, por el Teorema
de Tonescu-Tulcea ([12, p.178]), existe una tinica medida de probabilidad PT en (2, F) y
procesos estocasticos {x;} y {a;} tal que PT(H,) = 1y para toda B € B(X), C' € B(A),
yvh € H,t=0,1,...:

Py (wo € B) = (B),

P,f(at c C|ht) = 7Tt(C|ht),
P;r(l't+1 - B|ht7 at) = Q(B|:L’t, at>.

Definicién 3.3.3. El proceso estocdstico (2, F, PF,{x}) se denomina proceso de control

markoviano a tiempo discreto (o también, proceso de decision de Markov).

El operador esperanza con respecto a P es denotado como E7. Si v estd concen-

trado en el estado inicial x € X, entonces escribimos P y ET en lugar de PJ y ET,

respectivamente.
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3.4. Criterios de optimalidad y problema de control
optimo
Sea « € (0, 1] un nimero positivo dado, o = = € X estado inicial y 7 € I una politica
Definimos

= ¢l costo a-descontando en n etapas por
Voa(m,x) == E7 Zatc(xt, a), (3.2)

» el costo a-descontado con horizonte infinito y o € (0,1) como

Va(m,z) o= B ale(wy, ar), (3.3)

t=0

= El costo promedio con horizote infinito como

n—oo 1 n—oo T

n—1
1 1
J(m,z) ;= limsup —E7 E c(xy, ap) = limsup —V,, 1 (7, x). (3.4)
=0

El costo 6ptimo o la funcion de valor optimo se define como

J(x):=if J(m,z), ze€X (3.5)

mell

para el caso de costo promedio y para el caso descontado la funciéon de valor éptimo es

Vo(z) := inf V,(m,2), xeX

mell

Diremos que una politica 7 € II es éptima en costo promedio si J(x) = J(7*, z)
para toda x € X. De igual manera, una politica 7 es a-Optima en costo descontado si

Vo(x) = Vo (7, z) para toda x € X.

El problema de control 6ptimo consiste en encontrar una politica éptima para el criterio

de optimalidad correspondiente.
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3.5. Hipotesis generales y resultados auxiliares

Para asegurar la existencia de politicas éptimas para un criterio de optimalidad es nece-
sario imponer ciertas condiciones en el modelo de control. Entre éstas se suelen considerar
diferentes condiciones de continuidad, por ejemplo: continuidad o semi-continuidad en la
funcién c(+, -), semi-continuidad superior en la multifuncién z — A(x) y también condicio-
nes de continuidad en la probabilidad de transiciéon Q(:|x,a), (z,a) € K. En esta iltima,
considerando las definiciones introducidas en el Capitulo 1, se considera que la probabi-

lidad de transicion es débilmente continua o fuertemente continua. Especificamente,

» continuidad débil de @ en (x,a) € K significa que

/f Qdz|zy, a,) — / f(2)Q(dz|z,a) cuando n — oo (3.6)

para cualquier sucesién {(x,,a,),n > 0} que converge a (z,a), donde (z,,a,) € K

y para cualquier funcién continua acotada f : X — R,

» continuidad fuerte en @ en (z,a) € K significa que se cumple (3.6) para cualquier

funcién medible acotada f : X — R.

Es decir, cuando la probabilidad de transicién es débilmente continua tenemos que
la sucesién de medidas de probabilidad {Q(:|z,,a,)} converge débilmente a la medida
Q(+|z,a) y cuando la probabilidad de transicién es fuertemente continua {Q(-|x,,a,)}

converge fuertemente a la medida Q(-|x, a).

En este trabajo las condiciones en el modelo que consideraremos son impuestas en la

Hipdtesis 2.

Para o € (0,1) y « € X definamos:

me = Inf V(z), ua(z):=Vy(z) —ma,

zeX

J = hmTllnf(l — )My, J:=limsup(l — a)m,.
@ atl

Observemos que u,(z) > 0 Vo € X. Ahora bien, consideremos la siguiente hipdtesis.

Hipdtesis 1.

(i) J* :=inf,ex J(z) < 400 y



42

(11) Hminf,4 ua(z) < 400, x € X..

La Hipdtesis 1(i) es equivalente a la existencia de x € Xy w € II tal que J(7,x) < oc.
Si la Hipotesis 1(i) no se cumple, entonces el problema es trivial, puesto que J(z) = oo

para toda x € X y cualquier politica 7 seria 6ptima en costo promedio.

Lema 3.5.1. La Hipdtesis 1(i) implica

J<J<J < +oo. (3.7)

Demostraremos (3.7) haciendo uso del siguiente lema, el cual es uno de los teoremas

conocidos como Tauberianos.

Lema 3.5.2. Sea {¢;,t =0,1,...} una sucesion de nimeros no negativos. Entonces

1 n—1 o]
lim inf — < liminf(1 — t
fm inf ;ct < lim in ( a)tz;a C
[e%¢} 1 n—1
< limsup(1 — «) Z alc;, < limsup

n
afl —0 n—o —1

Ct.

Demostracion del Lema 3.5.1. Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢ es no

negativa en lugar de acotada inferiormente. Notemos que

Vo(m,z) = E7 Z ate(xy, ar) = ZatE;Tc(a:t, at),
=0 =0

donde el intercambio de la suma y el limite es justificado por el teorema de la convergencia
mondétona. Tomando ¢; := ETc(x, a;) y considerando V,,(m,z) y J(m, x) en (3.4), entonces

la tercera desigualdad del lema implica

limsup(l — a)Vy(m,z) < J(m,z) Vrell,z e X
all

Entonces, de la definicién de la funcion de valor V,,

limsup(l — )V, (z) < J(m,z) Vrell,z e X
atl

y por lo tanto de (3.5)

limsup(1 — @)V, (z) < J(z) VoeX (3.8)
atl
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Ahora bien, de (3.8) y la Hipotesis 1(i) tenemos

lim sup(1 — a)m, < inf J(z) < 400
afl zeX

es decir, (3.7) se cumple. u

Teorema 3.5.3. Supongamos que se satisface la Hipdtesis 1(1). Si existe una funcion

medible u : X — (0, 400) y una politica estacionaria f tal que

T+ () > ez, f(z)) + / W(y)Qdylr, f(z), = EX, (3.9)

entonces [ es optima en costo promedio y

J(z) = J(f,z) =limsup(l — o)V, (x)=J =J", zeX (3.10)
afl

Demostracién. Puesto que u es no negativa, iterando (3.9) obtenemos
nd +u(z) > Voa(f,z), n>1zeX
Al dividir la desigualdad anterior entre n y haciendo n — oo, tenemos que
J>J(f,x)> Jx)>J, z€X, (3.11)

donde la segunda y tercera desigualdad se siguen de las definiciones de J y J*, respecti-

vamente. De (3.7) y (3.11) se sigue que para todo 7 € I,

J* = J < limsup(l — a)V,(z) < limsup(l — a)Vy(m,2) < J(m,z), wme€ll,z € X
atl afl

Finalmente, obtenemos que

J* = J <limsup(l — a)V,(z) < irellfTJ(W,x) =Jx)<J(f,x)<J, z€X, (3.12)
afl ™
donde la tltima desigualdad se tiene de (3.11). Entonces todas las desigualdades en (3.12)

son igualdades. ]

Para una funcién f : U — R definida en un espacio métrico U, considere los conjuntos
de nivel

Di(N) =D\ U) :={yeU: f(y) <A}, AeR. (3.13)
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Recordemos que una funcién f es semi-continua inferiormente en U si los conjuntos de
nivel Df(A), A € R, son cerrados, ademas la funcién f es inf-compacta en U si los conjuntos
Ds(A), A € R, son compactos. Por otro lado, un subconjunto de un espacio métrico es
también un espacio métrico con respecto a la misma métrica. Para U C U, si el dominio

de f es reducido a U, entonces a esta funcién se le llama la restriccion de f a U.

Denotemos por L(X) la clase de funciones definidas en X semi-continuas inferiormente
y acotadas por abajo; por K(A) a la familia de subconjuntos compactos no-vacios de

Ay por K,(A) a la familia de todos los subconjuntos o—compactos de A. Observe que

K(A) C K,(A).

Para probar la existencia de politicas 6ptimas en costo promedio, en lo que resta del
trabajo estaremos considerando las siguientes hipétesis; estas se propusieron en [6] y se

estudiaron bajo un enfoque distinto en [19].
Hipoétesis 2.
(i) ¢ es semi-continua inferiormente y acotada por abajo en K;

(i1) Para todo x € X se cumple la siguiente propiedad: si {x;} es una sucesion en X que
converge a x € X, entonces cualquier sucesion {a;} tal que a; € A(x;) para todo

t € Ny la sucesion {c(xs, a:)} es acotada por arriba, tiene un punto limite a € A(x);
(111) la probabilidad de transicion Q(-|z,a) es débilmente continua en (z,a) € K.
En [17] y [12] en lugar de la condicidn (ii) en la Hipétesis 2 se pide que la multifuncién

A X — K(A) sea semi-continua superiormente. En el Ejemplo 3.5.5 presentamos un

caso donde se cumple la Hipdtesis 2(i) y (ii), pero la multifuncién no es semi-continua.

Definicién 3.5.4. A una funcion f : K — R se le llama K -inf-compacta en Gr(A), si
para cada subconjunto compacto no vacio K de X la restriccion de f a Gri(A) = {(z,a) :
r € K,a € Alx)} es una funcion inf-compacta.

De la definicién anterior podemos reescribir la Hipdtesis 2 de la siguiente manera:
Hipdtesis 2%*.

(a) ¢ es K-inf-compacta y acotada por abajo;

(b) la probabilidad de transicion Q(-|x,a) es débilmente continua en (x,a) € Gr(A).



45

Esto se debe a que la semi-continuidad inferior de ¢ junto con la condicién (ii) de la

Hipotesis 2 es equivalente a K-inf-compacidad de c¢; ver Lema B.0.5.

Ejemplo 3.5.5. Sea X = A =R*, A(0) ={0} y A(z) =[x,z + 1] si x > 0 y la funcion
¢ : K — R definida por

(z,a) 0 st zr=00x>0,a==x
c(r,a) =
% st rz>0zr<a<z+1.

La multifuncion © —— A(zx) no es semi-continua superiormente. En efecto, sea {x,}
una sucesion de nuimeros positivos tal que x, — 0 y sea a, = x, + 1/2. Entonces a, €
A(xn) y an — 1/2 pero 1/2 ¢ A(0) por lo tanto la multifuncion no es semi-continua

supertormente.

Ahora mostramos que la funcion c es semi-continua inferiormente y acotada por abajo.
Sea e R y
D.(A) ={(z,a) e K: ¢(x,a) < A}

Entonces D(A) =0 si A <0 y D.(0) = {(z,a) : . =a}. Para A >0
D.N) ={(0,0)}U{(z,a): 1/]A<x <00, x<a<x+1} (3.14)

Por lo tanto D.(\) es un conjunto cerrado para todo A € R de donde se sigue que c es

S.C.1.

Finalmente mostramos que la funcién c¢ satisface la Hipdtesis 2(ii). Sea {x,} una
sucesion en X tal que x, — x y a, € A(x,) tal que {c(z,,a,)} estd acotada por arriba.

Probaremos que existe una subsucesion {an, } de {a,} tal que a,, — a € A(z).

Sea x > 0. Entonces dado € > 0 existe N tal que v —e < x,, < x+ € para todon > N y
por lo tanto, a, € [x—e,x+1+¢€] para todon > N. Por la compacidad de [x—e, z+ 1+ €]
se sigue que existe una subsucesion {a,,} de {a,} tal que a,, — a € [x —€,x+ 1+ €.

Pero z,, < a,, <x,, +1 parak >1 lo que implica que
a€lr,z+1] € Az)

pues Tp, — T.
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Sea © =0 y supdngase (sin pérdida de generalidad) que x, >0 y x,.1 < x, para todo
n>1.90<c(x,a,) <M ya, # x, entonces

1
<M
T
lo que implica que existe N tal que a,, = x,, para todon > N y por lo tanto a,, — 0 € A(0).

Por lo tanto, se cumple la Hipdtesis 2(ii)

Ademds, observamos que de (3.14) se sigue que la funcion c(-,-) no es inf-compacta

en K pues D.(\) no es compacto, pero de acuerdo al Lema B.0.5 ¢ es K-inf-compacta.

Ahora bien, para « € (0, 1] y una funcién u : X — R en L(X), definimos

no(x,a) = c(z,a) + a/ u(y)Q(dy|x,a), (r,a)€ Gr(A). (3.15)

X

Lema 3.5.6. Para todo v € X, los siguientes enunciados se cumplen:
(a) la Hipdtesis 2(i) y (ii) implica que la funcion c(x,-) es inf-compacta en A(x);

(b) bajo la Hipdtesis 2(ii) y (iii), para cualquier v € L(X) y o € (0,1], la funcion

n%(x,-) es inf-compacta en A(x).

Demostracién. (a) Para A € R arbitrario y = € X fijo considere el conjunto
Dez,)(A) ={a € A(x) : c(x,a) < A}

y sea {a,} una sucesién en D, (A). Entonces {c(z,a,)} es acotada por arriba y

por la Hipétesis 2(ii) existe {a,, } subsucesién de {a,} tal que a,, — a € A(z). Por

lo tanto, De(;,.)(A) es un conjunto compacto, lo cual demuestra (a).

(b) Fijamos = € X. Puesto que v € L(X) y @ es débilmente continua en (z,a), el
Teorema 1.4.5(iii) implica que el segundo sumando en (3.15) es una funcién semi-
continua inferiormente, y es acotada por abajo puesto que u acotada por abajo. De
acuerdo con (a), ¢(x, ) es inf-compacto en A(x). Por lo tanto, como la suma de una
funcion inf-compacta y una funcién semi-continua inferiormente acotada por abajo

es una funcién inf-compacta, concluimos que n%(z,-) es inf-compacta en A(x).
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Denotamos con E, a la seccién de E en = € X, es decir, £, = {a: (z,a) € E} y con
projxE la proyeccion de E en X es decir, projxE = {x € X : (z,a) € E para algin a €
A}. El siguiente teorema, conocido como el teorema de Arsenin-Kunigui ([14]) nos serd

de utilidad en lo que resta del trabajo.

Teorema 3.5.7. Si E es un subconjunto de Borel de X x A y E, € K,(A) para todo
x € X, entonces projxE es un conjunto de Borel y existe f : projxEE — A medible tal que
(z, f(z)) € E para todo x € projxE.

Lema 3.5.8. Si se cumple la Hipdtesis 2 y u € L(X), entonces la funcidn

u*(z) ;== inf {c(:v,a) +/Xu(y)Q(dy|:B,a)] , xeX (3.16)

acA(x)

pertenece a L(X), y existe f € F tal que

u(z) = clz, f(2)) + / w()Qdylz, f(z)), zeX (3.17)

X

Mas ain, el infimo en (3.16) puede ser reemplazado con el minimo, y la multifuncion

x+— A.(z) donde

A (z) = {a € Az) :u*(z) = ¢(x,a) + / u(y)Q(dy|x,a)} , zeX, (3.18)
X
satisface las siguientes propiedades:

(a) Gr(A,) ={(z,a):x € X,;a € A.(z)} es un subconjunto de Borel de X x A.

(b) A.(x) es compacto.

Demostracion. Para cualquier funcién semi-continua inferiormente en X, acotada por
abajou : X — Ry a € (0,1] se sigue del Lema 3.5.6 que la funcion n{(z,-) es inf-
compacta en A(z), z € X. Entonces, el infimo en (3.16) puede ser reemplazado por el

minimo y A, es no vacio para cada x € X.

Ahora mostraremos que u* es semi-continua inferiormente en X. Fijemos un z € X

arbitrario y una sucesion x,, — x cuando n — co. Necesitamos probar la desigualdad

u*(x) < liminf u*(z,). (3.19)

n—o0

Si lim inf,, o u*(z,) = +00, entonces (3.19) se sigue trivialmente. Entonces considerare-

mos el caso cuando liminf,, ., u*(z,) < +oc.
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Sea una subsucesién {z,, }r>1 C {2, }n>1 tal que

z : * _ z. *
hgr_lglfu () = ]}ggou (2n,)-

Al hacer que A = limy_,o, u*(x,,) + 1, obtenemos la desigualdad u*(x,,) < A para todo
k > K y para algtin ntimero natural K. Puesto que la funcién n!(z,-) es inf-compacta en
A(z), la ecuacién (3.16) puede reescribirse como

* ‘ 1
= Ja), zeX
u*(x) Join, n(z,a), @

Entonces, para todo k > K, existe ay € A(z,,) tal que u*(z,,) = n.(z,,, ax). Por lo tanto
(@, ar) <1y (Tny 1) <A k> K.

En vista de la Hipétesis 2(ii), existe una subsucesion convergente {ax,, }m>1 de la sucesion
{ar}r>1 tal que ag, — a € A(z) cuando m — oo. Debido a la semi-continuidad inferior
de n! en K obtenemos

liminf u*(z,) = lim u*(z,,) = lim u*(x,, )= Wm n.(z,, ,a,) > ni(z,a) > u*(z),
n—o0o k—o0 m—o0 m m—oo m

lo cual muestra la desigualdad (3.19). Entonces u* es semi-continua inferiormente en X.

Ahora, consideramos los conjuntos no-vacios A.(z), z € X, definidos en (3.18). La
grafica Gr(A,) es un subconjunto de Borel de X x A, puesto que Gr(A,) = {(z,a) :
u*(x) = ni(x,a)} y las funciones 7} y u* son semi-continuas inferiormente en K y X,

respectivamente, por lo tanto son de Borel.

El Lema 3.5.6 implica que el conjunto A,(x) es compacto. En efecto, fijemos x € X'y

sea A = u*(x). Entonces, el conjunto
Aufa) = {a € A(®) :nl(r,a) < A} = Do)

es compacto, ya que nl(z,-) es inf-compacta en A(x).

Enseguida, probamos la existencia de f € I que satisface (3.17). La Gr(A.) es de Borel
y puesto que los conjuntos no vacios A,(z) son compactos para todo x € X, el teorema
de Arsenin-Kunugui (Teorema 3.5.7) implica la existencia de un selector f : X — A tal

que f(z) € A.(z) para todo z € X. u
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3.6. Aplicacion del Lema de Fatou a Procesos de

Control de Markov

En esta seccién aplicaremos el lema de Fatou para demostrar la existencia de politicas
estacionarias éptimas en costo descontado y costo promedio bajo las condiciones de las
Hipotesis 1 y 2. Primero vemos que la Hipotesis 2 es suficiente para obtener la ecuacién
de optimalidad en costo descontado y después utilizando las Hipétesis 1y 2 (o Hipotesis

2%) se obtiene la desigualdad de optimalidad en costo promedio (3.9).

3.6.1. Costo total esperado descontado

Bajo la Hipotesis 2 estableceremos las siguiente propiedades de procesos de control
markoviano con costo descontado: existencia de politicas estacionarias optimas, la des-
cripcién de los conjuntos de politicas estacionarias éptimas y convergencia del algoritmo

de iteracion de valores.
Teorema 3.6.1. Supongamos que se cumple la Hipdtesis 2. Entonces

(1) las funciones V, o y Vo son semi-continuas inferiormente en X y V, o(z) — V,

cuando n — oo para todo x € X;

(i)

Vissale) = fif [ete.a)+a [ Vaalw)Qaslo, o) (3.20)
ac€A(x) X
para todo x € X yn=0,1,..., con Vy.(-) = 0.
(111) para o« € (0,1),
Va(z) = IIE(H) [c(x,a) + a/ Va(y)Q(dy]x,a)l , xeX, (3.21)
acA(x X

y los conjuntos no-vacios
An(z) = {a € A(x) : Vy(x) = n{‘}a(a:,a)} , reX

satisfacen las siquientes propiedades

e la grifica Gr(As) = {(z,a) : x € X,a € A,(x)} es un subconjunto de Borel de
XxA, y
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o A,(z) es compacto.

(iv) Ezxiste una politica estacionaria a-dptima f,; ademds, una politica estacionaria es

a-dptima si y solo si fo(z) € An(x) para todo x € X.

Demostracién. Sea M > —oo tal que ¢(z,a) > M, ¥(x,a) € K. Primeramente, demos-
traremos los enunciados para una funcién de costo ¢ no negativa, i.e., cuando M = 0. En
este caso, Vy,o(z) >0, n € Ny y Vo(x) > 0 para todo = € X. Tenemos que (ii) se tiene de
[2, Lema 8.7] y (3.21) se tiene de [2, Proposicién 9.8].

De (3.20) y el Lema 3.5.8, V;, € L(X) puesto que V5, = 0 € L(X). Por los mismos
argumentos, si V,, o, € L(X), entonces V41, € L(X). Entonces V,, € L(X) para todo
n € Ny. Por el Lema 3.5.6, para cualquier n € N, x € Xy A € R, el conjunto Dy a(x,.)()\)
es un subconjunto compacto de A, entonces de [2, Proposicién 9.17] o [12, Lem’a 4.2.4],
Ve T Vo cuando n — oo. Ya que el limite de un sucesion mondétona creciente de funciones
semi-continuas inferiormente es de nuevo una funcién semi-continua inferiormente, V,, €
L(X). El Lema 3.5.8, aplicado a (3.21), implica el enunciado (iii), y (iv) se sigue de [2,
Proposicién 9.12].

Ahora, sea c¢(x,a) > M para todo (z,a) € Ky para algin —oo < M < 0. Definamos
una nueva funciéon de costo ¢ := ¢ — M > 0, y denotemos por Vn’a y Va las funciones
de valor correspondiente. Entonces V, 4 = Vo + [(1 —a™)/(1 —)]M, n € Ny y V,, =
Vi + M/(1 — ). Puesto que (i)-(iv) se cumplen para los costos ¢ y las funciones V, o y

~

Va, también se cumplen para la funcién de costo inicial ¢ y las funciones de valor V,, , y

V... ]
3.6.2. Desigualdad de optimalidad en costo promedio
Supongamos que la Hipodtesis 1 se cumple. Sea
w(x) := liminf u,(y) = sup sup inf inf wu,(y), zeX 3.22
(@) a=ly—e (@) Be(or,)l) 6>Ig yE€Bs(z) a€lB,1) ) ( )
Ademas, definimos las siguientes funciones no-negativas en X
Us(e) = inf ua(2),  ws(e) = lminfUp(y), Be(0,1), seX.  (3:23)

ag(B,l) y—x
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Observamos que las tres funciones definidas son finitas. En efecto,

ug(x) < Ug(x) < sup  iInf wy(r) =liminfue(r) <oo, B€(0,1), z€X, (3.24)
Be(0,1) a€glB,1) afl
donde las primeras dos desigualdades se siguen de las definiciones de ug y Ug, respecti-

vamente. Para x € X,

u(x) = sup sup Inf inf wu,(y)= sup sup inf U,
(@) B€(0,1) 6>0 YEBs(x) a€[B,1) ®) B€(0,1) 6>0 YEBs(z) o)

(3.25)
= sup liminf Us(y) = sup wuy(z) < oo,
Be(o) ¥ Be(0,1)

donde la primera igualdad se sigue de la definicion de liminf y la tltima desigualdad se
tiene por (3.24). En vista de (3.23), las funciones Ug(z) y ugz(z) son no-decrecientes en 3.

Por lo tanto, de (3.25)
u(z) = limug(r), xeX (3.26)

Bl

Antes de enunciar el resultado principal (Teorema 3.6.5) establecemos algunos hechos

preliminares.

Lema 3.6.2. Si la Hipdtesis 1 se cumple, las funciones u,u, : X — R, a € (0,1) son
semi-continuas inferiormente. St adicionalmente suponemos la Hipotesis 2, las funciones

Ug : X = RT, a € (0,1), son semi-continuas inferiormente en X.

Demostracién. Puesto que U,(z) > 0, a € (0,1), y = € X las funciones u,, a € (0,1)
son semi-continuas inferiormente [11, Lema 3.1]. Ya que el supremo sobre cualquier con-
junto de funciones semi-continuas inferiormente es una funcién semi-continua inferior-

mente, entonces u es semi-continua inferiormente.

Supongamos la Hipdtesis 2. De acuerdo al Teorema 3.6.1(i), la funcién u,(x) = Vo (z) —

m, €s semi-continua inferiormente en X. [ |

Corolario 3.6.3. Suponemos la Hipotesis 1. Para cada sucesion o, T 1, cuando n — oo,
y para cada v € X,
Uy, () Tu(z) = liminf u, (y).

_an
n—00,y—T
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Demostracion. Sea o, T 1 cuando n — oo, y « € X. Entonces

liminf u, (y) =supsup inf inf w, (y) =supsup inf wu, (y)

R0,y T n  §>0 YyEBs(x) m2n n  §>0 y€Bs(@)
=supliminfu, (y) = lim u, ()= u(z),
y—z n n—oo "

n

donde la segunda igualdad se cumple ya que la funcién u,(y) es no decreciente en «, la
cuarta igualdad se cumple puesto que es semi-continua inferiormente y la iltima se sigue

de (3.26). n

Lema 3.6.4. Supongamos que se cumplen las Hipotesis 1 y 2, entonces para toda x € X,

T+ u(e) 2 min {c(x,a)—i— /X u(y)Q(dyu,a)]. (3.27)

a€A(x

Demostracién. Fijemos un ¢* > 0 arbitrario. Puesto que J = limsup, (1 — a)ma,

existe ap € (0, 1) tal que
J+e>(1—a)m,, ac(al). (3.28)

Por otro lado, de acuerdo al Teorema 3.6.1 para todo z € Xy o € [0, 1),

Va(z) = ml’n) [c(x,a) +Oé/XVa(y)Q(dy|$,a)] :

a€A(z

que es equivalente a

(1 —a)my + ue(z) = arer}éxi&) [c(a:, a) + a/ ua(y)Q(dy|x, a)} , zeX (3.29)

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que

a€A(x)

J+ € +u(r) > min [c(a:,a) + a/ga(y)Q(dy\x,a)] , reX ac€a,l). (3.30)
X
En efecto, de (3.28) y (3.29) para cada «, 5 € [ag, 1) tal que o < 3, y para cada x € X

T b unle) > (1= Bma + 1) = iy [o(o.0) + 5 [ wa)Q(asle. o)

Zmin[a:a—i-oz/U dy|xa)].

a€A(z)
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Entonces tenemos que para todo xz € X y todo « € [ay, 1),

J+ e +Uy(z) = inf [J+ ¢ +ug(z)] > min [c(m,a) + a/ Ua(y)Q(dy|x,a)}
BE[a,1) acA(z) <

> i (el +a [ nQle0)| = wi i 0.0

El Lema 3.5.8 implica que la funcién @ — mingea) S (¢,a) es semi-continua inferior-

mente en X, por lo tanto

liminf min nu (y,a) > min no (z,a), ze€X ae(0,1),

y—=z  acA(y) acA(z) Lo

y ya que por la definicién (3.23), u,(x) = liminf,_,, U,(y), obtenemos finalmente

J+e +u,(z) > Irg(rl)nu (r,a) z€X ac€ |agl). (3.31)
ac

Puesto que por el Corolario 3.6.3 u(z) = SUPye(ay,1) Lo (Z) Para todo x € X, (3.31) implica
(3.30).

Para completar la prueba del lema, fijemos x € X arbitrario. Del Lema 3.5.8, para
cualquier a € (0,1), existe a, € A(x) tal que mingeaw) 7y (7,a) = 05 (r,aq). Ya que
u, > 0 para « € g, 1), de la desigualdad (3.30) tenemos

J+ € +u(x) > N, (T, 00) 2 (2, a0). (3.32)
Entonces, para todo a € [ag, 1),
o € Dyg (2)(J + € +u(2)) C Do, (J + € + u(z)) € A(w).

Por el Lema 3.5.6, el conjunto De(.)(J + €¢* + u(z)) es compacto. Siendo asi, para cada
sucesion 3, T 1 de ntimeros de [ay, 1), existe una subsucesion {ay, },>1 tal que la sucesién

{aa, }n>1 converge y a, = lim,, o aq, € A(z).

Consideremos la subsucesién «,, 1T 1 tal que a,, — a. € A(z). Del lema de Fatou

Generalizado (Teorema 2.2.1) y el Corolario 3.6.3, se tiene que

lim inf o, /X wy ()Q(dy|z, au,) > /X w(@)Q(dy|z, a.). (3.33)

n—oo
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Puesto que la funcién ¢ es semi-continua inferiormente, (3.32) y (3.33) implican

J 4 € 4+ u(x) > liminfn;‘: (%, aq,) > c(x,a,) + / u(y)Q(dy|z,a,) > min nl(z, a).

n—00 X acA(x)

Como €* > 0 arbitrario, de lo anterior obtenemos (3.27). |

Ya estamos listos para enunciar nuestro resultado principal.

Teorema 3.6.5. Suponemos las Hipotesis 1 y 2. Entonces existe una politica estacionaria
f que satisface la desigualdad de optimalidad en costo promedio (3.9) donde u es la
funcion definida en (3.22) y las igualdades (3.10) se cumplen para esta politica f. Ademds,

las siguientes afirmaciones son validas:
(a) La funcidn u: X — R*, definida en (3.22), es semi-continua inferiormente.

(b) f es dptima en costo promedio y f(x) € A.(x) para todo x € X (ver (3.18)).

Demostracién. La parte (a) se sigue del Lema 3.6.2. Por otro lado, el Lema 3.6.4 implica

que

J 4+ u(x) > ml'n) {c(x,a) + /Xu(y)Q(dy\:L’,a)} , reX

ac€A(x

con u definida en (3.22). Del Lema 3.5.8 y de (a) existe una politica estacionaria f que

alcanza el minimo en el lado derecho de la desigualdad anterior, es decir f(z) € A.(x) y

Tt u(z) > ez, f(z)) + / W()Qdyl, f(z), =€ X.

Por lo tanto del Teorema 3.5.3, f es Optima en costo promedio y f(z) € A.(z) para todo

z e X. ]

3.6.3. Ejemplo: Modelos de ecuaciones en diferencias

En esta seccion estudiamos PCMs que evolucionan por medio de ecuaciones en dife-
rencias, y como caso particular presentamos un modelo de control de inventario. Princi-

palmente nos enfocaremos al analisis de la Hipotesis 2.

Sea X, A, S, espacios de Borel, A(z) subconjunto no vacio de A, K = {(z,a) : = €
X, acA(z)} y f: KxS — X una funcién continua. Consideremos un modelo de control

markoviano definido por

Ti41 = f(xt, Gy, ft)
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donde & (t = 1,2,...) son v.a.i.i.d. definidas en un espacio de probabilidad (X2, F, P).
Denotemos por p la medida de probabilidad en (S, B(S)) inducida por la distribucién
comun de las variables &, es decir, u(B) = P[ € B], B € B(S).

En este caso la probabilidad de transicion esta dada por

Q(Blz,a) = /SIB(f(x, a,s))u(ds), BeBX), (r,a) €K (3.34)

Probaremos que el kernel de transicion es débilmente continuo, es decir, mostraremos
que si (z,,a,) = (z,a) en K, entonces Q(+|z,, a,) converge débilmente a Q(-|x,a). Para
esto es suficiente demostrar que para todo conjunto cerrado B € B(X), se cumple que

ltm sup Q(Blzn, a,) < Q(Blz, ).

n—oo
Si (2, a,) — (z,a) entonces

litm sup Q(Bltnyn) = lfm sup / Lo(f (s an, 5))pa(ds)

n—o0 n—00 S

< /lim supIg(f(xn, an,s))u(ds)
s

n—oo

< /SIB(f(x,a,s))u(ds) — Q(Blz, a),

donde la primera desigualdad se sigue del Lema de Fatou (para el limsup) y la segunda

del hecho que f es continua y B es cerrado lo que implica que para cada s € S, la funcién
(CL’, CL) L IB(f(xv a, S))
es semi-continua superiormente en K. Por lo tanto

limsup Ig(f(xn, an, s)) < Ig(f(z,a,s)).

n—oo

En general, la probabilidad de transicién definida en (3.34) puede no ser fuertemente

continua como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.6.6. Seca X = A =S = R, la funcion f : X x A xS — X definida por
f(x,a,8) = x4+ a— s y supongase que i estd concentrada en el conjunto de los nimeros
racionales Q. Consideremos una sucesion (x,, a,) que converge a (z,a) tal que (x,+a,) €
Q y (z+a) € Q. Entonces, {s:z,+a,—s€Q}CQy{s:z4+a—s€Q}DQy
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por lo tanto,

0= nh_)rlgo Q(Q°xn, an) # Q(Qz,a) = 1.

Ejemplo 3.6.7. Sea X = A =S = R, la funcion f : X x A xS — X definida por
f(z,a,s) = x+a—s. Supdngase que p estd concentrada en [0,00), u({0}) > 0 y p({z}) =
0 para x > 0. Si (zp,a,) es tal que x,,a, >0y (z,,a,) = (0,0) entonces

0= lim QU{0}r,a0) # QUO}10,0) = u({0}) > .

3.6.3.1. Un modelo de inventario

Consideramos un modelo de control de inventario donde X =S =R, A = R*, A(z) =
[0,00) siz > 0y A(z) = [—x,00) si x < 0. La dindmica del proceso estd dada por la
ecuacion

Ttyr1 = Tt + ay — é_t’ t= O, ].7 (335)

donde (&) es una sucesion de v.a.i.i.d. no negativas con funcién de distribucién comin g

tal que u({0}) > 0. La funcién de costo por etapa es
c(x,a) == kL) (a) +a+ hE[(z +a— &)+ pE[(z +a—§)7)

donde £ es una v.a. con distribucion u, k > 0 es el costo por ordenar, ¢ > 0 es el costo
por unidad, A > 0 es el costo de almacenamiento y p > 0 es la penalizaciéon por demanda

no surtida.

Notese que

El(z+a— €] = /[ e ) = @ auo) + 0= Moo (htds)

R

El(w+a—€)] = /[ e = =2 = sy (hutds)

Puesto que para cada s € R, las funciones (z,a) = Ijgz1a)(5) ¥ (2,a) = L(z4a,00)(5) son

semi-continuas inferiormente en K, del Lema de Fatou se sigue que la funcién

Lo,0)i= (o (0] + [ 0+ 0= Moy (D) 0 [ (5= ()00
(3.36)
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es semi-continua inferiormente en X x A. Por otra parte,

c(z,a) = kLo (a) + ca+ L(z, a) (3.37)
lo que implica que ¢(z, a) es semi-continua inferiormente en K y ademés esté acotada por
abajo (no negativa).

Ahora, sea (x,) una sucesién en X tal que x, — = € Xy (a,) una sucesién tal que
a, € A(z,) vy 0 < ¢(zy,a,) < M para alguna M € R. Entonces de (3.36) y (3.37) se sigue
que

(T + an)p(0) < M

lo que implica que (a,) es una sucesién acotada y por lo tanto existe una subsucesién

(an,) de (a,) tal que a,, — a € A(x).

Concluimos entonces que este modelo de inventario satisface la Hipotesis 2.
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Funciones semi-continuas

Definicién A.0.1. Sea S un espacio métrico. La funcién f S — R se dice ser

semi-continua inferiormente (s.c.i) en S si {s € S: f(s) > a} es abierto en S para

cada a € R,

semi-continua superiormente (s.c.s) enS si —f es s.c.i, es decir, {s € S: f(s) < a}

es abierto en'S para cada a € R.

Note que f es continua si y solo si es tanto s.c.i como s.c.s.

Teorema A.0.2. La funcion f es semi-continua inferiormente en'S si y solo si para cada
sucesion {x,} convergente a un punto x € S, tenemos que liminf, f(z,) > f(z) donde
liminf,, f(z,) = sup, nfx>, f(xr). Por lo tanto, f es s.c.s si y solo si limsup,, f(x,) <

f(z) cuando x, — .

Algunas propiedades de las funciones semi-continuas son

= Si f es s.c.i en un espacio métrico compacto entonces f alcanza su infimo. Anélo-

gamente, si f s.c.s en un espacio métrico compacto, f alcanza su supremo.

» Si f; ess.cien S para cada ¢ € I, entonces sup, f; es s.c.i; Si I es finito, entonces
min; f; es s.c.i. Similarmente, si f; es s.c.s para cada i, entonces inf; f; s.c.s, y si

finito, entonces max; f; es s.c.s.

Teorema A.0.3 (Teorema A2.5 [1]). Sea f : S — R, S espacio métrico, f arbitraria.
Defina
f(z) :=liminf f(y), x€S

Y=z

o8
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esto es

f(x) = sup inf f(y),

- v yeV

donde V' representa a todas las bolas abiertas con centro en x y radio 1/n, n=1,2,....
Se tiene que [ es semi-continua inferiormente en S y f < f; ademds si g : S — R es
semi-continua inferiormente y g < f, entonces g < f . Por lo tanto f, llamada envolvente
inferior de f, es el supremo de todas las funciones s.c.i que son menores o iguales que f

(siempre hay al menos una de estas funciones, es decir, la constante —o0).

Similarmente, si f = limsup,_,, f(y) = infy sup,ey f(y), entonces f , la envolvente
superior de f, es semi-continua superiormente y f > f; de hecho f es el infimo de todas

las funciones s.c.s que son mayores o iguales que f.
Observacién A.0.4.
(i) f<F<T
(i) Si f < g, entonces f < gy f<7,
(i1i) Si f es acotada, también lo son [y f; precisamente, sim < f < M, m,M € R

entoncesmﬁiﬁfﬁfﬁM.

Para una funcién f : U — R definida en un espacio métrico U, considere los conjuntos
de nivel Df(A) (0 Dy(A; 1))

DN ={yeU:f(y) <A}, AeR (A1)

De la Definicién A.0.1 tenemos que una funciéon f es semi-continua inferiormente en U
si todos los conjuntos de nivel D¢(\) son cerrados. Los conjuntos de nivel satisfacen las
siguientes propiedades
(a) si Ay > A, entonces Dy(A) C Dy(A1);
(b) si g, f son funciones en U tal que g(y) > f(y) para todo y € U, entonces D,(\) C
Dy(A).
Sea L(X) la familia de todas las funciones en X que son l.s.c y acotadas por abajo.

Proposiciéon A.0.5. v estd en L(X) si y solo si existe una sucesion de funciones conti-

nuas y acotadas por abajo v, en X tal que v, T v.
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Proposicién A.0.6. Si v,vy,...,v, pertenecen a L(X), entonces las funciones av con

a>0yuv +---+ v, pertenecen a L(X).

Las demostraciones de los hechos anteriores se pueden encontrar en [1].
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Resultados Auxiliares

A continuacién mostraremos el Lema 2.2.10(Teorema B.0.2) visto en el Capitulo 2.

Para la prueba utilizaremos un resultado auxiliar que podemos encontrar en Kartashov

[13].

Lema B.0.1. (Kartashov [13, p. 134]). Considere una sucesion de funciones reales €,(K),
donde K > 0, tal que

(1) €,(K) {0 cuando K — +00 para cadan =1,2,...;y
(11) limpg oo limsup,, . €,(K) = 0.

Entonces im0 SUP,—; 5 €n(K) = 0.

goen

Teorema B.0.2. Sea (S,X) un espacio medible, {fin}n=12,.. C M(S) sucesion de me-

didas, y {fu}n=12.. sucesion de funciones medibles en S con valores en R. Entonces
existe N = 0,1,... tal que { friN}n=12.. €5 w.i. con respecto a {finin}n=12.. Sty solo si

{fu}n=12.. €s a.u.i. con respecto a {jn}n=12,..

Demostracién. (=) La integrabilidad uniforme con respecto a {ft,+n }n>1 de la sucesion
{fnin}n>1 para algin N = 0,1,... implica la integrabilidad uniforme asintética con

respecto a { iy, }n>1 de la sucesion {f, }n>1.

(<) sea {fn}tn>1 a.uwi. con respecto a {fi,}n>1. Entonces existe N = 0,1,... tal que

fn € Li(S;p,) para cada n = N + 1, N 4+ 2,.... En efecto, si existe una subsucesién
{fantrz1 de {fatnz1 tal que [ |fu, (5)|pn, (ds) = 0o, entonces [¢|fn, (s)I{s € S: [fn,] =

61
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K}, (ds) = oo para cada K >0y k=1,2,.... Por lo tanto,

n—oo

Jim timsup [ 1£,(6)T(s €5 514 > Kun(ds) =
K—oo

que contradice que {f,},>1 es a.u.i. con respecto a {(, }rn>1-

Considere €,(K) := [ |fosn(s)I{s € S: | fosn| = K}pinin(ds), n =1,2,.... Puesto
que foin € Ly(S; un+N) para cada n = 1,2,..., la condicién (i) en el Lema B.0.1 se
cumple. La condicién (ii) también se cumple porque {f,}n>1 es a.ui. con respecto a
{ftn}n>1. Entonces, el Lema B.0.1 implica la validez de la integrabilidad uniforme de

{fnsn}n>1 con respecto a { N fn>1. ]

Teorema B.0.3

En el siguiente teorema, veremos que la condicién (ii) del Teorema 2.2.13 bajo ciertas
condiciones implica que la sucesién de funciones {f, },>1 es uniformemente integrable

con respecto a {fi, }1>1.

Teorema B.0.3. Sea S un espacio métrico, {j,}n=12. . sucesion de medidas en S que
convergen débilmente a p € M(S), y {fatn=12,. sucesion de funciones medibles en S con
valores en R. Supongamos que existe una sucesion de funciones medibles {g,} en S con

valores en R tal que f,(s) > gn(s) para cadan € N, s €S y

— 00 </ limsup g,(s")u(ds) < Uminf [ g,(s)u.(ds). (B.1)
S

n—00,s'—s n—oo  Jg
Si la sucesion de funciones {gn}n>1 s uniformemente acotada por arriba, entonces existe

N =0,1,... tal que {f,, y}n=12,.. €5 w.i con respecto a {finyN}tn=12,...

Demostracién. De acuerdo al Teorema 2.2.10, es suficiente probar que { f,, },>1 es a.u.i.

con respecto a {fi, }n>1, €sto es,

lim Tim inf /S £ s €S- fuls) < —K b un(ds) = 0. (B.2)

K—oo n—oo

Desmostremos (B.2). En efecto, puesto que f,(s) > gn(s),

s €S: fuls) < —K} <Is €8:gu(s) < —K},
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paratodon=1,2,..., K >0,y s € S. Por lo tanto

lim liminf | f,(s)I{s € S: f.(s) < —K}u,(ds)

K—oo n—oo S

(B.3)
> 1lim h’minf/gn(s)l{s €S:gn(s) < —K}u,(ds).
K—oo n—oo g
Las desigualdades (B.1) implican
lim lim inf/gn(s)l{s €S:gn(s) < —K}uy(ds) >
K—oo n—oo g (B 4)

/ limsup g,(s")u(ds) + lim h’minf/—gn(s)I{s €S:gn(s) > —K}un(ds).
S

n—00,8'—>s K—oo n—oo  Jg

Ya que las funciones {g,}»>1 son acotadas por arriba por la misma constante, el Teorema
2.2.11 aplicado a la sucesién de funciones { f, },>1, que son uniformemente acotadas por

abajo, donde fn(s) = —gn(s)l{s €S:gu(s) > K}, s€S, n=1,2,..., implica

lim inf/—gn(s)l{s €S:gn(s) > —K}u,(ds)

> —/ limsup g¢,(s)I{s' €S: g.(s") > —K}u(ds)
s

n—o00,8' —s

para cada K > 0. Si para cada s € S

limsup ¢,(s)I{s' €S:g,(s') > =K} | limsup g,(s') cuando K 1 +o00, (B.6)

n—o00,s’'—s n—o00,s’'—s

entonces (B.3)-(B.5) implican directamente (B.2), es decir, {f, }»>1 es a.u.i. con respecto

a {finfn>1-

Por lo que nos resta demostrar (B.6). Puesto que para cada s’ € Syn=1,2,...
gn(SI{s' €S :gn(s) > —K} | gu(s’) cuando K 1 oo,
tenemos que

sup gn({sS €S:gn(s)>—-K} |l sup  gn(s’) cuando K 7T oo,

m<n,s’'€B;s(s) m<n,s’'€B;s(s)
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para cadan = 1,2,... y 6 > 0, donde Bs(s) bola en S con radio § centrada en s. Por

tanto

inf sup  gm($HIH{s' €S:gn(s) >—-K} | inf sup  gm(s’)  cuando K 1 oo,

n2>1,6>0 m<n,s'€Bs(s) n21,0>01n<n,s'€Bs ()

i.e. (B.6) se cumple para cada s € S. Entonces {f, },,>1 es u.i. con respecto a {fin}n>1. ®

K-inf-compacidad

Considere X y Y espacios métricos, u: X x Y — Ry ® : X — 2Y\ {0}.

Sea Grz(®) = {(z,y) € Z XY :y € ®(x)}, donde Z C X. Para una funcién f con
valores en R, definida en un subconjunto no vacio U de un espacio métrico U, considere

los conjuntos de nivel
DyMU)={yeU: fly) <ALAER

Recordemos que una funcién f es semicontinua en U si todos los conjuntos de nivel
Ds(A\; U) son cerrados, y una funcién f es inf-compacta en U si todos esos conjuntos son

compactos.

Lema B.0.4. Una funcion u(-,-) K-inf-compacta en Grx(®) es s.c.i en Grg(®)

Demostracion. Sea A € R. Necesitamos demostrar que el conjunto de nivel
Dy (N Gra(®))

es cerrado.

Si esto no es cierto, existe una sucesion (z,,vs) — (z,y) en X X Y con (Z4,Ya) €
Dy(..)(X; Grx(P)) para cualquier a, tal que (x,y) € Dy(..)(A; Grx(P)).

Por otra parte, el conjunto
K = (Ua{za}) U{z}

es compacto. Entonces, por K-inf-compacidad de u(-,-) en Grx(®), el conjunto de nivel

Dy(..)(A; Grg (P)) es compacto también.
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Puesto que {(Za,¥a)}a € Dury(A; Gri(P)), entonces (z,y) € Dy (A; Grr(P)). Esto

— ) )

es una contradiccién. Por lo tanto, u(-,-) es s.c.i en Grx(®). m

Lema B.0.5. Sean X y Y espacios métricos. Entonces u(-,-) es K-inf-compacta en

Grx(®) si y solo si las siguientes dos condiciones se cumplen:
(i) u(-,-) es s.c.i en Grx(®P);

(i1) Si {x,} es una sucesion en X que converge a v € X entonces cualquier sucesion
{yn} cony, € ®(z,), n=1,2,..., tal que la sucesion {u(zn,yn)}n=12.. €s acotada

por arriba, tiene un punto limite y € ®(z).

Demostracién. (=) Sea u(-,-) K-inf-compacta en Grx(®). Entonces, por el Lema B.0.4,

u(-,-) es s.c.i en Grg(®). Por tanto (i) se sigue.

Considere un sucesién convergente {x,} en X, con limite x € X. M&s ain, sea {y,}
una sucesion con y, € ®(z,), n = 1,2,..., tal que satisface que la sucesion {u(z,,y,)}
es acotada por arriba por algin A € R. Entonces el conjunto K = (Up,>1{x,}) U {z} es

compacto.

Puesto que u(+, ) es inf-compacto en Grg (®), entonces la sucesion {(z,, y,)} pertenece
al conjunto compacto Dy(..)(A; Grg(®)). Por lo tanto, esta sucesion tiene un punto limite

)

y € ®(x). Es decir, (ii) se cumple.
(<) Supongamos que (i) y (ii).

Fijemos K € K(X) y A € R. El conjunto de nivel D..y(A; Grg(®P)) es compacto. En

efecto, sea

{(@n,9n)} © Du.) (X Gric(@))-

Puesto que K es un conjunto compacto, la sucesion {z,} tiene una sub-sucesién {z,, }
que converge a su punto limite x € X. Por la condicién (ii), {y,, } tiene un punto limi-
te y € ®(z), esto es (x,y) € Grx(P) es un punto limite de la sucesién {(z,,yn)} C
Doy (A Gr ().

La s.c.i de u(+,-) en Grg(®) implica la desigualdad u(z,y) < A. Entonces, (z,y) €
Dy(..)(X; Grg (®)), y el conjunto de nivel Dy. .y(A; Grg(P)) es compacto.



Apéndice C

Definiciones y glosario de simbolos

Algunas definiciones

Definicién C.0.1.

» Una multifuncion o correspondencia i de X a'Y es una funcidn tal que 1 (x) es un

subconjunto no vacio de Y para todo x € X.

s Una vecindad de un conjunto A es cualquier conjunto B para el cual existe un
conjunto abierto V tal que A C'V C B. Cualquier conjunto abierto V que satisface
que A C'V es llamado vecindad abierta de A.

Definicién C.0.2. Una multifuncion ¢ : X =Y es

(1) semi-continua superiormente en x € X si para cada vecindad U de (x), existe una
vecindad V' de x tal que z € V implica que 1p(z) C U. Decimos que ¢ es semi-
continua superiormente en X , si es semi-continua superiormente en cada punto de

X.

(ii) semi-continua inferiormente en x si para todo conjunto abierto U que se encuentra
con Y(x) (i.e. Y(x) NU # 0) existe una vecindad V de x tal que z € V implica
que Y(z2) NU # 0. Es semi-continua inferiormente en X | si es semi-continua

inferiormente en cada punto de X.

Abreviaturas
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i.e. es decir

c.s casi seguramente

u.i uniformemente integrable

a.u.i asintotica uniformemente integrable

s.c.i semi-continuo inferiormente

S.c.s semi-continuo superiormente

v.a variable aleatoria

v.a.i.i.d variable aleatoria independiente idénticamente distribuida
PCM Proceso de control de Markov

DOCP Desigualdad de optimalidad en costo promedio.

Simbolos

N numeros naturales

Ny los naturales con el cero

R numeros reales

R reales extendidos, i.e. R := [~00, o0]

R* reales no negativos, i.e. RT := [0, 00)

I, funcién indicadora de A

f1 parte positiva de f, es decir, f(s) = max{f(s),0}
f~ parte negativa de f, es decir, fT(s) = —min{f(s),0}

C' 10, 1] espacio de funciones continuas en [0, 1]

L(X) clase de funciones semi-continuas inferiormente y acotadas por abajo en X

B(X) o—élgebra de Borel de X
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