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Introduccion

El estudio de las medidas vectoriales, ssto os, funciones de conjunto finl-
tamente aditivag, definidos en dlgebras v con valores en un espacio de Banech
X, dio luger o los teabajos pionoros: sobre pecmetsin, bases o isomorfemos
e e=pacios de Banach, nsi como tambidn al estudio de b compacidad débil
¥ dehil” em dichos espacios.

J.A, Clarkson en 1936 y M. Dhmford y A.P. Morse en @] misme afio, crearon
I nociones de comvexidad uniforme v de base scotadamonte complets da
un espacio de Banach X, respectivamenta, con el objets de demostear que
toda funcidn shaolutaments continus definids e el espacio saclideans ¥ eon
viloress en X e la ntogral de eu derbvada. Repidasoente, estos resultados
fieron reconneidos como anténticos tearemns de Madon-Nikodim para la
integral de Bochner, De hecho, fiusron los primerns taoremas de tipo Radon-
Nikodjm para medidas vectoriales on espacios de medida abstractos.,

Ciomo. verameas an este trabajo, la integral de Bochner rs une generali-
eneitn directa de la integral de Lebessgiie en ol eontestto de esparios de Banach,
sin embargo, pas st integral oo es posible sstablacer de maners genoral
ol teorernn de Radon-Nikedym para representar a cierto tipe de medidas
vertorinles como integrales de Bocliner Indefinidas. La clase de espacing de
Banach para kos cuales s¢ verifica sste teorema se conoce |pstamente comn Ja
[amilin de eepacios de Banach con la propiedad de Radoo-Nikodgm [PRN).

Eixigten muy diversas caracterisehones de esta propiedad para un espaclo
de Baonch X, las cuales varfan desde romtextos puramente algsbraicos hasta
contaxtos definitivamente geométricos, como por cjemplo, el que un operadar
an L (L0, £, X7) se factorico o trovés de (! y el que todo subeonjunto cerm-
doy, acatado ¥ no vacio de X contenga un punto extremo de sy envolvente
convexn carrada. Cada une de estas carncterizackones implica un desarrollo
tedeton y un trabajo matemético ardun, lnposdble de compilar de manors
nntocontenkda eo un trabajo de tesis como el presente, Por eto. pozdn, soln-
Ments presentamos un par de formokaciones squivalentes o ln propiednd de



Biadon-Mikod o de un eapacio de Banach. La primera Frmulackin establece
la Equ.i'l.'klﬂl:lriu cab el lesceina de Hl:p.rm.unl.ﬂ:'l-ﬁu de Reeax para upt.rﬂ.:lﬂqw
en L (L[, 1], X7, mientras que |n segunda formulscidn establece In equive-
lencis con s propiedad de Fatou pacs fusciones anmdmices definidas en el
disoo unitario y con valoves en X Esta dlilos faooolsciin podids parecer
iivespeerace, va gue la propedad de Fatou sseguen 1a existencia de limibes e
dinles clp, pars dicho tipo de funciones, Asi que cusodo o espacio de Banech
considerado s B o C, el eldsico tecremea de Faton para fusclones armdnicas
ey equivalente al clisioo beoreria de Rdoi-Niledvin pars medidas escalares

Lo herramiontn matemitica que se smples pars desarrollar esti trabajo
s bidgicaments la teoris de la medida escalur y algunos resultados estandares
die Andligis Funsiopal, Se cocwmbre orgonizeds en cuatro capitulos. Eno el
primyern de ellos 5o presents la oocidn de medida vectorial voalponos de ks
conceptos relacionados con éata. En ol segundo aspitulo, sq desacralls o con-
cepto de integral de Bochner v los poncipales resullados sobre alla. Eo al
teveer eapitulo g define o propledad de Radon-Nikodym v ee establece su
eqiilbvalencia con el teorema die Representacidn do Ries. Asimismo, 88 presen-
ta wiie aplicacion que wos permite caloolar de maners explicita ef dual del s
pacio LM{u, X) cusndo X* tienes o PRMN. En ol euarte capitulo e establece lo
evquivalencia entre la PRN v lo propiedad de Fatou pars funcionss srmdnicas
veotorindes definidas en el dizsco unitado, Con el objete de que la lecturs
da esta Lewis sen bésicamente autocontenida, so incloyen tres apéndices que
complamentan slguns informactin gque aparece ¢n el cuerpo do este trabajo.

Tambidn, ea mecesarhe agregar que o sto se ba trmbado-de ser exhaustivo
en las prisebas de los resultedos gue aqod se presentan, sins de igusl maners,
e ha brabido de proporciooar uns, bueps casthdad de sjemplos gque hustaen
lns diferentes nociones v situaciones plantesdis en cada e de los enpitulos.

Finaluwenie, destacunns el becho de gue la PREN ha sido v continda giendo
en o actuslidad objelo de sstudio de muchos analites funclopabs, Para o
leotor mtoresado en profundizar en la lectura ¥ aprendisaje sobre medidas
vectogiales ¥ la Propiedad de Rudop-Nikodin, o renitimos & la excalente



menogeafin “Vector Measures™, de J. Diestel y 1.1, Ubl {wer(d]).






Capitulo

Medidas Vectoriales

Fin este capitube se Introducen las nociones de vadaciin, semivariscidn,
aclitividad fnita v aditivided numerable. Eno todo fo gque sigee. £ serd un
conjunte no wmeio, F secd un dlgebes do subeonjuntos de ff ¥ A serf un
espacia de Banach,

1.1. Conceptos Preliminares

Defnlcidn 1.1. Diremos que una funcidn F @ T — X a9 une medida vee-
it fiedtamente i, o simplenende una medida weclorial A pam eoda
par By, B de elemiendos afenos de-F se fiens que

FlE: U E) = FlE] + FE).

Si adenuts, cada vergue (B, CFom ENE; =081 £ yUln B e T,

&2 Lipne que
o bty
F‘(U 5..) =S F(E.),
o] =l
{dende e convergencia en o lada derecho se entiendo que ez on el sentido de
fa norma en X ) divemos que F e uno madida vactorial aditiva numernilo o
pumerablemente aditivg,



10 Medidas Vectoriales

Bjemplo 1.2, Una medida veetorial finitamente aditiva,

Jen T2 L%[0, 1]) = X un operader lines! continue. Pars cada subconjunto
Lebesgue medible £ de §0, 1] definamos

FE) =T{xg).
Puesto que yeue, = xe + xg 8 5 NEy = 0, se sigue gue

F{B UE) = Mxmue)
= Pl +¥5,)
=Txm) +Tlxm)
= F{E)+ FlE);

nétess que ne g8 reuicra que T sen conting pacs probar que F oas finits-
menta aditiva. Sin embargo F no neccsariamento es mumes shlamance mritivi
¥ pira probwr esta afinmacion utilizaremos o siguiente resuttado clisico, cuya
demostracidn pueds congillarse o [12], pig. 206,

Teorema 1.3, S L X, i) vn espacio de medida positiva o-flavita y ba(ll, B, i)
&l espucio de fenciones de conjunte defiwides en B que son finitamentes adi-
bivns, acolades y e anulan en conjunitos de pemedida cerp, [a norma de un
elementa A € ba(i2, T, 1) es su variacidn total, 1Al

Entonces (L0, T, w))° s tsomdtricaments isomorfo al expacia balf, 7%, 1),
domde B* ex ln completacidn de T

ET tsonarfistne ) v—s Ay extd determinado e by fdendidad
M= [ Haddhle). f € 20,5,

¥ Al =,

Para domosten: que F oo necasariumente s nomerablemante aditiva bas-
o vonsiderar {1 = [0, 1), E [ o-digebra de Lebegmae medibles de v la
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medids de Lebesgue. Sea T 2 L=([0, 1]) — R un operador linenl continuoe re-
presentacde por un clements A £ ba ([0, 1L X, p) fqua no &8 aditivo numernbbe
Definnse F 12 — R como

Fib“.l - I'P{:":E]I

Coma A 1o #s aditive numerable miste una secesidn [E;)72, < I, con E; N
Ey=0s7#1y tal que

A (g EJ) 2 fj ALES).

=

Entonces benemes que
F UE.J) = T[:h:ug?.,a:,‘s=fxu;=_-_,grdl
-

= U ) # 3 ME)

F=1

-ifxs,ﬂh- iTl[:csﬂ
pae o
= i FiE;l,
s clockr,
F (‘Lﬂj{ﬁj) - f FLE,).
. =

Ejermplo 1.4. Ofra madida vectorial Snilamente mribim,

Si T e In familia de Lebesgue medibies de [0, 1), definase abora o @ F —
£, 1] ot

plE) = xx
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SibLEyeD Vi B =0, entonces

aly U By) = xpm, = Xe, + X,
= {E ) -+ ul B},

Sin embargo, af ahora tomsmes ()72 sucesién en F tal qua EsNE,=§s
¢ kye E= g & vemos gue para que 8¢ veritiqua La iguaidad

e
Xe=D3 Xe, = L=0,1] (1.1)
=l
requechmos que la serie converja aniformemente sn ol complemento de un
conjuule do medida cero, Ohsorvemes qua para * € E la convergencia os
=il puntusl (v no uniforme en £) poes en tal caso

#
xufw)= Ui ZE Xag (),
e
¥ N = Nizh eon yelz) =1y S Xedr) = 15 m > N, donde Ey va el
itnbeo confunio (al que = € By
Coando € [0, 1] — £ vrnoe que

L]
xulz) =0 = Eu,(.:] para toda noe N,
=1

nsl guio
xela) =3 ke fe) o [0,1]-
Fm=i
¥ aqui la convergenciu e widlorme.
De by anterior; se sigue goe 5 dessimes convergencia en L=[0, 1] de (L1)
requerimics sobonces gue & sea i conjuubo con medids de Lebesgus oo,

Io cual implics que cada £; debe tener madida de Lebesgue cero. Como s
comedicidn {11} e

HE) = 3" ulE),

d=1
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busta entonces consiclerar unn Tamilin (B2, © F eon u(E;) > 0 pars al
meEncs un §j § asi vemos que g no cs numerablementse adiliva

Ejemplo L&, Ung medide vectforial nionerablemente aditi

Sen T : LUY0,1] — X un operador lineal contins, Definnse FE) = T{ys)
para cada & C | 1] Lebesgur madible, Rapidemeants se pueds obsermre goe
F oz finitamente aditive v de hecho, s numershlemente aditive, paea ello
ohesrvemos pritnero que pars todo E C [0, 1] Lebespue madible
IFENx = 1T xwill =

= 170 el

= [TRALE),
dimeke A s la miedida de Lebesgue.
Asl, &l ()% es tal que B, 1 E;, =@ sl n # m tonemos que

- ”F tuimtﬂﬂmx

< ITNA (U1 Bn) 5

dopede Ins primeens dos igaaldades se tionen por aditividad finita de F. En-
tomees temsmes e

Pl B =3 FE)

= FILEL Ea) — FILCL Bl ly

x

P E) -} F(E)

n—1

lim, < |17 e A (U B} = O,

x
debida m que A es una medide. Asl concliimes gque

Pl ) = SR

fima]

|
Ensemida daremcs la signiente definlcldn:
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1. Soan E, G elomentos de F tal que ENG = B, Supongames que EUG =
P Ay eom 4y eFy A,ndy =0ai 5+ 7, Entonces

DR =T I FLa (2w

f=1 I=1

=3 IF4: N B) + F{A; e

=1

= ZIIFM,HE‘JH+§IIFHMGJII

=i

= |FILET + |1FILG),

donde |a dltioa desiginldad =2 sigoe por ta definicidn de wriacion ya que
E=U_[ANE) y O =L, 4;Nn G}

Ee adgui gue

|FIELG) = |FI(E) + [FIIG).

Fara lo desigualdad opuesta haoemos bo siguiente: Sea £ = 0, Poe definicidn
de || exdsten colecciones finites en I, {835, (G, tales que B;n By =0
gifiGneysilaTl,

k 3
=g c=|]g
=1 =1

tubes qua
k
|FIE} - /2<% [|F(B)
3=1
|FiE) - /22 3 IFIC).

Fl

Cumn BUG = (LIE B )L O, esto es, { By 13, L] O, es una particln
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en Fae B UG, tencmos oque

3 »
|FI(E) + |FI(G) — = < 3 NR(EH + Y IFG]
=1 =1
= |FI(E U G).
Conchuimes que |F|(E)}+|FIG) < [FI(EUG), quedando probada La aditivi-
] finita de | F|.
Ahora, & A, B € Fy A C B entonces
|FI(B) = |F| (AU (B — 4]

= |FI(A)+|FIL8 - A)
= |FitA).

9. La subaditivided de | F) se sigue de la aditlvidad fnite de [=*F| y de ls
definkeion de ||, De igual modn, e sigue o monotonin.

3. 8en £ e, yoon x® € X* tal que ||z"x- <1

2" FI(E) = sup 3 |l F){4))

P AET

< wup ot bee | FlAY

L -ll'E'
< sup ¥ _ [|FLA)||x
AT

= |FI(E).

Entonces ||FJ(E) < | F|(E).
[ ]

Enseguidn examinaremos algunos sjemplos:
Ejemplo 1.9. Una medida de variaciin acolada,
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Bea F': E — X tol que FIE) = Tye! donde ¥ es o familin de Lebesgue
medibles de fi, 1] ¥ T": LY0, 1] — X e% una traosformacidn lineal continus.
Ya hemos visto en of Ejemplo 1.5 qoe F es una medide wctorial adithm
numerable. Abora, 6 E € Ey F = U Ajcon A Ay =08l 527y
A; E I tenemos goe

SR = 3 T, )llx
=1 =1

o
£ 3T, B

=l
- :i:IITIIl[A;}
= IT)ME).
Entonces |F|[£]) < ||T||A{EY pars todn E & 5, en pactienlar
|F1(00, 1) 7.

Dre aqui quee I s de variacidn acotada.
|

Ejemplo 1.10. Una medide de semiuanacidn neofada pero no de variccidn
reotedi

Sen L In o-dlgebra do Lebesgne medibles de [0,1]. Definase #: £ — L™=0,1]
tal que F{K)] = yx, homos visto en ¢l Ejemplo 1.4 que F es una medida
vestorial finitameate aditiva ¥ no numerablemente aditiva. Veames que F no
&5 de variacidn acotndn.

Sea K £ I tal que A £] > 0 v seleceidnees uni sucesson ajenn por pares
(Eulzi Bn © E, By € 5 tal que U2 By = B y A{E,) > 0 para toda
n £ M. Parn cada n £ M opea n, la particin do B

1T-u={.E'|,.E'_'|,.-.|E" 11%.51}' ¥ -E?=ﬁl
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Frutomoos

E T |
22 1P A ey =3 e, Neompot + e ls=pu

Ay k]
=mn—=1+41

-.I'II
pura toda n & N, Asf que
FUE) =sup 3 CIIF(A)] = oo,

AET
de aqul que F no 8 una medida de variacifn acotnda, Cie Fen o medida
de semivarinciin scotads es e consscuencia da Jo fque probaremos en ol
Eiguiente ojsmplo,
=

Ejemplo 1.11. Mefidas tectariates de semivariaeidn wor bl

Sea T2 L®([0,1]) = X un operador lineal continuo, Defluase £ & — X
tal que F(E) = T{xg), donde T e bn familin do Lebeggue modibles del [0, 1],
Sabemas del sjemplo 1.2 que F e= una medida voctorlal finitamente aditiva.
Ademids si 2" € X*y e < 1y = es una porticidn del [0,1] en Lebesge
meecdiblens, entomnce:

023 | FlA) = X e Tixa)|

Acg AeT

= 3 am{z T} T )
Ao

={='T) (Z wnis'mﬁnm)

Aer

AEw

("7 (E SE'“EI'T[-IAJ_]I'J)

= =Tl

b3 aﬂﬂiﬂ'ﬂu}]u”

Aer

L7=0,0)
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= BT - X
= ITh-

Do aqui que
J{="F{, 1] = |7,
pach tads #* £ X tal gue || =% € 1, Entoneos

L fo, 2] = (1T

Iy cual mmsestea qui F e de semnivariacion acotade. Si ahors aplicamos o que
acabiamos de mostrar a X = L=, 1] ¥ 7" ¢l operador identidad obtenemos
que FIE} = vg. 16 medide del ejemplo anterior. A=, F 8 de semivarlaciin
peotada,

[ |

Ejemplo 1.12. e medide de semdmariccidn no aetadi,

Sen F al dlgebra de subeonjuntos de M gue consdste de aquellos conjuntos que
son finktad o que thenen complemento fndto, Sex P F -+ K tal que

- R gl I ea finita
) _{ —#(N— E) & H— E e finito.

Puede vorse facilmente que F es une medida vectorial (con valores en &)
finitamente sditive, Sin ciberge, si pers cada e £ N escogemos In particiin
Ty = {Ellshl"lEn} il H tal e E|I = I-- EJ == 2|.l--. Ell—'l == "[Tl o 1]'-
Ey = {myn -k 1.} y considecamon of funcional lineal = ;B — R ¢l que
r"{z) =z, tenomos que |24 =1¥

P IEFA) =3 1P

A dew

=14 4 1+m-1)
{a- 1~ eerrs

= 2= 1] —aa,
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caando i — oo, Entonces |&*F| (N] = oo, de aqui cque
¥ (M) = oo,

es decir, I oeg de sernbeariacidn we nestada,
m

Lo siguiente proposicidn asegura que |F| es In minime eote superior (8i
exista) de Lo famikia

{l'Fl: 2" e X" ¥ =% <1}.

Froposicién 1.13. Saa F : F = X una miedide vectorinl de teriacion
aeotade. Enlonces une medide no negalive p oen T ed lo varincitn |F] de
F ot o silo i g salisface:

1 |5 Fl[E} = p{ E} pora toda £ € T y para loda 2* € X tal que Jlz®]| < 1.

“ # AT — R es cualquier medida gue verifien [0 FI(E) < ME] pare
tods B € F gy pare toda £* € X* lal que ||#*]| < 1, entonces

WlE) € A(E) pamtods BT

Dimmaairactdn,

(=) Supongamos qua = |F|. Si E € Ty € X" &5 tal gue J=*|| < 1,
ankonices

le* FE) < IFIE) < |FILE) = ).

Ahora, & |2 FI{£] £ ME), wsando la definicion de 1FEL 8l Teorema de Hahin-
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Bsnach ¥ el hecho de qua A e vna medida vemos que

nlE) = |F|(E]
=H:FZIIF A

A

=mm£mm{|x"f’{.ﬂ]|::‘EI'.HI'"EI}
* Ace

< sup» sup | Fi(4) s 2 € X, Jo”|| < 1}
1] A

<sup _ MA)
P des

= afmE),

doncde & es unn particion acbitraria de 8,

(%=} Por hipdtesis tenemos que [2°F| < g E), 1o cual implics que

|FILEY = mup 3 |F{AY|

" AEx

= sup 3~ sup{[="F{A) i 2 € X* |=*] = 1}
T A

< gup ) sup{ls"F|(A) ;2" € X~ ||=°)| < 1)
T Aew

< eup ¥ plA]
T dem

= gup p{ £}

= u{E),
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¥ puesso que

|+*FI(E) = HEPEIT'FMJI

AL=

<aup Y [l llI1FCAY

®odew

= E-‘l:P' E || FEAY ]|

Acw

= |F|{£],
se sigue de ls suposicidn I que
ulE) < |FI(E). (L4)

Conchimos asi gque p = |F|.
[ |

PTQFHELEE-H 114 Cna wedide vectoricl de varincidn cmoloda o pumerable-
metele naitive 5 g adlo g sy variacidn es lambidn numerablemente aditien,

Damostracian.

{=) Buponganics que F - F — X es una medida vectorial sditiva nimmsesdble
de variacidn acotada Ses (B, )=, c Ttal que E M Ey = Qs n #n'
¥ WL £y € F. Sea m unn pacticidn de L%, B, en una coleceitn fnits de
mismbros de F. Entonces

Y IFA = YD IF (Anus, Bl = 5[5 Plang,)
ki AET Az || n=t
< VY IFAnE) =Y T IFAn B
AEF fim] iml AEm

< i!ﬂ{ﬂ.;,

¥ como odta desigualdad se ultiens paca toda particién *, entonces

|FH{LE B = 3 |FI(E,).
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Ahora, recordando que | F] es Anitaments aditiva v mondtoon en F, asf para
todane M

NPV = |F) (U )
Emi
< | Pl Bl

Entonces

S FCE) < 1 (5, ).

(=) Bupengamos que | £ : F — [0, o) es adithve numerable, Sea (B2, € F
tal queo B = UL, K, EFy ENEp=0ajs7.
Primers obeervemes que ||F{8)|| < |F|(F) para toda 8 € T, nhora notames

quo

D IPCEN < 3 1FI(E;)
i=1

i=l

=|F|(E)

o a0,

porgue estamos suponimmda que F oes de varlaciin acotida ¥ [ F) & miameree
blammente acdithi. Entoness

S F(E) wonvergeen X

1=k

[¥a s nn espacio normado X es de Banach sy s6lo &l toda serke absoluta-
mente comvengente eq cotvergente). Tambbén, parn boda n e M

F (U5 By} = E“: F(E;).
J=1

Entonees

,I_IE,“;JF r.U;nLE‘:} 'E F{EJ]'

=1
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Comn
IFLE) — F (W ) = || F (B — U, &) |
< |FI(E — Ul By)
- |Ft|:"-'_:f“=n-uE:r}
=% [FI(E)—0

F=n-l

cusndo fn — oo, entonces

FIE} = lim F (U2, 5)

=3 FlE).
=1

La siguionte proposicidn presenty dee hechos bisicos seoren da la sami-
variackin de une medida vectorinl.

Proposicidn 1,16, Sen F : F — X una medida vectorial Snbonces pary
E e ¥ w fene gue

E E-FHn]‘”
AnEx

donde ¢l supremo se tomae sobre fodos los purficiones m de £ #n una
coleccadn finiln de conjunlos ajenos de T y sobre todas les colerriones
finitas (.} que sabisfapan e, < 1.

|1 FICE) = sup [

3
sup{|[FIH): E> He ¥} < ||FILE)
< 4dmp{lF(H)|: ED H g F}.

Conserushitemente: una medidn vecforial e de sensivariceion acotada
ef {1 & y stle 5 50 rungo e un subconfunto acolado de X
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Diemeatracibn.

Ben 1 = { B, By, ..., B} uns particidn de £ en snbeonjuntos ajenos de F
¥ #8680 £y, ..., Em oscalares tales que |gy], .., |om| < 1. Entonces por 8l Teorema
fe Hahn-Bannch fenomes

ir,.!"‘{a['.i.‘]' £ gup {
m=l

< gup {E [ F{E) 7 e X" ||27] < 1}

mam ]

A= o T 1}

" (i:ﬂﬂ.l)

< aup {i |="Fl(EL) : =" & X ||z = 1}

maaa]
=sup{|r*F|E) e € X 27| £ 1}
= IFILE).
Para la desigualdad opuesta, sea =* € X con |27 £ 1 y snpingass que
= {E, ... E,} ¢4 una particidn de- £ € T on subeonjuntos ajenos de F,
Entomnoes
YIEFE) = s (* P{EY) 2" FUE,)

] n=I

z* (Z agnt:'F{EnnF[En]) ‘
]

=

> [agn (=" F(E,)} F{Enn”
n=| |

5w1={ Y EaflAL) }

AyEx
donde ol supremo se toma sobre todas las particiones * de £ en unn colecriin
binita de confuntos ajenos de Ty sobre todas las colecciones finitas {£, ) que
eatiafigmn e < 1, Entonces

3 F(E) < sup {

]

Z ‘“FI:A":IH} ¥
Aurr
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de aqui que
(e FI(E) < wn{ Y cuFiA) }
AyEr
Por :lJIqui,Eui-anL.a
118 < mp{ ™ raPidy) }
AT

Asf queda domostrada s parte 1. Para ls procbe de la parte 2 notamos e
& B¢ F tenemos que

sup {IF(H)| : B3 H € F} = sup {p {J* FUH)| 1 2" € X* 2" €1} L E > H e 7
“Seup {mp{leF(H) st e X | S 1) B HeT)
<sup {|F|(H): E> H e F}
= ||IFIICEY,

donde la igualdad e tiene por of Teorema de Hahn-Banach, v Ta dltima de-
sigualdad por [a monotonis da la semivariocién, Tranbidn sim = {5, By, ..., Eea}
e% una particidn de £ € F o conjuntos ajencs de F v si £ € X* es tal que
[l=78 = 1 entonoes:

8i X ea un espacio de Bannch real benemios

Y WFE) =3 oFE) - T e FE),
e

FaEx uex!

donder® ={n:l€nsmaz"FE)20lyr ={n:1 SnxmrF{E) <0},
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par lo gue
Y. [ EE) =3 S F(E) - Y 2 FE)
Enin e LT
=g (z F‘{E.‘,.]l) —~z* Z F[E,L])
nEat i

- (e(u )= (r(u))
P(Us)lr(u=)]

< 2sup {||F{H)] : E2 HEe T},

< )

com Ioennl queds dersostrades bn proposicidn pacn & ceso real,

Coando X e un epacio de Banach compleio, se puede ver fAcilmente que
po tiope mmn estimacion similar pero reemplazando I constante 2 por la
constante 4 (=00 ey que expresar =7 F en osu parte real e imaginaria y aplicar
el easa real).

|

En vista de la parte 7 de: la pfoposicidn anterior, une medida de semi-
varingion meolada srd tamblén lamada medlda vectorlal acotadne.

Definicidn 1.16. Sea T wn digebra de subeonjuntos de 0, F : F — X
una medide vectoricl ¢ g e tedida o salores reades 1 o negativa (finada)
definide en ¥, Diremaos que F es p-continug, lo ennl denotemos P < 5

,qli'E.n FiE)=0.
Es necasario pdvertir gue la nobacidn F << poooes bo mismo guee decir que F

a2 pnnle en oo conjunto de g-medide coro, Sin embarge, posde demostrarse
que ambos conceptns son equivalentcs cusndo tanto & cxno @ son sditivas
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numerables ¥ estin definidas en uni e-dlgebea (ver [9], pig, 100). Cuardo
F <« b usnremes n veoes la expresidn "F es continos con rospects i g o
“F o= absolutamente continos con respecto oo

1.2, Integracién con Respecto a una Medida
Vectorial

Es muy sencillo definie la lntegral de una funcidn medible scotada o0m
respecto & uan medida vectorial acotada (esto es, de semivariacién eatada),

Para este fin, sea F un dlgebra de subconjuntos de 1y F 0 F — X una
buedica veetorial sootada. Supongames que [ es una funcida mmple definida
en £ von valores escalares, dignmos

f=zﬂﬂ:-l:| ll'.]l.?lllll'l.l 1::‘?":{]' P‘ﬂa]'ﬂh:dﬁ- i=l|-lr“
=l
j'.E.a:EB_[J&N’Lfﬁﬂﬂj=1,--..nmﬂknﬁgqﬂﬂkpﬁl.
Definaneos

Te(f) = Y o F{E).

Es mencillo demostrar que Ty define un wapeo lineal del espacio de funciones
simplez en X, Ademila, & [ &5 como antes y 3 = aup {| f{w}| : » € 0} entonces

Z I'-lI-'I"'T'l:.llj"l']

=]

Az

= dRFN ),

ITe () =

donda la iltimn desigualdsd g tiane peor 8 Proposicidn 1.15, parte 1.
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Asi, gl o ol espacio de fanciones simples sobre F oonsideramos Lo norma del
supremo, entonces Tp achin an estecespacio como un eperador lineal conbinuo
tal que

ITell = I FRER).

Enseymida notamos que peesto que T es lineal v contings en el espacio
de funciones simples sobre ¥ v toma valores en X, enfonces T tiene una
tiriica axtensién linesl contin {ver [20], Teoremn 2.7-11, pég. 100) que de-
notaremece también par T <el espacio B0 & X, donde B{T) ez & spacio
e funcienes esealares en 0 que son [imites uniformes de Fusciones simples
sobre F, La discusifin anterior nos permite hacer 1a sigubente definicidn.

Definicldn 1.17. Sea I un dlgebra e subectpaontos de 00y F 2 F < X yma
medida vectorial acolade. Para cada f € B(F) definttaos

f fdF = Tel ),
domde Te es da ertensdn Mnoel eontinun menconada anferiormenta,

Notemos que esta Integral e lmeal en F v on [ 3 satlaface

“f L I < [l FIER).
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Capitulo

Integracion

En esta oupitulo estarcmos principalmente interespdos 6o el eatudio de
integrales do funciones con valores on un especio de Bannch X, mon respecs
ko n medidas sacalores, Do masers fiis preclss esbaremos inberesados en ln
definicidn v propledades de Lo integral de Bochner, también conocida como
Ia Sintogral de Dunford v Schworts” v 1o ol o wne genecalizecisn directs
de ln clizies integral de Lebesgue.

Estaremos sismpre suponttido que (1) 5, ) a5 un espacio de medidn finita
yooue X o8 un espacio de Banach,

2.1. Funciones Medibles

Se extudianin dos tipos de medibilidad: ferte v debil, Nos enfocarsmos
principalments en la medibilided foerte, pues lo calidad de s medibilbdad ey
directomente proporcional & la calidad de las aplicaciones,

Definicidn 2.1, g fisheidn § : 0 — X 3¢ Hamag simple 51 existen £y, Tgp 00, Ty €
Xy EL E,.. E, EE {neles que

n
-

Jr = LJ’-IE.'..
pe= |

donde yefw) =1 5w e E g yp{w) =0 5w g £
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Definicion 2.2, tna funcide [ 20— X s Homas g-medible o Faerte
mente medible 51 ol unn secenign de funclones simples (fudz, tol gue

"H_.-U:utfl-{""} —flwf =0

M pecos boda w € 51,

Definicion 2.3, Una fussidn 00— X se llama débilmente p-medible
oL parn eoda 2 € X* la funcidn 2*f 18 — C ey p-medite. De mranern s
gemeral, 5i T © X* y wi 2*f o p-madible para toda z° € [, entonces [ 5o
o T-redible

F 0 — X ey Xomadible fevondo X es identificade con su imagen en
A baga la inclusidn candivica), endoncos | sevd Hamada débil-* medible.

Es frocusnte encontrar ¢n la literaturs ks términos medibllidad fuorte ¥ me-
dibilided escalar para deseribic [a g-medibilidad ¥ la pemedibilidad dilsil,
respectivamente, A veces, suprimiremos el uso de o (en smbos conceptos)
cuando no haya lugsr & confusion, Puede demostrars: que la soma de medi-
bles es medilde, milltiplos escalares de medibles son medibies y liites -
tunles eip de medibles también son medibles.

Teneinos mdemds ol sigulents bema senpiflo:

Lema 2.4. Sen f 1§} < X uno funcidn foertemente medible. Entonces fu
Suncidn real (| [ es medibde,
Dwrnostemeidn,

Por definicidn de psmodibla, axiste unn sucesién de Funciones simples f, ¢
i — X tal gus

Il fafee) = S]] =
pars cazi toda w e £, Al

Ll = It el < [ () — S}l — 0,
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cntonces
I Fafadll — 0f{awdll  po-ctp en £

Por conmgniente || = medible real-valvada.
[ |

El siguients toorema e biwica of o cstudio do fiimciones moditles,

Tearema 2.5, (Teorema de Medibifidod de Petiis)
Una fancidn f: 60— X es p-medible 51 g silo si

I. Exigte E € & con g E) =0 g tal que FI1E) er un subconfunte sepa-
mbie de X (1 ea p- esenciabmente soporeble naluada® ).

B [ ex débifmente p-redible,

Damostracion, (=] Supongames que f: 0 — X e emedible, Procediendo
come en Lo proeba del Teoretnn de Egoroff, constriiremes una sucesidn de
funciones simples {f,07, tal qua

Im [fa = £l =0 (21)
jemal wniformements,
En efecto: Existe una sucesidn de onciones simples (.02, tal que

Jirm | falw) = flw}l| =0 (2.2)

para pecasi bode w € £} Sin perdida de generalidad supengamos que {2.2) s
cumple para toda w g £,

Defintends para me,n € ™
Eufm) = | ) {w e @: ffelw) ~ flw)l| = Lim},
h=a
comn f v f son medibles ge sigae del Lems 2.4 que E,(m) £ T, también so

then que Euyalm) © Eu{m) ¥ dado que fu{w) — f{w) para tods w & 03 s
ggue qui M5, B (m) =10



Como (i) < 400 e sigue que pera cadi m € N
i o (Ex{m)) = (e Bu(m)) = () =0

Abora, sen § = (. Parn cada m € M elijase &, € N tal que

B i) ﬂim_
Sea By = L7 By (m), enbonees Bz c B y
R =Y plE (m))
= 1

::EF

= d{2—1)

=&
Ademds, 8l w ¢ £y entonces w ¢ ., para toda m € My por tanto

Ihlw) = Fla}] < 1jm pata tods & > k..

Ast, [fyliey converge unifermements a [ oen $03 By, quedando probada ls
elirmacion {213

En virtud de {2.1), poca cada n = N existe E, € © tal que p{E.) < Liny

Uin fo=f

n—ac

uniformemente en (1 £,

Ahora bien, cada [, e simple v asi, 5o rauge o5 un subconjusto arodado
contenide en un subospacl de dimensidn fnita de X, e decir

.|r1.| = Z.:t!x&:

=l
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Por lo que f, [T € §2y,.... 0.3 =Y. Entonces ¥ es subespacio de X de di-
miensidn fnita yven espacicd de diinension fnike Lodas lus normes son eqiiva-
lentes por ko tanto tambidn bos conceptos acotedo v iotalmente amtado son
erqivalentes. Se signa qna [ (12) s totslments scotado y tambidn £ (00 E)
para toda m,n € M,

Como fm(h E,) o3 totalmente acotado para toda m,n € N afirmamos que
FUINE,) ea totalmente arotado para toda re € M (y el seril separahle).

Dadone M, [, — [ oniformemente en T4 K, o8 decir, dado = = 0 existe
N e M tal qua

| fovioe) — Flue)l| < &2 porn todn w e B,

Comner [ { £04 By, ) @8 totalments aeotadeo, existe una coleocidn finite oy, .., =, €
A tal que
fi fﬂ"nEn] e L‘r_f.|H;.r![-Tj]- [(2.8]

Venmes que (I E) C |, Belzy). Ses 2 € SIINE ), asl » = flw), w &
i1 £y, entonces por {2.3) existe 5 € {1,...r} tal que || fulw] — o) < e/2
Pir tanto
b — 2l < |2 — Fuledll + || Faeluw) — =4
< (1) = Fielwdll + |10} — 20
= afB S

=,

Entonees (1 5,] & totalmente acotado pars toda n € Ny por tanto es
separable. Por copsipaienls

£l [ B ) = U U By )
es tambldn separable. Obserwncls que

U IE) =i,



o 00 L, (BB ]) = 0,

pues u(Ey) < 1/n para toda n € M, quedands probada asl s parte 1 del
Teoremea.

Parn probar la parte 2, notamoes que como Sulw) — flw) pars casi toda
w € §} entonces pars cada 0 € X tmdremos que 2(fL(w)) — 24(f(w))
pura cosi toda w € {} por I cootinuidad de z*. Como cada f, es simphe
enbonces £*f, e también simple, pues 2° o lineal, Asf, £ [ e madible para
toda #* € X*, lo cial nowssteos 9,

{+=) Sea E & E tal que p(E) = 0 y FUNE) separable. Sea {2} wn syb-
coi|inte deiso y wumessble de {57 5). Por of Teorema de Halo-Bagach
podemos hallar una sncesidn (£} de miembros de X* tal quo
izl =l ¥ li=1

Nétese que para tods w & £} E

Gl = sup Al {24)
En efector sabemos por ol Teorema de Hahn-Banach que para todo w (3

fw}] =sup {|x"(flw})| : 2" € X* y ||5°]| <1},

entonces

=up oL (F () < (17w, (2.5)
Aborn, s w € INE, exdste (0,72, subsucesidn de (1,22, tal que

r'|1|- =y _|r{l.l.l_:|'
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I {ue) = i |
= Jim b, ()
= Jim |l (= Flaw)) + 2o, (Flw))]
£ Jim (|27, (20, — Flamd)] + o5, )]
< E [lza: = Flw)l + J=5, CAwT]]
< Jim |, ()
= suple;, (flw])]
kEH
< sup|z{flw)l],
mEn
de dopde obdenarsos gue
)l < suplas f(wil (28
Hah
Entonees da [(2.5) ¥ (6] vemos que

)] =sup (3 fe))]
neR

quedando demosivado [(3.4). En vista de esto v debido a que [ ez débilmente
medible vemas e b funcidn real valunda || (O] e p-n:uadj:]:ule. Por &l mismo
argumento de ankes, los funciones g.(-) = [ f{-)— 2. ||, 5 € M, son gemedibles,
Ahora, sen g = 0 ysea

By ={weil: g.lw) <e}.

Ei={wehE: gw) l';.E}U{iI.IE E:g.lw) <}
= Eﬂp U'Eﬂl'
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Vemos que £, € I, mientras que 5, € E siempre gue g ses compbeta, por
lo que B, € E &l pes unn medidn completa.

D¢ coslquier manera, dado n € W podensos encontrar 8, € E tal que
i B AE) = 0.

Abora, definnse g : (8 — X por

Fliu-]={ Lo ow € BN Bn
0  enolro casg,

Entonees ||y — )| © & p=ctp. En efecto
Vemos que [INE < | 77, By, pues siw € IVE y £ > 0 existe =, tal goe

lf{w) — | < e,
entonees g, (w) < ¢ ¥ por tanko © € 5. Asl que I\ U2, E, ¢ E y por tanto
s LR, Eu) =10,
en caso de que LR ELE I,

De cuslquier mode s definimos 8, = B, — L1 By, como

MR, By = AL, B,

(A0 LIEE, E) =1,

dado qua &, e8 eprocimable por B, € E, pues p{ B A8} = 0, s aigue que
o (L2 B) =0,

Sl w & U, B, entonces existe n tal quoe € B, v por tants en B, ven B,

As que
glw] =z,
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Enbomces
llelw) — fluwl = [z — S|
= g (1) < £

Par tanto
log—Sll <& p—emp

Por tanto, [ puede ser presencialments uniformements aprocimide. por una
fiencddh o e toms una cantidad numerable de wmlores,

Asi, mande £, = 1/n con n € M, obtenemos una sucsbin (gl de
funciooes que foman solo une cantidad numersbie de valores v tal que

g = fll <1/n pectp. paratoda neN. (27
Cada o, thene |a forma
gh= Y TanXpns

mrml

donde B M By =08 i# f ¥y B €L
FPor (2.7) podemos ballae D, € E con w13, =0 a8l que

llgh = £l < 1/m
o {110, por lo que conebderando 0 = LE5, O, tendremos
llga = fll < 3fm e OAD ¥ {0} =0
Abhorn definamos la sigulents sucesion de funclones simpies:
Fo = Tuixms + X gy + o+ TanXE.
Dnde ¢ > 0, exieto N € N tal que 1/n < ¢ parn toda n = N, por Jo que
lgs — Fll < 1fn en (HD

Eempes que n > A
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Seanw e MMDynz Mdwe B, UEsU.  UE,, entones g () = f,{w}
par Lo cpue

[ falne) = flalil < 1/n < e

Biw g By U..0E,,, mtonces como W0 = LR Ey para tods & € M,
exeepto quisis por un conjunto de p-medide cero, forsessments podetnos
hallor k> n+lyl <l <ktalquewe Eyy a8l gi{w) = fi(w) por ko que

Iy = fluc)] = N () — ()l
< Lik<1/n
= .

Hemos mostrado gquee

Ual) = S0 =0,

cunnde i — oo en G40 eon (f,)=, sucesidn de simples ¥ por consigubente
J i1 — X o= fuertemnente medibbe,
|

La prusba del Teorernn antarior produce los siguientes resulbadios;

Corolario 2.6, Usa funcidn f 10— X es jg—medible & g silo 01 [ e g-ctp
el Wmite uniforme de wna sucesidn de funciones u-medibles gue foman une
easttatog numernble de slses

Corolario 1.7, Una funcidn [0 — X p-esencialmente seporadle valuads
ex pr-medible si eriste wn compunte nermante ' © X* tal que lo funcidn
numéricn T°f ex pomedible para tada =* € T, (Recordemos que I X* es
norFmante Hporn fnda £ X

ll=ll = mup {]=* ()| ¢ fo*|| = 12" € T}
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Ejemplo 2.8, Una functdn débifmente medible que no e2 fusrlemente medi-
e

Congldermmes ol espacio da Hilbert no soparable 2 ([0, 1)) y ses {e: 2 ¢ € [0,1])
uns. base ortemormal de éste, Sea f:[0,1] — 210, 1) tal que
It =y
Ahora, dado o= € (P ([0, 1)) = # ([0, 1]), sabemos por ol Teorema de Regre-
aentacitn de Riess que existe un dnkeo elemento = € ([0, 1]) tal que
r'(n) = {u,r) paratods ue 2{0,1]).
Asi L funcide & f 5 [0, 1] = C satisfue
{=" 112} = =" (£{1])
= :I."l;Ej_:I
= &y, 2}

% < w3 [;-:.c.}c.)

s g

- E W{BI-EJ

el
= '[,Iﬂfr:h
¥ eabamos que hiy una cantidad o lo sumo numerable de s tal que {z, ¢} #

0, ya que [a surma en la euarts ignalded thene una cantidad a bo mds mumerabln
de sumandos distintos de cero. Por tanta

=0 wotp en [01]
donde s la modida de Lebesgue,

Con esto ocurre pari eads z° € (%[0, 1)), s sigue qua § es débilmente
medible. Por otra parte, si £ C |0, 1] entonces f (|0, 1\ E) a2 separnble & v
=M si [0, 14 es 4 la sumo numerahle. En tol caso plE) =1, 5 E £ T Por
tanto, por el lenrema anterior tenemos que [ no ea je-medible.
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2.2. Integral de Bochner

Esta seccidn estd dedicada al examen de Ia integral de Bochner. Algunos
la congoen como “integral de Dunford v Seliwarte” v otros como *Primera
intepral de Dunford®. La integral de Bochner es una shetraccitn directa de
fu integral de Lebesgue. De hecho hay quienes bao dicho gque la integral
da Bochner es solwmente la integral de Lebesgue dende el walor absoluto
ha sido reermnplazedo por Is norma. Aungue ésto ocurre frecnentomente, tal
eomentario constituye una yaloracidn ercdnes de la integral de Bochner. De
btcd, la [alla del Teorema de Radon-Nikodym para la integral de Bochnes
a8 In base de algunes de los vesultades més sorprondentes oo la teoris de
medidas vectorinles v en la teorin de sstrocturs de espacics de Banach.

Como vimes sl inicio de lasecoldn antesior, una funcidn g @ 81 — X ee [lama
simphe si toma un nimers Anito de valores Ty, 0. € X ¥y A= w7 ({1} €
Y pars todo i =1,.,.,n La Brmude

= Elrﬁﬂm
p=l
se llivma la representacidn estéandar de @
Cuando u{A;) < oo pard tods § = L., 0 dircmos gue 4 es une funeldn
X-escalonada {obsecvemos que cusodo (11, E, p) es un espacio de medids

finita, la condicldn g(4,) < oo pars toda 1 s superfiua, De hecho, sienspre
estaremos considerando (88, E, i} espacio de medida finite),

L brbogral de una funcidn @@ 0 — X que es X-esealonads se define asi

[otn=3 utage. (28)

f=1

lgunl que en el caso real, piede demostrarse que sl @ = 300, 1XE & ot
reprafentacidin do e ooom plB;) < o0 par toda §, mtonces

f‘f‘d# =3l By

1=1
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Lo pregunta téeniea que s« tiene ahors es cdmo geseralizar la integral de
una funcidn con yalores en X més alla del caso de finciones escalonadas,

Existen varisd generalizaciones, pero la que aqui discutiremos es bn integml
de Bochner,

Cuande ¢ 1 {1 — X es X-emrealonada v F € B, definimos

[ o
5

Ea senelllo verificar ol sigiiente Jema:

Lema 2.8. § g : [} — X e X-esenlonada con representacidn esldndor
P = Foiml TiXa, ertonces fa funcidn ]| < 3 — R fol que |lgfl{w) = [p(w)]
&5 una froncion escolonada o velores reales con represenlocion esténdar

el = 3 sl
=1

Adenids

[lella =3 brtuca o || [ o] < [ et

=]

Claramente, toda funeidn 2 £ — X qoe es X-escabonsds es ertenents
medible, Para extender la nocién de integral dada en {2.5) 0 un subespacio
miyor conbenido en la clase de fonciones [ - 0 — X fuertemente medililes
requerimos demostear Io siguiente:

Lema 2.10. Bea f: 01 — X fuertemente medible. Supongamos que pore dos
sucesiones (@) o {¥n} de funciones X- evcolonedas, los funciones reales
medibles | — wall ¥ 15 — tall #om Lebeague intsgralies porm toda ne My

t {17~ gl = Jim [ -l =0

L b=~
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Fritonces pare badis 5 € 6 fe liene qus

r}[p;f;wdu =13_F9ij;1ﬁnd#.

donde estos dos ditimoa dmites son lomados cm respercie o o topologin de ln
o et X

Dheimnst rrcidi,

Saen {10, b v D1, ) dos sucesiones de funciones X -escalonndas con lns propiedades
aaimnidag. Sea E £ T, fijo. Entonces

JIL"D"““_JL""“”[“"= L[ﬁ—%]#“

< [ loa =l
ELIII—I.-:«.IH#U!;IIJ’ — mlldp

lim f [T —f gpmdp" =1,
e [ f B
o eunl minesten qun {fgn,p,.dp]- s una sucesian de Couchy en X ¥ efano X
es o Banach entonees converge en X Similarmente, { [ shdp} converge an
X, Asl

||J'L"”“""“‘J';“'-||‘i“ % J{;IJ’- wnlldna-j;uf = el i,
¥ por tanto
Jim, f;%r-!#= lim J'; Wi,
"

Le integral de Bochoer fee intneducida por Salomon Bochner en 19033, A
eouthnuaciin damos Ia definkckn correspondiente:
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Definleion 2.11. Sea f: 0 — X una funciin fuertemente meditle. Diremos
que 85 Hochner mbagrable s sxisle ung mueesidn {9, )=, de funciones X-
escmfonndes fal gue o funcidn real medible || = .|| e2 Lebesgue integrabls
para cada w £ M oy

Jin f 1 = walldas = 0.

B .este caso, pora cada E' € B b infeprad de Bachner de [ sobre E so defing
por

[ 1= Jim [ (29)

donde el lfmide se foma en la lepologia de fa norma en X,

Observaciones 2.12. L A veces escribirernan [ fdp en ves de [ fdp

2 FPor el Lema anterior, la integral de Bochner esid bion definida pues no
depende de la sucesicn pariienlar de finciones csealonadas gue se wsen
mEr e

I Claremente, toda funcidn ¢ X-eseolenads ex Bochner infegrable y 5
=3 day
#ul
eriances

j jplpl = E: MEMAdr, o teda Ee B,
£ i=l

La familia de todas las funciones f : 0 — X que son Boclner integrabiles
constitaye un subespacio lineal del espacks do las fancienes fuectemente medi-
bles de ©F en X ¥ |a integral de Bochner actiin come un operndor lincal de
eate epacin en X, De maness mds procien:
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Teoroma 2.13. & f,g : 1 — X aon dos funcioncs Bechner infegrables,
o, F & K (donde K =R o C), endonces o f 4 g g3 Bochnor integroble v pard
toda B e B

Jot+omeo [ jdus o [ gt
Se amite |a domoestracion (muy sencills) de este teorema.

La definleidn de la integral de Bochner oz algn complicads de aplicar, gin
embargn, parn neestta fortuna en espacios de medida fnite (que es el caso
que siempre estaromos conglderando) tenemos ol signiente eriterio:

Teoremn 2.14. Sea ([, E, 4) un espocio de madida findda y £ 00 — X una
Juneidn p-medible, entonces [ e Bochuer integruble 51y solo si o funcidn
(lF] s Letesgue inteprable, s decir,

f 1 ks < 0.
fl

Diemnstiaciin

{=*} 5 [ es Buchner intograble, sen { £, 22, uns sucesidn de funciones sicnples
{X- escalonadas pues w(i1) < oo} tal que

ume;lfw.rndp-u-

== o<

Entonces

J{: \llda < ,f 1f = fulldu+ f Ml < s

paris i suficientemente grande,

i+=] Bupongumes que [ e prmedible ¥ que

[ 151 < o
I
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Debido al Coralarie 26 podemos escoger una sucesbin de hinciones g-medibls
{faJ72, gue toman solpmente una centided a lo mds numerable de valores tal
fqae

If = fall < 1jn paratods neN  jectp {2am
Poeate gue || fll < |0 - 1/n pctp v @ o8 Anita, entonoss

[ Il < o,
LT

Ahora, para endh n & M eseribamaos

L]
_‘rn = E Forrin X e i

T

donrde E.-.H"'IE..J-=HE:|'E=,£_'|‘., I EomeEX.

Comio
n -y & d il
JLECE T
lEnEmos g
[ Wda—o
I‘-';:*-'H-FLE"J

cunndo mo— oo, para cadan e N,

Luegn, dado n & M exista F, suficismtemente grande tal qua

/ Mol < 52,

"E-J‘i-nug""

3aa g, = Eﬂ‘_, T X Bt CBOA g, 28 uia funcion simple ¥ por [2.10) tenemos
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J{. 1 = gallds < _," IF = fulldut f A
Eﬂ:mtﬂn Z T-m.‘-m....“

3 r,mn_..”ap
m=Fa+1
L

n
= @ ""'Jr z Ii'nmlxﬂ._d;l“

| Ly

S

@+H§1-i\.rl
i HY

o)
i

5

FPor tanto, f es Bochmer integrahie
[ |

Tenames tambbén un Tearenin de Convergoncin Dominads pura Lo integral
de Bachner,

Teorema 2.15. Sex [ : 1 — X woa funcidn fusrtemente medible g sea {1}
wna sucestin de funciones Bechner infegrables tal gue [|f(w) = faw)) = 0
par cast toda w € 1), 5i existe uni funcidn Lebesque infegrable no negative
pif}— R ol que || L) < 0 pom dodo n € N p-ctp, entonces [ s Bochner-
inlegraile i

i f_ﬂ,du:ffdp para dodo E€ X,

it E

Dremostracidn.

Tenemos que ||f — full < 29 p-ctp y || F— ful = 0 pctp, por bo que podemos
aplicar el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue s ||f = £ ¥



2.2 Integral de Dochner 40

ahtenamas

Jr=fuds .
Alora, para cada n € M alijase ona funcidn simple ¢, tal gue
[ U= e < 11,

¥ odtes (i
Jur=eadi< 15 fatdc+ f 1~ eulidn = .
Asi [ es Bochner iotegrable ¥
[ s i, [ g
E b
=t { fudn
n—m o

Obaservaciones 2.16. 1. Fn lo prusba del teoremo anleriar 3¢ mosted qie
s [ 1= £l =0,

B Be puede subsbifuir lo convergenca |[folw) — Flw]]| — 0 p-cip por
cOnTETEReu e et

I:Iﬂlrll[{ﬂ'Eﬂ:"f.- fllzel)l=0, poratofa =0

Eala ez pasible prees en el mao eldsics se Hene un Teorema deé Conoer-
gencin Domidnedn socstitupendo conmerpencio peniuad, por copuorgencia
on medida (ver por ejemple [f), Teoremn 7.8, pdy 71, ). Asf gue stle bos-
ta aplicar esta versidn del Teoremo de Comvergencta Domtnada clisico
i les funcionss || f — fu ]l domimados por 2g.

Enzepuida estudiaremes més propiedades de Ja integral de Bochner,
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Teorema 2.17. See - {1 — X wna fimeidn Boefmer-integrable con respocts
a i Endoniens

1,
ul_lh.f‘,lm-n J’: fop=q,

”j;fdnﬂﬁfgmdy pam toda  E € L,

T
P f Fidin
i
donde o st del lodo derecho ex ahaplufomente COTIE T .

4 SLF{E) = [, [dp, entonces F er una medidy vectorial de sarineidn
acatady y

|F)(E) = J{, L i b B e

Dharnost raeion,
Carnn

L 1/ llds < oo
pues fes Bochiver inteprable, entonces

i die =
Jim 11

Asf, si probames primern 2 tendremos entonces que se cumple 1, Para de
mostrar 3 tmamos primero f simple y Bochner integrable, diganes

F=3 =xs.
=]
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L = | ]
= ”g e (E 1 E:]V
< ; el E 0 B

- JJL e

Enseguida corslderamos of cnsooen que [ es Bochner Integrabbe. Exdste une
aucealdn de funciones simples (f177, tal que

=i

oy [ 17y~ fldn =0 (2.11)

[ tiu=tm, [ fid pararodn Bez

For [211) tenemis gque

f'fnlﬂ'ﬂ—*fllfﬂdu pare toda E € 0
B &

Joyoe] = | 2]
=t o]
< i | e
= [ 171,

donde ln desigualdad se tiene por el cass de las funciones simnples.
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3. Primero netnemos gue la serke
)
Y [ raa
el & En
ostd domineda Gérming & térning pos L serle consergente de niimeros 0o

negativos 2
E[E“umﬁ (< [ 11dn <),

por lo tanto 370 [ fdie e absolubamente convergente. Aliora notamos

e
L,J"“'éﬁ.”“u =U{_ﬂ m:“.

debiada a la aditividad foita de la iobegral de Bocloes |:||.1 cual e8 may gencilio
de clieonr stlo necestbomeos usar lo definicidn de L_fdt.:. AeE]

Aaleandn

Jim (02 g B = 0,

¥ couseueibrmente por la parts 1 tenemos

ju:_ﬁfd.u= M

m=]

omo deseibamns mostear.
4, Notemos que g 7 &8 uns particion de B € & entonces

S =L [ |
<X [ 114

- [ W
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Entonces
IFI(E} < f Iflii < 06 pars toda B EE.
E

Por eangiguiente F og de varineldn ncotada.

Para demostrar la desigualdad opuesta, sen ¢ > 0y seleccionemos una supe-
aldn { fo )72 do funciones fmples tales que

Yim ﬁ If — fulldi=0

F— i

Fijemoa g & M Lol que
j;u = feold <2,

dea € L, eseojomos une particidn ' de £ tal que

5 [ ] = [ bl

Esto se logra de la signiente manara: supongimos que

.irq: - E T X i
kwl

donde §1 = UL, Ag, con Ay M Ay =0 & § & k. Entonoes

J Vialita= [ ’hz Rt

=¥ el A E)
=]
N A

Acw!

-E 1 el

Are!

donde = = {A; M &, .., Ax 1 E].
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Integracion

Enseguidn, tsoojamos uns particidn = de £ que refine & n' v tal gue

£,

|FILE) -}

tlea

j; Fi

Tal porticion se escoge de In siguicote manera:
Daddiz £ = 0 exister-7" particitn de £ tal gue

FIEY - X | [ s

Hge 450

Zon x la slgulente particidn de £

o £

[C=AnB:Aex’ Ben"}).

Asi
PR |/, ra
-Ziz /.
<EE|[.
-2 j; .m.u"
Lo

IFIE) -

CEw

Fara esta porticidn = tambitn se tiene que

1 linbda =3 || [ it

(2.12)

Ji; J’u‘u” < |FI(E) - hg; |F(E)] < e
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VB e

[ il = [ Ml
=% [ 1l
fex D

= / .f.n:na".
fon

pes 1 es un refinamiento de o', Adernds
<3 [0~ Sl
Hen

(el -1l < 2
< [ 1= ol

<s. (2.18)
Por tanto de (2.12) v {2.13) s signe que

e - | Il = F1E) -E [ il

Ac8)- 3 j;,rm" 43

= I,

-

fool-

Jo]

(i) =t [ sl

= J(; i

coann desdabarmos mostrar,
H
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Emhﬁn?.lﬂ.&ifu#mﬂmﬂmnﬂtagmﬂmy
fftlu=f_q'¢{u para tode E g X,
& B

Emtomees [ = g pi-ctp,

Ihomistracion,
Sea

F[E’}=ftf—sriiu-
£
entonces F(E) = { para toda F € E, por Io tanto |F|[E) = 0 para toda
E g E, pero entonces
0w |FIi) = f 1 = ofd,
13

v ual [|f — gl = 0 ptp, lnego [ = g ge-ctp.
B

El siguiente teoren exhile una propiedad fuerte de la tecris de la intepral
de Bochuer que no thens andlogo no trivisl en la teoris de integracidn de
Labeagee.

Teoreiny 2.19. Fen o0 — X Eﬂdﬁﬂeriniﬂgrﬁﬁkpfm!ﬂpucipde
Banach, Sea T & X, V). Entonces Taf: 1l wY es Bochner mtegrable y

L[Tﬂﬂd#-?‘u;.fduj pou todn E € E. (214)

(Wotw: Kate lsorema puede plundenrse en condiciones s menerales pora T,
par giemple cumndo T es un operador linsal eervado, e8 depir, con grdfica
cerrmloy wer (8 pdg, J7)

Demiosd raci dai.
Pira mostrar (2.14) supondremos primero que f es simple, digamos

i -=E.r;;|f_m.
=]
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Como T es lineal entoness Te =50, Tlx)xye, e también simple v asi

T [:J‘; Mn) =T (g sl BN Eﬂ)
=3 Tl B0 BY
=1

- [ rian

Abora supongamos gqoe [ ;[ — X e Bochoer integrable. Entonces existe
[fa)z= ) sueesion de simples tal que

i, [ 17~ e =0,

Ti—=

' Jf;fd#=_l£_tll;-,£_r..dp para toda Ee E.
A,
()= 14

= .E’.LT (L.ﬁ.'h')

- lim, [ o s

= [ e na
piiEs

[lrer-rordus [ 1T~ fubea
=1 {17~ it — 0

ciandn n— o
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Corolario 2.20, Sean f,g: @ — X funciones prerediies g supdnguse que
parn foda 1 € X° se tiene que £°f = 2% g-clp. Endonces [ = g ji-cin

Bemmastrnoidn.,

Escojass una sucesion (£,)2, € T tal que E, © B U B =1y [0
kon nmbas scotrdas en cada F

{Esto puede consepuirse ssf: definaumos
Ep = {we i || flw)] = n,[lglw)] <n},

es elaro gue £, © Eﬂqfﬂdmﬂ.dﬂﬂwﬁﬂnﬁﬂmnﬂ,ﬂlEHm
que [|flwdl < ng, lpfwlll = ny, por lo que si ¥ = tiix {rig, my | entonces
If il = N, fatwill < N, e decir w € Ex.)

rado que [ ¥ g son ambes sootadas es E,, tenemos gus
J[E”J'st,."d.hl*:m- f;llﬂm!d}rﬂw para toda E£X,
¥ aal las integrales de Bochoer

_f;.fxs..-*-'.u ¥ .L"““‘d""

existen para toda € € T
Fueste que para tda £* £ X tenemos que ' f = 2y peelp se sigue que

fx‘.fn-..d.u=j;='gxu,.ﬂ# para todn £ € X
-4

Entanes

g (fs fxs.d,.uj =3" (j;_:uw_dp) paratode £ £ E. (2.15)

Fijenos £ €L y enbonces como [2.16) e vilida pars toda * £ X, ¢ igue
del Teorema de Habn-Banach que

JI{;.I'M.,J.H=LJ’A:5.*#+.
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¥ eato v viilida para toda & € Xy por el Corolario 2,18 tenemos quo fyg, =

Txe, f-otp para cada n £ M Esto implice que [ = g wolp,
u

El siguients resultade muestrs que las integrales de Bochner indsfinidas
comparten una propiedad muy importante con e integrales indefinidas de
Lebesgme,

Teorema 221, Sea f Bochner inteprable en 0,1] con respecie o Ju medida
de Lebeagie, Sntonices porn casi toda 5 € {4 1] se tiens que

ath
i = [ 700 - s =, (2.16)

A==l

consecusniemente, pam oo toda s € [0, 1] s Hene

Iy
e [ st0d = g9 {2a7)

Dramnstraciin,
Puesto qne

||:‘.Fﬁ[.l'-.’r,'l —.n"ia.'l:ldf.| < %JFH Brieh — fis) et

In nfrmacicn (2.17) 20 obtiene do la afirmacidn (2.18). Podemos supener sin
pérdida do generalidad que F (10, 1]} es un subconjunte separabbe de X (e=tn
siposicion e puede hacer debido  qoe el Teorema de Medibilidad de Petii
- Teorema 2.5, asegura que éxiste & € £ con p[E) =0 tal que £ ([0, 1]\8)
es un saheonjunto separable de X y ademds que para efectos de integracidn
& no apatia nada).

Sea {x,}3L, un subconjunto denso y & lo mas sumerable de f ([0, 1]} Por ol
Tecwema clisico de Diferenciacidn de Lebesgue tenemos que

1 pen
i = L WA gl ) — (2.18)
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para eesl toda s £ [0,1] ¥ paca tods n € N
Sed s £ [0,1] tad que (2.18] se cumple para todu n & M, as

+h 1 (1T
imsap 2 [ 1100 = o <timgog (5 [ 110 - 221
+ lza = Il
= 24/ (8] — zall;
para toda ng N,
Ahors, dado = > 0 alijase N € H tal qua || f{5) = zx|| < £/2, luego

t+h
st [ 150~ Hs)lie =0,
g | LI ™

Entuasces o
i [ 150~ e =o.
" .

Enseguida, darmos un vistazo a los espacios e Lebesgue-Hachner,

Sen 1 € p < oo BP[0LE u, X) osimplemente LP(p, X} denotari todas
las clases de equivaloncia de las Tunciones f 1 0 — X que son u-Bochner
inbegrabiles v taled que

151 | [ 125 0 o

ligual que en el caso escalar, puede denvstearse qua (LP(p, X), || [|) & uo
egpaci do Banwel

L8, 0, XY o simplemente L%(0, X) denotard todes i clases de
equivalencia de hmciones esencilinete acotadas p-Bochner integrabdes |
0 — X Para f £ L™(p, X)) denobomos por

| Flloe = eas s ||l
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y tambidn comeo en el enso ssealnr puede verse que (L5, X, || Jle) e5 o0
capaein de Banach,

El simbala £2(n} 1< p £ oo, siempre denctara LP[p, .1;'} euande X ee ol
campo de sscalares,

Uno dit Ios sspectos mils interesantes de I tearin de thIIItEg,Tﬂ.ldEEuﬂhﬂE-l'
ge cemtra en la sipnbente pregnnta:

JCwindo una medida vectorial surge como una Integral de Bochner
Indefinida?
Examinarerees répddamente cota situncidn:

Bem (1 E, i} un espocio de medide finite v F 1 5 — X wna medida vectorial
e la forma

F(E) = )J" fi
&
para alpana funcitn Bochner Litegrabila [,

El Teoretin 2.17 garantiza que £ ea numerahlemente aditim, p-continna v
de varincidn acotada. Reciprocaments, 6 F @ T — X os enalquier medida
aditiva mumerabie, j-continua ¥ de varlacidn seotada con un rango finito
dimensional entonces el clisice Teorema Je Radon-Nikodim prodoce une
Feocidn Bochner-integrable £ ial que

FlE) = J'; i,

En efecto; Sin pérdida de generalidal =e puede suponer que & : © — K®
va que e rango da F es on subeonjunto de dimensidn finita de X ¥ on
dimensidn finita todas las narmes son equivalentes. As, F = [F, ..., F.] con
Fj : B+ K, f=1_. n Entonees cada F; ez numerablermente aditiva ya



i [nlegmd-!m

queal (B, © Etal gue SN E =0 k£ L entotices

(£ {1l 27y R 4 {Ltaﬂh” =F [L.I'j':_. E-'t]'
=3 FiE)
kem
2 =% (R(E), . FulB)).  (219)
k=]

Entoneos

oy S (A B

]

dim (E Fi(Bu) 3 an.EkJ)
b ] kw1
deml ke

= (i F|{.IE||:]| ""i Frl.l::-E::':]') L] ﬁam]

k=1 =1

I:.Fa [LIE'J_j_EI::' (IR F:u {I'-E-IE*:I.:I

donde |a tercers igunldad se sigue del becho de que en dimension finits la
comvergancia o5 equivalente o la convergencla coordenmds & coordenada,

Por consigukente

Fs, B =3 R(E) pantods §=1,..n

158 |

Agimismo, como F e g-conkin tonenos que

JIII-[!E-U iliat,

¥ entonoes
Um Fi(E)=0,
]

es decir, ) g8 y-continua pare toda j = 1, ..
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Ahora veamos que cada F; es de wmriaciin scotads, parn ello recordemos que
en vex de eongiderar an K In norma que X le hereds, podemes conside
rar la norma euclideana o cualqubern ot norma convenbents, por ejemplo:
| FLAM = [Fi{A) + ..+ [Fy(A])]. Entonces

oo > | F|{fl} = sup 3 [|F(A)|

W Agw

2sup 3 [1F5{A)

AEW

= |Fil(f2),

para toda f = 1, ... n. Do aqof que eada F; es de wriscidn scotada,

Agf, par el Teorema de Radon-Nikodfm exlsten f, voes o #m LM(1) tabog que

5{5]=LL¢ puma tods E € £,

Afirmamios e

F(E}= (L Fuddy, ..-,j;.l'nd.u)

=J{[.ﬁ.11'-|fn]dﬂﬂ
E
En efectoc Supongamos que ;. § = 1, .., n, o4 simple, digamos

fr= o ool

dende al’! es escalar v =0y, con Ay M Ars Bsi J £ L



G4 Integracidn

Sea F o= fi; e fr)y cotonees par toda &€ E

FiE|= g -
(E) U;h#, .L:er,u)

= (E..:ﬂm AEY a1 EJ)
=1 =L
=3 (P uAn B ol AN B I']

e
=)|£ [E': {u?:'sl +. 4 nf"'t.} 1-_-_,,,,1 iy

=il
= f{fh ] .Ir'll}dFI
[

donde {e;}1.; es In base sbdudar de A

Queda demostends Lo aficmocion cusods cado fy, ..., f, 28 simple, En el caso

general, sabemos que pars cada f3 1 1 — K podemos encontenr ann sucesidg
[ .

de funcicnes simples [i ',:f} ! tal gue |q:-.."'1:'] = |l donde

Ji= lim @ e

I =4

¥ ynque cada f; € L), se sigue del Teorema de Convergencia Dominada
gqus

}rffi#-n[ig;_ufwﬁ“l’dp para tods §=1,..,n
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Ml

FILEJ=( st [ _f..rh:)
(oo
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a umj[-p“ .-.a-‘.',"‘,'l-i#
=2 f g I,E':"]j

E'"'l_“:“
- f (faioms fuddit,
E

donde In terceen igunldad se tiens va que b comvergencta en K™ ez equivalente
n ln convergencin coordenada s coordenada, 1a cuarta por al caso prévio, v n
quinta lgualdad por el Teorema de Convergencis Dominada, que s& usa de)
merdo sigiicmte:

&B‘I — Ul‘_'lfﬂ} --I-tmm—hal:l {ﬁﬂlc'lll:ll: 1‘*"!::I} tenemins guee
" (el e ]‘"p = E|¢,|:H]|
=i

< Y14 e L)

=1

Entonces la afirmacién quoda damaosteasdn

Por tanto
F(E) = Us.rlnrfx. o f, f.-ﬂ'#)
=LL|"|..---| Saddp

= j; e,



66 : Tutegracién

donde € LA, &), pues podemos considerar por cjeraple || £|| = ||+ -+

”-nl ¥ anl ] .
Justda= ¥ [ 1htie <o
fmi
[ |
Para la integral de Bochner peneral, esto yo 0o nocesarismente se verifon
Ejermplo 2,22, Una medide vecleriol odifirn numersible oon valeres en ooy,

de parigciin acolads gue ny Heme derivada de Raden-Nikodgm.

Consiruceisn,
Sea i lo medids de Lebesgue an [0, 1], 5i E < [0, 1] 28 un conjunto medible,
SEAn
AlE) = f cem (2] d,
E

¥ FIE] = (M(E) Al E)y v Aal By ).

El Lema de Rietmann- Lebesgue psguma ouse Umpeoe 3a(E) = 00 Asi F e
una madida veotorial finftamente aditiva con yvalores en &y,
Ademida

IF(E) ey < sup 3 ()]
neh

< sup JC lsen(2€)] (221)
< u(E), (2.22)

para cads snbeonjunto medible B |0, 1.
Asd, F e peeconbings, ademis e5 de variacion acodeds, pues
| ¥ §fc, 1]) = sup > IFCA) |

AET

<sup ) plA)

T HAfe

= p{[0, 1]}

=],



2.2 Integral de Bochnor 6T

y tambbén & es nditien namecable;

Sen (Ej, © [0, 1] wnm sueesicn de subeonjuntos Lebesgue madibles tal que
ENE=04j# ywa E=12 E,
Dabomos mostear que FIE) = 37720 F(E;), osto cs

(Al BN, = GENT, e (o]l [loch (2.23)

dmd

En efecin,

E
3 A E N ey = (LB dmem

I=i

- |p.,:£.'] — Ay {L'}':-Eﬂ}-w"m

-

- ip.,. fLJT.Q]J]}nEH"m

3 MilBy)
e
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=.EI_'|,p
mEN
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<ap ¥ |ALE
mef okt

[

< 50 il |

5 2o
L=

=3 nl(&)—0,

Jalet1

cuando & — oo, porque 3007 plEy] = plE). Asl queda demostredo {2.23)

Enseguida suptngase que existe una funcion Bochner ntegrabbe 1[0, 1] =
o tal qus

F{E) = j; fii perstods EC[01] Lebusgos medibls



i ] Integraciin

Escribage f = (fi, fayoci fnio ok
Definnmos A, : gy — K tal que
Aala}=xs
donde & = (£, )=, entonces
Falx) = |zl £ Yol

o8 decis, Ay o8 conbivuo ¥ come f,, = A, e f donde Ay, 8 continue ¥ [ es
madibde; se sigue que f, @ modible para tods n & K
Addinay

Al ) = j; Judst (2.24)

pars toda £ C |0, 1] Lebespue medible y pars toda n € M, pussto que

j; fiu = ( Jf; T /THE _f; Fuiips, ) (2.25)

Pren verifienr (2.25) sabemos que existe ¢ [0, 1] — g tal qua

F(E) = J{, fiis

pera toda E C [0, 1] fal que E es Lebesgue medible ¥ [ es Bochner Integrable,

Paca cada ¢ € [0,1] {t) & s, digamas f(t) = (f())%,. Como {en),
e hiase de Schunder para (g, | o), donde e, = (), tal que ¢ = doy,
LG

St =3 Jiitles (o || ol
=1
i chiecir, =
alt) =3 filt)e,

entorces
gubt) — St}



2.2 Iotegral de Bochner Lt

exandn n— o0 en || [, ¥ #8to ocurre para toda ¢ € [0, 1],
Ahors,
t o = I.t1---| n.lrulup--- =
B () Boc = DUA(EY, o) Sfult) Mee j;ﬁl;ﬂl.ﬁfi]'l
= sup | [y
JEN

= [l

BALD P

Igallee € I lle ¥ 1Sl & £ ).

Se sigue del Teoremns de Convergendia Dominada para integrales de Bochner
fque

[ 1= i,
= Jﬂfﬁ.ﬁ- foo oo Fa 0L,

= tin 3> [ ) e

a=L

=i(f,|‘ndﬁ):-

fi=1

= (f rin. [ pit. [ ...

ko rpin muestra [2.25) v por conslguiente

(A EY) e = F(E) = JL Mu=( / f.di-)“ ,

Eh
de donde se comcluye (2.24),

Coma tambdén
MlE) = f sem(2" et e
8



T Integracidn

pora tode £ C [0, 1] Lebesgue medible, se sigue que f,(t) = seni2™xt) para
eagl toda t € [0, L]

Enseguida consideremes el conjunto B, = {t € [0, 1} : fi{t) = 1/vZ},
Afiroaos que
plEn) = :'l' purs toda n e B, (2.26)

En efecto: Lo grifica de sen(2%t) en £ [0, 1], es asl

WEN.WA

=

Flgura 2.1; sen ™7t
eeko &5, la grifica de sen u en {0, 2r] “se ajusta” 2" vecos en [0, 1] baje fL(1).
.ﬂ.hﬂ.[‘l.l.‘l.i.u.h,lﬂl.l.ﬂ-}?lﬁ (€ [0, 2n]) slempre que § < u < .

AN /S
A

Flgura 237 sent
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Tl

Crbeervando la gigniente fijnura

1

N/
i A

BT

Figura 2.3: f,(1) = sen 2%t

ohtenemis que en eada periodo da fy(t) en [0, 1]
p(B) =11 [2-%3] = %_

Motomos ahorz i

[tef01]: fit) ga)= ﬁ D{tf [0, 1] : fyl) = lfv"ﬁ}
=]

Fntonees

el e 00 i) @ e}) = M (U B

2 lim sup wiE.)
1

h...

4
¥ por conslgulente,

ulfte [0 i) ey < 5
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bo cund e absurdo.
=

La falla del Teorema de Radon-MNikodsm para la Integral de Bochner no
debp interpretarss como un espects negativo de dicha ntegral. En realided,
egte echao tene epercusionss nobables en Teorin de operadres pues nos pes-
mite representar ¥ clastficar operadores lineales entre dierto tipo de eapacios.
Asimismo, tiene repercosiones [nportantes en el estudio de o geometria y
topologis de especics de Bawach, como por eiemplo. 4 valides ded Teorema
de Krein-Milman en cierto tipo de espacios. Tgualmente, tene consacuencias
muy imperiantes en Teoria de Probabilidad en espacios de Banach v en ln
mdsria Teodla de Inbegracon.



Capitulo

La Propiedad de

Radon-Nikodym y el Teorema
de Representacién de Riesz

En este capitulo definiremes [a Propiedad de Rodon-Nilodgi en un es
pacio de Banseh Xy estnableceremos v ecpaivlencin con o Teorema de Re-
presentacldn de Riesms, Asimismo, se presentn una aplicaciin que nos penmite
caleulnr oo maners explicitn of dual del sspacio IP(p, X)) enando X* tiene In
F'ni'pir.dru:l de Hadon-NHeod ym,

51 (0. E, ) es un espaein de medida finlis, Jos dos teoremas bdcloce de
Tourfa de b medida, el Teorema de Representacién de Riesz y el Teorema de
Radon-Nikodfm garantizan que

L) = 2=(p)

¥ que 8 A es una medidn fnits en E, con valores escalares ¥ pe-contino,
entonces exiate [ & L1 tal que

Afﬂ']=fju'p pars boda B e I

E

Cadn ino de astos teoremas puede deducires del ot ¥ no es asrprendeats
fuis gus extensiones vectorales se cncuendren relacionadas de manees fobima

Una posible extension de diclsss teoremas para medidag vectorinles soria de
la siglensbe innners;



La Propiedad de Radon-Nikodym ¥ el Teorema de
74 Representacion de Rissz

Teorema de Representackdn de Riess,
51X e o espacio de Banach v T LHp) — X e un operador lineal continue
enbonces existe ¢ € L=, X)) tal que

If= L Faedp
para toda € LY ().

Teormma de Radon-MNikodym,

B ¢ B — X e una medida vectortal aditiva numersble, p-continus ¥
de vartaclin acotmln, entoners oxiste una funcikén Bochoer inteprable g
LM, X tal que

E:[.E}-L;d,u paca.toda: BB

Sin embargn veremos mAs adelante que estos dod teoremas o oo
rimmgnte se satisfacen todo ol tiempo. De hecho, esta parte estd dedioads al
et o de pmbos resultados v Ia velacidn sntre ellos. Veremes qie In conexidn
entre ambas afltmacones o5 poramente formsl ¥ que si X es un espacio
de Banach fjo, entonees el Teorems de Hepresentacidn de Riese describe
todes los operadores T arriba mencionados a1 v sélo s ¢l Teorema ids Radon-
Nikodfm describe bodas b smedidas & arriba mencionadas,

3.1. El Teorema de Radon-Nikodym y oper-
ardores Riesz representables en L'(u)

En esta meciin examinarenos I relacion formal que existe entee & Too-
rems de Representucion de Rivse pars operadores en E'{g) ¥ o Teorema de
Raden-Nikodym para e integral de Bochner. Ewpezaremns destocando os
srgusentes ojompkos



3.1 El Tearema do Radon-MNikodym y aperadores Ricss
representables en L u) Th

Ejemple 3.1, Dna medide vechoriol con valores en o porm la cwal no s
crmple & Teorema de Andon-Nikodjin.

Como vimos en e Ejempio 2.22, Ta medida & 1 5 < o tal que

6(E) = ( [ som@et)dutt))

N

demebe 0 = [0, 1], ¢ In medicla de Lebesgue en §3, proporcions un ajemplo de
una medida vectorial que no tlene derivade de Radon-Nikodém con respects
b g5

Ejemplo 3.2, Un sjemple de un operader lineal v condinnn T4 L'[0,1) — o
prre. el cual no e verificn of Toorema de Representaciin de Risss

Sea [{LE, u) coms én el ejemplo anterior. Dafinase T L'u] — & como

Ty = (,ﬁ i feysentatnlt)) -

For et Lema de Riemann Lebesgoe, T' o5 un operaders lineal con sulores o
g Adernis

s = s | jfmm.]m{zﬂmm.m|
< e j 06| memn{ 2t st}
nel Siny

< me i)
= [|.f 1.

usl, T es acotadn,
Exngagiiicla supongamos fue exbste g £ L=, o) tal que

T.r‘-j;.r:.rd.u parn bods f & L' ().
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Entonces, 8i (f o5 lo medida vectoral del ejemplo anterior y B £ B e slgne
£

G(E) =T (xs) = [ gtu
ko cual es imposible pues hemos visto en el Ejerple 3.1 que no existe tal g

Ejemplo 3.3. Uno medida vectorial en L) gue no ticne derimds de
Radon-Nikodgrm,

Supengamos qua (1,5, 4 e nn espucio de medida fnite sin §tomos,
(Recardemos que un dtowo de una medida g e la o-dlgebra £ es un conjmto
A € L de medida positivi que no puede subdividirae en dos piezas de medida
Positive mis pequedin, esto st A e un Stome si g{A) = 0 y si pars cualguier
BeEtalque B < A s tiene quo p[8) = 0 o bien o B) = pfA). S dice que
una mexdide e puramente atindes o simplements atimica, s tode conjunto
medihle de medida positive pontiene un dtome.)

Drefinnse (7 0 5 — L) tal que

GUE) = xe
Entonoes (3 es aditive numerable:
Sea (£, C Bl gue BNE, = B8l j #1 yooa £ =52, Ey. Por demostrar
qua
-] ]
e =GE) =3 OB =Y xu,
i=1 =i
en la norma L°(u). En efecto,
'qul—xﬂ =fzxru X [ dp f E?Zﬂ,
Foml .:-l Jemaad
)Ir E Y, die = E fx:,ufﬁ-
.
= E BE) — 0,

Fenda



1.1 El Toorcma e Aadon-Nikodym v oporadores Hioss
representables en L) T

cunndi 1 — oo, ¥R gue o e une medida e B

(ibservames tnmbién que & e p-contbina pues
IGCENs = el = | ot = )
por o gque

||I:I-£]m—-ﬂ G[E] s

También & es de variaciin scotuda puesto que para toda E € £

|FILE) = EHPE lGEAllL = H“PE fixals
T Ace B

A&n
= sup Y A) = sup ul E) = ().

T oAz

Supongamos que existe uns funcidn Bochner inbegrable g 0 71 — L) tal
LT

Gcf:jnfmzp e todi BET
=

Diefinnmos e operador Tt L%(p) — L'(j] tal que

Tf ,{1 foda poes tods [ € L*(u),

T e= un oparador compacta pues dado que g es Bochner integeable podemnscs
elegir tns sucesidn de funciones simples (5,22 tal gue

i [ g anlesdn =0.
Definames T, 1 £2{p) — L'} tal que

Tulf)= fnﬂrnd#-
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TR Representacidn de Riess

Claramente Ty es lineal v también es continug pued
et = | | Send
n £

< f“ T -

< ke j; g s

Ademis, como cads g, toma solamenie un ndmero finlte de valores, se sigue
que & operador T, = ull operador lineal continuo de rango finita ¥ por
consiguiente, del Teorama A.30 se sigue cads T, es un oparadar eompocta,

También, sl f € L*{y) tenemos
T =T < f; T T -
<l f g — shalLzzgadis — 0,
1k

coando i — oo, Por tanto
4= Tul —0,

cuinido 1 — oo, lnogo, del ‘Tearema 4,31 se sgue que T e compacto,
A, dado que {(xe: E€E} o5 un subeanjunto acotade de L=(u), a2 tiens
qua {Ti{xg) - E € B} e un subconjunts relativaments compacto de S
Por otra parte dudo que & no tiene dtomes; ol confunts

iT(xe): EEX} = {CE): E€X]

= {xs:EEL)}
contiene una sucesion [y |70 tal que p(E,) = Bl/2 v 5 m £ 5 entonces
BEAE,) = u(f1)/d.
Eeto huplicn que
e, — xpally = B AE,)
= {114



3.1 Bl Tearema de Radon-Nikod¥m ¥ operadores Riess
representables en L*(u} e

v por consgulente (TTye ) :n & N} oo posse subsucesidh convergente, e
dacr, 1" no e compacko, bo cual s uns contradiccidn, (ver of Toorema ACH.

Ejemplo 3.4, E Teorema de Representocian de Ricaz no se verificg parg of
operador identidad en LV ).

Sen {112, u| un espacio de medida finits sin fbomos y sea II"' P By =
LM i) # operador kentidad,

Si s= cumpliern ¢l Teorema de Representacidn de Riess para este operador,
epfonces. existirla uns funcidn pemedible esencindmente sosada. g I —
L ) tal que

I=T.f=f;f9dp pérs toda: & 24u)s
En particular tendriamos
rﬂ=j’gd,u para toda E e E
e

v xg =4 E) s lo medids del efemplo anterior, asl, g seria ln dedvadn de
Radon-Mikodim de Ja medida &7, lo cnal como hemos visto o imposible.,

En lov oo sigse. ($2,E, p) @erd un esspacio de medida finlta v X an espacio
de Banach,

Deflnleldn 3.5, Diremes que un especie de Banech X Hene b propdedsd
de Radon-Nikodim con respecta a (5 E, ) o pare cads medida techo-
rial nienablemente aditivg 7 : £ — X, peeontinua y de variacion acotads,
existe g £ EHp, X tod que

G(E}-Lm pa tods B e T



La Propledad de Radon-Nikodfm y el Teorema de
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Definicién 3.8. Diremos que wn espacio de Buanach X tisne la propiedad
de Radon-Nikodim s X tiene la propieded de Radon-Nikodym con res-
pecto a fodo espacts de medida finita,

Delluicidn 3.T. Diremas que un operador Snenl seotads T - EMp) = X ea
faesz Representable (o simplemonts, mepresentable) s eviste ¢ € L%, X)
tal e

Tf=j;fmm pars tada [ € E){u).

Observaciones 3.8, [ D senerdo a fos efemploa 3.1 y 8.3, el erpacio o
nat tiene b propieded de Radon-Nikodjra y L) no tene da propiedad
de Radon-Nikodm cuanda ¢ no tizne dtomos,

2 5ila thedvda i no e purgmente eldmics enfomices 1 condiens un suboon-
sumto Ly de medida positive tal gue 1/t no tieme dtomos. Moddificrredo
el gjemple 8 del mode sipdente:

GLE) = yann,

abtencmas un sjemplo de una medida con valores an ') que no tiene
dertvada de Raden-Nikodjm. Por lo fants, cuando Ji Ty E5 punmmets
atdmica, el espacte LNp) na tene lo propiedad de Radon-Nitadgmn.

g 58 (L, 4} es puramente aldmics enfonces: fada eapacie de Banoch X
tene fo propiedad de Raden-Nikodim con respecto o (03, I, p).

En afecto:; Observeros primeno que como p{§1) < oo y positive, €l espacio
adle poede tener unn coleccidn 1o més wimerable de dtomos Blenos pog
pares. Pare checar esta afinmacidn denotemos por A a |a coleccton de todos
los dtomes sjencs por pares de o

Abora, sea

Ay = {A € A: gAY > 1/n)



3.1 Bl Tearoma de Radon-Nilodym v aperadoros Hisss
representables en L' u) &1

para tada n £ B A, &8 uni eoleccidn fnite para cadw n € M, pues de olro
mado, tendriamos una coleceldn (A, 1%, © A, para algin ng € N, pama ls
cunl s cumpliela que
- o = 1
rl(U-ﬂ-) =Y uldn) 2} = s,
nel a=l =1

b cnal ex implosihle.
Pursto que tedo A € A werifics que gl A} = 0 se sigue que

Lo
A=) A
A=
For tanto A e s lo stmo oomershle.
Sen [E,)%, la coleccidn da todes los dtomos ajenos por pares de . Nece-

srnmentio
I (ﬂ!"n U E..L) =1},
L]

¥ e e ke caso, esto es, 8 g (101, o Ba) = 0 dado gqoe g 28 puramente
dtomice tendrinmos que existe un dtome D C 1Y |, . B

Camo D1 E; = 0 para toda § € M esto produce un noeve elemento en Ia
eoleceidn |5, e Jo enal ea imposible ya que dicha coleccitn tiens a bodes
los Atomos ajenos por paces de g Asl queds proboda esta afirmiacidn, Por
consigriente, podemos suponer sin pérdida de ganan]i-:l.u.-:f que existe uns
coleccidn numernble de dtomes ajenos por poaees de e, digames [ 8,15 tales
q.uB e
=B ¥ uE)>0

R=]
Supongamos qua & ;B — X es uns medids vectorial aditive oumeralle
-pcontiie v de varacidn aeotada. Definames g 0 — X tal gque

= G B,
=2 P

n=]



La Propiedad de Radon-Nikodsm y el Teorema de
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Seticne entonces que

[ lalln= 3" et < o0
n=]
pueeto que para cada n e M
oo > G 2 3 ICIEN + |6 (L B | = ¥ la0E)),
LT el
asl g £ L' X} v adomés pora toda B ©

atey= [ pda (31)

FPara comprobar esto observomos 1o siguiente;

Para cada n g M

_ Gl _ [ 618} e p{By) = u{Eyn B)
f;..w’d"‘ a(Eg AR = { 0 suENE) =0

Cuands g B, N E) =0 enlonees ClEs M B) =10, luego

J!' i Fin) al e £y) = plE, N E)
e GlELNE] &8 plE,nNE)=i.

Cuando w(E,) = u(E, N E) entenees dado que
iEn) = W& " E) + u B, - E)

ae algue que wf £, — E) = 0y com 7 as ji-continug tenemae que G £, — B =
U, de i que GF,) = G{EN E,). Por tanto

f od = G{E, N E),
Bl



3.1 El Teoroma de Ttadon-Mikodym y aperadores Ricaz
representables on L) A

lego

G(E) = iﬂ'[Eﬂ nE)

n=l

= d

Epr n
"

cormo hablames nsegurade em (3.1),

La conexidn fundamental entre opersdores represeatables en L'u) y me
edlidas vectoriales con devividas do Redon-Nikodym estd contanida en s s
guients Lema lundamental:

Lema 5.8 Sea T : L) — X un operador fineal scotade. Definase parg
Ec kX

) = Tixg).
Fntonces, T es representalle iy adlo o episte g & L' p, X)) tal qien

G{E]Ilﬂfp&ip pare tode BEE
E
En tal caso, tn funcidn g € L0, X) ¢
Tif) = f Fot pavsioda f e b
0

Ademda |[gll= = T

Demeatracidn.
(=) Bi T ea representabls entonees existe g € L%, X)) tal gqoe

T(f) = fn fodn
para toda [ € L'},



La Propiedad de Radon-Mikod§m vy €l Tearoma de
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Al m B £ © entonces
SE) = T(xs) = [ st
(=) Bupongamnoes que
(B =T(xe) = J/; gdn (3.2}

pare algunn g € L', X) v para toda E€ £,
Fuesto que para cede £ © s Liens

BGUEN = 1T (xa)ll < I1TWNxglls = 17 sl £,
se: sigue que la variscion || de & satisface
IGHE) < |IT|u(E) pars todn £ E
¥ ooann
G1(8) = [ Holda
=
tenemos entonces goe
el < 0T etp {4.3)

(de otro moda, existivia E € 8, 4l E) > 0 tal que ||glw)f > IT| prraw € E,
Luego

IGI(E) = J{; Nelldi > [T 8]
by ol es imposible ) Asf g € 12w, X)),

Faita demostrar que [|9l. = [T ¥

T{f) = jﬁ fadu



3.1 B Teorema de Radon-Wikodym ¥ operadores Ri
representables en L° () ; BS

Pars ello notamos primern que &1 es simphe, (3.2 loplica qoe
7e)= [ pods

A, eligiendo una sucesiin de Tuociones slmples {5072 gue converge & en
L) tondremices

() = Yim T(f)

dondae fs primers ipunldad se obtiens debido a ld continuldad da T v la dltima
debldo al Tescema de convergencla deminada para mtegrades de Bochner
(s Jn sueesién (f, )%=, © L) de fimciones simples se puedae alegir tal
e || < [f], st [fallgll = [floll para toda n £ M}, Por consiguiente

= [ s

< _f Tar
= gl L,

y oo én (3.3) so tene In desigualdad opucsta se signe que

Il = llall==
L

Teorema 3.10. Sex X wn espacio de Banach y (I E, u) un espacie de me-
dido finite, Entonces X tiene lo propiedad de Rodon- Nikoddm con respecto
1] I:Tl. E. p-} T 2l 5 oedi ﬂj:nd‘ﬂ.d'n:.!r dmeal conbines. T2 i"_..ln["] — X Er
repreaentaile,



La Propiedad de Radon-Nikodym y el Teoroma de
86 Representacidn de Riesz

Demostracif.
(=) Supongamos que X tiene la propiedad de Radon-Nikodim con respecto
a (I3 K, ) Sea T LY{p) — X un opersdor lineal continua.

Definnmos 71 E— X tal que
G{E) =T{xg).

Si [En)ay €5 o tal que BN B, = @6 i ¢ §, dado que
Xu= . x, =§£xn
en ln norma de L), = sigue que & e aditive numerabla.
Debide 8 la linealidad ¥ continuidad de T° se tiona que
G E) =T {xue ) = f:’l'"(xe.]l = irs{ﬂnl.
=

n=i
Ademis, comg
IAEN < BTN(E)
g8 slgoe que 7 es p-contim v de varlaeidn wotada
Puesto que X tienela propiedad de Radon-Nikodfn con repecto & (12, 5, ),
esciste g € L, X) tal que

G(E)= [ sdu paratoda Eer,
5
por el Lemp anterior tenemon que T o8 representable.

(4=} Reciprocaments, supongamos qus tadn operador on L (L' (j), X o8 1o
presentable, Sea G : E = X unp medida vectosal aditiva nusoerable, g
continus v de variacidn acotnda.

For la Propogicidn 1,14, la vriacién |7 también es aditiva numersbde. Asimis-
o, |3 es prcontinoa ya que & lo e Por &l Teorems de Radon-Nikaddm



3.1 Bl Teoremna de Radon-Nikodym v operadores Risez
representables en L7 i

para ol caso escalar aplicado & laa medidas |G] v o podeimes encontrar ana
Funeita no negativa y fnita ctp, b = L) 1al gue

|c;'|[.=3]=j:m:u paratods B € E.

ME={welin—1 E.h:[l.u}{n}.nENmtuntﬁﬂrLﬁ‘_LEmﬁ',nEj=.
0 50 i3 v ndemis para toda ne N

(n—1}u(E) < |G E) < nyu(E)

pare toda £ € bl que B 8,
Ahorg, fjomes n € M) & f o8 uns Funcidn slimplo, digarmos

"
Jr - E ﬂik.ﬂp
=1

oy escalares, f = 1..,p, eon A, £ T ANA =P0si £ 4, definemes un
operador finaa)

':‘:1_ T E ll:I'|G jﬁ,:i 1 A; - air.
Entemces

> aG{Ain E,)

dmf

1]
£ 3 ldllGiAn B

=1

< 3 loliGlAn )

[ ]

< X ol Acn E,)
=1
< nll |y

I (A1l =
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Se signie que T, =& extiende a un operador linsal contimio de L'{p) & X [por
al Toorerna de Ja extensidn lineal acotadn, ver [20] pég. 100).

Como por hipitesis, todo elemento de L {LYju}, X} en representable, exdste
g € L™, X tul gue

Ty(f) = jﬂ T
Alemis, pars toda B & E
GLE N By) = Talxs) = fE i

Asl, hemos generade una sucesion (g, )2, en L[y, X) tal qua

G{E‘nﬂ,]=j;y.1dp. para toda E £°E

D-;:E[nmﬂ:ﬂ—r.k'tulque
lﬂ:.'H.l]' = -'.;II'I-[“:';:I Ii w E En.l
Yir que €3 o5 aditive numerable tenemes que pars tods E € &

G(E) = lim G{ENULE)

= kim
ey Erl[l..;,-.Lﬂ.l

Ademis g € L'{u) porque dade que
lI3’[-E'|u.:| =[ [T
Es

B Ege gl

G £) = f& ol



3.1 El Teorema do Radon-Nikedym y operadores Ricsg
representobles en L) ]

Entonney

fu_ o Fulldis = i_f;ﬂ i fl et

n=] A §
ifi

=2 IGI(E.)

= |G {UFey £y
< |GHR) < oa

pues. (' es de varineidn acotads: Asi, para toda o & N

j lalidy < (@)
| Y. %

gl o el

cusncky m — po, se sigue del Teorema de Convergencia Mondtons quie

ottt [ palen < o),
-] |-l':'_|f:-.
Ahota, dado que

Pan(im £) =+ TXs

etpen Xy

||s.'xm[u;-_,5,}|| = lloll & £,

ge gigue del Teoretin de Convergencia Dominads para butegrales de Bochner
G

o) =tom f o o= f o

Por tanto X' tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto (L E, u),
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Es hmportante destacar que no existe un andloge del tesrema antesior paca
operrdores en LP(n), 1 < p < oo En 9], pag. 108, pueds consultarss un
gjemple dopde se iloskea esta slbuscidn,

Ejemple 311, {n efemply sencilie de un cxpacie con la propiedod de Haden-
Nikodgm.
Clonstderemos o sepacio

t::{: = R Etﬂ:ilm.,l {m}.
pre

Ban, (11, ¥, u) un espacio de medids finita y 2 Z — ' uoa medida vectorial
aditiva nuomrable, p-conbinua v de vadacion scotada Asf para toda E € E,
GIE) = {Cu{ &), donde G, 1 £ — C o5 una medids compleja, bo cual
g0 obtiene como en (219 y (2200, solo recordandn que convergencin en (!
ingalics copvergenEn puntoal coordenada a coordenada,

Ademis, si E € T y p(E) = U estones G(E) = 0 1o cual implics que
Gal £) =0, o8 decir, Gy 65 p-ooutinus paca toda € N Tambiin

IGIHE) = sup > [G{AYln < o
" Agn

IGEANE = 3_1Ca (A = |GulA)] pars tods n€ N,

n=1
e b gquo
0o > wup Y [G(AN 2 3up 3 [Gul4)] = |GW(E)
g Agn

Entonces {7, a8 de variocidn acotadsa.



3.1 El Teoromna de Radan-Nikodim y operadores Riess
representables en L) o1

Por &l Teovema de Radon-Nikodjm escalar dado v & M existe g, € L'{j) tal
Ty

B = fgnd,n pora toda. £ £
Sea s
7= [falamts
vaamoe que ¢ € L, ') v que

G{E]:fgr!u para loda E g E,
&

En efecto: Ddo B & B v dadn 2 = (1, pare cadn k& € W mdsbe wg poarticién
finktn de E tal que

GUE) = 5 < T IGu(A).
Agm,

Entonces pura toda e € M tenermos

G - Y 5 <3 T GiiA)
k=1 =1

dess | AR

- ¥ Y i)

AETy b=l

<aup 373 164(4))

Aew =)

< E:F z E HEM A

AT nel
=mupy BG4
JER
= |G{ £,
Por consiguiente

3 1GI(E) £ |GIE) < oo

=l



La Propiedad de Radon=-Nikodfm y el Teorema de
02 Represontacion de Riess

[ megul epae

[ Vo= JJ; Emlm
=3 [ oo

Tl

=3 IG(E) < oo

n=1
pars toda E £ . Por tanto g € LM, ')
Hesta minstoar quoe

ﬂ[HJ:Lgdﬂ. para-tods E £ E.

Jl; il = ( Jlf;_ ynr!#):n_l- ()

Supongamos que § = ¥, a;ia,, donde

oy = '[‘:'E-"]m

Bastari ver gue

i B i
Asl g = {g...:l:f'_l_ domnele i
g =¥ Al
fas

Eutonces
ﬁm:EuqunA,]
=3 (aluEna));,
= (E af u( £ .-h})

(),
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Asi (4] o8 wilida para funciones stmples,
En el raso peneral, san (@, )02, wtcesidn de simples tal que

Jin [ on = glodu=0, (3.5)

o [l
donde 5, = (i6h")"
Asl, pars toda E £ E

Lﬂ@=1j£gfwmdF
= Jim ([ ot )m

([

pues convergencia an [ kaplicn convergencin coordenada a coomdenada y

{3.5) implics que
Lotu= i [ o

= 1

3.2, Aplicaciones

En esta seccidn identifiearemon o espacio dual de L¥(p, X} para 1 < p <
o0, Veremos que la aflracion. LP(u, X3 = L9p, X} {donde l+' =1)es
en roalidad uns reformilacitn de la propledad de lindmﬂ'l{udj'm para. X*.
Como glempre, X serd un espacio de Barsch y (12, E, o) un espacio de medida
finita. Empesaremos haclends las signientes obeervaciones,

Observacion 3.12. Pam 1 < p = o9, las funciones simples. son dendns en
L7, X).
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En efecto dobido al Corolario 2.6, dada [ & [P, X)) exiate uns sucesion
de funciones g-medibles (05, que toman solaments una cantidad & o mis
numerable de valores tal que

lIf—f.IJE% paca tods nEN pctp

Entomoes
e = (11 5) <2 e+ 5.

¥ comey {51} < oo s slpue gue

f I ull#ds < o0,

Esgribiendo fﬂ-’E:—liimEﬂlll" dende BN B =Bsiifd f, BEm ED Y

Tam € N, EEOOTRS QBE GO0

f MfullPdus = f o
g L B

L. s

L
cunnidn m — oo, parn cada n € N.

Agl, dado n £ M existe F, suficientomente grande tal qua

[ <2

LF:‘II".H—I. n
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Sea = T FumX e 00 2, €8 simple ¥
L= <o [1r-traus [ 15~ i)

on [ 2400 2 <N
=2 |— A Emmﬂu._zlmtxh

nt
mezl wsl

. T n
e %+L Y Smt d.rl]

e Py -

cr[f, [ g
< o A Il 1P ey

o A0, w0

i Tl (7]

-3
d'p]

Asi, hernns hallacks una sucesion do fanciones simples (53, )25 tal gae g, = f
an LA, X ) lo eual moestea 1s densidad,

Obgervacion 3.13. Porn p = oo, les funciones de L[5, X que fomon uno
cantidad numernble do volores son donaes en L7, X,

Eato 8 una congacuencin directa del Cornlario 2.6,
Lema 3.14. Paml < p < o, Juu.p # w1, B9 X ") sn punde ineiner ixomedin-
caments en LR, X)*,

Drernestrackin,
Bap g & I8(p, X*) veea (g, )72, una sneesiin de futiciones akmples en L9 p, X*)
que converge & f p-cbp.

Supongamos que £ € LMu, X)) v definamos (g} 0t — C tod que
{Foai{w) = glw} (f{w)),

Obeervemos que pare cada n € M la funcidn (f, g, &8 medible pues & g, =
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P Ay, b al £ X" entonces
(gl () = 3 e () {ma ()}
=]
=% (%, ] f) (),

la coal es una funcida medible con valores escalares (recordar quer meibilicad
Tuerte mplice. medildlldad dibil).

Abors, nolaoos que

7w () = (b ()l = g o) ( () — ) )|
= lgnie) — gw)) (f(w))]
= llglw) = gle) . BF(w)le — 0,

cuando i — oo ctp, ¥ asi bmemos que {f, 4} s medibile,
Ademis, s thene gue
[ fattttdatu) < [ 15tedelotallduti)
0 f
£ || flluballe
debido o la desigunldad de Hilder.
Lo anterior implles que el funclonal { ; £70u, X) — C tal i
1) = [ (4.gpin
es un alements do L'(u, X')* tal que
LA = (LBl gl -

Evtunoes
I = llsfls-
Pars probas la designaldsd opuesta g Be = (4] haremes lo siguients:
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Sea £ > (), Supongamos primero que
e
9=} mxw, (2.6)
P

donde (], C A y (53, &5 una particiin & 1o més numerable de ) &n
miombros de T con g £} > 0 parn toda i € N,

Por &l Tearema de Representacidn de Riesz para el ensn ssalir tenernos
ol = sop {| [ Iolsnd] 1€ 22601, 1hl < 1},

y asl podemos elegic b > 0l en L) tal gue 0< [JA]|, < 1 ¥ tal qus

ol =5 < [ oty (37)
Por defintzidn de

l=llx- = sup {lef(=)l 2 € X, (|2l =1}, {3.8)

podemos elegir paracada f€ N, m e X talgua fjz] =1y

51l - Tfauf < |eiml. (3.9)

Abora defionmes f e LP(g, X} par

F="3%" tmgmizsiz))imdxs,

£ = 14l < L,
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v {endremos que

[in = [ 13 sontaixniteineds

jesl
= [ B gt xec
L e
= [ vy [u::n . W] sl

E
- J ok~ g [ i
£
2 llglo-5 -3

B3| ™

= [lafle = &
dosede la primera rjmlgu]dmi g abpise de [3.8) v la Gltima desspealdad de
(#:7). Entonges

|fn“1ﬂ'¢~| - [ {F.sbds =

Por tanto [{(f)] = [lglly, ¥ de aaut que 1] = [loll; pues BFl, < 1.

Az 1] = |lg8y cvando g € L9 X*) ¥ 7 toma une cantidad » 1o sumo
nurnershle de valores,

Pora ol caso ganeral, sea g € L¥(p, X}, Por ol Corolado 2.6 podemos escoger
wna sucesion (9,155, de funciones con uoa cantided a o sumo numerebls de
valotes en LV, X°) tal que

Jiem lw = glla = 0,
ara cada n € Maea &, : £P{p, X) — C tal que

Wify= [ (ol
v LP XN =T tal qua

W= [ o
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Entonces, yo sabamos que || = o]l ¥ edemss
M =10 = g = glls — 0,
cusndo w — oa. Par o tanto

1= Yom [l = Yiw Rauly = ol
n

Sintetizands: Hemos demostrado que la funeldn A A X*) = LA XY
tnl gue

Ma) = [ tada
ey un Eeneslismo isométricn en sn imagen, con lo coal LA, X*) queda
identificndo con un subespacio de Z#{j, X"

Ee sencilln dar ciemplos de situacionss en Jas que L9, X'*) es un sibes-
pacio propio de LP{u, X1*, coma lo nauestrs el sigilente rosultadn,

Teorema 3.15. Sen (), X, i) un espacio de medida finita, 1 < p < oo pX
um espacio de Baneck, Bntonces LP(p, XV = L%, X*) donde b+ —-=1 s
v sl 2i X" Hene lo propiedad de Radon- -MWikedim con re:m:cip Qo

Pemostracion,
D acuerdo al Lema anterior, hemos probads que £9(, X*) slempre estd in-
ellele isornétricamente come suhoonjinta de P, X)) para 1 < p < oo

Supongamos que X* tiene la propiedad de Rardon-Nikod#m con respecto a
p Pars L€ P(p, X1 definarmes 1 T — X* por

GlE)x) =!(rxx] parm E€E
Nitese que efisctivamente G{E) £ X* powsto que

IGUEY )| = Wzl < llexslln = N1l s
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Adamis, & es nditiva numersble pues o (E;)7, € E tal que B, N E; = Wal
kglly B=0U%, 5 entonees pars fodax € X

GIUE () = [2x0m,m, ) = 1 (Zm;)
]

I_i'l_:lli L]
=% t{exs) =Y OB
=1 =l
La segunda igualdad se verifien en virtod de qus
T]:l_lj‘_lfJ == EIRE}
f=1

inn Jm morme de 2P, X} puesto gue

H | el E Ry »

n
IXE — E TNE;
=1 n

= | I_x'uT_HIE‘, HF

i L
= f uznwul
| < a1 5

o 1fp
= [l=ll LE erE}}l — 0,

=it ]

cusndo » — oo pues u{E) = T o0, plE,).

Para wver que [F|(0) < o0, sea {&p,..,Eu)} uno particidn finite de 1 ¥
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Ty B Blomentos de s bola unltaria cerrada de X, Entonces

2 IBEN N = ¥ Ham)]
=1 =1
=3 sgn{llzs ) Uz, )
=]

=% Hoyn (Hxser)) zoxm,)

=l

=1 (Z .rgnill:::;xx.r,'l}hxg.)

i=]

= {141

N agn (fzne, ) m,

b3
=1

= ||y,
Lu designaldad (3.10) ee obtione paf: 2 Hamamos a; = sgn [I{z,xe)) 2 € X

entoness ||oyflx < 1y nal

o
S oixm

]

|
b
<) (10

A
= f 3 Hocll xe du

PR

[ n Lip
- lemi}m&l]
| =]

Lfp

©n Iin
< En{ﬂ]l
| =]

= u(fh)'?,

Por congiguients, tenemos que para tods 2y, .., 2, € X &l que =l <1 pars
toda j=1,....m

3 IGEN (2] < Hafe

j=]
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v tomendo suprenos sobre todas las posbles ades de elomentos de X oon
nortia menor o igual a 1 obienemos

t NG - < [l E2y "
d=xi

Come dicho desigualdod vole pars todas perticidn fimita { By, By} dedl en
medibles de E obtenemos

|G < (]|l < oo,

Obrwrvemes. tambicn que & o8 p-continus porgque 50 & 6 B oy wlB) =0
antonies yg = 0 p-ckp, de aquil que ||ygl, =0, entonees || ey gll, = 0 para
bode © & X

Corno | (zxs) | < il lexll, = 1, entonces ¢ (ryg) = 0, lo cual implicn que
G E)(x) = 0 pars toda £ € X 0 G(E) =

Puesto que X7 thene by progiedad de Radon-Nikodym con respecto e, existe
ung funcldén Bochner intogreble g ; 11 = X* tel que

GLE) = JI; ¢y pamatods EEL @31
Este implica que 51 [ € LPlg, X o8 una funcién simple entonoes
)= [ thon (3.12)

En efecto, 5 f = 370 255k, £ € X entouces
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e svii= f 4 (E x,xs,J dn= [ 30 (esus) i

=1 il

=Z-:_/;EI:IJJI'E‘.J‘IP=§L[MBJ}I:J:J]:#;

1=1

- j}; ( iy r-mn'.u) ()= 3 GE)(x)

Jmi

=E::“:-Fﬂ£1]' =!(t=;xxj)

=1 j=

=Iif},

la quinta Ignabdad s obtione debido o que el operador T 1 X — C tal que
Tilw) = ¢ptx;) o lineal ¥ contimen ¥ por tanto se pusde ntercambiar bajo el
signo de integral (ver Tearema 2.19), v la sexta ignaldad se obtiene de (3.11).

Ahosn, deseamos extender [1.12) para todos los abamontos de LP(p, X). Pam
élln, escojames Uik aucesion creciente (£, )5, C T tal que P2 | B = (1 v tal
que g es acotads en cada By, (Por efemplo, 0 = U= fw : fo{w)|lx- < n},
Ep=4w: |lplwilx. <n}; Ex C Engyy By € Ey g & aeotudn en E,.)

Ahora, Bjemes ng € N y considecemos el funconal

fE,. b gl s P, XY — T tal que

( !E“{'-Eﬁfﬂi-) ()= f% o ahdoe
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Este ez un funcional linesl acotedo v qua

|fHU-E:|iu

< j i) e B (i) i)
Eng
< [ 1700 et
By

g L £l
< gl Floal S8,
dnndel-'1 +§ =1,

Adermis, este lmciopal cincide con § en s familia de fonciones simples con
soparte en £,

Aaf, &l f € LM, X)), Ixg,, pusde aproximarse en la norma de Ly, X)

por funciones simples (9,35, con soporte en £, por Jo que usando L con-
tnuldad del fuocional

o gy
E"ll

VRTINS (i
(i, ) = Mo )

= lim L_a{epu.ymu

i

- fﬂ__tf,g}dn
= f e, ) du

b o8,
Hrxe,) =f{f. gt de pare toda f o LP(u, X). (3.13)

Ademis, puesto que gye, o5 ncotadn, se signe que oxXE,, € LT, X™).
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Dubido s la representactén (3.13), igual que en ol Lema antedor tenomos que
lirx g Ml = 1111
y esta tdltima destgualdnd es vilida para toda ng € N, Abogs bien, como
lexe |1 = loxe,, J¥ pars tode neN
s gigise del Teoresmn de Convergencla Mondbona gque
JALCEy R
= lim f e, el
< ([l < oo
Entonees g £ L, A*).
Asl para toda f € [P, X) tenemos
)=t ) = 1 e
= tim [ (7 ove) du= lim [ (e, i
= [1s.00dpe

tande o primers igualdad s time en la norma de LP{, X)) v la filtima
bpanbdnd s obtiens asl

s g4 = 1 Fxmlullole < BFllsllaly < oo,
parn timdn & My
Wi, 0} {w) = (olud) { e ()} — (olw)) (Flw)) = Lf, ) (),
por boque s paede aplicas el Teorems de comvergencia dominada,
Igual gue en &l Lema wnterior se tene que

¥l = llly-
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Esto nos ba demostrado que £, X1° colwchde von L7(je, X°) dande la igual-
dad debe entanderse coino lssmorfsnwg aométrio.

Demvestrarammos aliora la otra implicacidn,

Supongamos gque LP{u, X)* = L9 X°) y sea G : B — X unn modics
vectorial aditiva numerable, p-coutlona v de vartacidn acotada.

L Detmostraremes que 51 55 € E v Geee pomedids positiva, entonces
tiens uon derivads de Radon-Nikodfm en un conjunte 8 e £, B By
con gl ) = 0.

L condleldn 1 junto con Lema A 32 nos permitivén completar la demostracson.
Demostremos 1. Ses By € B oon peosedide positien. Asf existe k € M sufi-

clentements grarde tal que

. iz

) > ) (3.44)

Conabderemos 1n modida escelar by — |G| restringldn a los suboonjuntos de £y
en T, Por al Teorema de Deseomposicién de Halin para ol caso escalar {ver
[4];. pig.81) podemos éncontrar conjuntos B, N © U tal que B, N, € 5,
Bervly =ty By = B U N, con

(kp— |61 (B) 20 paratods Eel talque EC 8,
[kp— |G (E) €0 parstods E€ D wlque Ec M

Notamos ademids que u(By) > 0, pues de no ser asf tendriamas (5, =0 ¥
como & e wecontiogn ontoncos [GHE) = O, s

|GI{Ba) = GI{Ne)
o) = p(iNy)

Por tanto EpfEq) = kulNy) < |G{V) = |G]( o). Entooees
kol Ba) = |G B
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o) = 1L,
I cual contrsdics [3.14).

Llamemnos & a dicho conjunto Sy Hemos asi encontrado nn subeonjunto &
de By, B & E, u(F] =0 tal que

|G|(E) < ku(E) paratods EEX econ EC B.

Definames para unn luneion simple

n
.
I= Zrl'u.!:.
izi

donde s; 6 X, ey ENE=0u1+#1,

Hfy=3_ GLE N B)(=).
=k

=5 e RE

GlENnEB

Z IL[EFI_I.E

G By
E wl BN )

Ej (e Bl

(el By 11 Hxy)

(el B 11 Ba)

e || B 1 Bl flx

< *E el &5 1 B
o1

= KA
< Ry 19| £l
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Puesto que ! e lineal en Ia familia de funciones simples de EF(p, X}y en
continua debido o ta estimasidn anterior entoncss Hene wne extension lineal
acotada a todo el espacio L7, X)) ¥ con Ja misma normea.

Por hipotesis codsee g € D3, X*) tal que

)= [{fddn pus tota 1€ 220 )

Como
GEN B){s) = L {zxs) = L b il

pars toda x £ X y £ € E, entonces dedo que toda g € L%, X*) es Bochner
integrable, usando Teorama 2.19 aplicado al operadar T, : X* — © tal que
Tulw) = wix) obtenemos

GENS)x) = (J,r g'd'p) (r] paratods ze X
£
¥ para tode B € T, Entonces

G{EHB‘J:J{_I.I:!# pars bodes E e E.
£

Heaoos sl deasiostraco 1.

Fura finslizar, por el Lema A2 tenemos que existe (A)=, C 1 tal que
Aty =Wedi # 5 b= U A, ¥ ndemds existe g, & £9(, X°) tal que

G{Eﬂﬂ_}-fg,,ﬁp porn tode wE N
E

¥ para todn F £ E,
I 1:1

GKA) =61 A = [ = Bl
Eatoaioes .
2 ol =37 10104 = |12 < oo,

Tieml Maea |
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Por consigniente

8= Zs:.. converge en LY [, X,
n=l

v parn bode B £ E

FE) = GIENA,) = ZJ“;',I.InEf.U

=]

L)oo

Ceds ast demostrada Ta implleacitn ¥ toda el teoremn
|

Ez posible der gne descripoidn de IR X1 1 < p < o0, cusnds X* oo
tiene In propiedad de Radon-Nikedym. Se puede demostrar que IP(p, A7) &
Vi, X7}, ol espacio de todas las medides vectoriales con walores en X* gue
tienen q-varbacld acotada, donde 14 4 =1 (wer [9], pig. 135).

Finalzeremrs asta seccién con los gigubentes coment irioe

Hasta el momento, 2810 hemes dodo dos: cjemplos da espacios que no tionen
In propledad de Radon-MNikodym, n saber, o ¥ LMp) cusndo u no tiene
dtormee, Tumbign vimos que =1 g es puraments atdmics entonces todo eapacto
dn Aanach X tiene la propledad de Radon-Nikodim con respecto o e

Es nntural preguntacss qué espacios de Banach thenen la propledad de
Radon-Nilkodyu. El siguiente resultade nos proporcions uns fmmilia de ejem-
Pl

Proposicidn 3.10, Los espocios de Hilbert tenen (o propiadad de Radsn-
Nikodgn.

Demestracidn.
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Sed H un espacio de Hilbert y (£L 5, 4) un espocio de medida fnits, En-
bomces L, /) es &l misno un espacio de Hitbert ¥ por el Teorema de
Hepresentacidn de Riess prra espacios de Hilbert existe una isometria sobre
entee L, By v Lp, HY", la cusl es Eneal conjugncda,

Asl, podenss permitiroos o identificasisn
L, H) = L, H)"
D¢ igunl modo, podemes identificar 5 = H*. Lusgo
Ly, H)" = L, 17)

¥ debido ol Teorems anterior, se sigue que H = H* tiene la propleded de
Hucloni- Niledyu.
[

Aunnue oo bo haremos en esta tesds, se pueden demostenr ressilbados mis
townicos que mes permiten dar més ejemplos de espacios de Bansch con la
propiedad de Radon-Nikedym.

Por ajemplo puede demestrarse que {C]0, 1], || [la) bo teoe ls propiedad de
Radon- Nikodym (ver [0, ejemplo 8, pig. 73,

Asimismo, paede demostrarse que los espacios de Banach reflexivos tienen la
propiedacd de Radon-Nikod@m (ver [8], Corelario 13, pag, 76).

Recordemes que un espacio do Banach X e refloxive si la inclision candnics
x — xl'

T ey

donde T(f) = f{z), es sobreyectivm (snbemos que esto RPN 68 BIRENENT 1LIG
isometrin Hieal). '

Le enpacios da Hilber son cjemplos particulares de espacios reflexivas, Ciros
epemplos conocidos son los espacios de Lebesgue L7(m), 1 < P < 0o, esto
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debide al Teorems de Representacidn de Risss pars estos espacios. Aqui m
es ln medida de Lebesgue en R™, aungue ¢l resaltado es tamblén cierto st m
e cualgquier medids o-finita,

Finnlmente, puede demostrarse que la propicdad de Redon-Nikoddm de un
espacto de Banach X respecta a (01, E, o) o5 “independiente” de ste espacio
de medida y sdlo depende del espacio (T, 8, A) donde T = 80 ln frontern dal
discey unitaria, B bos boreliames do Ty A la medida de Lebesgue normalizada
en T, ea decie, 43 = E

L prusbs de esta afirmacitn estd sustentads en los sigubentes tesultados

Toorema 317, 5 (0,5, p) ea un espocio de medidn o-finits entonees exis-
ten medidas vy p sobro B, fales que o g3 purements gidmice, o no fiene
diatnas i

B

Dlemasraciin,

(Referencia: ver [11}, pdg. 82)
Teorema 3.18, Sea (0,5, 4} wn espacia de medida finity

o5 (8, E ) o5 peromente aldmico, entonces todo espaciy de Banach
hiene lo propiedad de Radon-Nikedjm con respecto o (45, u),

E 8 i no o8 puremente atdmicn, enfonces un espocio de Bonech Hone lo
progiedmd de Radon-Nikodgm respeete a (T,B 1) 6 y sdle = tione la
propiedus de Radon-Nitadgm respecto a (1L E, ).

Demnstrackin,

L primers afirmacifn fue demostrada en las Obsermciones 3.8, inclso 3. La
segunda. afirmocidn puede consultarss en |8, pig: 21-24

¥ para concluir esta seceion referimos al lector a [, phs. 218219, pora
consuliar nne lista ampli de ssparios de Banach con |s propiedad de Rodon-
Nikodym v sin dicha propiedad.
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Capitulo

La Propiedad de

Radon-Nikodym y el Teorema
de Fatou

En este ditdmo capltulo derseatearemos Ja equivalencls entre 8] Teoreama
de Radon-Nikodym v el Teorsma de Fatog sobre b exislencin de limites
radinles en ensi todo punto de funeiones armenicns § acotedes definidag
¢ disco upitarie ¥ con valores en 1n espacio de Banech X
Parg comprender el £aso vectorial necesitames la teorfa esealar, la cual se
eatudlard on la sbgulents sseeldn.

4.1. Funciones Armdénicas v Hepresentacion

de Poisson: el caso escalar

Bea 1 C B™ un abierto y oo, ¥ f 1 53 = T Diremos que f es armdnics
si f € O v satisface la ecuscidn de Laplace A = 0, donda

_|I l:ﬂ

Mog centraremos en ol estudico de fundones armdnicas en el plane, 51 F e
HLL), ea decie, F es funcidn holomorfa en [} © R, enfonces F es srménica
¥ u= Re(F), v = Im(F) son arminices & vl meales.

El siguiemte Teorema =2 un resultado oy sencills de wverifioar aclizando
laz ecuacionss de Canchy-Rismman,
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Teorema 4.1, Se u nen funcidn definida en §1 con valores en B donde
1 C B? y er simplemente conezo. Entonces u e srménicn en § y sile 5
exisde F € H{(l) tal que o = Ra{F),

Teorema 4.2, Ses u una funcién srmdmics con valores reales definide e el
disea D(0, B). Entonces u tiene la mguiente representacidn

u[re'ﬂ:l = i ﬂ*TIHE‘iH {'11]'

s

par [ < p o E—xﬁﬂﬂﬂ'phmweﬂcmﬂuwmmmmmm&
D0, 1.

Desnostracidn,
Existe ' € i (D(0, R)) tal que 4 = ReF, adamsés

Fiz)= i g 2¥
ki

en L0, 1), von convergencia uniforme e compuctos de o, R).
Asi, o
ll:l:..E'.:I = —_—IF\IL';'I ;- F{‘:],

tonz=re!, 0 <r={2 € H, —= < < r. Entonces
L s -
wy b o -
tufre }-2 Y arte + 3 Erte |
=il o=l

Definiendo ag = s 4+ 5) = ftefey )
R -
B kol ay=7
Crbteneros -
ufre®) = E agrlilpi
b= =i
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ron convergencia uniforme on compactos de D(0, ],
|

Supongaimyos que & = 1y restrinjameos (4.1} al cirenke unitecia (r = 1)
Gonerarmaees Lo funchin
t— ufe),
eon ¢ € |-, %], tal que 2
ule®) = E e,

[ Ll e

la cual eonverge uniformerneante para t S [=m, 7],

Caleulemes o cooficients de Fourier de eska juncidn correspondients a la
frecnoncia n

1 Ll ] a L
it gy -ind __ 2 it | _—ind
= _J['ul,’e e 2= ) ( Z (1Y )l: ot

Em—an

= | f' F{k-a)i
- E nyp— r ot
kw—pc 2 —%

=374

Subwtliuvendo en (4.1} obtenemos

wire”) = i (.;;. J[':u-[e“]-u‘“di)r'“e‘“

[_—

- _f L’i 1"""-::'“"”) (el

Definicitn 4.3, El nicles de Pmsson pore e dizeo unitaria 0 ea la fencidn

Pl = E pEe f g [—x, 1] (4.2)

[l

La gerie ({.2] converge wniformenente S0 < r < 1
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Ademds observemos jue

i‘ Pl Ly i‘r“n“" +ir"e"“
hs — =] k!

[ ]
=1+ 2ke Z{re“']*
Inim ]

1
=1+EHE‘{1_1_=“ —lJ
1 -2
T I—Zremtt
Por tnnto
1=
1 —drooat +r3

Bt) = i Pt o

e —
También oheervesmos que

LE [—r,-!]-

- 1+
o —_—
T5r =Bl S 5=

para € [0, 1} ¥ parn toda ¢ € [—r, 5]

-

Asl, de todo ko kiterior podemos conelylr:

Teoroma 4.4. Sco 4 armonics real definida en D0, }) donds R = 1. En-
fonees

uire®) = % frr Pl — )l e™ e
= [Frwuy) (8),

palZrcffiy-n<sf<m, donde uy {1] = ula®),
Heelende algnnos cileulos podemos observar facilmante Qe

F,.t = b el iir= I—'I_IJ L+z
(W= 3 re 1+r=~2=-mu:'ﬁ"[1_—_:]‘ (43}

b= cm
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son b € [—wq), 02 ¢ 2 1, 3 = re®, de donde e cheerva claramente que
P{z} = P.(1) es armdnien come fancidn de 2.

Propiedades 4.5. | F(t] es pasibing, continue g 2r-periddico come fun-
cidn de L £ B,

¢ Powiodare @Y
L Jf: Rthit=1

8. Para toda § >0

sup Bet) — 10,
L e

cuando m— 1.

Drernostraciin.
1. B¢ obtiene dirsctamenta de I:d.ﬂ-':l v dacki e para ¢ £ E
11— 14+r
L = P s
1+r RS r
T,
2 f Bliidim o [ f MURCY
) o *r e
L]
e Pl f oy

=-1;

% Supongamos que § < [} < = Dado que cosf 2 cog[t] = cost, tenemos
e

T

14 —2reoat
1-#2

=30 —Tromi
|

Pt} =

1—r

= T—wwd
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Por tanto
0< Rt = L= 0,
=TS~ oo g
cuando r — 1. A=
sup Bt} —= 10,
d=ft| Sy
cunndo r—s 1,
[ |

El nikleo de Polson es un case particular de:

Definicidn 4.6. Una identidad aprozimada fo una aprogimacion de la iden-
taad) en T = 30, D ol disco umitario, o8 tha fomilic da funcioncs en LT,
|#ataqr donde I es un conjunte diripide que e

I
t n
ﬂﬁf_’m,{mﬂ_ K <o,

%[:m{ﬂ = L

|¢t[*]|fﬂ — 0
T

a Pn:irn;l.ta-dquf

a3 Pru'uf-mfm.'l'hl.]

dld|

Proposicitn 4.7, Sea u: D — C. Entonees w ex arminiss y

sUp if fulre™ Pt = M = o, {4.4]

Qe 38

donde | < p < oo, af y sdlo s existe una fimetin f € L*T) tal gue

ulre®) = % j" Fo (8 —t) fe)at
=L » f)16),
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prallsr=<], =t S#=<7.

Ademds 5 w0} = ulre'™), con & € [—7, ], entonces pora foda 0 <r < 1

(% f: |"|:”ﬂ:||"#) - <||fly, ®w 1<p< .m'

Cemostracian,
(==} Bea (r,}=, una sueesidn en {0, 1) tal que r, 7 1. Bea

.||lrl-|:*:I . “':T-E"J i

entonces parn foden & M
1
= gz [ utracet < A

anbomees | fy )7, S encoentra en ona bola cerrada del espacio LP(T) =
(L#(T))", con L 4 L = 1, ¥ por ol Toorema de Banach Alaogln dicha bola es
déhll-* compacts y siendo L separable, entemees dicha bola es metrizable
e I topologla débil-*. Asi, existe una subssncesidn de {f 52, (gue denotare
mos del misme modo para smplificar notacldn) ¥ ma foncidn f & IP(T)
tal que f, — § en ln topobogin débil-* de (E¥[T))" = LP(T). Asl para toda
g € LF[T) tenomis

o= | ottty — - [ gieitesae

ciando ® — oo, esbo eg

3 | wtraetltiat — o [ ftatepa

ClANGD 71—+ 0,
Para g(t) = B¢ —1} € LF(¥)

= f ;F.{-E—I]u{r,.g‘!}dt—uil; f' P-0f0E  (48)
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cuands n — oo,

La funcién definkda en D{0, £, = v~ ulraz), e armdnics en un diseo de
rudio ¢ > 1. Asi, por el Teorernn 4.4 ol lado iouierdo de (4.0) e= wlr,re'),
Por tanto

]'_ 3
u (rpre’) — s jr_-' P — &) f{eyde
cunnde n — o0, ¥ como u (Fere®) — ufre™) cuandor, — 1, e Sige qus

utre®) = 3= [ B0 s)ar

| #=) Veamnos que u e anndnica y que

[u{r:”ﬂ"dl- = M < pa.

ng 1211'
En efecto;
ufre?) = Ei' [ Pl — e} (#)cle
- %fgmrlﬂ 2PN £y
.=-ihr g [EL. jf:}e""'&!]
Sea

w=f0 =g [ fea kez
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Entonces 3§ toma valores resles

ufre’) = Z P o
Ew—on

o L=

=14 Eu..n;f*e'“ + Eu_kr"-:"'”
Ty P
o m

-1 Y e o Y e
k=1 Jewl

=] ER:EN;:’":'H

ki

= fe [] + ‘lim, l[re“']-‘- :

Es desir

u(z) = Re {l + Eiah:‘
A=l -
por Lanto i o8 armnimlea,
81 f toms valores en C
uire™} = P, » (Ref +iFmf)(F)
= [P, = Ref1(8) + (B » Im ).
Por tanto w es armdnica.

Aborasi 1< p < oo, [ € IP(T) otonces

bl < 5z [ PAON — ot

1 3
=y [ P
= lfty:

donde Ia desigualdad se debe a la desigualdad integral de Minkowski v la
iltinin igualdid & 1s Propiedad 4.5 incise 2
2
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Proposicidn 4.8, Sea u : D — C. Entoncos u ey armdnica en el drsoy
wniturio [y u estd unifermentente en L=(T) as decir:

sup {ufre?ll =M < a:llgr< lL,—=<t<nm}, (4.6)
at i adln o exisle [ & LT Bl que
ul:'m“']:u% j: Bl 67 (1)t
=« F){#),

ol r sl y—r<f<m
Ademis 2i 4 (8) = u{re'*] con § € [-n,n)

SUP fie]|oe £ || Fls-
gred

Demostracidn.

Ee |a misma prosha que la de 1a proposicidn antarior pert abora obser-
vando que L=(T) = (LYT)}" y que L'(T) es separable, Ademis, supongamos
que f = L=(T), entonces

jutre < oo [ Ratql g0~ by

l o
< ke jf Bty
T
o

En el sigulente teorena observiremes qué ocurre cuando Tl

Teorema 4.9. Ssau ; D — C. Entonces u es armdnica m D v estd uri-
furtiemente en LT), ex decir

s f' [Ere it = M < oo, (47)
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51 g osclo s oepisle wna medida de Forel compleia en T ol qoe
1
) = 5 [ PuA— OMtule) = (A, 1)
En tal eago, 88 ug () = 1i(re®), com 0 € [—=, 1]
1
il S ol

Demoslraciin.
[==Ysea (r.)2%, una sucesbdn tal que r, o 1y fiulf) = ufrae}, Dodo que

Il = Jf' e (e} df < M8

{f.) estd en una hola cerrada de L'(T) == M(T) = (C(T})*, donda M{T) e=
el empacio de Banech formads por las medidag de Borel eompleisz en T eon
In noema f|gf| = |il{i0), pues dade f & £

LYT) — M(T)
Jr = F",l"l,
donde
wilEy= - [ e,
¥ ademis

1
sl = () = 5 [ Wflde = 1

deasde la primers igualdad se tiene por delinicion v lasegumds i demostrada
en el Teoroma 217,

Coma A [T) es issmétricamente Eomorfo & (C{T))* y C{T) ee eeparable dicha
bola ez débil-* compaeta v e metrizable an esa topolomia, Asl edsts nna
subsucesidn de 132, que denotaremee de Ja misma forma’y o € M(T) tal
e f, — g en la topalogin débil-* de [(C{T7)°, esto pa: para toda g € CT)

5 [ oot — o [ steyiute)
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Sea gt) = Feid — 1) lu voal & continus en T, cnfonces

iy are) f-' Fr(f — tjulrqedt — _‘[ Frld = t)dut),

¥ GO
ulrare’) — ufre™)

cuando 1 — oo, =@ sEigue que
wire') = % Jf_' B[ — )},

()
ifre¥) = — &5 Tl A=) o
1 h'{'lmsz ’ #
- £ e[t e
i it ™ [4.8)
=
deide

oo T
= ilk) =5 [ et
log couticientes de Fourier de g
Supongrmes que o tomes valores renles, de (4.8) tenemos que

'I.!l:ﬁl":l -y -+ Eug!‘"ﬂ"u + EE_‘!’EE_M
b= k=i
=ug-+2Re } _ ayrte™,
Eaafl

¥ backendo z = re" tenomes gue

ufre®} = fe

aa+ifzn.w"]1

=i
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1a eual es armdnioa en D pies gg 4+ 23 5, ouz” es holomorfs en D,

Ahora, si 1 toma valores en C se esaribe 0 = jo) + tig, €00 ) ¥ iy reales y
g aplica ef caso anterbor,

Finnlmemnbe

1

= ﬂl.’ﬁ'—f]rh&(ﬂ‘ﬂf
1

<o [ 5 [ Bto- i

ST sl 16 S
= f b F,{E—t}dt] | (e

-
L

1 i 1
:ZTT _rlﬂ-l:l'ﬂ }ldi-ﬁ;
i

domde In pemiltims igualdad sc tiooe por el Teorema de Publod v la ditima
igunldad por ta Propledad 4.5 neise 2.
[ |

Caorolario 4.10, Sean arminios en D y position, entonces existe una medida
de Forel positive g en T bl que o= Plp), e deedr,

'ri{!":w]- = % f Fig— I}Hr.l:[l].

Demostracidn.
Pars cada re (0,1}

= f: ufre)jdt = - f :ﬂ{re"}di = 0],

dlomde Ta Gitima jualdad se debe a la Propiedad del Valor Medio para fun-
ciones holomorfas.

Por tanto u estd unlformemente en LT v asf existe o2 M{TY tal que
alre®) = 5= | P - )

Adermis poes positive porgae &= el lmite déhil-" de medidas positivas,
|
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4.2. Comportamiento Frontera de Integrales
de Poisson

Teoroma 4.11. Sea {dylocr wna tdendidad aprosimada en T T T
Jurecidn By periddice Ernlonces

Lotuw [ — [ en LP(T) siempre que f € IMT), 1 <p < o0,
L dus f — [ uniformemente en T si f € (T}

Dernest b,
L Supongames que [ & L*(T), 1 < p < o

(0n e 0~ 1000 =g [ 10~ tiutte - 1 [ riencoa

<3 [ 100 - s

For In desigunldsd integral de Minkowski

e = Tho s 52 [ 160 - fllouo

I
-t f M= 80 Fllpldo )

tm =t = SOl

Iz
1
et =0~ by [ idalifs

= "_"F_llt LHH |¢“{ﬂ|m~

i

dinch & In eleglromos de In siguiente manera:
Mostraremos que dodo £ > 0 existe § > 0 tal que

M-8 —flh<c & |t <4
¥ el sup || F{- — &) — Jll. < =6 || < §. En efsete:
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Sea £ > 0, existe g€ C(T) tal que || — glly < & Poaca f € [-m,7], sean
Folt) = (6 = £) — Fif), ;{@) = gif — ) — g{0). Entonces
Vhlle < I1fe — mulls + Youls

< |F(- =1 —ol- —tilp + If — 30 + Il

< 2 4 || gl (4.9)
Como gi(#) — 08l £ — 0, y paratoda v & € |—m, 7] |g(@)] < 2||gl=, por el
Teorema de Comvergencia Dominade tenemos gque [[gl, — 0= 1 -0,
Ex decir, exisie 4 > 01 tal que |i| < § implica [lg]], < ¢ Por tauto, de {4.9) &
it| < & se-aigue que [fill, < 3=, ¥ [| 76— t) = Sl < 3
Asi, pora &l & hallado previamente

L £l
b * F — Fllp = e L=ty = flogr J': : [ () et Jf i Voo ()]

:IT
steg [ toutiaes L [ gy
- T Jecier
coppp Lile,

r
g rv a8 “wuficientemente grands”, por la Definiciin 4.6.
2. Ahora sea [ € O(T), como [ o5 uniformements continua en T, dado £ >0
eackste § = 0 tal que |4 — o] < § imphica |fiu} = fi2]| <&
Entonces pars toda # € [—x, x]

1
U dalE) = 10 % 5 [ 1= )= Pl
1
-— =)= i
35 ., 110~ )= SO 6Bl

1
b5 JLI:IE' LF(8 — ) = FOO It

e [E41ES
<5 [ i+ = [ R

el 4E,
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de nueve por ln Definiciin 4.6, 5l & 1 “sulicientemento grands”,
[ |

Coralario 4.12. 1 5 f € IP(T), 1 < p < o0 y u{re”} = (B « 1108
eonb<ra], 8¢ [—r . Extonces

3 | lutret) — Pt —o,
LHTTVE TS Sy
£ S e CT) ulre™) = (P v £){f) conve® & D, Entonces
e — f{8) uniformemente en @€ [, x),
ceatigdn - |,

Dhimostrackin,

Comr (F Jocre 88 uns identidad aproximada el resultado s2 sigue directa.
ments dol teorema antedor,

m

Observensos que con bos resultados anteriores podemon resolver ol Pro-
blema Clisico de Dirichlet, & cinl afirma que dada una funcidn € C{T)
p-uhdcm-::ahaJln;unnFuul:}Euuu:ﬁ—-ﬂ:r:dqueumumﬁhicumﬂ.um
contima en D y w restringida a Ju fronters de D evincide con f. Una sslucidn
dhe eate problen {de hecho es tnica} o ta funcion @ : T 0 © tal qua

=6 gly fFr'*.I":II{F} ml<r<l
ulre }_{f{vﬁ':l aiT

En efecto, sabemos que ii(re¥) = (Fw 18 = u(re) o5 armdpica v ademis

i colvide con [ en b Mouters de 0. Sdls falta probar que 4 es continus en
g0,
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Sea g€ [-mnl yz=re"™, con 0 < r < 1, donde 35 = ¢* & 80, Entonces
debido o la continuidad de f v al Corolarke 4.12 parte 2 tenemos

i) - s = |ulz) — FiBa)| = lul2) ~ FB)] + 1(0) — S]]
= [u{re®) — S8 + | £(0) — Fl8)| — 0,
fz=re? —s g =™, Yeir=1
Wi{z) = iilza}] = | F(8) — Fith)] — 1,
AR

gl 2 = re® — 3 = % Con esto quedi resuelto o Problema clisien de
Dhirichlot.

Para el caso p = oo se tiene ol siguiente resultads coya proche, aingue
gencilla, ln omitiremos para no abultar demesindo esta sscckin. El lector
interesacdo puode consultar [15], pig. 11.

Teorema 4.13. S (i, )aer wia identidnd aprormads en T, Fnfonces

1 8if € LT} g fo = dhas [ tenemos que f, — [ en la topologin déi-*
de M{T}.

2 5 pe M(T) W fa =y e i 58 tisne que [, — g en la fopologfa d8Bdl
de M{T].

Corolario 4.14. [, Ses f€ LT yu = P(f), e doctr ufre™) = (FL»
F(8). Entonces uire®™} — [ cuando v~ 1 et la topoloyia débil-* de
L=

£ Jea pe M{T) y
u= P{j) = Ewl' J{ B0 — t)dgelt),

Emtomoes wire') — p. cuando v — 1 en lo topologin débd-* de M{T].
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Enseguida abordamos ef estudio del comportamionto frontera puntual de s
integral de Polsson de una medida. De maners mis general axaminamos ¢l
comportamionto no tangencial, es decir, cuando nos aproximames o la fron-
bern sobre regiones del tipo 4.1, en baw cuales ningima ctirva us 5 aprovime
Bz puedhe ser tangento s 20

Flgumns 4.1; Regldﬂ det convergencia no tangonclal

Teorama 4.15. Sean p en M{T) yu= P{). Sen

v
Fid) =J£ dult), 8 & [-mn]

Entonces £ es ta funcidn de vorincicn acotada en [~ ] y por tants e
te F'(#) parn crsi toda § en [—1, %|. Sen 8 wno de tales puntos, Entonces
ulre] — Ffy) cuando 2 = re® T g g langencialments), s decir:
ulre") — F(8) cuande z = re® se mueve dentre de la Figuienite regidn

{re®: [0 — 0| < &1 - 1)) (4.0

pari cada ¢ = 0. (A este limite be lamantos fnite no tangencial).
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Detnogtraciin, Sin pérdida de generalided supongames que 8 = 01 ¥ que
£ ) = F¥() = D0, pues una ver mostrado ol Teorema paca cste caso el caso
general proceds considerands la medida dA(f) = dult) — (0}t

Ses ¢ > 0, como £ e diferenciable en 0y F'I0) = 0, existe § > 0 tal que

|$ g g [ ed

Pudemos elegir {1 —r| suficientements pequedio tal que o[ 1 —r) < §. Asi 8] <

%
Demestraremos que ufre™) — (8} = 0 uniformemente en # para r sufi-
cientemente corca de 1.

Podemaos escribir

ulre) = - j "R - duls)

= Pl = thpslt) + % f: Pl =0dpuft).  [4.11)

OB fruen
Miditess que
= [ Bo-n m|-: = [ Rae-nape
2x Scjipor e g T E T<Ejea Ji .“

1
< —sup R | dul),
2= cun [ daite

pues obsérvese que si [6 > 48 y 8] < 4/4

| —¢ = It = 8] = & — 804 = 872,

gup Fuit) — 0 coando v — 1
=8/

& Elene que

|
'E'; o 'Fr{'ﬁ' - ‘]dlﬂl'h] . ﬁl
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cesndo r— 1,

Ahors estimemos el sumando restante en (4.11); integranda por partes tene-
a0s2

i i =
3 L, Pttty = it - o [ rp2B0=0

(4.12)
Se tlene gue
1 _ [ _L = "_1_ ]
Poro [ £ 48] = 8] — |6] = § = 4/4 > §/2, por tnto
PP L6 =< aup Felt) — 0,
[E|==2

cuands r — 1.
De aqui ¥ par (4.12) & problema se reduce o estudiar In Lategrl

1 [P anw-1 i f‘ 2(1 — ¥ sen{d — 1)
hLTF‘“M_E Tl = Zrooa(d - g) $rap VAt

Podemos tomar sin pérdida de generalidad @ > 0 y dividic o esta integral en

A1 T e 21 — ¥ )ruen (§ — 1)
iz [-[.i-I J{l“ - ]::] {1 — 2r cos{l — 1] -} f’]iF{ind' t413)

Para el pritoer sumando, wsamos

[FE)] =< eft] =&a{—t) < =& —1),
¥ badendo el cambio de ¢ por (8§ — &) tenenos que
(i =rYremt 5‘/’“‘ (1—r)raeni

Fli o=
¢ (1 2rocat ) s mJy [J—Efm:+rﬂ}*m
o [1— ¥ )rnew ¢
T FJy (1=2rcost+ )

=
x

Lell,
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Ahora integrasmos por partes estn iltima integral v obtenemos

(~tenwn+ [ now)

(-], )

7l =)l + 1)
1+ +ar +"]
_:1-rJ+J]
L4

£ A1 - r*jraent
T hy [1—2reont + r2)F

7]

Flm Fln =

okt palim

v e—

1A

A

Para & segundo sumandes do (4.13), wsnmns
IFlt) <&t y |[@-1 <4,

dalumm]snaigua {ITe |n::1|:#—t:llr.:ﬁ' ¥ asi

231 —+*)r seni§ — 1 = r)(1 + )t
= 2reoa(f —t) + ) .:_fﬂ [1—v)a o

E{I-i-r]rﬁ'ﬂ
"Eu'f l-r]:'
Ef1+r:|r1‘.i' &
<SG 3],

o E[1+rjroag?
x(1—rP 2

.[]Jﬂ

Parn el tercer sumando de [4.13) usames
|F(E)| < &f < 2={t — 8,
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v hacemes bo misma que con o primes sumando wsando ol cumbio de € por
L—P
B

Corolarko 4.16. Sea £ € L' (|==. %]}, v see v = P{f). Entonces ulz) —
F18) cuondo = 4 ¢ para casi toda 8 € T.

Demostracidn. Sea du(t] = fit)dt, ¥

Fi#) = f dyuft) = f Fle)t

Entonces par &l Tenremna de Diferenclacidn de Lebesgue F'(#) = f(9) etp ¥
sl

ulz) — J,
cuando = 5 @,

En particulur para casd oda & & T existe el limite cocdiad

it ufre¥) = f{&.

Obeervemos qua of corelacio amterior tarnblén es willdo para LP(T) con
1 £ p < oo, yaque L=(T) C £M(T) © LYT) para | € p < oo Ademds si
top o — T es armdobes v u satisface (4,4) & (467 o bien [4,7), snlasces o
tienevalores fropbern no angenciales ctp (v por tanto cediales cip), De modo
partientar tenemos ¢ Teoroma de Fatou:

“Toda foncldn arménica ¥ acotada en [ tiens valores frontera no
tangenciales cip.” (4.14)

Cromo comentasio adicioual es pertinente seiiolar gue b comstasscian de fun-
clotes armdaicas en el disco unitario sin Fmites mo tangenciales chp. e un
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paunto no trivial. Por otra parte, en [25], wol. . pig. 280, se hace la signiente
cofstrucenn: Sen y una curva oorrnds simple que pess per el punto 2 = 1
¥ cuyos puntos resbantes yacen on el interior del cfreuln unitario. Suptngese
wdemis que 3 o5 tangente al ciceulo unitado en = =1 ¥ gue Ty e lo comvn
fue s ohtione rotends a4 alredodor del cragen por un-@dngnko @, Entonces
nsande productes de Blaschke se puede constroir uns funcidn F analities v
sentada definida en el diseo unitaro tol que, para casi toda 8, Fi{z) oo tende
a algin Helte coands z tends & ¢ dontro de -

Por dltimo, eabe destocar que cosnde una funcidn arménlen w : D — €
gatiafmce cuae

aip o | |ulre*}'dt < oo pora algin p 1

Gorel 2 J_ o

entoness uoor pusds recuperar a teavs de sy fuocidn frooters. Dy lecho,
snbemes que w = P[f] = (F.= f).

Sin embargo, cuando p= 1, & decir, & u e tal que

! i
u?:g:ﬁ?f_'.{“fn Il < ea 14,15]

no siempre es posible recuperar a4 86l conociendo sus valores frontera mo

tengenciales, pues  no ee la ntegral de Polssen de su fanein frontera. Por
ejemplo, fen

ulre®) = B(t) = i:-”" atkt

la coal e una foncitn armdnies que satisface {4.15), su funcidn fronters e
U, pues F(t) — O enando » — 1 para tods 1 # 0 en [—x, 2] Sin embargo
u = 0, v no puede ser 1z integral de Pokeson del 0, 15 cual e (dénticamente
cero. De hecho w = P8), domde § o= Is deléa de Dirae.
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4.3. Funciones Armodnicas Vectoriales

En esto seccidn demestraremos una carncterizacion mory 6t de b e
monicidad en el caso wectorial.

Definicidn 4.17. Seo o 1 0 — X, donde X ex wn espocio de Bonch,
diremas que!

Jo voes confinue en xy £ 0 &

Jim [} = o)l = 0.

2. u es diferenciable an x; £ D 8 erviste «'{zy) € X tol guo

+ ) =

o (mp) e do deiiedn de o en xg.

4. v es armbulea 51 w € O, X), es decir, 0 er continua con sepundas
derimadas conlimuas y oumiple la scuactin de Laplooe An e 0,

4 o es débilmente armdnica si (u(:),2*) es ormdnio pore twda T £
. il

Proposicidn 4.18. See u : O — X, con X wn espacio de Banach, ¢
SupdingEse gue "
B
E-D‘—*}f

eziste. Entonces, parn bado o* € X 48 Hene quE

&% lul=), 7"} = <mi.ta{:j.r+> .
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Denwstracion,
Observemos que

{ulz +A), 2% = {uls).27) _ < u{z 4 k) — ulx) .1:‘} .

f i '
ot Y e eanbinna entanees

g <].Ir:1 tfz h;:: . I|r[.=]-I ::")
Al
= <ﬂ;£:] h E"}.

ﬂ% TS A (%uta}, 2:") .

Far tanto

Corolario 4.18. Siu e 0D, X), entonces parn todo x* € X*
Alulz) =) = {Anfz), £°).
|

Proposician 4.200 Sea X wn espacia de Banach, v 0 = X, Son equiva-
lermubeea:

I, u e ormdnion
B u es dibitments armdnica,

& Para cade n € & exisle cp €5 8l que

tll‘_ﬂ'”]: i et {4.16)

donde ln-serve #d ahiplulamende commergente en fa fopolapin de X g la
CONTETEnciL £8 umifore sobre compactos de O,
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Demastraciin.
1= 2). Como u rs armdnica tenemos que Au = 0, Sea x* € X*, Entonces

Siul), 2% = {Aul).z%) =0
por thsito 1 es débilmente srmanica.

2} =+ 3}, Sen re'” € O y elijase ry tol que r < r < 1. Por la ropressstacisn
usual de Podeon enemos pags p <

{ufpe™), £%) = ifﬂ,(ﬂ = ) {ulr ey, =7 of
ﬂlT T
1
= 57 [ {500~ i) a
L :
— <E J{..F‘.{'ﬁ' — !MF[E"]&.I‘) r
For ko tanto
T ( = j; LA tJufr:e":lrn..f},
para toda * € X*° ¥ o< ry, de agud gue
ufpet?] = 51; J[:F,‘,[ﬂ — tJufrye it
Si o< v, e0n vy 9org tenemos también pars P Ty
1
(ulpe), %) = oL J:, Pt = £) (ui(rae®), u™ e,
por 1o que procedisndo como antes obtenemes
1 1
= f; Pl — thulrye®)de = = j': Folll — thurye™Yit, (4,17)

es dacir, el valor de ln integral no varia eligiends cualquier r < A.
Abotu escribimos la representacidn en serie del nidcde de Palsson ¥ obtenemos

uipe) = o= [ ( B H"c“""“‘*) ulrye)de

=



4.3 Funclones Armdnicas Vectoriales 134

Por la convergencia absoluta en D{0,ry),  uniforme en D{1L, r;] de by serie
80 tirma

E:l (ﬂz ﬂhlleh-"_ﬂ) ufryetdt — E ( Jllr“frlfﬂ:"-_'"'rﬂ) gt

- T

1
= E ‘};-'I.ll::rj'ﬂ“}f

par (4.17) tenemos que estos coeficientes sdin determinados de manera finien
peara cada ¢ € [}, poes si

21 Namamos

%j;ufr;r"}n_‘""n't.

£R NETR represantaciin de o, con rq 2 1y, © < o, anbonoes

L=

,;,, (%Lu{ru:#]:""‘dﬂ) g — —f ( E gl i I1) e it
( bl ﬂ) arye it

O = -

Pe aquf que
X iyt g L p—
= fru{ﬁz e dt = = Jf_r.u,"rzs' Ye ™,

¥ por tunte fos coeficlentes o, wstin determinados de manera (nica pars cads
z€ I Ademis com la serie del nicles de Pobson oomverge ahsolutaments
en D0, # ) y uniformements en D{0, v} ¥ ¢, #% acotado, e signe que la sesle
uipe) = 3" popttlehd
Tl =
converge absolulamente en la topelogla de X v uniformemente en compeactos
de [,



140 La Propiedad de adon-Nikodim y el Tecrema de Faton

3) = 1). Sea re® £ 0. Debido & que la serie (4.16) es absolutuments comver-
gemte y converge uniformensente en eompactos de D, podenos infercambiae
&l laplacinno con la.serie {ver [3] Toorema 1.26, pig- 20) ¥ cbtenar

Aufre™) = A ( f: f'l"'l.:qe"“’)

= 5 A feurent),

N

Ahora aplicomes |a forma polar de la ecoackin de Laplace con ofre®) =
ritlet? purn obtenes

Ap gl g™ o g Apilgin?
P + 1 H i 1 %
a3 " ror | 1?06

:::r_uiia {Tg; (r%) +%}
=gy {rge r (el )) + a2
"-,La {1‘% {&"|mfry — 'r:|.11'|"||:""’}

i : ’
= gy {re™infis=! — plrirlg=e)

=ty

A

= ey}
s ],

Por ko tonto o es armdmica,
| |
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4.4, Equivalencia del Teorema de Radon-Nikodym
v el Teorema de Fatou

Defintcldn 4.21. Un espocio de Banach X se dice gue bene I propiedad os

Foton si pern toda funcidn aridnics 4 eon uslores en Xy acotoda, es decir

sup_pn u{zhllx < oo, existe J € L= ([0,1], X dal que

lim ufre™*) = it}

pore e tada £ [0, 1]

La demeatracidn del siguente lema es amiloge & la del caso escalar (ver ol
Teorema 4.1 E:l.

Lemn 4.22, Sea [ & L'(0,1], XY, Entonces la infegrnl de Polason ds f,
defiarida por

PNy = [ e - s
es una funciin arménion con valares en X que verificn
T P{) = 12
para casi todo ¢ € [0, 1],

Demeatracidn,
Primero veamos que P{ ) es uoa funcion srmanica. Sen z =1t y £ £ X7,
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COtonces
AP = A [ HoRE~ sbde, )
‘= af HBIPE— 8], %) ds
= [ (st - )2ty d

=£m,-;*}n
=0

donde In tercers ignaldad e debe al Teoroma de Convergencla Dominada y
al Corolario 4.19. Por tanto P{f) es arménica con valores ey X',

Ahora por ol Teoreme 2,21, la derlvada da

rio) - | N

e fle") casl dondequiers.
Sen 0y uno de tales pumtos, ignal que en ol caso escalar podermos suponer
fiy=0y f{e") =0, y proseguimos como en & Teorema 4,15,

Para & > 0, tomames § > 0 tal que 8 [¢] < & entonees
52«

Podemos elagie v = 1 sulicientemente pequefio de mansrn que [#f < 474

Representando a P{f){re") como ntegral de Poisson

PN = 5= [ Pge~ st

- L{q..t, +fj Pl =) /().
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Clomno en al caso esealar

1

= ol — ) f{e" rﬂ”g Fit

3 Loy, PHE () sup Rl

qua tiende & cero 2 ¢ thende o 1, adamis

1 -1 a1t AR —1)
e L Fo(f — ) et = = [Pl — 81082, = = i i Flt)——a—dt,
¢l primer sumande thode a cero v el ssgunto es igual a

R A e e L
i Jr_; A —drocad— 1 ot

Suponsends £ = 0, dividimos ls integral como

1 " o 2(1 — ¥ )reen(d — ) :
o [f; +J{ i L'] L= Dol — ) & v i

Para o primer ¥ tereer sumando, ohservande que

LE] = elt] = el{—t) = el = ¢}

[[Fie)]] = et =< 2t — ),

respectivamente, haclendo los cambios ¢ por # — | en el primer sumancs y
f - @ en el Begumdn, ohisnemos

1 21 — r)rsen(f — 1) ||
":nr f: {1— 2rcoald — 1) + 1 7) Fitldi] <e

an ¢l primer sumando ¥ andlogamente oo el tercero.

Para el ssgundo swmando asendo

(el <t ¥ |0~t| <4

com en el Teorermn 4.15 ohtenamos

i 3 JJr“l N1 — r¥rsen(ld ~ ¢)
2 Jo (1 Zroosl@ —b) 1)

L

F‘{t:lrﬂ“ <
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Hacemos In aclaraciin que de aqui en adelanta trabajarenos en [0,1] en
v dé [—w, m], pars Fucilitar ol desarrollo del trabajo, por 1o cual 28 hacen
ks cornbios de variabdes pertinentes, e decle, £ — 251

Lema 4.2, Sea T € L (L0, 1], X). Endences lo mtogrul de Poisson de T,
dafinidn par
PI () =T (R = 1)

es g funcidn ermdricn con valores en X,

Deanostracidn,

Demcstraremos qua en débilmente arménica y por la Proposicidn 4,20 P(T7)
sard armmonice.

Bea " £ X*, obsrvenion qua

(P} (re®™) = (P(T) (re™) ,2")
=z (T(F{—-N)
= (2"T) (P = 1))
= fee [Pt = 1)
= P{fe) (re*"),

destscle J» a8 i funcidn que repressita al olemento del dual de L]0, 1)) dado
por la composicidn #*T,

Comn

AP (fe)(2) = AL (Pt =)
= fe (AR — 1))
= |,

donde z = re™*, se sigue que PT") es armidnica.
L
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Ahora, tenemaos el sigutente Lema sobre o representacicn de fa [ntegral
da Modsson en el diseo en el case vectorial,

Lama 4.24. Sew u: IO, B) — X armdinica, oo £ > 1. Enfonces

u (re**) =fﬂ:I Flf—fu{c"™d, O0<r<l

Drernostracion,
Por el caso escalar, para toda =* = X*

(i [P} 2t} = J£ R0 =) (w (), 2
= <J£|ﬁ[ﬂ-t}u{ah]ﬂ.x‘>.

de donde sm concluve 18 representacién deseada.
[ ]

El sigulente Lema serd utilisado pora demostrar of Teoremn central de
este Capltula, aolwe s equivalencia del Teoroma de Radot-Nikodim v el
Tearema de Fatoal en un espacio de Banach.

Lema 4.28, 81 ¥ es un espacio de Banach separuble entonces L]0, 1], ¥)
ed separable,

Demostraciin.

Babemos que L (L 1]) & Y e= denso en LU'{[0,1),¥) (ver Apéndice A3},
iaf que silo bastard encontrar un subeenjunto denso y a lo mis mimerable
pn L1 f[m, 1]} ®2Y,

Jew [2 w {y, 1§ € N} un subeonjuito denso y a lo mis numerable de ¥ v
sea £ > (. Tomemos cunlouier elemento f € L ([0,1]) @ Y, digamos

-F:E;"l"ﬁ' i'BJE]'; ffEL:{[ﬂ,l]]-

=]
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Para cada =1, ..., n existe y; € L tal que
s
(LAl + o+ Lfnlld”
Tamblén come €0, 1] e denso en L]0, 1] entonces para toda § = 1,...n
existe gy £ €0, 1] tal gque

llzs = wll <

s = 4l < 4
O 2 el + A )
Por tanto:
] m T
EIH?PJ' -3 md = Z:{B'I — ;)1
=l #=1 Eyinagey =t EA {1
L]
+ (120 s s = £3)
=l edingafa
] T
= 3 s — sl Bl o+ 3 s v ey = sl
1=1 dml
£ £
-"-'.."E + ,E

Asi el conjunto {E}‘_1 st EDp e CI0,1]in € N} esdensoen L' (|0, 1))@
Y pero no os numesalde

Como log polinemios en [0, 1] con coeBeientes racionales son dewsos en C]0, 1]
com b oria || o, 8t F denota s esta familia tendeenics que

it

A=l

e densn ¥ a lo mds oumensble oo L' ([0, 1]) @ ¥, pues pass [ como antes y
£ > 0 endste oy € C0, 1), j= 1, ..., 1, tal que

“J" - ¥ v

=1

<gf2
LYY
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y también para toda § =1, ... n existe p; € P tal gque

[

s = ke < STy & oo Tl
Isegn
n Ll
HI—E#:P:‘l < /2 Eh'fif-ﬂ.i—mllu
F=1 L":IMI.PJ Juul 1
< efi4 2
=E.
| |

Enseruldn formularemos e Teorema principal de este Capitulo que es-
babiece bn spidvaleneks enire la pmopiedad de Redoo-Nikodim v ol Teorema
e Fatow parn, un espacis de Banach X Aungue esta squivalencia es vilida
pura espacios de Baoach en general, fn demostraciion gqoe squl presentamos
[che hecho, sélo ann de las implicaciones) supene que @ espacio de Banech
X" psseparsble. Bsta suposicidn nos permite utilizar el Teorema de Banach
Alaogtu, herramlents muy sscortida en Andlisis Puneional.

Con o ohjeto de compensar esta restelochén presentaois tembidn un es-
bwaen de diche demostractdn en el caso general,

Al snpondremes gque X es un espacio de Banach con dual X* separable,
Tenemos entonces el siguiente resnltado:

Teorema .26, X tiene la propieded de Badon-Nikedgm o g 2dlo 51 X Hene
in prepiadad de Pt

Demeatracidn.

Supongamos que X tiene la propiedad de Radon-MNi¥odym, Sea w: D — X
una Mncidy armdnica v aciada,
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Bean 1y = 1 — gk ¥ falt) = u (roe™™). (fu)22, #8 una sucesiin de funclones
atiines con valores en X tal que

sup | fallx < E'-"I:"""""{"El'll = oG
nEN sEl)
Como X~ X* {epemos las inclusiones isométricas
C0ALX) — £ (LU0, X) = £ (40,1, %) (418)

dadag por [ — T tal que

76 - [ SOt dmie)

¥ T — 3T donde 51 X — X** ez Ta inclusidn cancaica

Para ver que I inclusiones dadas por (L 18} son somitricas procedemes del
medo siguiente:

{St[&lll‘r]-" "uﬂ — {L{L'Hﬂh 1]}'-1-}1" I]
J—T5

Comi X thene la propledad 'de Radow-Nikedym, de acuerdo al Lema 3.9 v
al Teoremn 3.10, el operador Ty & repeesentable por g € L9 ([0,1), X) ¥
1Tyl = Nl Asi

i
[ rsiode= [ oot puratoda g 1 (0.1

[ Ut -gneni=0 paentodn s Ltqo,1).
Entonoes

f=g ctp en J0,1). (4.19)
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{ Pochernos verificar ssta afirmacidn de In siguiente maners: Si# £ L™ {[0, 1], X)
es kal g

f i Aleidlt)dt =0 paratods §E Lo, 1,
[H]
para tods 7 € X* ¥ o € L ([0, 1]) tenemes que

o={s [ atnettyie) = [ A et =0.

Entonces por o Teorema de Hepressetacidn de Rbesz para el caso escalar
TETHRITILS

L
| (= BN0910)| = 810 =0

|Teral = tup
H1is1

Asi 2% = D etp para toda 7 € X*, de agui que 8 =D ctp.)
Ademis, de (4.18) se sigue que [Tel = |/ ]l
Alora consideramios

£ (EM[0, 1), X) — & (L4, 1), X™)
Te=—iT,

donde § €2 la inclugida candnicaj : X — X tal que 4{x) = T, Bz = £"(z),
con @ € X%, ¥ |lellx = [Zlx--

Tenpenog que
T |l eiprgan ey = sup BGT )l
[ [£F R
= sup [|T{el
i<t
= 1T eessqpanxs-

Con esto eoncloimos la prieba de nuestra sfirmacion.
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Aborn, de acuerdo ul Teorema A.39 ¥ Corolaric A 40 se tieas que

(LM ([0, 1)) = (£ (0, 1, x7))°
=L [L*]n, 1.x"),
¥ puesto que In sucesion (f,1%2 ) es una sucesidn acotads e ol espacio L* ([0, 1], X"
¥ LU0, 1], X*) es separablo (por ser X* un espaciy separable ver Lema
4.25), podemos aplicar ol Teorema de Banach-Alangly y encontrar T ¢

LALM[0, 10), X*°) ¥ una suhaucesin {ma)32; de nilneros naturalee tales £t
{Fng J21 comverge & 7 #n In topologla débil-* de [} ([0, 1), X"

En particular, Lencranoes: que pars toda ¢ € EY[ 1]} ¥ para toda z* £ X+

J_[Eg'”‘:l {us {rey &) (1), "yt = T{p)(x*),

M (T, ()2} = (T, 273, (4.20)
Veanwe primero que
Tr (#) — T9) para toda &€ LYo, 1]}, (4.21)
¥ooe Tis e X,
Fedl i) = & o o oe 2 Tenemos e
oy (] = f ult)e gy

= frufm).

- L]
Alirmamos qu {_I'H_[mj:]hj 88 unn sacesion de Caochy en X para cadn
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i € L. En efecto; 5 b < ¥ tenemos que | < 7, <1, < 1, Inago

fault) = {rn, )
@
= —f F%I:f — W0t {27 )
- (P% *.l"u.t-) (¢,

parn todn ¢ £ [0,1].
Entonces pars toda m £ & tenemos

.IF-.I (m} = ﬁ:_:;_[m}_i"';,fm].
Usameba la representacion para ¢l nicleo de Polsson en serle obienemos

. 1
Pry, (m) = JE P%[r]e""’“':ﬂ

=f|E (?—‘)m#"‘j'e'nmdl
o L

FER

Nl
=2, (I""*.) gPritl-mbt gy
L™ i

Fuitm = ('“—')'”' Fou ).

Tog

fi)'ml 1
Tﬂ..

—

Asf, para todam £ &

Por copsiguiente, para csdam £ &

Fau ) = Jo fm)| = [[ st
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cuanado &, F —s 30, pur-r[ucril- —+ 1y "fwim]’ﬂ €5 acotado en X para
=yt
toda m € & yn que u e acotada

ARI,mmn.ﬁ'm:amnplntn.puamdnmcznaﬂaw:.exmum

Ty = J;Iﬂgaf"" (),

5k o5,

.]_E.D; T:rnhl:#ﬂj = TI'FF
por I que pars toda +* & X*

Jim {7, () 2*) = (£ ")
Como tambéén tenomos en virtad de (4.20) que
Jon (7, (di2*} = Tidn)iz*] pars toda 2 & X,
sa sigie de o anterior que
Plgyy) =T e X paratods mec I {4.22)

Usando la linealldid de 7'y (4.22) vemon que para tado polinomio trigonomeétri-
e P se tiene que T(P) € X,

Abora, ¢ & L]0, 1]) existe (P Iney sueesian de polinomios trigenemétricas
tal que By — ¢ en LY[0.1)) v como T' = continun v T{¢) € X* =a tieno
e

T(g) = "J;II.J;TI:F.}.
aon T(Fy) € X, por lo que T{¢) £ X,
{Esto s puiece arpumentar asi:

PR c X = X

memdtricamente, |uego (T{F.))ey #8 de Caunchy en X ¥ X e completo,
Entodaes

TfPH} — (X '.‘.‘J )
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por bioto o € (X, [lae). Porlo que Ti¢) = v & X.)

Por consiguients, dada 4 € LY[01]) v dado = > O existe un polinomio
trigenmdirice P, digamos

Pt} = f: P L

[=—m
tal qus P — $l, <= Asi
1T, (8} = T, = HTh (8} — T, (P + 1T, (P = TOFY
+ 1718 = Tl
< [T, | 18 = Pl + [T, (8 = TP, + U BP — 1,
< 2Ke+ |1, (P - TP, (4.23)
dlonde

il = Nl = ﬂllﬂ{ﬂh = K,
Tl = Kz y & = méx{K;, K3} Pero

Ty (P) = T, ( L—re-”““)
o =

= 3" afy, 4.

]

i o guie

M Ty, (P)= 3 o im Ty, (&) = 3 am

E:.-—m A= —ii
=% al(g) =T CE q-ﬁ)

[ =i =—m
={F)

an (XS]] D, v oasi (4.28) puede ser estimado por 28s + = 6 & s suficiontes
mente prande, luago

T ) —Tig) en [X.]| L)
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cuando & — o0 para cwde ¢ € L{[0,1]), Con esto queda totalmente de-
mostrada la afivmacion (4.21).

Enzaguida mostremos que P(T] = o En ofecto, Por el Lema 4.28 P(T) es
i Nusckn arowinios con wilores en Xy

FP(T) {re®™) = T (Bt —-))
= lin 7)., (Rt 1)
I

= #_L[n’;j: b {1, &™) Bt — alds

- mﬂ.{rrmzmrj

= u (re®™),
tonde la segnnda igualdnd se tiene por {4.21) ¥ In cusrts igualdad por el
Liana 4.24.
Definamns whora |a sipuients medida vestorial

AB) =T (xs) = Jim j; (g 2] .
Come se ba denwistrndo en ocasiones anteriores

Xuga = 3 x4, en LY{[0,1]),
gl
si A MAy =0 ouando 4 # 4,
Por lo que usando el hecho de que T oo lineal ¥ eontinno vemos que
BIUEA) =3 aldy),
F=i

os decir; g es numersblemente aditive. Ademds u << ni, pus

B < REImEE),
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por- ko que

([0 2]} = | < T
Paesta que X tiene la propiedad de Radon-Nikoddm, existe [ € £ ([0, 1], X)
tal que

u[Ej-JII;Mp jnra boda B & B,

Por &l Lema 3.9 tonomos que f € L= {|0,1], X) ¥ T = ropresentable por f,
5L 6%

Tigl = _||Iur1 gl f(1)at  para tods € L{[0, 1)),

1
PUY () = [ )AL~ o)y
0

=T (Rt -1}

g (re™)
se wipne del Lema 4.22 |a existencia de

lim P(f) (re*™) = f(t)

para casi toda ¢ € [0, 1],
Par tants, X tiene |a propicdad de Fatou,

{==] Bupongamns que X tiene |n propicdad de Faton v sea p une medida
viatordal con valores en X tal que i s mumerablemente aditiva, p << m ¥
L ([0, 1]) < oo, Estudivmas primero of siguiente coso para oy me

Exigte # > 0 tal que [u|{ E) < em[ E} para toda E £ B.
Asl, podemos definir ol operadar T, L{[0, 1]) — X del medo signiente: s

P =3 auxe.,
k=1
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con ey, escalar, Ey £ paa 1 < & < m, By NE = @ &k o !, entoness
o=
Tulw) =3 oun(E,).
=1

Pusata gque
ITalelll < 3 loulBii Bl < 3 loebmiBe) = Cllell,
=] =l

podemes extender coutivuamente T, & todo L]0, 1]) {¥a que Ins funciones
simplos son densse en este espacio) v esta extensién poses ls misua novo,

Abora definames In integral da Polssan del eperador T}, esto es, u= P (T},
De acusrds al Lemn 4.23, u es une foncidn arménics con valors en X ¥
adlemdis

fhes Cre®™) | e = ITe (Pt =)
< I | Pt = 1,
= ||m|
< O

esto e, [lulz)lx < O paratode 2 € D,

Come X' tiene la progiedsd de Fatou existe £ € £ ([0, 1], X tal que
lE‘:} u [re™™) = fit} pacn easitodo 120, 1].
Asl, para todn z* £ X
o {n (re™) ") = {f{t)a")

poca el todo £ 2 {0, 1] y por In teorfis esculur se tiens entonces que

L
(e {re®™) a") = _}: Pt = ) 18, =*) df

=<£I Bt — 8)f (), r>.
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Enptonces
t (ra®i' = P(f} (ra®™®) ,
Por consigulents tensmaos que
Plf] =u = P(Ty),

y comn pi B} = T {yg) entonces por ol Lema 1.0 exisie g € L™ ({0, 1], X tal
mqua T, r=td representado por g, por lo que

P(f} =u= P(Ty} = Pa),

v usands la unicidad de la sohaciém del problema de Dirichiet obtenamos
S =g cip vy asf pars toda B £ B

W(E) =T, (xe) = J(; i,

que ez |o que desedbamos mostrar, ya que f £ L'(]0.7], X
Ahorn, parn resalver ol casgy geperal emplearemod ¢ signiente argumentao:
Daida ¢ << m consideremos s fincidn maximal

v ] BlGE)- . .
W = gy el T IIIT.E'['I.I'H.]D}.

el suprema e toma sobee todos bos intervabos T agie contlenen & @),
Como es sabida, In fuocidn o® es do Sipo débil [1,1) (eer (23], g3 ), msto
i, existe und constante sbecluta K el que
({8 2(0) > AT} < [0, 1) (424)
Ahors eseribamos para cada n € [
Ay = {0 €[0,1]: (@) < n}.

Puesto que s desigoalded (4.24) nos dice qoe la medida del conjunto de
puntos donde p* es muy gande e mmy poquefia, s sEgue que

[0,1] = (LA UN  donds miN) =0,
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Deefiniendo pura toda we M p,(E) = g (£ A,) tendremos

bl Bl = el B 1 Ay = [e|(E N AL)
<nm{ENA) < nm(E)

Pura]mmubmimmdutejﬂﬁﬂ{iu,]],x}mm
Hal ) = f fadm  paratods Ee B,
E

sdemie f, mtd determinada de manera dnlen en A

Crbsprvamos abora que como [Ag)Z, 5 una sucesion creciente entonces gi
k = nose tone que f, = fi sobee Ay, por le cual podemos definir etp sobre
[0. 1]

fit) =fult) =i teA,
¥ en vista de que poes mumecsblomente aditive tendremos gue para toda
EeB
() = lim w80 Ae) = i, [ fdm = [ pam,

Entonces X tiene In propisdad de Raden-Nikodsm.
[ |

La demostraciin de la implicacion (=) en ol Toorema anterior, parn
enalguicr espaclo de Banach, slgue ol esquetns que se resume g okl meaeisn:

Se representa & La funicién w = Fpe) pars algana medicda vectorial g mamers-
blemente aditiva, con valores en X, deflaida en B ¥ de variacida pootadn.

Se escribe g = . + u, donde lae] << w1 ¥ Jigg) Lon.
L hipetesis sobre X azogurn s odstencis de § = e g L0, 1], X} y asi
= P{f]+ Plu,)

El primer sumando tiene valores frontera no tangenciales ¥ el segundo tam-
bién (iguales a 0 ctp).
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Conclusiones

Como comentamos en o fntroduccidin de sste trabajo, la propisdad de
Radon-Nikodfm de un espacio de Banach X surgid s rafz dal estodio so-
brw diferencinbilidad de funcones definidas m subeonjuntns del aspacko p-
cluleano ¥ con valores en X, de hecho, la diferenciabilidad depende da las
caracteristicas del espaclo rango de dichas fanciones, como sibeonjunte de
X, Pero no #dlo en el tema de In diferenclabilidad 1a propiedad de Radon-
Nikodim Jugs v sigee jugaode un papel rebevante Ho sido pdemda Funea-
mental pars representar & operadores Hoealss por medio de inbegrales; para
enfender la estrocturs topobdgica v geométrica de clarto thpo de espacios da
Bunneh ¥ en general, paca clasifienr a éstos, por lo cosl esta tesis es partion-
lnrmente apropiada desde ¢l punto de vista diddetlon,

También ez importante destocar algunag de lis raeones por |z cuales
extn Legis ha sido escrits, ona de ellas es que s becturs ses bdslenmente an-
tocontenida, pues no o encuentean unificados nl desarrallades de osode tan
exhaustive en In fiteraturs; de hgeal monercs, = ha tratado de proporelonar
una buenn eantidad do ojemplos queé lustren las diferentes noclones v situs-
ciones planteadas en eads uno de los capitulos, anmgue debemos reconoesr
que on af dltime de éstos nos hizo falta proporcionar gjemplos. Esto ha sido
asl pargque no es fictl encontracios oo 1a lteraturs v de becho, tna ssfpnatura
pendiente a8 & congtruceiin de dichoe ejemplos.

Por tiltimo preperelonaromeos ana lata de propicdades equivalentes &l
propiedad de Radon-Nikadim, que no s abordaron en I& tesis pero es im-
portante destacar,

Cails una de iss siguientes condiciones e necemria ¥ suficicnte PR e un
expacie de Banach X tengs ls propiedad de Radon-Nikodfm:

1. Todo subespacio lineal cerrade de X tiene la propiedad de Badon-
Nikodym.
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v Tiwlo subespacio lineal, corado 7 seperable de X tieoe Is propleded do

Radon-Nikadym.

. Todo funeldn f 2 [0,1] =+ X de varlacidn acotads es diferenciable casi

e bodos partes,

. Toda funebin f: |0, 1) = X de varincitn acotada es débilmente difiren-

clable excepio en mn conjunto fijo de medida cero,

5. Toda funcién absolutamente continua f: [0, 1] — X es diferenciabie

cosi an todad partes, BEn este caso tensmos que
b
16~ fw) = | e,
pata cualesguiar o, b € [0, 1.

. Toda funchin absolutoments contlnoa f ¢ [0, 1] = X es dibllmente

diferenchubile exoepto en un conjanto fijo de wedida cers, Eo osto caso
toneyes gue

2" ) — flo)) = f 2 eyt
parn tode o y b £ [, 1] ¥ para tods * € X*.

- Todo operador T : L0, 1] — X liseal y acotado se factarisa a traves

de !, Esto és, existen opeeadorss lineales conthmos L ; [' — X y
5+ L) — I tal que T= LS.

+ Todo subeonjuniv cerrndn, no vaclo v acotado de X contiens un ponto

exLrome die g1 envolvents eomvoen cereada,

<3 0 s un subeonjunto oo veclo, caerado ¥ seobade de X etonces

existe nns fnclosnl fineal acotada en X que sleanza su valor mgximo
i Lh

Para complementar esta informucifn remitimos al lector interesado n 19,
phg. 217-218.



Apéndice

A.1. Operadores Lineales Compactos

Definicidn A.2T, Sean X ¢ ¥ eaparins normades. Un oparader T : X —
Y e llama sperador bnesl compacto {o un opevador linenl complefoments
continug) xiT e4 lineal g pora todo subomdunts aeodado M de X, lotmagen
T M) ez relabivements compartn, ests 4, In cormedirn ﬁ-ﬁﬂ 2 - oot

Lema A.25. [ Todo eperador lineal compacto T: X — ¥ s qcotads,

L 5 dimX < oo, el operador identidad T | X — X na ey ssmpacts, o
pesar de gue | es contingo,

Cremnstracin,
L. Como ls asfera unitaria F = [rEX:||sf =1} & acotada, y dado que

T &8 compacto s sigue que {TEEH B8 compacto ¥ por tanto es apotedo, de
aegul e

sup [Tl < co.
zl=1
Evtonces T s neotado,

2. Por supuesto, 1a bola nnitarie cerpadn

M={re X |z} <1}
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5 acotada.
B dinX = aa, se gigue que M oo e compacts, entonces

MM =M=M

nid a4 relativaments compelao,
]

Teoroma A, 29, Seen X p ¥ oespacios normades ¢ T : X — ¥ wn opera-
dor Fneal Bndonces T e compacto 51 sfle 51 T enwi foda sucssidn acoloda
{re )=, en X en una sucestdn (T{x)]-; ™ ¥y que poser una subsucesicn
m!lﬂ?mh'_

Demostracidn.

(=) 5 T es compacts ¥ [I,)5, o5 acotada, entonces {T{z,]) o, @ ¥ es
cotnpacto v por deflaicldn se slpue que Tz, ) tiene une subsucesiin conves-
Henie.

(%=) Buponpgunos que Lodn sueesion acobnda [, )30 teie una subaucegid
(Fa 2 tal que (Tza, ), converge en ¥,

Sean B © X un subconjunto acotado de X, ¥ (1,22, cualquier sucesitn o
T{H). Entonces g, = T{x,) para slgin =, € 3, ¥ (5,)22, & acotado pues
B ea geotadn, Por hipdtesis, T(z,.) cookiene una subsucesiin convergente
Eatonces [T{5B)) s compacto ¥ coma (y,) o& une succsiim arbitraris on
T(B) por definmkim s shgoe qee T o6 compicla.

|

v eete Teoremna e obvio que b euma Ty 4 T de dow operadores. Hoeales
compactos e compacto. Similarmeonte, o'y a3 compacks, doode o o cuslquier
eecalar, Entonces tenemos que bos operadores lineales compactos de X on ¥
Torsnian i esfanels vedLoral

Teorema A3 Sean XN ¢V oespecios norados g T 0 X — Vo opereder
litienl. Enlonces



Al Operadores Lineales Compactos 163

I 5T ey aeotado v dimT(X) < oo, el operndor T e compacts.,
8. 5i dimX < oo, ol operador T as compacto.

Deimoatraido.
L. Sea (.57 cunlquier sucesién aeotads en X, Entonces In desigunldad

ITLT“ :I n = "T” "ru "

muestra que (Tx,]]5., o8 scotado ¥ dado que dimT(X) < oo se signe qoa
Tlirq) es relativamente compacto, entonees (T} )77 tiens uns subsncestin
eonvergente y como (.00, e unn sucesidn arbitrarie de X, por ¢ teorema
amterior aa aigue que T s compacto,

2. Dado que disX < oo sabemes que todo opetador linenl en X es acotade,
por tanfo T e acolado ¥ como

dimT (X} < imX < oo

por s parte | tenemos que T es compacts:
[

Diremes que T € L{X, ¥} eon dimT{X) < oo &8 un operndor de mago
finito.

Teorema A1, Sea (T)50, una sucesidn de operadores Brecles compactas
de un edpacio normads X o un espacio e Bonoch Y. Si (Ta), conierme
#n ia tepologia de fn norma en LIX,Y), digamos

cudndd n — oo, Entonces T e un operndor compacto,

Dernoatiractsn.

Mostrarenwes que prra cualquise sucesién acotoda (2,02, en X, |n ims-
gon (T2 11, tiene una subsucesidn convergents, ¥ por o Teoroma A2
tendremos gue T' o= compacta,
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Como Ty e compacto, (Tmo, tiens uns subsucesidn (Fy.)=; &l qoe
(T8 ) )y €8 e Canchy. Similarmerta [Ty, )5, tiene una ssibsucesién
(Pam oy tal gue {Ty(wam ) im=; & de Cauchy, Coutinnando de esta maners
vamos que In sucesion “diagonnl ® (gl = [Sum )iy o Wna sbecesiin
de (T tal e pars todn entern positivo fijo o ln sieesdin

(Taltn)lney
6 die Caucly,
Comp (2., es acoteda existe ¢ tal gque jo.]| < c pam toda m € N,
Entonces [|Um| = ¢ para toda me M. Sea e =0, comno T, — T, exisle n = p
tal que

1T - Tl < f3e

Comn {T,(tm) ) pep = de Conchy, existe & tal que
1T} = Tplaelll = /3.
Entones obtenomos para j, 6 = N

T = Tlwedl| < 1T00) — Teladl + I Tlay) — Tolowd | + 1Talin) — Tzl
= 7= Tellllwll + /3 + 175 — Tl
= ir.' 4 E 4 i;g
di 3 Ak
=&,

Esto muestra que (g ).y o8 una sucesidn de Cauchy ¥ como ¥ e oom-
plet, o5 convorgente,
|
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A.2. El Lema de Agotamiento

Lema A.32, Sea & 1 £ — X uno medide vectorial Supengamoz gue P es
e propiednd de F fol que:

I, @ tiene la progriedad ™ en cada confumto p-nnls,

2. B 7 tiene lo propiedod P oen B € 5, antonces @ fiene ls propicdad P
enocrdn A £ E eondeniddo en K.

3, & Hene la sromiedad P oen B, Hﬂzfﬂﬂiﬂ-ﬂ&ﬂhﬁhﬁm:fcﬂ,lm
F tiene o propiedad P oen B U B,

4. Todo A € E de p-meida positise rondiene un conjunte 5 € E de
p-tsdidn positirg fol gue & Hens la propicdad P oen 7.

Enlonods existe wna sucesidn (Aq)%; de tiembros de £ ajonos por pares tal
quee fl= L As o ted que 7 Hene la propiedad P oen cada A,

Demostracids.
Sea

Aw{EcE: 0 tene b propiedad Pen B}
yooai o =aipful Ay 14 € A)
Esctijose unn sucestin {8,), en A tal que

i () =e.

Sen E, = L By B, € A por el inciso 3, Ademda Hmg.o jil By ) = ¢, parue
#iEy) = copara toda n € Ny p{B,) £ p(E,), por lo que

e= lim p(8,) < lim supp(B.) £«
£ =“]£1_nmp{ﬂ.,] < ﬂlél'nfﬁl:ﬂ.} < ¢
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Entonces
lim plE,] =¢.
Timn]

También B, © Fo,; para todan € N, Ahora, si ocurriese goe g (104 U2, ) >
0, entomees el inciso 4 asegica le existencia de A € A con g(A) = 0 tal que

AUz, B
Paro (AU B, &8 un sucesiin en A oon
lim (AU Ey) = lim [u[A) + p(E)] = pld) +e >

lo cuinl contradics la definicidn de o, Asl, Ay = 0 182, K, tiene p-medida
oern. Eacribiendo

l"111 - lElI| l'dll Py IEI.I'LIE'.Il |"':'l'q- o EI'I.I'LL:HFJ.I

ohitenamas s aucesldn (A, )5, con Ins caracteristicas requeridas.
E
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A3, Producto Tensorial

Sean &, F' y M tres eapacios veetorinles sohre €, v & un mapeo billeal
de B x Fen M.

Definicidn A.33. Decimos gue E y F som g-lineaiments disiuntos si dado
{#1,... 7} wn subsomjunts finita de B, {5} un subconjunto finito de
F, que ticnen el mismo ndmers de elementos, (o cuales satisfacen

i
Z#‘l:-!,ll ll',f]' =10,
i=l
erilonced, M Ty, ..., I 2o lnealenle independientes ge Hene que g = .. =
e = 0, ¢ 8 g, .o B don nealments indepeticienies, £ = .., =r,_ =i,

Definlcidn A.34. Un producto tensaricl de E y F oes ol par (M, 8] que
cansisle de un espocie secforial My de un mapes bilinedd o de E« F an M
ol gue

s L smagen di B x F geners al sspacie M,

w By F son g-linealmente disfuntos.

St thone unn defindcidn equivalente o la definiciém de clementos g linealmenta
disjuntos, In cusl s& da en In siguionte propoeicién:

Propoelcidn A35. Sean E, F y M fres espacios vectoricles, y ¢ nn mapss
tilineai de E = F en M. Entonces E y F son linealmente dighmlos si y sdila
si dadon {2} y (), n 1 €5 €7 1%k < conuntos neadmente
independientes de E ¢ F, respectivamente, el confinto de vectores de M,
{25, 08)), 8 lineslmente sndependiente.
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Ba puede demostrar que e producto tensorinl siempra existe v a8 tnico salvo
isomaorfizmos. Drenotaremes por & F el producto tengorial de E v F, v el
mapeo candnioo ¢ de E x F en £ @ F lo denotaremos por

I:.t',]l]'r—-:.'lﬂ i

Dofinicion A.36. Sean E y F dos espanios vectoriales topoldgioos focafmende
comuaras, § E @ F ol producle fenseriol de £ y F. Liamaremoes w-fepologla
fo topologfa progectiva) en 5@ F la topelogia mds fuerle localmente coneera
pora lo cual &l mapes dlineal conidnioo (2,4} — r@y de Ex Fen E@ F
23 condinus, i fo denobaremos por E@, F.

Sean £ y F dos espacios loealmente convexos, p y g ssminotiias on By £
respectivamente. Se pueden definir seminormas en el producto tensorial
de £y F, p@&yq, de lo siguente manara:

Paratoda e E@F,
(e q)(8) = inf ¥ plz;Jates),
3

donde el infline es tomade sobro todas los conjustos do pares Anitos (2, 5;)

tales qua
b= 5oy
4
Ademis, paratodar c Eyy e F,

{p 2 )z & ) = plz)ely).

Proposicldn AS7. La seminorma p@g ex wna norma s g adlo #ipyqen
O,

Cuando (E, p) ¥ [ F, ¢) son espacios normados, se obtiene un espacio normado
(E@Fipag) el cual es Hunsado o producto tensorial proyectivo de
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Definicidn A_38. Denotoretnos por B&, F o completecidn d E @, F.

Ben X un espacto pormads v 0 un espacio tepoldgico localments coim-
pacto. Definimos (£}, X como el espacio de lay funciones continuas de £1 an
X, con In topologia de lu convergencia uniforme en subeonjuntos compactos
de §1. Se puede demestrar gue cvanda £} es compacta y X en un espacio de
Banach entonees [T[0. X, || ||ao), donde

| lloe = gup || L]
X
#5 un sipadio de Banach.

Denotaremos por CU0) 2 X el subespacio de O0, X7 que consiste de lne
funciones cuye imagen estd contenddn en wn.subespreic Anito dimeoalonal de
X: C0) @ X ea el producto tensorial de O v X Asl

caX= {E wfiin e X, el ne H} !
jou1

Tamhién es derto que S0 & X o2 denso en O008 XY De In mismn mamners,
wl epocin L[]0, 1)) ® X se puede deseribic asé:

LipaneX = {f:z,-fj e € X fie L0 1), n e H} :

el cual es subespacio de LU([0, 1], X,

Teorema A 39. Seq X wn papacin de Banoch Lo fmyecricn condtiden de
A @ X en LEX) puede ser extendida como unn isomstria bneal de LVE, X
sabra LY.

Consecuentemento L [1'@, 1].,..?} s Bnpmitrieneenta Eomocta'a [.'I:lﬂ. ll:]@,x.
Por Oltimo tenemos ol siguiente resultado coands ¥ e tambifn un dspacio
e Bamnch:
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Corvlario A.40. 5 espacio de Banech L(X, ¥*) 23 pomdirisenaite 1so-
marfo a (X8, ¥}
Un elemente 9° € (X&,¥)" comesponde a ¢ € (X, ¥*) & v sblo sl

Vilr &) = viz)y)

para bda & X, g E Y.
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