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Introdrerddn

Gonesis de Ia idea

La idea que se sustenia en este trabajo, tuvo su génesis en el
contexto del trabajo docente v la necesidad de motivar a los estudiantes

de un curso de célculo diferencial e integral dirigido a estudiantes de la
licenciatura en informética.

Este contexto resultd particularmente fecundo (de la manera que
comenlo mas extensamente en el Marco Teé6rico) en términos de que,
por un lado, los lengnajes de programacién son uno de los principales
objetos de estudio de los estudiantes de ésta licenciatura y, por otro,
soy un interesado de los correlatos entre las disciplinas lingiiistica y
matematica.

Justificacion

Creo que no hay duda en que uno de los objetivos centrales del
trabajo docente en el curriculo matemdtico, es el promover en los
estudiantes  la adquisicién de ciertos niveles de pertinencia y
competencia en el nso de los recursos matematicos de representacion en

un sentido amplio.

Log recursos de representacion de lag disciplinas, en general
aciden al codigo que desde el punto de vista de ellas mismas y de sus
necesidades de mfteraccion con ofras, les resultan mas adecuados para
ilustrar la faceta de 1a realidad en la que, por su propia naturaleza, estd

interesada.
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frirodyecton

La matematica no estd excluida del comentario en el paragrafo
anlerior.

2Qué es lo que potencia las competencias en el uso de un codigo
de representacién?, ;Cémo surgen las interpretaciones?, ;Cudndo se
afirma que alguien es competente en el uso de algn codigo?, ;Cémo
merementar la competencia en el uso de algin cédigo?, ;Como se
relaciona la competencia en el uso del c6digo con la resolucién de
problemas?, ;Qué es un problema?, ante la diversidad de formas y
manifestaciones de los codigos existentes: gexiste algin cédigo que a
manera de substrato me permita, apoyindome en él, moverme mads
conciente y deliberadamente en un cddigo arbitrario?, al interior de la
matemdtica: sexiste algin cédigo que a manera de substrato me permita,
apoyindome en él, conducirme de una manera mds competente?

Las anteriores, son algunas de las preguntas a cuya respuesta
intenté acercarme en todas las dimensiones del trabajo, por lo que en él,
habrén de encontrarse preguntas y, en todo caso, mi version particular
de como asomarse al dmbito de su dominio.

Organizacion

Para dar sustento a las tesis que se presentan, el material expuesto
ha sido organizado en cuatro partes:

En la primera, hago una reseila del sistema general y
temporal de creencias a manera de marco tedrico que, d
través de mi interaccion virtual con algunos personajes
académicos como Vygotsky L. ., Piaget J., Hofstadter D. R,
Radelli B., Wiener N, Bertalanffy L. V., Popper K. R,
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Cassirer K., Habermas J., Huneeus F., Maturana H., Verhulst
P. F, May R, Galilee G, Mandelbrot B., Fregoso A, Lomen
D, Lovefock D., hemos venido conformando.

Ln la segunda parte, hago una resefla -no exhaustiva- de las
incidencias del concepto de funcidn en los diferentes niveles
educativos (basico, medio bdsico, medio superior y superior).
Se explicita y se epuntala -por la via del andlisis de las
incidencias del concepto- lafs) tesis que se sustenta.

La tercera parte, esta constituida por la resefia de algunas
experiencias docentes desarrolladas durante
aproximadamente 12 aflos, cuya intencion es la de ilustrar
-con efemplos de diversos apartados de la matemdatica- la
potenciacion de las posturas didacticas a partir del concepto
de funcidn en calidad de substrato independiente del cddigo.
De esta manera, se abordan situaciones de temdticas tan
aparentemente disimbolas como regresion, desigualdades,
andlisis numérico, sistemas dindmicos, probabilidad y cdlculo
diferencial. En adicidn a esto, se intenta defar un registro
sobre el cdmo, fa tecnologla de cémputo puede cambiar la

Jorma en la que enseflamos matemdéticas propiciada por los

cambios cualitativos que se pueden generar por esta via.

En la cuarta parte, he incluido las reférencias
complementarias a manera de Anexos (1,2,3) que, sin ser por
ello menos importantes, no han sido integradas a las primeras
tres por no desviar la atencion del lector.

vherrnan ([@gaunss. matyson. mx



Letrodaeeson

Bescripcion

Se reconoce actualmente como una postura generalizada el que la
resolucion de problemas juega un papel fimdamental en la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas. Sin embargo, este reconosimiento no
asegura el que las pricticas que de aqui se desprenden estén apoyadas
en una y la misma concepcion.

De esta manera, la funcion concreta que se asigne a la resolucion
de problemas en el aula, depende por una parte, del modelo
epistemoldgico implicito en la nocion de "problema” y, por otra, de lo

que se crea que significa "ensefiar” y "aprender matematicas'.

Sin embargo, para los efectos didécticos y de aprendizzje, no
basta el sélo fener una version psicogenética de lIa nocion de
"problema”, puesto que lo que hay que hacer en ambos casos no es

conceptuar la accién, sine concretarla.

De esta manera en el Marco Tedrico del trabajo se aborda tanto
una version psicogenética de la nocién de problema como una version

operaliva del mismeo.

Eu esta fltima se advierte al modelo simbélico en su papel de
vinculo bidireccional de trénsito entre el estado inicial de la situacién
problema y el estadio que le significa a quien lo resuelve, la solucion.

IFn este contexto, el concepto de funcién en calidad de
instrumento modélico adquiere un papel central, y la articulacién de sus
representaciones numérica, grafica y analitica cobran el papel de bujias
que potencian la posibilidad de lograr nuevos arreglos sintacticos
significativog, agregando con ello puevos significados a los

significados de los simbolos.

Lf.‘/‘}??fv\'ezz 5



Ditrodason

: Se da una semblanza ceitien v proposifiva ~mmque difictimente
exhanstiva- de lag mcidencias del concepto de fincion en los diferentes

nmiveles edueativos.

Finalwmente, se resefian algnuas experiencias que a manera de

ejemplos tratan de ilustrar 1a postura que se sustenta en la tesis.

Ibjedivos

En una primera parte del trabajo, se intenta mostrar en general,
que todos los niveles educativos dejan, por decirlo asi, "la mesa
servida” pues es justo cuando el concepto de funcién permitiria
organizar los conceptos relacionados con los problemas y, en todo caso
realizar extensiones de éstos, cuando el abordaje de los contenidos del
currfculo parece detenerse.

En la segunda parte, se intenta establecer que de la coordinacién
de las diversas representaciones del concepto de funcion en su calidad
de substrato conceptual, es posible lograr nuevas articulaciones
significativas y potenciar estrategias operativas para el desarrollo del

curriculo escolar.

Alcances y limitaciones

Los alcances de una idea estin en funcion de todo lo que dicha

idea le pennita al usuario hacer.

Me atrevo a sugerit que las ideas aqui plasmadas tienen la
suficiente potencia para pennear y potenciar el trabajo docente en
educacion malemafica.
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Hareo Fedrico

llo

"Any atterhpl'to test the truth of what is known roust itsell

apl

"be an act of knowing and hence ‘subjective.’ Ay knowledge of
"“objective truth,” therefore, Is imposble. Constructivism cuts the
Gordian knat by separating eplstemology from ontology and arguing

that 2 :heory of knowledgé should ‘deal with the fit of knowledge to

experience not the matd'n between ]-mow]edge and rea&!ty The only

naiitywe can Imow is the reality of our experience

coti e Kilpatrick, Jeremy, 1987,

~ Marco tedrico

AMado de Introduccién .

.En este apartado comparto una serie de reflexiones sobre temas
diversos, los que espero estén suficientemente interconectados para

resultar nteligibles.
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No tengo la pretensiéon de enunciar verdades para nadie. Lo
escrito aqui constituye sélo el (mi) sistema temporal de creencias,

desde el que intento apoyﬂi:ﬂn trabajo. : T4
T
Reconozco el pehgr&de adentrmme en Lerf‘qnbs que ofi ialmetl

pertenecen a los lmgmstﬁm a los coall'h\{;stgis ¥ 4'los ,ﬁlésofﬂs St
embargo, suele ocurrir quélal incursionat et campos;‘jeh t&nﬁe 10 ge s
"especialista” resulta enriquecedor y fecundo, preclsamé'nte porque la

falta de pre-juicios o de rutinas permiten ver las cosas de otro modo.

Valga lo anterior para justificarme, sobre todo porque voy a
recurrir a la experiencia de cada cual en el sentido del epigrafe.

EL “Problema’ ysu Ambito de Generacién

Desde hace algin tiempo he venido admirando la forma en la que
los humanos usamos nuestro lenguaje y, en particular, estoy interesado
en la utilidad que la observacion detenida de este uso podria reportar

para los asuntos de educacién en gemeral y en particular para la
educacién matematica.

Uno de los aspectos que més me ha impresionado en éste admirar,
es el haberme percatad‘q‘_ _de que, al Paﬁ‘ecer cada quien posee un
Universo Seméntico-o: dé mgmﬂcacs‘men Wparticular; como producto,
por un lado exdgeno, esto es, del trabajo de interaccién perceptual del
individuo sobre su entorno; y por otro, endégeno producto de las
articulaciones conceptusiles désarrolladas por 6l

“Algunas caractetisticas adveﬂldaﬁ del Unwerao Seméﬂuco al que

" hago referencia son:’

+ es desde luego, personal e intransferible, como lo es el acto de
“darse cuenta’’

70
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Kareo Todico

+ en ¢, estdn contenidos los correlatos césmico-individuales que le
permiten e impelen a relacionarse con su entomno cercano (intimo) y
su entorno mediate o.afn lejano . . . . . 5

» es también dindmico, én ‘éuanto histérico y/o 'diacrénico; como
estatico en cuanto social y/o sincrénico - -

+ éste se formaliza (signica o conceptualmente) sélo en tanto las
exigencias de comunicacién con otros individuos o consigo mismo y
en cuanto la necesidad de acercamiento a una precisién descriptivay
argumentativa consensual se hacen patentes, pues hacerlo antes o en
otro contexto se traduce en una pérdida de sigmficatividad cognitiva,
esto es; se puede salir del paso pero no se.aprende

Por otro lado, hay en este universo seméntico elementos y
categorias que acaso jamds sean formalizados, no obstante jugar un
papel en la interpretacién; es decir en ¢l estdn contenidos tanto los
elementos racionales como los no racionales esto es razén e intuicion,
constltuyentes en todo caso comp!ementanos para la conjuncién
animal-racional llamada hombre, y los que eventualmente permiten al
individuo la construccién del sentido de las representaciones y su
significacién.

Desde esta perspectiva el cosmos es desde luego, s6lo una
interpretacién posible, méds o menos co-subjetiva y més o menos
arbitraria o personal e incomunicable en su totalidad -aunque no por
ello menos mﬂuyente— en cuanto elemento o calegoria no significada.

Es en este Umverso en el que se d:i la creacién signica y
conceptual es también el 4mbito en el que se da el evento -yo dirfa
maravillosg- del nombrar, como satisfactor a la necesidad sincrénica
(social} de comunicar, de manera més. 0 menos precisa, la
diferenciacién advertida sobre algiin aspecto del entorno.

Hgunas 11



Lapitlo /

- Es también’en este Univérso en el queé 8¢ rompe la cosificacién

 lograda por los nombres a través ‘de su praxis, de tal manérd que como

producto de estas rupturas hacen ¢mergencid extensionés' conceptuales
y/o reconceptualizaciones de lq nombrado.

Es desde este Universo' Seméntico, que el ‘individuo decide
; epmprometer o ne, el gjercicio de sus potencias fisicas y/o intelectuales
para ¢l desarrollo de alguna actividad. .

En mi opinién, la fuerza, el’ {mpefui-’ la conviccién'interita o nivel
de compromiso con el que un individuo empeff4 sus potericias en alguna
"a'ccién (éoncrefa 0 conceplu‘al) ‘dstd en "con‘élato '3nb' l'lhic"o- con la

-conceptual) de su accién. ¥ 'y i

Ef | patrén de comparacrén que penmte al md1v1duo la valoramén
‘subjetiva (en ocasiones co- sub_]etwa) de esta d:sfarzc;a epm?émlca estd
constituido de manera natural por su’ proplo umverso seménnco (ver
Fig. 1) |

! ! . { ' v oikpia

Univarso .S;m:é nﬁsln!

- v dallndividae I .. Fi. 1
Desde esta 6ptica, propongo ime un individuo / (ver Fig. 2)
descartard muy frecuentemente como ob_]etos de compromlso de accidén

ﬁs:ca yf'o eplstéﬂnca tanto al Objeto 1'como al Dbjeto 2 al pnmelo por

.....

significaciones (desdefi4ndolo) y al segundo ¢6no derﬂasmdo le_]ano 0
ajeno al mismo’ (abandonéridolo). b Fhieps " 13 |

Kgrna 18
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Moo Fedrieo

Fig2

Sugiero como més probable el que un individuo decida
comprometer sus potencias fisicas o intelectuales, en el caso en que la
“distancia’’a la que €l percibe los objetos sea tal que ubique al objeto
en la frontera™ de su universo semdntico.

Afirmo en consecuencia que la ubicuidad del Objeto 3 (Ver Fig.
3) harfa de él un candidato mds probable (que los anteriores dos) a
constituirse en un detonador de la potencia epistémica del individuo /
que asf lo pérbibe. o | b L™

Fig3

Son entonces la clase de objetos o situaciones que ubicadas en la
frontera del universo-_seniﬁntico de un individuo /, a las que llamaré
Situaciones Problema, considerando su ascenso al estadio de
Problema s6lo en el caso en que el individuo J decida internamente,
comprometer su voluntad de accién (fisica y/o mental) para acercarse a
ese objetivo. .

Es en este sentido que eventualmente las Situaciones Problema
emergen en problemas y se conmsituyen en lo que denomino un
Detonador Epistémico.

Khgena 13
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En este contexto, 1a refutacion resulta de ayuda invaluable para
crear una tercerd clase de objetos: Valiéndose de la refutacién del
sentido que desdefia a los objetos de la clase 1, es posible
revitalizarlos en su significatividad, incrementando por esta via la
distancia (dificultad?) epistémica al objeto.

Por otro lado, lo que he llamado t"‘ﬁ"oniera del universo
semantico”’, aparece en los diagramas anteriores como un linea bien
definida s6lo para efectos de simplificacién modélica inicial, pues en
realidad creo que ésta es mds bien difusa, amorfa y de una
caracterizacion compleja (Ver Fig. 5); lo que en todo caso propone las
limitaciones y dificultades del modelo’.

Urhwrse Sossamtice

I

; PR

Una caracterizacién de esta frontera, estd consignada en la obra
.. .de Vygotsky con el nombre de ““zona de desarrollo préximo™, como
., sigue:

Y Vale aclarar que el conceplo de Universo Semantico y el modelo geoméltrico de su frontera

no son responsablliidad de Vygostsky, aunque 1a Influencla de éste es evidente,

vhernan@gauss.mat.uson. mx
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e s the distance between the actual development level as
defermmed by independent problem solving and the level of potential
development as determined. through problem solving wunder adut
guidance or in colaboration with more capabla peers >>% .

En adi¢ién a esta coﬂcbpﬁjaniéh, e’ convettienite comentar que no
es suficiente (aunque, si necesario al parecer) que las situaciones
planteadas sean percibidas.en la frontera del .universo seméntico para
que éstas gean introspectivamente consideradas como problemas por el
individuo que asi 1as percibe, faltaria ver si le da la gana atenderlas.

Es decir, el hécho de qué url individuo ‘perc¢iba una sithacién a la
distancia precisa para ser considerada como un detonador epistémico
(problema) de sus capacidades, no asegura que éste explote en
esfilerzos (para resclverlo) comiprometiendo si voluntad en'ello. Pues
como es sabido, a pesar:de -que el detonador es el que inicia la
explosion, ésta no se asegura cuando la pélvora estd mojada.

. Cerrando’ la postura, diré que a pesar de que se ubique a un
individuo ante situaciones que a su propia:juicio y en el sentido antes
descrito éste pudiera consldemrlas como problemas no se asegura el
que avance en la dlreccnﬁn de mtento de sulucn()rL '

Auu més; los problemas como detcmador eplstémnco en tnda caso,
est4n en la posibilidad causal de comprometer la voluntad humana en la
direccion: que éstos 'proponen, pero no, de determinarla, ni en su
concrecion ni en los resultados-de la accién. "

IPbr otro lado, ¢l asunto de la motivacién se me antoja demasiado
espmoso sin embargo parece meludlble comentar algo. Sélo diré que
tiene lugar en el umiverso seméntlco 'del individuo, no surge
2 Vygolsky, LS. Mmmmmmmmm Edited

by Michae! Cole, Vera John-Slelner, Sylvia Scribner, Ellen Souberman. Harvard Unhversity Press.
Cambridge Massachusells, London England. 1978, P. B6.
ksg%lfi@ s




" Capitlo

necesariamente  como producto de una situacién problemdtica
propuesta desde el exterior, puede ser positiva o negativa, puede
generar accién visible o bien un no-actuar como una forma de accién
muy refinada -cuando se es concienté de ello-, etc., y en todo caso, los
resultados de la motivaci6n individual no ¢stin determinados.

Con todo y los problemas de¢ determinacién que offece la
conceptuacién expuesta en los pardgrafos anteriores, t:reo"qtie‘ este
acercamiento ofrecé notables ' perspectivas' ' pricticds para la
investigacién y/o el desarrollo-de estrategias en |4 cresicion de espacios
que propicien el desarrollo epistémico de un individuo.

Las disciplinas, la lengua materna y las
matemdticas

La idea expuesta en este apartéﬂd tuvo su inspiracién en el seno
- deun curso de céalculo diferencial e integral dirigido & estudiantea de la
licenciatura en informética ‘ :

Al menos en aqne!la época (hace unos ocho aﬁos) y en aquella
generaciéon de estudiantes, era sensible que la mayoria de ellos no
estaban muy interesados en la matemétich v mi problema como profesor

- era interesarlos, asi que tomé como punto de partida para éllo, el
realizar una conceptualizacion general de lo que desdermi pusito de
vista constituye el quehacer cotidiano de un profesional’ de la
informéatica

. En el eqrudlo de esta disciplina - les decfa-, habr:in de hacerse de
varios leugua..]es yfo herrarmentas de programaclén (Cobol RPG C,
Lisp, Ct+,.. etc., denotadag genéricamente por. /7).

Cada una de las herramientas de programacién (/7), tiene
“definida una sintaxis en cuanto conjunto de simbolos y reglas para

vhernan@gauss. mat. uson. mx
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generar combinaciopes validas de ellos, a las que habri que hacer una
asignacién de significados constituyéndose de , esta manera una
semci'ntfca todo esto ‘como prnducto de los modos de uso yfo

.....

conshtuyéndose asi una pra,gmdnca

Por otro lade, como partg de su ejercncm prqf‘esmual les habrén
de ser propuestas situaciones problema, provenientes de las mas
diversas disciplinas o contextos (educamén, administracion, flsica,
quimica, matemsaticas, salud, ecologfa, politica, etc) y su problema serd
el eleglr su melor ‘herramienta de pmg;ramaméﬂ para consfruir un
vinculo bldlreccmna] (soﬁware interfase reversxb!e) ‘entre  las
cond1c1unes de la sntuamén problema ongmal y la computadora.

Noétese que la situacién problema original, al estar ubicada en
algin campo disciplinaro contexto de procedencia, estd permeada por
la “'jerga’™ lingliistica que le es propia.,

De esta manera, el ejercicio del profesional de la informatica
tiene mucho que ver con el conocimiento profindo (hasta un nivel

fincional competente) de los aspectos pragmético, seméntico y
sintdctico de un buen nimero de herramientas de programacién y la

Rigrnas 17
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habilidad d¢ identificar las que se adecuen al caso partldular de una
situacién problema dada. ' L S| R

~ Asl pues, el problema y la solumén v1stq desde aqui, parece ser
el de construirse una gran habilidad pam investigar, usar, adaptar v
operar con los aspectos pragméilco seméntico y sintdctico de las
lierramienths de programacién y de ‘lak: cdmspnndlmﬁes al campo de

' procedencia del problema. vl i ¥ 1

1“En este contexto la matemﬁlzca pudo ser enfocada
mgmflcatwamente para loslmenclouados es}udlantes al enfahzar que
ésta resulta ser el lengua_]e natural para expresar las relaciones
cuantitativas esenciales de una sltua(:lén problema, de ahi que ellos (los
estudiantes de mforménca) podrian y deberfan considerar a la
matematica como un asunto muy cercano a su interés.

La extrapolaci6n a un col_l_t:éx_to més amplio de esta primera idea
me result6 bastante natural, al dunceptuar a los estudiantes de cualquier
carrera como individuos que continuamente estdn en la necesidad de
descubrir las formas de uso y/o los modos de aplicacién de los
contenidos de las cuatro o cinco. disciplinas que abordan
semestralmente, y en generaf al vnsuallzar al; hunano que aborda la

4 jerga y fonnas que su- entorno lingdistico 12 px:;poﬂena

Aln més, algunos profesores solemos hacer “saitos * ‘(Ver Fig. 6)
de la jerga de un campo
disciplindr a la"d'el otro sin
‘apenas un comentario ‘al
respecto, dejando la
. impresién de cierta maestrfa .
.mdgica en Jla quey los .. .
profanos estudiantes no estén .
ain iniciados.

“@’?""’ 18
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Hareo fedrico

El tipo de practica ilustrado deja ocultos los recursos heurfsticos
de los que nos hemos auxiliado para llegar a esta clase dé “magia”.

En este -genbralments’ intonéiefite- ocultamiento de recursos,
estén incluidos los éxitos ¥ los fiticasos cometidds al ir depurando una
técnica, personal e ml:ransfenble para acercarse ala sngmficacnén.

La “magia” se delvanece al exhibir (esta es la parte expllcada)
que la lengud materna ha sérvido “en todo ‘caso- como la plataforma
inicial 'y/o natural ‘pura la realizacion de transferencias o mapeos de
‘las' finciones lingtlisticas (prdgmatica, ‘seméntica y smtax;s) de una
Jergadlscxplmar alade otrﬁ (Ver Fig. 7) e RS

Lol

g 7

Al principio, esta transferencia es realizada por imitacién,
después con un fierte apoyo en' la lengua miaterna y buscando los
registros locales que las funciones lingilisticas de una jerga disciplinar
hacen en la otra (mapeos). '

Es sélo con la articulacién de “*muchos’” mapeos que empiezan a
darse emergencias significantes y significativas de los registros que



Capielo | V,

hace una jerga en la ofra, en virtud de haber conformado un

“isomorfismo® que potencia la interpretacién significativa en y desde la

lengua materna.

T i il SV, 6} vi wnt af

Corresponde el momento -después de su experimentacién, uso y

., .descubrimiento relagional- de formalizar aunque s6élo sea localmente, la

clase de correlatos de transferencia directa de yna jerga a ofra, que es a
final de cuentas lo que potem:la la reahzacn(m de los saltos 8

i

v De esta manera, lo que:al principio se mamfestaba ,como
imitacion, lentos pivoteos sobre la lengua materna, __expenmentambn,
descubrimiento, uso, formalizacién (al menos,local) de lps mapeos de
correspondencia enfre una jerga y otra; se manifiesta en un estadio
avanzado, en una forma sincrénica mds acabada, que excluye los
pivoteos sobre la lengua materna y de ser posible hasta los signos
intermedios y manipulaciones, que a mariera de andamiaje, ahora son
retirados no obstante su utilidad en los primeros *saltos”’.

Sin embargo, es precisamente este desligarse de lo concreto, lo
que potencia la velocidad en la expresién y en el movimiento cognitivo
entre la morfologia propia de los objetos de una disciplina, y la
correspondiente a los objetos de otra (o afn de ella misma); no
obstante, las correspondencias' 1somérficas particulares se han perdido
en ganancia de una generalidad metasituacional.

Este es uno de los recursos mas usados y mas poderosos de la
matemdtica, pues en cada ocasion en que la morfologia o la estructura

=

-t

R 1 I et We1® 00 dakh 3] #°

? Hofstader, Douglas R, GODEL. ESCHER Y BACH. UNA ETERNA TRENZA DORADA
Traduccign de Marlo Armnaldo Usablaga Brandizzl. Consejo Naclenal de Clencla y Tecnologia; Méxco.
1962.p. 8062

t.  .:La palabra "{somorfismo” es ulllizada cuando dos eshucluras complejds pueden ser
proyectadas una sobre otra, de tal modo gue cada parte de una de ellas tiene su parte correspondiente
eniaotra: 'l:orresponulenle‘ significa que ambas partes cumplen papgles. similargs gn sus respectivas
estructuras... . 4

.La percepcién de un Isomorfirmo enlre dos estrucluras ya conocldas es un avance
slgnlncan\m del conacimiento, y sostengo que tales percepclones son lo que genera-significaciones en
la mente humana.

; .S apanir de estos IsdmoMfismos que 5 #st4 kh 1a posibilidad de Interpretar, a!.irique no
necesarlamente de manera significativa, es decir no toda Interpretacitn posible es significativa.
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sitéctica (16gico formal) parece haber llegado a un nivel de saturacién
en su capaéidad de representacién, se emprende, un nuevo. orden de
abstraccién inventando sfmbolos cuya carga seméntica estd, por decirlo
de alguna manera, mds compacta; descargando en 103 del orden de
'abstracmén anterior las mgmﬁcacnone:s "demaslado parhculares" que
los hzm saturado.

Es en este contexto, que la ‘diversidad morfolégica disciplinar y
la pretensién de -su estudio, parecen tener un recurso plausible, pues al
reconocer como elementos protolingilisticos® a las fimciones
pragmdtica, semdntica y sintictica pivoteando sobre nuestra lengua
materna, el problema se reduce -al menos teéricamente-, a proponer
que cierta competencia lingilistica puede obrar como un factor de
transferencia importante entre las jergas lingilisticas particulares.

En articulaciébn con lo anterior, la matematica ofrece como
~ disciplina, la posibilidad casi Gnica - frente a otras - de acercamiento a
las estructuras logico-formales del pensamiento.

"~ En este acercamiento, la matematica  cobra 'una fimcién
metalingiifstica al posibilitar el modelado'y mampulaclén de gran
canhdad de problemas. '

Las habilidades en esta ﬁmc:(m meta.lmgﬂistlca potenc:an la
transferencia del lenguaje especlal de una dlsclplma, al lengu:ge de
olra, y'en general potencian la significacién que sobre los asuntos de la
misma disciplina pudiera requerirsé organizar, teniendo como pivote
fundamental a ld lengua matemna y como substrato a las ﬁmcnones
lingiiisticas pragmética, semdntica y sintdctica.

En la matemdtica, la funcién metalinguistica a la que se hace
mencién,  parte desde un - objeto ‘relalivamente concreto y del
reconocimiento de un problema, hasta un nivel de abstracciéon de
n-ésimo orden, para determinar la solucién simbélicamente y

£ elementos lingalsticos invarantes

u@dy;m 27
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"' regresando luego al objeto inicial pa!ra reallzar una apllcaclén de los
‘resultados obtenidos. - - T

I 1 s 1Y A T g

Por e_]emplo tomemos una sltua(:lén problemétlca .planteada

: r‘ﬁ'e:cmante-mente en los cursos de célculo dlferencml e tiene una lqo_;a de
i apel de d)gamos— 21.6 cm de aucho por 27.8 cm de largo para
construir una caja sin tapa con ¢l méximo volumen poalble bago el

- expediente de retirar un cuadrado en cada esquina y doblar las "cejas”

i

que sobresalen, como sugiere 1a siguiente secuencia de figurds.

Ante la consigna de’ constiuir tma ¢aja con una hoja de papel
tamafio carta (aproximadaménte de “27.8° X 216 om) bajo el
. procedimiento descrito y que cumpla con el requerimiento establecido

en.la situacién problémica: (..: con el méximo volumen posible..), el
primer problema es por supuesto de orden 'seméntico y luego
pmgméncn es decir: ;Qué entender? y luego (,Cémo operacionalizar en
“una intencién concreta este requenmlento? '

Aclarado el punto, de construir una caja cuyo volumen sea el

mayor posible, en el sentido de: construir.una. caja con la.mayor

. capacidad pesible, cada elemento en el grupo de participantes pudria
dar su opinidn al respecto, construyendo una-caja.

De la puesta en comiin de estas cajas (a2 manera de opiniones), lo

- mas posible es que se tengan tantas opiniones. diferentes. como

-elementos del grupo, las que a su juicio personal cumplen con los
requerimientos solicitados.
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¢Quién ha consfruido con justeza la caja requerida?, acaso en el
mtercambio oral de opiniones alguien sugiera (como pudiera ser el
caso del lector) que todas, las.cajas.tienen la misma. capacidad,
aduoiendo que cada una de. las:cajas fue oconstruida con una hoja del
mismo tamafio que las otras.

En cualquier caso, lo interesante aqui es disponerse a constrastar
(tanto personal como colectivamente) la justeza de la opini6n concreta
en cada caja, es decir; ;C6mo averigilar quién tiene la razén?

- De manera natural -al menos en este caso-, el disponerse al
contraste de las hipétesis conduce al cdlculo, Pidamog shora que cada
opini6én (cada caja) sea traducida a términos més operativos, pidiendo a
cada participante que mida.y a continuacién multiplique largo, ancho y
altura de la caja para obtener su capacidad, disponiéndose con ese dato
a contrastar su opnmén con la del resto del grupo.

El primer sorprendido serd aquel que creyé que todas las cajas
tendrian la misma capacidad, bajo el argumento de que todas ellas han
sido construidas con hojas del mismo tamafio inicial, hip6tesis que se
viene por tierra al socializar las capacidades de las cajas construidas,
pues queda claro que en la ruestra (pues no han sido construidas todas
las que es posible considerar) hay unas con mayor capacidad que otras.

Por supuesto, en la muestra es posible elegir la que tiene mayor
capacidad de 'entre ellas, pero el problema subsiste pues, ;Se
corresponde la caja con la mayor capacldad elegida de esta muestra,
con la que tlene mayor capacldad de entre todas las que es posible
construir bajo las condiciones descritas en la situacién problémica
inicial?

Esta dificultad adicional o refinamiento del problema, conlleva a
una nueva necesidad, consistente en la eleccién de entre todas las que
es posible considerar, la que tiene mayor capacidad.

uﬁ"@.u



Una'breve reflexion o quizd variog:ititentos empiricos debieran
bastar para convencernos e que no es posible (como lo fire ¢on la
muestra) escribir el listado de las capacidades! de todas las cajas que es
-posible consillerar ‘pues - este “iltimo ‘es; desde lllego un con_]unto
infinito. ;

Asi pues, estamos frente a un problema de fepres'entacibn, a
saber: jC6mo representar las vapacidadés de todas las cajas que es
posible considerar pard elegir de entré ellas alamayor? ™

1

Esto exigé por supuesto otio§ niveles de abstracdién, pues deben
definirse asigniciones sfghicas a lo§ elementdy esenciales del problema
"y 4 las relacioties entre ellos, para én tétminod 'de éstas, sintetizar la

" infinidad de représefitaciones partlculares de la capacldad de todaa las

- cajas que es posible consﬁiemr b g b gl

Haciendo las convenciones qi.te se indican en la figura siguiente,
es posible construir una representacién para‘la capacidad de las cajas

que engloba todos los casos particulares: C“largo ancho - altura, es
decir C'= (279 2:)(21.6 — Zx)x AR S T

1l ! LR B1 |-u_|_--l_” e 4 el |

N T ST
altura: x :

3 ] 1 1'. L 1.
ancho:
_ {i.;li,s -ix

largo: 27.8 - 2%
C: GWACidnﬂf

Ii'

Esta c(mstrucclén constliuye no sélo la cbncremén dé otro nivel
de. abstraccion -aunque suene paradb_]lco- sino que por eflo mismo
conshtuye una construccion metalmgnistlca en cuanto pen:mte refenrse
a una caracteristica como la capacidad (ya que pueden ‘construirse
representaciones de otras caracteristicas ' geométricas’ como la
superficie, o asociadas como el costo) de la caja representada en el
dibujo, que a su vez, representa a una ‘caja real, es:decir; en la
expresién: C=(27.8 - 2x)(21.6 — 2x)x est4 condensado un “'mido™ de

u@fm 26

vhernan(@gauss. mat.usen.mx



Hereo fedrteo

representaciones  sucesivas
cada una a un nivel superior
de abstraccién en referencia a
la anterior, situacién a la que
',_'a mi vez, haré referencia con
.Qtra ;:onshu’ccién_‘. como se
,.muestra en la figura de
enseguida:

‘Una + de las
caracteristicas m4s notables
de la expresién

C=(27.8.2x)(21.6 - 2x)x

es que su manipulacién

. sintdctica | y/o. gréfica,
permiten el estudio tanto

- i v Wi . local  .como global del
comportamnento de todos los casos particulares de la situacién real sin

la desventaja de las limitaciones fisicas 1mpuestas por los materiales
para su constmcc:én los mslmmentos con los que se cuenta ¥ el tlempo

empleado en su reahzac16n. '

La posnbnhdad de estndm tanto local.. como globa! resulta
evidente en cuanto. abordamos una representacién alterna (gréfica) de la
expresién para C (capacidad) en términos de x (la altura), en la que se
exhibe el correlato entre las,dos variables..

De esta manera, la grifica permite visualizar la existencia de un
valor particular (x=x,) de la altura de la caja entre.0 y A con el que se
tiene que la capacidad de la caja es méxima, es decir C(x,) es el
méximo de todos los valores que puede tomar C para los que el modelo

se adecua a la situaci6n real.
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Sin precisar él'n este
~escrito c6mo 'és  posible
determinar el valor
particular x=x,, para el que
C toma su valor méximo,
sélo diré que el encontrarlo

permite formular “una

LI

consigna que concreta la

b -
=

x
(altura)

., solucién del problema, en

' " este caso: | |
" X B
para construir la

caja - con la mdxima
capacidad, cdrtese en cada

E (5)=fSF 8 - BuHENE - 29) &

.esquina de la hoja, un cuadrado de lado X=X,

En este ejemplo debe hacerse notar tanto ima profundizacién en el
. nivel de abstraccién de las construcciones como un incremento en la

"distancia” que las sucésivas construcciones van tomando del objeto
real. ' '

La "distancia" a la que se hace menclén y la amctxlacnbn dc las
sucesivas represen}acmnes es desde’ lTll punto de wsta, lo que polencxa
la formulacién de estrategias de transformacién y bﬂsqueda de la
solucién, reduciéndose ésta'a cero en dos momentos: cudndo no se ha

' tomado todavia tal distancia y cuando las' maripulaciones de las
representaciones metalingtisticas' sugieren ¢l t6mo" construir una (o
varias) consigna de accién sobre lo concreto, que resnelve el problema.

En este sentido se afirma que la fimcion de admiracién en tanto
tomar "distancia” del objeto éstudiado, cobfa una patticular relevancia

en cuanto funcién' propedéutica para 'la concepcién y/o evolucién
conceptual. £ N e '
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Al intefior de la matemdtica, también podemos encontramos con
situaciones en las que disponiendo, .de. varias .!’herramientas”
mateméticas para abordar un prublema, tengamos que elegir la que més
e adeciie 'a nuestro pmhlema, para construlr una (o vanas) es'tmtegm
de solucién mediante la mampulacmn ds un modelo que, a manera de
interfase bidireccional entre la situacién original del problema y otros
estadios que pudieran significar su solucién, soluciones o afin, la
ausencia de solucién como:solucién, permita el contraste de nuestras
estrategias.. ': i v L il

Desde esta 6pficia'l_, iehéua matérna y mateméticas estan' llamadas,
a jugar un papel central en educzic’ién,': pues mientras "que la primera es
el lugar comin natural, . la segunda permite construcciones més
elaboradas en los 4mbitos metalinguistico y 16gico-formal. -

Desde luego, las anteriores conjeturas abren al menos otro
expediente de investigacién: ;Qué es y c6mo se logra la competencia
lingtiistica? ;Cémo estd relacionada ésta con la generacion de
estrateglas para resolver problemas? (En qué sentido puede fimcionar
como un factor de transferencm entre los dialectos dlsupl inares?

Competenaa ngmstzca ¥ Solucwn de

‘El reconocer que la morfnlogja de=,las situaciones. problema
puede ser de lo mds diverso en términos de las particularidades de las
disciplinas, y el pretender abordarla, conduce sin lugar a duda, a un
émbito de estudio demasiado amplio y posiblemente infructuoso.

En cambio, ¢l referirse a unas pocas de cosas como elementos
invariantes o comunes a las diversas manifestaciones morfolégicas de
las situaciones problema (segin su procedencia o entorno natural),
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- podria simplificar' el objeto de estudit y tener fiiertéd' implicaciones
" gobre el 'disefio de situacionés prﬁi:tibas oy s

‘ LR B "j et

Es en este .sentlid.o que me he refendo antes a las ﬁmclones

v HE }
lmg,ﬂ{stlcas pragmétlca, seméntlca,ysmtﬁctlpa. e Gt o

2o+ El recondcér a.estas fanciones corio elementos protolingtfsticos,
.permite entonces replantear el problema de la transferencia entre los
diversas - representadiones; ‘pivoteando deliberadamente 'sobre la
habilidad de uso, andlisis y asignaci6n de significados desarrollados en
nuestra lengua materna, es demr lobre la Compefenp:a Lingilistica
_ ‘lograda en nuestra lengua matema_

T TR

Brura Radefﬁs'(}-,QW) ‘nos propdreciona un acercamiento a la
caracterizacién de esté conoepto, diciendo: - i o

Ly v =< la competencia lingtitstioa consiste, pues, en la capacidad
¢y o+ o ide producir y reconocer estructuras.sintdcticas ¢ de recomocer.el
- .significado que tiene cada una de ellas>> IR B b it

el ; . i

Asi pues el def mr en qué consiste que una persona sépa su
lengua, o sea que tenga competencm hngﬂistlca estd en relaclén directa

con los arreglos sintacticos y la significacién que en ellos sea
reconocida por el hablante

,.-‘, Y ien N ;i i i ..:_\.‘!_' Yar 4 sphor v aaltBaande
En apariencia la afgefttqaplén renulta inocua, subre todo cuando
no se ha precisado que Radelli hace notar la diferencia entre
c¢omunicacion y competencm lmgﬂistlca, cuando afirma pér ejemplo,

quelnﬁmes | ai v, ol b Bewing

"EI mﬁ‘o querer comer"

iy vinbedees 1 et «id} L ]-'.il't!'

"Los circulos es una figura geometrica"
b T i (REL} d i s | g ety 1y ®

— - B E
s Radelll, Bruna.,

. Direccidn de Linguistica del Instituto Nacional de Antropologla e Historla.
Serviclos Educalivos Integrados del Eslado de México.
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bien podrian, servir para comunicarse, hasta con un extranjero,
aunque un hablante nativo. puede identificarlas .como. no-oraciones u
oraciones malformadas. i

Esta precisién enfatiza que el hablante nativo percibe de manera
inmediata una malformacién sintactica a pesar de que pueda servir para
la comunicacion. .- - - SIS T !

" En cambio, un hispanohablante podria sentirse incémodo con las
frases

"La hormiga aplasté al elefante”
"Bl bebé mordid al tigre"

"Mi abuela tiene ruedas y es bicicleta'

"Los clrculos son cuadrados”

a pesar de ser sintdcticamente correctas, porque reconoce que no
tienen mucho sentido en su mundo real, y también reconoce que son
gramaticales e interpretables, aunque esto Gltimo no es derivable de su
mundo real, en el cual no encuentra evidencias que las apoyen.

Su interpretabilidad ' tampoco es derivable del significado
especifico de las palabras usadas; pues estas no pueden dar cuenta del

significado global de 1a oracién como articulacién de sus significados
particulares. P '

En el ejemplo siguiente s¢ usan las mismas palabras, con los
mismos significados (por supuesto), para mostrar que diferentes
articulaciones entre ellas, dan cuepta de significados globales
totalmente distintos:

]
le

"Juan matd a Pedro”

"Pedro mald a Juan" .
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Y

Asi pues, esto muestra'que las articulaciones #inticticas son
generadoras y/o ‘creatoras de significado, agregandu slgmf' cato a los
significados de las palabras.

"' Podria pensdrse que es posible observar el agregado de nuevos
significados cambiando la articulacién sintdctica;’ sélo”cuando este
hecho involucra permutaciones entre los elementos compdtientes ‘de la

expresién, lo que no es necesariamente cierto, pues por ejemplo las
expresiones: |

"Dame los libros y los cuadernos nuevos"

"Nadaba el pato en el agua y el gato sentado en su cola no se
mojaba”

tienen por lo menos dos interpretaciones derivadas de diferentes

articulaciones sintdcticas, aunque estas articulaciones no han sido

. .realizadas permutando componentes (como en las frases de Juan y

Pedro), sino han sido derivadas directamente de lo que Radelli llamaria

-competencia linglistica, y yo agregaria que han sido realizadas en y
desde el universo seméntico del lector. ; _ !

Por ofro lado, cuando.un individuo .se enfrenta a un problema,
esperariamos que dependiendo’ de su. ' madurez, abordara la
visualizacién® de, uno o mds,caminos a manera de estrategias para
encontrar la solucién del problema. g

.Qué es una estrategia en este contexto, lmgﬂ[ahco? (Coémo y
porqué se elige alguna de ellas? .. 3 < qopa

Los problemas (no necesafiamente escolares) esidn dados més
por una situacién que por un enunciado que los corcreta y ¢ircimscribe.

. vizualizacl6n: eslructuracién de imagenes (no necesarlamenta anciadas objetos fisicos)

prospectivas yo retrospectivas de una situacién, que para el caso de |a estrategia de solucidn de un
problema intenta concretar las Intuiclones sobre 10s camipas o ameglos sintacticos que potencian el
camblo de estado desde la situacldn advertida como problema, hasta el esladio reconocido como, o
que habra de significar, su solucidn.
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I Tq...

En (énninos generales, quién acepta una sifuacién como problema
se enfienta a tener que recuperar de ella o de su entorno los elementos
que a su juicio resulten esenciales en cuanto significacion y
representatividad de la situacion.

Estos elementos y sus interrelaciones, enunciados o né,
constituyen los signos que representan -a juicio de quien intenta la
solucién- la situacién problema.

Estos signos pueden, por supuesto, ser articulados en compafiia
de otros, que experiencias previas han proporcionado, para construir
diversas articulaciones sintécticas, cada una de ellas con un cierto nivel

de significacién en cuanto el universo seméntico del individuo.

Asf pues, resolver un problema querria decir realizar una -o
varias- fransformacién en y desde la articulacién sintdctica entre los
elementos originales de la gituacion problema, hacia y hasta la
articulacién que le significa -a quien lo resuelve- el estado solucién del
problema.

En este contexto, se visualizan diversas secuencias de
articulaciones que permitan la transformacién de un estado a ofro, las
que para efectos de eleccién son evaluadas en el Universo Semantico
del individuo y porteriormente contrastadas en su cardcter hipotético de
estrategia de solucion.

Desde esta perspectiva formular, elegir y contrastar hipotéticas
estrategias de soluciéon a un problema disciplinar (en este caso
matemdtico) tiene que ver directamente, con que el individuo posea
cierto nivel de competencia linglifstica-matemdética, por hablar en los
términos de la correspondiente a la lengua materna.

Vale comentar que, para resolver un problema, no es suficiente
(aunque si necesario) que un individuo identifique y comunique

correctamente todos los elementos esenciales para la solucion del

«Hhgrna 57



Capiinlo 1

problema, ni de que domine todas las operaciones y significados de y
entre los elementos del problema, si no posee la competencia que le
permita construir las  articulaciones sintdcticas pertinentes
competentes entre elementos y operaciones que le habrén de significar

la soluci6n.

Esto 1iltimo, es lo que desde mi punto de vista permite formular
estralegias  (como (ransformaciones sintdcticas significantes vy
pertinentes que permiten el transito de un estado a otro), y finalmente,
evaluar desde su umiverso semdntico, la plausibilidad de alguna
eleccion particular,

Se esta ahora en la posicién de disponerse al contraste de la
estrategia, en cuanto infrumento que potencia el trdnsito entre el estadio
de mna sithacion como problema y los estadios advertidos como
solucion.

En este momento se hace necesario dar una versién operativa al
coneeplo psicogenético de problema, pues no es suficiente -ni para la
ensefianza m para el aprendizaje- abordar esta nocion sélo hasta el
mvel de su génesis psiquica y el papel que este juega en cuanto
detonador epistémico.

En articulacién con ésta versién, han de proveerse de recursos
que permilan concretar primero y luego fransformar, los correlatos entre
las variables esenciales de la situacion aceptada como problema (en el
sentido antes descrito) hasta un estadio de significacion que satisfaga
los requerimientos de los correlatos establecidos y los que
correspondan a quien resuelve la situacién que se aborda

Para ello, se requiere que la forma de concrecién elegida, tenga
la caracteristica especial de vinculo bidireccional, entre el estadio de
una situacion aceplada psiquicamente como problema y los estadios
advertidos como solucion, pues es precisamente este vinculo es el que

u:_fé%ffhm Se
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nos dard la oportunidad de contrastar 1a adecuacion de los Gltimos a los
requertmientos de la primera.

En términos mas operativos, diré que surge una situacién
problema cuando una barrera interfiere el curso natural de la accién
ejercida por un ser humano en la direccién de acercamiento -de
cualquier indole- a un objeto de interés para él.

» Sttnaciénproblewma
A 7 ™~

/% g
G o
Bam:_‘n:r__’, i

La percepcion de esta barrera es desde luego producto de haber
cubierto la funcién de admiracién, en tanto propedéutica de la accion
transformadora. Esto es, la mera percepcion de la harrera es un acto no
trivial que desde mi punto de vista involucra una especie de
desdoblamiento del pensamiento que permite ver a distancia -funcién

de admiracién- los detalles y singularidades de su propia accion.

SdruocHnproblomen
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Este desdoblamiento y la percepcion de la situacion, es lo que
permnite defener la mercia de la accion y polenciar el que el
pensamiento’ actiie en otra direccién, en la direccion de transformar Ja
gituacion problema percibida.

Para ftransformar la gituacién, el pensamiento recurre
generalmente a la creacién de un modelo simbdlico de la situacion
problema, pues este serd sn mstrumento para concretar, comunicar,

modificar, comparar, etc., a la situacién problema percibida.

Es en este sentido que un problema es la percepcién de una
situacion problema y su simbolizaciéon modélica desde el universo
gsemantico del individuo.

Es asf que la percepciéon o interiorizaciéon de una siluacion
problema (nocién psiquica de problema) no es transferible, pues
implica el acto personal de darse cuenta desdoblando el propio
pensamiento.

De esta manera,
un problema es

incomunicable en sn

T a

; . R
totalidad, a lo mis a 5, o>
(N

que podriamos aspirar ) .
Swjefo reflexive

es a commmicar |a
simbolizacién
modélica  constrnida
por mosotros, la que
desde luepo, no es
necesariamente Problcn
significativa para

nuestro interlocutor.

$ didiogo interno
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De esta manera, el modele simbé6lico en su calidad de vinculo
bidireccional entre los estadios extremos denominados situacion
problema y solucidn, cobra un papel dé primera linea.

Todo esto conlleva, desde luego, a la apertura de nuevos
expedientes de investigacién, a saber: ;Cémo se propicia la
competencia lingfstica? ;Es posible abordar desde esta perspectiva la
solucién de cualquier problema? ;Qué es un problema desde el punto
de vista sintdctico-morfologico? juna enunciacién o una situaciéon de
morfologfa abierta y no circuscrita al enunciado? jla propuesta de una
transformacién? ;la propuesta de transformaciones abiertas? jqué es la
solucién? ;Qué es un modelo? yDe cuales tipos de modelos simbélicos
puedo disponer? jHay otros tipos de modelos?, etc..

uﬁ‘fha 5
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Oralidad y Escritura

Quiero refenrme ahora a uno de los recursos més mlportantes de
los organismos, este es el de autoregulacién; concepto al que diversas
disciplinas le asignan otros nombres como: homeostasis, ciclo de
retroalimentacién o de control, reflejo, propioceptividad, monitoreo,

3

ete. | ia
A% ;. P '._ ; by l

: i, _ b
Norbert Wiener® comenta:

L

<< _ciertas clases de mdquinas y algunos organismos
vivientes, particularmente los superiores, pueden modificar

sus modos de conducta, bas‘dna’ose en la experiencia anterior,
para obtener fines a}zi‘lentrdp:cos:*b- [p 45]

y un poco més adefnnte aﬁrmn

<< Esta reorfq ki'q la retrodhmentac:dn en los grupos

humanos, tiene zgft enprme interés socioldgico y
antropoldgico>> [p 415]

Por su lado, Ludwig Von Bertalanffy’

<<Pero la entropla, como ya sabemos es una medida del
desorden; ...»> [p42] -'

- <<Otro concepto céntrico en la teorta a’e Ia
comunicacion es el de rei‘roahmerztaadn:»> [p 43] '

<< Hay, por cierto, .gran ‘nimero de ﬁandmenos
biolégicos que corresponden al modelo de retroalimentacion.
Bsté, primero, lo que se llama homeostasia, ....>> [p 43]

'

b Wiener, Norbert, CIBERNETICA'Y SOCIEDAD. Consejo Naclonal de Clencla y Tecnologla,
México 1981. Thulo original: The human use of human beings. Cybemetic and soclety. Editorial
Sudamericana, SA Buenos Alres, Argenfina, 1869.

! Bertalanfly, Ludwig Von. , TEORIA GENERAL DE LOS SISTEMAS Fundamenlos. Desarollo,
Aplicaclones. Fondo de Cultura Econfémica SA de CV. , Seda reimpresién. 1987 Thulo original:
Geperal System Theory, Foundations, Developmemt, Aplications.
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Deriva un poco después en .mencién especifica de la
cibernética, diciendo:

<< Gran variedad de, sistemas, tecnoldgicos y de la
nafuraleza viviente .. .siguen, pues, el esquema de
retroalimentacion, y es bien sabido que Norbert Wiener cred
una nueva disciplina, llamada cibernética para tratar estos

~ fendmenos.>> [p 44] :

En Vigotsky'® encontramos mencién explicita de Piaget en
cuanto al pensamiento reflexivo y el discurso interno:

<<Piaget and others have shown that reasoning occurs
in a children’s group as an argumenr Inténded to prove one’s
‘point of view before'it occurs as an internal activity whose
distinctive feature is that the child begins to perceive and
check the basis of his thoughts. Such observations prompted
Piaget to conclude that communications produces the need jor
checking and confirming thoughts, a process that is
caracteristic of adult thought. In the same way that internal
speech and reflective.thougths arise from the interactions
between the child and persons in her environment,.;>> .

En un contéxto epistémico, estos recufsos de autoregilacién o
propioceptivos son de particular importancia, afin mas, yo dirfa
esenciales, para el desarrollo y la profimdizacién en los detalles més
finos de la produccidn cognitiva humana.

Empezaré por decir que el didlogo constituye una herramienta
para la construccién de significantes y significaciones. Desde muy
temprana edad, el humano empieza a asociar sifuaciones y respuestas
(de agrado, desagrado, satisfaccién, etc) con la produccién de ciertos

- Vygolsky, L.5. MIND IN SOCIETY. The development of higher Psychologlcal processes, Edited
by, Michae! Cole, Vera John-Stelner, Sylla Scribner, Ellen Souberman. Harvard Unhrersll‘;r Press.

Cambridge Massachusells. London England. 1578, P. 83-30.
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-fonemas que aunque primiitivos, le permiten iniciarse: er la significacién
e interpretacién de su entorno. = R R

Este “'darse cuenta” -admirar-, personal e intransferible al que
antes he hecho referencia, tiene una fincién propedéutica para la
produccidn y transformacion autoregulada de los signos (fonemas,
gefias, actitudes, etc.). ' e ’

Esta produccién , al principio parecfé ser aleamriay.és s6loen la
‘medida en que. el individuo® recibe un nimero importante y
cualitativamente diverso' de respuestds , que empieza a aislar y elegir
los signos (sefias, fonemas, gestos, actitudes, etc.) para significar lo que
¢l desea, como producto de un proceso més o menos largo, de afinacién
y pulimiento de los casos particulares con los que ha tenido contacto.

De esta manera, asf como en la primera edad resulta un problema
mayasculo el desarrollar la propioceptividad o recursos
autorregulatorios para la produccién linghistica significante v
significativa en un contexto educativo 1o sistematizado, en el contexto y
edad escolar se tiene un problema anélogo: el de desarrollar elementos
que permitan una autorregulacién - cognitiva, a fin de potenciar la
pertinencia de las acciones y manifestdciones personales en el nivel en
el que una situacién o entorno epistémi_cp lo, sugieren o afin més, lo

_ requieren. s it e vl

En todo caso, el ejercicio de' estos' recursos G procesos
recursivos de oralidad y escritura’ al"actuar iferadamente sobre el

. producto de la accién anterior, van decantando, la produccién desde un
_ desorden aparente e ininteligible hasta un nivel en el que ge hace
aparente un orden, manifiesto en una forma, un concapto, un esquema,
etc.

Esto es, al ir afinando la representacién como producto de un
- proceso recursivo, se hace mds probable la concrecién de una
interpretacion.

vhernan@gauss.mai. uson.mx
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Parece ser entonces, que este tipo de procesos fincionan a
manera de algoritmos que, usados de manera pertinente, optimizan
(buscando su méximo) la probabilidad de lo adecuado de la
representacién y la 1nterpretac16n mgmﬁcahva.

En este sentido, creo que la oralidad y la escrifura constituyen
recursos que potencian la autoregulacién cognitiva, en cuanto dejan

" (tanto a uno mismo como a otros) el nivel de organizacién
conceplual Iogrado por un mdzvnduo- '

o

AOn més, la prudqccu’m escnta penmte, par su caracteristica de
objetividad signica, la manipulacién transformadora y en este sentido se
constituye en un recurso invaluable para decantaf la precisi6n y finura

b4 "y

deseada en los procesos de comlmmamén descnpc:én y argumentac:én
que asf lo requieran. : 3

b8

De esta manera se plantea una dlferenc:a apenas esbozada pero
que vale la pena enfatizar: la dlferencm entre el individuo que cree en
lo que piensa y se somatiza con aquello que cree, sin ejercer una
antoregulacién cognitiva; vy el individio que’ ejerciendo la
autoregulacién es capaz de admirar'' su expresién escrita, fanto en la
posibilidad: de confirmacién, - cuanto en la infinita posibilidad de
refutacién y en consecuencia, de transformacién creadora.

El primero se estanca y pbéiblemente:sé mantiene "siguiendo la
corriente”, el segundo avanza cognltlvamente en clclos de creacién y
recreacién iterada'’, sin negar por ello que "la corriente” tiene sus
propios ciclos creativos, aunque la duracion de la ‘mayoria de ellos
excede el ciclo vital humano. : '

i Admirar, en el senlido de tomar distancla del objelo a fin de poder “verig™ . Esia Tuncitn de
admlraclon resulta ser propegéutica e Insoslayable para abordar el problema de la acclfn
transformadora del hombre sobre su enlorno o sobre 1 mismao.

e recoge los pedazos pl’l:lﬂl.llﬂl:l del caos de la refutaclon y formula un nuevo orden temporal,

Khguna 39
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 El primero cree y'no abandona (eveitualmente no socializa sus

~ ideas), el ségundo exhibe y critica su produccion: abtmddnantlo las

posiciones refutables por ¢l o pdr suentormo. = ‘' .

El primero suffe cada vez que le cueshmwn e resﬁlta dlﬁ'ctl

“abordar “mievos - topicos-, ‘el segwndo’ ve ¢h’ ‘cdda tefitacién la

‘oportunidad de cc)nsegulr un mejor sistetna de creeliuas temporales.

bR

La semblanza anterior exhibe, deqde lucgo exh"emos teéncos de
la existencia y uso de los mecanismos autortguladores de la producci6n

cognitiva, y no pretenden ni con mucho ser'exhanstivos.

' . [T LA s ‘ .

En cualqmer ¢aso, creo ,que la pmducmén ora] y escnla, se
constltuyen en exce!entes elememr;s para la_socializacién .y la
consecuente regulam(m por este hecho de Ia pmduccxén cogmtwa, ya
sea a nivel individual o colectwn.

[

En este 9entldo Ia orahdad Y la escrltuxa permiten “poner en fa

. mesa de dlscusmnes 'y en lcdo caso regular las eventuales

arbllmnedades a que podria conducn' ia pmduccxén cwmtwa de los
mdlvnduos

T

'Entre la oralidad y la escritura, esta fillima tiene una- mayor
dificultad”, aunque es desde lucgo la que ofrece mayores dividendos
,tanto a nivel Personal como colectivo, pues permite por ua lado, tener
‘evidencias -si bien no exham.lwds- del nivel  de urgammmén
conceptual aicanz.ado por el mdi'ndun’ y por ofro, desprendlda de su

_ mamfeslaclén ob_Iehva, la puslbxhdad de h‘dnsf(umamén recurswa.

Por este hecho, postulo a ia escritura cothio un elemento diaiﬁgico
de investigacién y desarrollo de la estructura cognitiva de wum individuo,

s Como el lono de |a voz y en general el lenguaje no verbal o corparal estan excluidos, nos

vemos obllgados a usar muchas mas palabras y de modo més exaclo. De esla inanera al no lener una
base sliwaclonal y expresiva, la comunicacln sdlo puede eer lograda a lravés fle una expresion mas
rigurosa- De esla manera, 1a producclon ling@fstica escrlta se conslituye en la forma mdas elaborada de
la produccidn cognitiva del Individuo o coleclividad.

" La diferencla entre el borradot y 1a copla Nnal refie}a 1a evoluclon del proceso mental.

Bigina 07
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sea que el didlogo esté dirigido a él mismo, o a los individuos en su
entorno.

Es justo este didlogo recursivo y su potencia transformadora de
los significantes y significados plasmados en la produccién escrita, lo
que posibilita el pulimiento y trénsito hacia estadios superiores del
universo seméntico de los individuos en una produccién que por obra
de la socializacién, le es posible transitar desde una "aberrante” (por
solipsista) sub-jetividad, hasta una co-subjetividad "acebtable” (por
compartida).

En Popper" enéuénf_ré: algunos elementos adicionales de apoyo,
entre los que se postula a las finciones descriptiva y argumentadora
[p 118] como a las creaciones humanas més importantes, tanto como las
que tienen efectos de retroalimentacién sobre nosotros mismos y en
especial sobre nuestros cerebros.

En primer lugar, en el contexto de

<<.la findadn descriptiva del Ienguajle hunano emerge la idea
reguladora verdad, es decir, la idea de una descripcion que encaja con los

hechos>>"[p 118]

en adicién,

<< La funcién argumentadara del lengugje lmuwnano presupone la funcién
descriptiva, en cuanto .los argumentos , versan - necesariamente sobre

descripciones>> ' [p 118]

En este punto aparece la necesidad de un lenguaje descriptivo
exosomitico y ademds escrito, que -a manera de herramienta-
proporcione los objetos de discusién y argumentacién criticas.

En segundo lugar,
Popper, Karl. R. CONOCIMIENTO OBJETIYO. EDITORIAL TECNOS, SA., 1982.
” opcit
" op. cit

iy



“apatelo

Coaeper e ST |

© <<imiestrd Hiwnanidad, nuestra rakén, se la debemos a este desarrollo de
las funciones superiores del lenguaje, ya que nuestros poderes de rdzohamiento

. ho son mds que poderes de argumentacién cr_fﬁbc:t_:* >EB[p1 18],

Esasique f R frme o ds : o !

' O A (S foon
¢4En la evoir&a dn argrmentodom del Ier(gua e, la critica se
convierte enel mstmmcnr.o ﬁmdamentat def desarmlio zdten or. > 1 p

i Y kg

119]

] ' [

Las finciones que en todo caso no poseen los lenguajes animales

y que por ese hecho distinguen y posibilitan al humano su desarrollo y
evolucioén cogmtwa, son las ﬁmmones descnptwa y ar,gmnenladom

WIS Y aunque estas fimciones ! - ... eghh cedph = g

<< .. sean consecuencias involuntirias de mt:z-'sjti'asj ‘accionts,
como es natural, el desarrollo de estas funciones es cosa muestra. la
argumentaecién critica y el conocimiente en sentido objetivo, solo se
hacen posibles dentro de un }e:?guaje enriguecido de este modo ..>>%

[p119]

Es de hacerse notar la coincidencia enlre Popper y Radelli,
aunque en tiempos, campos disciplinares y por razones distintas; ésta
tltima en relacién a la importancia secundaria que le concede a la
funcién de expresiéon o comunicacién frente al desarrollo de las
habilidades que denotan una competencia lingilfstica.”

En Popper, a las finciones de comumicacién se las tipifica como
- funciones inferiores; en cuanto exentas de poder de discriminacion
‘entre los lenguajes animal y Iumano. :

En ambos antores, se encuentray precnsa una ra.:,(m que pnwlegta
otros aspectos o funciones lingfiisticas y/o epistémicas, por lo comin

" Op. cit
" op. clt
g Op. cit
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no contempladas por la mayoria de los filésofos (a decir de Popper), y
finalmente desembocan en la necesidad de elementos lipghisticos de
descnpcldn y andlisis de la propia actividad y de la ajena en vias de
potenciar mediante la orahdad y escritura (a decir mlo) ei desarrollo

yio i
recurswo de estadlos cogmtlvos supenoreszf

La Representacion y la Evolucwn Cognitiva

Yaen Camrer"!2 se afirma que

e

<<..toda detemmaa dn y dominio teéricos del ser dependen de
-que el pensamiento, en lugar de vérselas directamente con la realidad,
elabore un sistema de signos y aprenda a wulilizar estos signos como

“representantes’’ de los objetos.>>

Desde esta postura, no es posible transitar hacia estadios
cognitivos mds avanzados, si no se poseen elementos 'signicos
susceptibles de transmutacién y/o manipulacién transformadora.

Esta manipulacién habrd de darse sobre los signos que denotan
las conjeturas y teorfas formuladas lingiisticamente, consignado en
Popper” [p 771 con el nombre de “mundo 3", esto es, el mundo de las

= Vygolsky, L.S. MIND IN SOCIETY. The development of higher Psychological processes, Edited
by. Michael Caole, Vera John-Stelner, Sylvla Scrbner, Ellen Souberman. Harvard University Press.
Cambridge Massachusetts, London England. 13978. "The acquisition of language can provide a
paradigm for the entire problem of the relation between learning and development. Languaqge arises
Initialty as a means af communication between the chlld and the people in his environment. Only
subsequently, upan conversions o Internal speech, does it come o organize lhe child’s thought, that Is,
become an Internal mental function® P. 89,

= Casslrer, Emst. EILOSOFIA DE LAS FORMAS SIMBOLICAS. Th’!HUCﬂﬁH de Armando
Morones. Fowpo oeCutruna Econdnca. México. Primera Ediclén en espaﬂal 1976.
= Oop. cit

Podemos llamar al mundo fisice “mundo 17, al mundo de nueslras experiencias
concientes, “mundo 2°° yalmundo de los comenidm ldgicos de los libros, bibliolec as, computadoras v
simllares, “"'mundo 3

Tengo varlas tésis acerca de este munda 3:

(1) En el mundo 3 podemos descubrir nuevos problemas que eslaban alll anles de ser
descublertos y anles de que se hiclecen consclentes; es decir anies de que en el mundo 2 apareciese
algo correspondiente a ellos. Ejemplo descubrimos Ins nimeros primos y de ahf se derlva el problema
eucliden de sl la sucesldn de los numeros primos es Infinita,

(2) Por tanto, en algin sentido, el mundo 3 es guidnomo: podemos hacer en este mundo
descubrimientos teéricos del mismo modo que podemos hacer descubrimientos geogréficos en el

mundo 1,
L(g%ﬁlﬂ A
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representaciohes signicas en su sentido méz amplio, y en particular de

las consignadas por escrito ¢t algin medio fsico b electrénico.

o el aportado atecor ya se iy esbozado qug el fener wn cirt
nivel de competencia lingiistica rebasa la esfricta posibilidad de
comumicacion, y también, pbr otro lado, f;ue la escritura os un clemeto
dial6gico de investigacion y desarvollo de 1a estruchna cognitiva de m
indiyiduo. ;

b RS AL T e Y ¥

Es decir, en la medida en que se logra la concrecién de las ideas
en lo escrito, se esta en la posibilidad de manf;mlacién objetiva sobre
la representacién de las ideas o conceptos. Asl pues, las
representaciones lingifsticas® en un sentido amplio, constituyen
representaciones objetivas susceptibles de manipulacién para la
transmutacién de sus significados e interpretaciones.

Siguiendo otra vez a Cassiret, es de hacerce notar que la fimcion
pimbolica® no debiera circunscribirse: al ' plano del conocimiento

(3) Tesls lundamental: casl todo nuestro conocimiento subjetivo (conochinlento del mundo 7)
depende del mundo 3, es declr (al menns vilualmen'e), de las leotlas formuladas fingdsticemenie.
E]emplos: nuestra “auto-concléricla Inmediata’” nuestro ““totiokimiento de nasolros mismos™, que es
lan importante, depende en gran medlda del mundn 3: de nuestas teoifas aceica de nuestro cuerpo y
sil existentla continua cuando quedamos dormldos o eslahmos inconscleites, de nuestras leorlas
acerca del flempo (su caracler Iineal), de nuesira leofla segun 12 cual pudemaos evocar experienclas
pasadas con diversosigrados de clatidad, etc. Con eslas teorlas se hailan, conectadas nuestias
expeclalivas oe despenar Iras haber quedado dommidos. Propongn la lesls de que /a2 plena consclencla
de sl inismo depende de todas eslas leoias (de) munde 3) v de que los animales, aunque sean
capaces de lener sentimlentos, sensaclones, memaoria ¥, por tanto, conclencla, no poseen la plena
. conclencia de sl mismos gue constituye uno de los resultades del l2nguale humano y el desanollo del
mundo 3 especiMcamenle humano.

" Refiriéndome a ellas en un contexto ampilo, es declr en cuanto los lenguajes naturales y no
naluraies o ertificiales. Entre los primeros pusden contarse el espafiol, el Inglés, el aleman, el fallano,
elc, entie los sequndos estdn la matemalica, lodos los lenguajes de programaclon, atc.. :

* Habrfa que considerar las limitaciones dzi-enfoque, tomando en cusnta las refledones que
al respeclo de un programa de formaclén del espfitu hace Jirgen Habzimas en su QIENCIA Y
TECNICA COMO “IDEQLQGIA® Notas sobre 1a Filosoffa Hegellana del Perlodo de Jena, Red Editorial
fberoamericana México, SA. de CV, 1993 las que en exienso se leen: *  no puetde menos que
plantearse la cuestidn de la unioed de un proceso de formacion que empleza estando delenninado por
hes tipos de formacidn heterogéneos. El problema de fa conexi6n de 2slos <smedios»> $e plantea con
particular urgencla sl lenemos en cuenta |a influencia histérica de ta flosoffia de Hegel y cémo esta
influencia ha dado lugar a Interpretaciones divergentes, cada una de las cuales escoge como princlplo
de interpretacidn uno de los tres tipos dialéclicos lundamenlales. Cassirer toma fa tialéclica de la
representacién como hllo conductor de una Interpretaclén hegelfanizanle de Kam, que a la vez se
convierle en fundamento de una flosoffa de las formas simbdlicas; Luckass Interpreta el movimiento
del pensamiento del pensamienio que separa o Hegel de Kant sigulendo el hile conduclor de la
dialéclica del trabajo, que a la vez garantiza la unldad maierlalisla del sujeto y objeto de un proceso de
formacién de la especle, que cubre la hisloria universal: finzimente, el neohegellanismo de Theodor Lt
tonduce a una concepeion del auloescalonamiento del espitiru, que sigue el inodelo de la dialéciica de
la lucha por el reconochinlento. Es comun a estas tres posicicnes el mélodo praclicado por el
hegelianismo de una aproplacién de Hegel abandonando la ldentidad del espltritu y naturaleza que

Rigena ¢4
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conceptual o "abstracto”, pues se perderfa de vista la perpectiva sobre
ia totaiidad de ias dimensiones de ia representacién. Es decir, esta
fincién no se corresponde a un solo estadio de la imagen teérica del
mundo sino que condiciona y porta a la totalidad de ésta.

En esta pewpechva, el mundo de las 1mﬂgenes “del mito, las
estructuras fonétlcas del lengu:ge y los signos de los cuales se sirve el

conocimiento ' exacto" detenmnan cada uno una dimensi6n propla de la
repr esentaclon

Por ofro lado, las manipulaciones dependen por supuesto, de la
sintaxis propia de] lenguaje o recurso en, o con el que se ha realizado la
representacifn.

La asignacién de significados o interpretaciones depende, por un
lado, de la construccién de un isomorfismo entre la nueva estructura
sintéctica y una o mas de ellas realizadas antes, ya sea en la misma
Jerga lingilistica o aiin en otras y , por otro, del nivel de co-subjetividad
logrado por la i:iterpretacidn en el contexto social de su praxis.

En este sentido, la’ vertiente seméntica o de as:gnamén de
significados, fiundiona como objeto a lograr tanto como herramienta
para lograr ofros mgmﬁcados, en una interacci6n dialéctico-recursiva.

Merece comentario especial la caracterfstica de recursiva, pues
desde mi punto de wvista es ella la que potencia la posibilidad de
configuraciones cognitivas superiores, las que generalmente suelen
tener configuraciones complejas y dindmicas; dos atributos deseables
en el desarrollo cognitivo de un individuo.

En una entrevista realizada por Francisco Himeeus®® , Humberto
Maturana opina que:

supone el saber absoluto. Por lo demés, tlenen tan poco en comdn, que lo dnico que hacen es dar
testimonio de la divergencia de los tres planleamientos, esto es, de las concepclones de la dialéctica
que les subyacen. {COmo hay que pensar, pues, la unidad de un proceso de formaclén, gue sequn la
Idea de las fecciones de Jena corre a través de la dlaléciiva del lenguale, del trabalo y la Interaccion?. P
a5

= Huneeus, Francisco. , LENGUAJE. ENFERMEDAD Y PENSAMIENTO Cuatro Vientos
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<<Yo piepso que el lenguaje surge y opera como un modoe
particular recursivo® de coordinaciones conductuales en la
convivencia. ... >>

~ Siguiendo con la idea, creo que es precisapente esta
caracterfstica de recursmdad inherente a su desnrrollo, la que no sélo
es capaz de crear estructuras complejas y evidentemente dindmicas de
pensamiento, sino que ejermda sisteméticamente, potencia también el
transito bidireccional entre el caos y el orden cognitivo.

En un sentido, es posible el trinsito entre la mirfada
cuasi-aleatoria de concepciories’ o interptetacioneés y la posibilidad
siempre presente de lograr nuevas articulaciones sinficticas pertinentes
y competentes ling@isticamente, agregando con ello nuevos significados
globales a los significados.

En otro sentido, el ya conocido trabajo de Godel efl el que se
evidencia la existencia de puntok oscuros en ¢ualquier estructurg légico
formal., en adici6n a esto, el trabajo'de Verhulst, én €] que la aplicacién
iterada de un algoritmo recursivo determinista, X, = a¥n(1 -Xy),
conduce al caos® y los ejemplos colectados aqui y alla de variacién
aleatoria recursiva que conduce al orden y. Ja exphcacnén, me Ilevan a
creer que la evolucién cogmhva estd generada por cuando menos un

" proceso récursivo (cuasi-aleatorio o cuasi-detétmiinista?) y sugiero que

ésté es el de la produccién lingnistica alimentando dé manera recursiva
con este producto, al proceso cognitivo. -

Editarial. Chlle. Segunda Edicidn 1939 p. 156

oy Nota aclaratorla en la entrevista de Hungéus acerca de la enlrerlsla a Ha!urana La'recursién
(neologlsmo) es la aplicacidn de una misma operacion a las consecuencias de la operacién. La
refroalimentacidn es la aplicacldn de la cansecuencla dela aperaclﬂn ala operacldn La recurslén es el
proceso mediado por un algoritmo.

- Robert May, un fisico de Princeton que se ha dedicado a la blolog{a, es una figura clave enta
historia de cémo los clentlicos aprendieron acerca de lo que hoy se dendmina "ruta hacla el caos
mediante duplicaclén de perfodos” y uno de los primeros en reconocer la importancia del estudio del
procesa de Verhulst. Tan temprano como en 1876 €1 escribid:
No sblo en investigactém, swo también en ol meando de todoe los diax de la polttica y
la economta, todo huibtera stdo major 51 mas personas entendiéramos que wrt sistoma sivple
no linzal no nacesariamente potee propiedades dindmicas simples.
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Vista la cogﬁcidll desde este punto de vista, quizd podria resultar
natural el 'conceptun:la como m fractal®, de 1o que podriamos esperar
por razones que les son inherentes -tanto a la cogmclén como a los
fractales-, que. ‘sus menifestacionos morfolégicas remltarnn infinitas e
Imsospechadas _

Por otro lado la dimension de los objetos que serfa posible tratar
-desde una tal concepclén de la cognicién- se amplfa, en cuanto que
‘égta puede ser no _‘_ﬁecesariamente entera, es decir; la cognici6n
conceptuada como um fractal pone a su alcance a objetos no
necesariamente euclideanos, esto Gltimo en un sentido no trivial.

El cardcter del Béﬁﬁglq no trivial al que se hace alusién, estaria
proporcionado no sélol-.porr:el._cambio de alguno de los postulados
euclideanos y la generacién: coberente. de una coleccion de teoremas
desprendiendo asf, una u otra gebmetr[a no euclideana, aunque a final
de cuentas construidas con elementos euclideanos (puntos, rectas,
planos) de dimensién entera; sino, por elementos geométricos
intrinsecamente diferentes y sin las restricciones dimensionales
euclideanas, denominados fractales.

La falsificacién que se presenta en la figura de siguiente, ha sido
generada por computadora.

En ella se muestran tres {' iguras fractales, el paisaje del primer
plano, su distribucion de créteres y la generalizacién del movimiento
Browniano sobre una esfera naciente en el fondo, todas comparten la
caracteristica de auto-similitud.

La magnificacién de subconjuntos de estas formas, son de nueva
cuenta reminiscentes de la totalidad.

= término acufiado por Benolt Mandelbrot en 1975 del 1alin fraclus.
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El hecho de que estos fractales primitivos - generados por
computadora evoquen fuertemente las formas del mundo real, constituye
una pista de su importancia en relacién a las formas de la Naturaleza.

Segiin Galilep (1623), ey g

La filosofla estd escrifa en ese g:h"ui libro —qrir‘ero: decir el wiverso-
el cual permanece continuamente abierto q nuestros,sentidos, pero giie
no puede ser entendido a menés que se aprenda a comprender, el
lenguaje en el cual fue escrito. Estd escrito en el lenguaje de las
matemdlicas, y sus caracteres son tridngilos, circulos y otras figuras
geométricas, sin las cuales serla humanamente imposible entender una

simple palabra en él; sin esto, uno se encuentra en un laberinto oscuro.

Bgena 48
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En esta cita, Galileo presenta varias de las tendencias bdsicas de
la ciencia occidental.

En primer lugar, con el fin de entender o simular 1a naturaleza,
uno debe conversar en su lenguaje.

En segundo lugar, el lenguaje de la Naturaleza son las
matemdticas y la geometria es el lenguaje especifico para describir,
manipular y simular las formas.

Sin embargo, Galileo equivocé los términos del dialecto
preferido de la naturaleza.

Es sélo de manera muy reciente que ha sido advertida la
impotencia de los tridangulos y circulos de la geometria Euclideana (el
dialecto mencionado especificamente) para describir el mundo real.

Retrospectivamente; es obvio que,

"las nubes no son esferas, las montafias no son conos, las lneas
costeras no son clraulos y que una corteza no es suave, ast como la luz

no viaja en llnea recta".

Mandelbrot

Matematica Posmdema.

Existe, ahora un nuevo ' dialecto, una nueva rama de Ilas
matematicas, que es mds apropiada para modelar las formas irregulares
del mundo real, 1a geometriq fractal.

Algunas caracterfsticas distintivas entre los objetos euclideanos y
los objetos fractales son resumidas en la siguiente tabla:
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" Geomefria;

y . T FRe Skt g '
Lenguaje matemético para describir, relacionar y manipular las formas

Euclideana ' i ; bt Fractal

4+ Tradicional dala da mds da bt ' 4 Monstruos’ modamos’*"
2000 afios aprox. 17 afios

¢ Basada ' en  ascalas © % No tlsne' restriccionas
restringidas - en su escala

#+ Se ojusta a las formas de * Son apropiadas para
objetos hechos por sl ) . las formas natutalea
hombre

'# Los, objstos son descritos . . e AL * los . objetos © son
por una férmula descrilos  por  un

. algoritrio recursivo

Una comparacion de las Geomelrias Eut:lidaans;y Fraclal®

Tomado de Peilgen, Ofto, & Dletmar Saupe., The Stlence of FRACTAL
IMAGES , Springer-Verlag New York Inc., 1988. p. 27

) l T e g

El postular un nuevo tipo de geometria, permite especular desde
luego sobre el nacimiento de nuevas fisicas y con ello de nuevas
interpretaciones césmicas, es decir de nuevas formas de "ver" lo que
nos rodea.

Por ofro lado, si se piensa en que la enorme alegoria que
constituye la matemdtica actual ha sido construida con elementos
geométricos euclideanos de dimensién entera, ;qué podrfamos esperar
de las construcciones cognitivas que es posible realizar con elementos
no restringidos én ks excalas dirhensionifes?.

Desde luego, se desprenden d¢ aqui vastisinos campos de
investigacién en matemédticas; én epistemologia; en educacién'y en
Gltima instancia en la ontologia generada por las nuevas formas dé ver y
_las visiones proporcionadag por ellas.

El ser educados en una nueva forma de "ver", ciertamente que
traeria como consecuencia nuevas visiones.

vhernan @gauss.mat. uson. mx
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Una de las que mds me entusiasma, es la que ge desprende de la
existencia de objetos de dimensién no entera, pues me hace pensar en el
problema de la densidad dimensional y mds alld, en el continuo
dimensional y la clase de "objetos” que podriamos usar para construir
nuestras representaciones. )

Ciertamente esto serfa una nueva y hasta donde sé insospechada
ecologla epistémica™.

Se tendrian como consecuencia nuevas formas de percepcidn y
representacion, pues en alguna medida creo yo casi determinante (y me
alegro del "casi") nuestro aparato perceptual se desarrolla y/o se
bloquea por la educacién que nuestro entorno (no solo escolar) social
nos proporciona.

Segiin advierto, a raiz de la postulacién de la existencia de
elementos geomélricos cualitativamente diferentes a los euclideanos,
estamos en vispera del abandono de ancestrales ropajes perceptuales,
epistémicos, ontoldgicos y lingilisticos.

Desprendido de esto, se estdn generando, en este momento,
nuevos conceptos y nuevas formas cognitivas de operar con ellos.

En suma, nuevas nociones en la concepci6n de lo que nos rodea,
entre las que probablemente estén incluidas:

+ Interaccion couciente entre orden y caos como formas naturales y

complementarias de la manifestacién césmica

+ Inclusion natural de concepciones tanto deterministas como no
deterministas de un mismo objeto de conocimiento

" .

e Quiero acuflar esfe término compuesto, Ecologla éplsiémica, slgnincando con é1 tanto a lo
que antes he llamado Universo Seméntico del individuo como a su entorno de Interaccién cercano
(Intimo) y lejano. Al respecto de 1a nocldn de cercanfa o lejanfa a su entorno, diré que a Gitimas fechas
se tlene cada vez mds conclencla de que para efectos de lo social y Ia configuracldn del Individuo en
ello, se estdn desmoronando noclones comao etnla, comunidad y naclonalidad a ralz de la emergencia
de una socledad global que demanda nuevas lormas de ser, de vivir, de trabajar, de acluar, de sentr,
de pensar, de soflar, de Imaginar ¥ con ello, la reconceplualizacidn o la exstencla de nuevos

probiemas eplstemoldgicos, ontoldgicos y lingisticos .
Hhgrna 57
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'+ Nuevas formas de hacer ciencia y-en particular niuevas formas de
hacer matematicas: ;Qué tal una matemética cualitativa?

i\ L

[* Uso meludlble de los recursos de computo en ¢l sentido global de
los servicios que ésta Iecnologia ofrece, ya que resulta el medio
ad-hoc, en el que esta nueva ecologia eplstémlca habria de tener

' lugar N

+ Encuentro con la tan deseada inter y trans disciplinariedad en el
desarrollo de las ciencias

¢ Generacion y abordaje de problemas cualitativamente nuevos

En resumen, creo, en la negesidad imperiosa de trabajar en la
direccién de conformar una curricula de educacion matemitica
cualitativamente dlstmta, en la que los asuntos mateméhcos ge aborden
desde un punto de vista més global; tanto en los recursos tecnoldgicos
de los que se eche mano, como en las relaciones contensiales intra y
extramateméticas. '

Reflejos culturales y exigencias™

Quiero establecer como un reflejo ﬁmdamenlal de las
consideraciones hechas en los pardgrafos anteriores, el hecho de que la
gsociedad y las comunidades modernas ' exigen individuos con
capac;dades eplstémlcas cualitativamente novedosas y sustancialmente
diferentes, es decir no mdlwduos que posean grandes camulos de
informacién sino individuos que tengan las habilidades para operar,
comprender, interpretar y procesar objetos de distintos saberes para

* transferir lo aprendido a otros problemas y a otros campos.

mﬁ"dfﬁu Y]

Para una referencia més extensa ver: Anexo 2° Refejos Culturale s ¥y Tecnologla
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La postulacién anterior, refleja la inherente necesidad actual de
disefio y realizacién de una nueva ecologla epistémica para lo que
podrfamos disponer de adelantos tecnol6gicos como las calculadoras y
las computadoras, instrumentos que permlten realizar con gran
economia de tlempo y energ[a psiqulca parn los docentes -estudiantes y
profesores-, cantldades masivas de cé]culou oy procedlmlentos
mecanicistas de repetlcldn dejando el nempo y la energia
economizados, para una construccién intelectual més relevante.

La superespecializacién de Iﬁs'.discjpl'inas y el consecuente
correlato de ello en los lengua_,jes especiales, pone de relieve la urgente
necesidad de una cultura lmgﬂishca més amplla que la que el

patrimonio social nos lega de manera natural.

Las grandes ausentes de las actividades docentes sistematizadas
suelen ser las relacmnadas con el culu\ro de las hablhdades
lingiisticas de oralidad y escritura.

La situacion se hace desesperada cuando se advierte que cada una
de las disciplinas tiene por asi decirlo, su propio lenguaje y, ademsds,
que éste, es no natural.

En esta situacién, es insoslayable la urgente necesidad de asumir
sistémicamente la tarea de habilitar a nuestros estudiantes en el uso de
su lengua materna hasta un nivel funcional y en una gama de habilidades
lingilisticas, necesarias, para el desempefio de estos en su interaccién
con ofros lenguajes.

Podria ‘decirse que la compétericid de un individuo en su
expresion oral y/o escrita, asegura y garantiza la competencia en el
nivel de organizaci6n conceptual alcanzado por este. '

Por otro lado, la oralidad y la escritura competentes son
instrumentos o habilidades de accién-investigacién sobre las
construcciones intelectuales, de donde, podémos afirmar que un
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individuo sabe algo sobre algh objeto de conocimiento cuando es
capaz de hablar o escribir -con ciértas caractetisticas como claridad,
concrecion, conmstencmléglca, estilo l|terarm etc.- sobre ello”

En un nivel jerérqmco de aphcac:én subordmada, estén las
habllldades desprendldas de' los lerlguq;es parhculares de las
dlsmplmas refiriéndome con ello a las pamculandades proplas del
discurso en cada dmcnplm&

Este renglon es tambnén motwo de desatencién lmgnistlco
funcional generahzada en nuestro smtema educalwp, puesto que en las
actividades docentes no se abordan expliclta y srsteméncamerrte las
particularidades Imgﬂistlcas proplas de cada una de las dlsmp[mas

objeto de estudio.

Este hecho no es casual sino el resultado -pqr un lado- de una

" inconciencia colectiva relacmnada con las componentea lmgtlistlcas

bésicas y -por otro- de la relativa facilidad que se obtiene al hacerlo de

- manera sintdctica, dejando de lado una componentes serhdntica y por

supuesto, una pragmética, ya que es poco probable realizar esta Giltima
-al menos de manera competente y auténoma-'cuando no se sabe de qué
ge habla o se escribe.

De esta manera, el aprendizaje de las regilaridades y diferencias
propias de las disciplinas en el uso de las funciones 'lingtifsticas como
medios para acercarse a un objeto de conocimients espécial, quedan
ocultos en las limitaciones del discurso docente, que como antes
indiqué, estd generalmente limitado a la componente sintictica en la

- mencién y uso:de las concepciones, categorfas, procedimientos y

Blgrina

técnicas de las disciplinas que se abordan.

La ensefianza de los métodos debiera darse en el gjercicio de la
oralidad y escritura en los diversos campas disciplinares, buscando el
uso de los lenguajes especiales y materno en una direccion abarcante de
sus componentes, a saber: pragmatica, semantica y sintéctica.

54

vhernan@gauss. matuson. mx



Hareo fednico

Es asl, que podria postularse el que los fines y compromisos de
las organizaciones e instituciones educativas tuvieran una tarea quizd
mds modesta pero realista y no menos importante: la de asegurar el que
las actividades docentes de profesores y estudiantes se desarrollen en
un entorno lingdisticamente diverso y rico (competente) y/o en contacto
con el mayor niimero de sistemas y/o formas de representacién.
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Lia funcion en el contexto de la
mateméatica escolar no
especializada

' En este trabajo, se abordan dos tesis;

el concepto de funcion estd subutilizado en el contexto de la
matemdtica esqo:'d{" en tanto se desdeflan extensiones del
concepto pertinentes y factibles en los niveles educativos, por
otro lado, .

el reconocimiento de que el concepto de funcidn actuando en
su calidad de substrato conceptual de la matemdtica escolar,
permite potenciar la formulacién de nuevas estrategias
operativas en el desarrollo del curriculo matemdtico escolar
por la via de recursos de representacion complementarios al
sintdctico Idgico formal y la significacidn agregada por la

articulacidn de éstos.
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El concepto de funaon en el contexto escolar

Es meluﬁlble reconocer que el concepto de ﬁmcx& ha tenido una
evolucién en‘l ‘historia ;de la humanidad y eh paﬁwular de la

matemdtica, pof, lo quameli la, achlahdad 59 dlsponﬁ de diversas
i ga 1

manifestaciones gel concep;o ﬂm q?b; ?on#ibuyen -8in lugar a dudas- a

] 1
conformarlo. ™" 4
'-.'.‘

Las manifestaciones a las que se hace mencién son: como
registro de datos (en tablas) en las antigias culturas babilénica y
egipcia, como razones y proporciones en la cultura griega, como la
rqpresqrzmcu;n gnif ica del cprrelato de la intentio vs extensjo (aprox.
1i004 1400j, 'comb Iug“es g%oméfhcos“con Degéﬂes :y i’en}mt, como
expresion analitica con Euler (siglo XVIII), y més recientemente se
tienen : :versiones : } mﬁs forma]imdas tidel Ly concepto como
corre@dnderzbm& como caryuntos de parejds ordenadas y

ST CORTEMPOTaneas Clue atienden a la llamada tooria. de
calegorfas.  CTIE SR R 15,78

1

En la reforma curricular de 1971, llegé a México la llamada
Matemdtica Moderna' en la que se contemplaba el concepto de funcién
desde el punto de vista de correspondenciags entre elementos de
conjuntos, lo que lejos de significar un avance en la conformacién
escolarizada del concepto y sus posibilidades de aplicacién a la
resolucién de problemas, significé el recrudecimiento del privilegio
sintdctico en la préctica docente ‘

P la gue impactd de una manera muy severa al quehacer docente, pues ocurrld o gue desde

mi punto de vista fue un trasplante poco culdadoso, al suponer que la mera revelacién o abordaje de
las eslructuras fundamentales de la malemética, traerla como consecuenclia natural el hacer factible
que a partir de éstas, las estudlantes arlicularan 1a esfructura conceptual pertinente, competente y
significativamente para abordar la resolucidn de los problemas propuestos por la matemélica escolar,

mﬁkfiu 58
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Nivel de Educacion Basico 15 ;

Desde mi punto de vista, el concepto de fimcién en primaria
debiera abordarse hasta el nivel del gérmen seminal constituido por la
variacién lineal y la distincién de sus tipos.

De la sanidad de estas semillas y la de sus manifestaciones
primeras, dependen en gran medida la formacién matemdtica futura de
los estudiantes y sus posibilidades de extension y formalizacion de este
concepto medular.

Me parece interesante dar una breve resefia del trabajo de Saiz,
Ima. & Block, David (1984)%, pues en ¢l se cohjuntan de manera
notable, tanto una metodologia® para el aéercamiepto de los contenidos
matemdticos, como el hecho también notable de cémo fie posible
abordar el concepto de funcién y su simbolizacién con un nivel alto de
formalizaci6n.

En este trabajo resefiado, se repoita una secuencia de diez clases
en las que se aborda como situacién problema el construir el lenguaje
cartesiano a partir de la tarea de transmitir un mensaje describiendo una
figura en un geoplano, para que ofro nifio o equipo la reproduzca.

No obstante sus objetivos, el trabajo. mencionado muestra la
factibilidad de arribo a estadios superiores: percepcién de la variacién,
aislamiento de las variables, identificacién del correlato existente entre
ellas, su abstraccién simbélica y su representacién.

Dos ideas cenfrales en el trabajo: el que los nifios fueran los
"inventores" de la geometria cartesiana y aden.lés‘, que los mismos nifios
establecieran las convenciones de significacién al nivel de las
exigencias dindmicas de su socializacién, y no que ¢éstas fueran

2 Salz, Irma. & Block, David., EL GEOPLANO, Un recurso didactica para explorar el mundo gela
geomelria elemental., Laboratorio de Psicomatematica N° 2., DIE-CINVESTAY. Méxco ., Marzo de 1984

o Biisqueda de Invariantes, en un proceso lingQistico recursivo que durd dlez ciclos (clases), lo
que se pone en evidencia cuando se Inquiere por lo que se did en llamar la "propledad comun” de los
puntos en el geoplano, logrando su simbolizaclén abstracta en una expresion simbdlica awdllada por
las convenclones proplas del sistermna de referencla desamollado.
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aportadas por el maestro como - convenciones universalmente

_ establecndas ;

- Fueron de interés también los siguientes aspeotos: -

« posibilitar la exprestdn, tanto a nivel orai como grdfico, de
las formulaciones que van construyendo los niflos,
postergando la adopcidn de simbolos convencionales.

‘& fomentar ‘la’ participacién de los alumnos' en' la

construccidn de  sus ' conocimientos, organizando
actividades y discusiones a dos niveles de interseccion: en
equipos y colectivos.
¢ generar situaciones diddcticas significativas para los
. alumnos y cuyo curso los l{eve a elaborar determinados
conocimientos como solucidn @ los problemas que la
pmpta situacion les pia.rzrea ,
* organizar debates para que los alumnos confronten’ ms
optniones y lleguen a conclusiones sobre un tema. '

Los comentarios finales de la experiencia superan, desde

‘punto de vista cualquier expectativa:

La secuencia de 10 clases que acabamos de analizar se
desarrolld a fines del afios escolar. A principios-de 6° grado
volvimos al tema de coordenadas cartesianas.y descripcion de
figuras; lo niflos recordaron los acuerdos tomados y pudimos
retomar el trabajo dejado 3 meses dntes sin clases de revision
0 repaso como se acostumbra hacer al inicio: de cada alo
escolar. Podemos seflalar aqul la diferencia entre un trabajo
de memorizacion de algoritmos y reg!as que no "resisten' 3
meses sin practicarlos y este trabajo que en realidad fize total
construccion de los niflos. ... Pasamos posteriormente a
graficar rectas en el geoplano y. representarlas
simbdlicamente. Este trabajo se organizd en forma similar a
lo anterior, pidiendo a los niflos que constriyeran la recta en
el geoplano y redactaron un mensaje para que otro equipo
pudiera reproducirla. ... En posteriores descripciones de
rectas se empezd a analizar cual es la propiedad comiin de los
puntos que pertenecen a una recta dada. ... El maestro daba la
propiedad comiin y los niflos construlan la recta o bien el

mi
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maestro daba la recta y los nifios buscaban la propiedad
comun. Frecuentemente este trabajo se realizaba con
intercambios de mensajes entre los nifios. ... Todas las
escritural’ fueron criticadas y andlizadds y finalmente el
' maestro proporciond la forma convenciond! de nombrar las
coordenadas ... y por tante la "propiedad comun" que
adquirid un sindnimo en "ecuacidn de la recta” pasd a
escribirse asl:

Propiedad conuin: , _
La segunda coordenada es igual a la mitad ﬁ'e la primera
coordenada '
s b
Ecuacidn de la recta: : .
x= y 2

Aparecieron rectas que no pasan por el origen como y=x+3 ,
rectas que "van para el otro lado"” como y=-x+3, etc. ... Al
tratar el tema de proporcioralidad y el de funcidn, los niflos
ne tuvieron dificultad en utilizar representaciones de rectas
en un plano cartesiano.”

Este trabajo constituye sin duda, una miestra de que es posible
abordar la solucién de problemas did4cticos relevantes echando mano
de recursos materiales econémicos como el geoplano e intelectuales
como el de la oralidad y la escritura, con tal y que el ingenio del
profesor esté atento a sacar partido de las oportunidades que ofrece la
socializacién recursiva de los productos parciales que se van
generando en el transcurso de la actividad docente.

Para concluir con la resefia, en el apartado de geometria del
reporte.de Saiz & Block (1984), se abordan otros problemas didicticos
importantes como son las reflexiones, - rotaciones, simetrfas,
propiedades de los poligonos derivadas de la simetria, reproduccién a

e
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escala, invarianza y/o proporcionalidad ante (transformaciones,
mediciones, correlatos entre vértices y diagonales de un poligono,
conteo y bsqueda de pﬁh'o:_nes nimericos entre elem_entbs poligonales,
perfmetro, drea, basqueda de algoritmos de célculo. En todo ello, estd
involucrado tambiéri el concepto de funcién, incluso en ocasiones con
més de una variable (/) por ejemplo: la formula para el célculo del drea
de un recténgulo: A(b,h) = b x h :

En cuanto al uso que en el nivel pn'marlia puciieljra tener los
resultados de este reporte, creo que son inmediatos, pues en este nivel,
estd contemplado (como se indica en el reporte) el tema de variacién
proporcional (directa e inversa), cuya indiscutible fecundidad potencia
el abordaje de una gran cantidad de situaciones problematizadoras y el
derivar de ellas estrategias especificas de accion; entre las que pueden
contarse la identificacién de variables y los correlatos existentes entre
ellas, asi como su representacién en forma tabular, gréafica y analitica
siempre que esto (ltimo sea posible.

Es mi punto de vista que en el nivel de educacién bésica, es
posible y necesario abordar la nocién de la vari'aci‘ém por la via de la
comparacion, y con ello sembrar la simiente de un concepto més

.., general -el de, fimcién- cuya wtilidad, tedrico-prictica. habrd de
_extenderse longitudinalmente en la formacién matematica global de
. cualquier individuo.

}ia e Ty o

Examinemos mds de cerca los rudimentos de 1o que podﬂa ger la
génesis de este concepto -el de fincién-: :

Sin duda, el recurso técnico por excelencla para constrastar una
hipétesis de variacion es la compamc;dn del estado de lo obsen'ado en
al menos dos estadios sucesivos; en’ donde ‘log"parathetros de la

' comparacioén dependen del cédigo de representamén 'elegido o blen del
cédlgo natural en el que lo observado se presenta. ' A

Bne
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De esta manera, podemos comparar formas o apariencias
(acercamiento global) inclinado, recto, grande, pequefio, plano, curvo,
rugoso, liso y/o caracteristicas especiﬂcas -0, medidas- de éstas
(acercamiento local) éngulos largo, ancho alto drea, capacidad,
volumen, dlmenﬂlén, gracias a la percepcn‘m subJetwn que tenemos de
cada una de las formas o apariencias o bien gracias a las medidas que
podamos realizar de las caracteristicas locales que "objetivan" a las
anteriores.

En el trénsito entre el acercmmento global y local a un objeto hay
un escalamiento en el nivel de abstraccién requerido no sélo para
proponer aspectos mds finos de él, sino también para identificar, aislar,
modelar o representar y medir los nimeros o variables relevantes para
la caracterizacién requerida.

Es en ese ftrédnsito y las tensiones generadaé en él,- que la
comparacion asume técnicas cada vez més objetivas, pues a pesar de
que la comparacién puede ser resultado de un'instrumento tan subjetivo
como alguno de los recursos del cuerpo humano, éste tiene rangos
perceptuales que no le permiten ir més alla; digamos hasta la
cuantificacién de una eventual variacién, e incluso, cuando los rangos
de ésta son 0o muy pequefios 0 muy grandes, no es posible siquiera su
percepcion.

De esta manera, a pesar de que el cuerpo humano estd en la
posibilidad perceptual de comparar (pesos, luminosidad, calor,
distancia, etc.), no estd sin embargo en la posibilidad de cuantificarlas,
de ahi la necesidad instrumental externa.

Con todo y ello, la nocién de que dos objetos tienen un peso
distinto al ponerlos sobre una balanza simple de platillos, no permite
dar respuesta a ninguna de las preguntas: ;jcuéntos unidades es més
pesado uno que otro? ni Jcudntas veces un objeto es mds pesado que
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- otro?. En cualquier caso, tendria que usarse un'instrumento de medici6n
mis elaborado para cuantificar el peso de ambos objetos.

Consegmdos los mimeros que denolan el peso de cada uno de los
objetos habrfa que obtener la diferencia enlre ellos para dar respuesta a
la primera pregunta del parﬂgrafo anter:or 0 el coc:eqte entre ellos para
dar respuesta a la segunda.

Los recursos técmcos ﬁmdamentales para Ia comparacion

aritmético algebrélca (segﬁn el nivel educahvo) son la diferencia y el
coclente entre nlimeros (anhnétlco} 0 entre vanables (a.lgebrélco)

Es asf que cada uno de ambos recursos nos permiten realizar
_comparaciones de manera especial] y asi, -establecer no: solo si
efectivamente hubo variacion, sino también el cuantificarla con una
significacién asociada al recurso de comparaci6n usado.

Por razones que les son inirinsecas, los algoritmos de resta y
divisién, ambos recursos de comparacién, se encuentran ligados en el
tipo de variacién denominado directa o proporcional.

Por ejemplo, al disponer de $25.00 pesos para comprar
cuadernos y percatarnos de que cada uno de ellos cuesta $3.00 pesos, la
p'reguntzi tiafural es, Jcudntos podré comprar?.

Una forma de llegar a la respuesta, seria proceder aditivamente

(3+3+3+..)eir calculando las sumas parciales hasta completar el

' nimero de pésos més cercano a 25 sin exéédérse de él, ofro proceso

puede ser sustractivo (25 - 3 - 3 -'3 -..) b it ¢calculando’ 105 Festos
parciales hasta el que sea menor que 3.

Estos dos procedimientos bésicos tienen asociados dos procesos
que constituyen correbpondieritemente su abstraccién, el producto (en el
primer caso) y &l cociente (en el segundo), con el primero de ellos se
puede recitar la tabla deél 3 hasta obténer el producto més cercano y no

e 3
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excedente a 25 y con el segundo, realizar el cociente de 25 por 3 hasta
obtener un remduo menor que 3.

El tlpo de variacién proporcional directa mlpliclto en esta
situacién, estd representado en las primeras dos columnas de la

siguiente tabla:
No da Costo Cociants entre |Diferencia antre
Cuadsmos Asociado Costo costos

Asociado y N°|  sucaesivos
da Cuademos

x y v/x Vi Your

1 3 . S

2 B 3 | 3

) 2] 3 ]

4 12 & 3

5 15 3 3

6 18 . 3

T 2 3 3

8 24 3 3

9 27 i 3

Tabla 1. En esta tabla se
muestra la relacidn antre sl
costo asociado (y) en pasos ¥
el niimero de cuademos {x).

en la que qlie el recurso para evidenciar la existencia y el tipo de
correlato en la variacién son el cociente y la diferencia entre nimeros.

Nétese que la variacién proporcional directa puede
caracterizarse mediante la razén giguiente:

Y.
=k

expresién en la que y denota el costo asociado segiin el nimero
de cuadernos, x el nimero de cuadernos’ ¥ ¥la llamada constante de
proporcionalidad (en el ejemplo ¥=3). '

Otro razgo caracteristico de este tipo de variacién, es que la
diferencia entre los precios asociados a nlimeros consecutivos de
cuadernos es también k, es decir

Elpens o5
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"Yx) = Y1) = K.

Una representacién gréfica de la variacién prbpuréibﬁal directa
entre el costo y el nimero de libroa presentada en el éjemplo anterior,
es la siguiente: jaaty ' ; B

9 4+ 2 3 4 5 6 T 8 9 Y%

Nﬁ.mero de libros

En la caracterizacién de la variacién proporcional directa entre
dos magnitudes, debe incluirse, desde luego, ¢l caso’ o situacién en el
‘que la constante de proporcionalidad es un nfimero negativo.

Por ejemplo, si observamos que en cada vuelta "a tomar agua” de
los nifios a la cocina, cada uno de los tiiico toina tina gall'etﬁ, Jcudntas
galletas habrdn consumido después de 3 vueltas a la cocina? ;y después
de 5 vueltas? .

. . Suponiendo que al inicio de la observacién habia 100 galletas,
. qué tipo de relacién hay entre los siguientes pares de magnitudes:

a) galletas sustraidas vs vueltas a la cocina?

' b) galletas restantes vs vueltas a la cocina?

Bligona 65
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Podemos hacer una tabla que evidencie el comportamiento de la
relacion entre las parejas de magnitudes propuestas antes:

Total de galletas Gallstas rastantas
Vusltas a la cocina susirafdas Vueltas a la cocina | (de 100 que habla)

x ¥ . X y

1 5 1 B85

2 -10 2 80

3 -15 3 @5

4 -20 4 80

5 25 5 75

6 230 6 70

7 35 7 B5

. B i 40 _ a BO
Tabla 2. Se muestra la ralacién anire el Tabla 3. Se muestra |a relacién existente
total de galletas sustraldas y el numero entre las galletas restantes (ds 100
de vusltas a la cocina. . . iniciales) y el nimero de wuelas a la

: ‘ cacina.

LI

cuyas gréificas correspondientes son las siguientes:

Vueltas a la cocina

P\ 2 3 4 5 6 7 rs
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&
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5
B L e
6]
> X
] 1 2 3 1 5 6 7 8

Vueltas a la cocina

En el primer caso, tenemos un correlato de variacién
proporcional directa Galletas sustraidas vs Vueltas a la cocina,
situacién que puede identificarse al comparar con un cociente los
sucesivos valores de las variables implicadas, en el que se cumple que:

. Galletas sustraidas ot Yoo o ‘k
> Vucltas ala cocina %« ¥

donde &k = 5.

En cambio, este tipo de correlato de variacién proporcional
directa no es observable en el caso de Galletas restantes vs Vueltas a
{a cocina, pues no se cumple que

Vi Galletas restantes _ Y& k
* Vueltas a la cocina © %

Sin embargo, en ambos correlatos de variacién se observa que

Yx) =~ Y- = =3

Esta observacién da pie a la caracterizaciéon de un tipo de
variacién mds general, el denominado como variacidr lineal, del que
ambas situaciones anteriores son casos particulares:

Proporcional directa: ‘; =k
Variacion lineal

Aditiva: 5 A S
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De esta manera se muestra, que el afirmar que la razén entre dos
magnitudes es una constante, puede incluir situaciones de variacién
proporcional directa con una casuistica amplia, segiin el valor de la
constante sea positivo o negativo, y también, que ef posible el realizar
extensiones aditivas lo que permite extender los correlatos
variacionales de proporcionalidad directa a la variacién lineal. -

Por otro lado, si consideramos al cociente como la operacidn
inversa del producto y hacemos una extension de las ideas anteriores,
tenemos que la variacién proporcional inversa.entre las magnitudes y y
x podria ser caracterizada por una relacién del tipo

=k
A manera de ejemplos“, se incluyen cuatro tablas en las que se
presentan relaciones numéricas entre dos variables con la intencién de
identificar el tipo de variacién que se presenta en cada una de ellasy a
continuaci6n se presentan las grificas correspondientes.

Dlas # de Carros Edad de Juan Edad del
hermano
30 B0O 4 12
80 1200 5 13
15 300 i} 14
10 200 7 15
20 400 g ! 18
Tabla 4. Sa musstra e ' Tabla 5. Sa muestra la edad de
relacién entre la canlidad de Juan y la relacién que guarda con
carros que se ensamblan en la de su hermano mayor,
una [4brica y los dias que se
lleva hacerlo.
* lomados de SEP, Gula para el Maestro de Sexto Grado de Educaclén Primarla, SEP,

WMéxico., 1992. Respeclivamenle en orden de aparlclin: Varlaclon proporcional direcla (k=20), Varlaci6n
adlitiva (k=17 y b=8), Yarlacidn prorcional inversa (k=72) y Varlaclén proporclonal inversa (k=20).
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@&FM 20

Cantidad en

[ Cantidad de

Nimero de Kg. para cada
personas una

% 36

3 24

4 18

8 12

Tabla 6. Sa muestra el ndmearo
de kg de camne que le toca a
cada persona sl 8l nimsro de
ollas aumenta y la cantidad total
de carne se mantiene fija.

Las gréficas correspondientes a cada situacién, son:

Dias que
vasos diaria alcanza el
agua
i 20
- v 10 ¢
AR . 40,
1/4 20

. Tabla 7. Se muestia la relacion

antre el numero de dfas que le
dura el agua a un ndufrago y la

torhd.

, Cantidad diaria de vasos que

___________________________________________________

5

» X

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 &0

vhernan(@gawss.mat. uson.mx



Lafimacr ar of comiexto do ..
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Cantidad de vasos diaria

Del estudio de la variacién (de algin tipo) mediante los recursos
técnicos bdsicos de tomar la diferencia y/o el cociente para
evidenciarla, conduce al concepto mds general de relacién entre
magnitudes o variables, emergiendo asi la relevancia fimdamental de
éstos recursos, pues ellos no s6lo permiten evidenciar la medida de la
variacién seglin hemos visto, sino también, la cualidad o tipo de ella.

Por cierto es de particular importancia el orden en el que la
difes encia, el cociente y la combinacion de estos tendria que hacerse en
cads uno de los niveles educativos ‘omados como contexto® de la
prac‘ica, pues en educacion bisica hay 1lgunas cosas que son absurdas,
aunc ue en educacion media las mismas pueden resultar naturales y hasta
indi;'pensahle examinar, mientras que ofras serdn pertinentes sélo hasta
el ni vel superior®. '

* En el caso, por elemplo, de la educac.dn basica como contexto, serfa absurdo

(posit emente) el considerar diferenclas en las que el sustraendo sea mayor que el minuendo, pues
na hz ' en €l -segin el currftulo del nivel- soporte piara los nimeros negalivos, por la misma
chreun itancla del nivel, resulla absurdo tamblén el proponer razones que sean numeros negativos; no
obsta 'le se requiere gue ambas slluaclones sean exam: yadas en el nivel medio béslco de educacidn,
tonte: o escolar en el que ya se liene soporte currculary pistémico para ello

8 Mo obstante o indicado en el parrafo, la form lacltn conceptual ermprendida en algan ntvel

educa.vo (inclutdo el primario) debe ser realizado de tal orma, que no se constiuya posterlormente en
un obstaculo (por ornision, por fijaclén premalura o atn por una grave deformaclon) para su extensiony
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Comentemos ahora algunos aspectos que sobre el tema, fueron
publicados en el documento La enseflanza de las MATEMATICAS en la
escuela primaria. Taller para maestros. 2 Segunda parte. SEP.
Programa Nacional de Actualizaciéon Permanente. México.1995.

En el recuadro enfatico de la pdg. 109, a manera de resumen
conceptual de la actividad sobre Variacién proporcional y no
proporcional de la pdg 104, se lee:

"Dos magnitudes son directamente proporcionales

cuando al aumentar una cantidad, la otra aumenta en la
misma proporcion" '

y aunque en el siguiente parrafo se indica

"También se puede decir que dos magnitudes son
directamente proporcionales si el cociente entre dos
magnitudes correspondientes es siempre constante”

toda la actividad estd enfocada para apoyar la (primera) versiéon
-yo dirfa mnemotécnica de la variacién proporcional-, no asi a la
(segunda) versién en términos de la razén entre cantidades
correspondientes, sin restringir el signo que deba tener esta razén.

Se podria argumentar quiza que el "También se puede decir' que
encabeza al segundo pérrafo indica la equivalencia entre las dos
versiones, afirmacién que es correcta annque injusta; pues la segunda
versidén incluye en su casufstica situaciones no contempladas en la
primera. Tampoco se abordan ejemplos que pudieran extender el
concepto.

De esta manera, asistimos a la deformacién -por limitaciones en
el tratamiento- de un concepto medular en matemdticas, y cuyas
repercusiones habrédn de sentirse longitudinalmente en todos los niveles
de la vida académicq de nuestro pais.

conformaclén ulterlor, una vez expetimentada con suficiencla su manifestacion marfolbg?ca.

k(@ipiw s
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Puede decirse quizd, que para la educacién primdria de las

J6venes generaciones de estudiantes esto podria sér suficiente, pero no

" - hay razones vélidas para restringir la formacién conceptual del profesor

de educacién bésica, s6lo porque se desempefia laboralmente en ese

contexto, m para abrir la posibilidad de que esta limitaci6n conceptual

permee en algin momento la formacién matemética de las j6venes
generaciotes. - |

Se desaprovecha también, la oportunidad de extender la variacion
proporcional directa (3 = ¥) con la variacién del tipo aditivo (y_;é =%),
que como antes indiqué, consituyen una manera de conformar correlatos
mas generales como la variacion lineal.

La conformacién en extenso de la variacion lineal, deviene en un
asunto de fundamental importancia, pues a este nivel de educacién se
aborda la estrategia algorftmica de célculo de la cuarta proporcional
("regla de tres" elementos conocidos en una proporcién en la que hay
que determinar el cuarto término) para la resolucion de problemas, que
s6lo es aplicable al caso de un correlato de variacién proporcional
directa entre las variables, pero que en los niveles subsecuentes serd

fuente de muchos errores al creer que ésta también es aplicable al caso
de variacion aditiva, que es ofro tipo de vﬁ'iﬁqi(m lineal.

Sugiero entonces, que en este nivel se aborde la variacién lineal
en un sentido abarcante de sus manifestaciones, hasta el nivel de
diferenciacion de la variacién lineal directamente proporcional y la
aditiva, asi como entre la variacién lineal y la inversamente
proporcional, esto es:

Proporcional Dirécta: %=k

Lineal

Variacions Aditiva: & i’; =k

No lineal { Proporcipnal Inversa: yx =1
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Propongo entonces, construir una simiente sélida al abordar la
diversidad morfolégica de los cormrelatos variacionales bdsicos:
proporcional directa, aditiva y proporcional inversa, las dos primeras
conformando al correlato de variacién lineal, distinguiéndolas por sus
4mbitos de aplicacién y la tercera en distincién de la lineal, usando en
todos ellos -para su descubrimiento y caracterizacién- los recursos

técnicos de comparacitn proporcionados por la diferncia y el cociente.

Renglon aparte, cuando ya se:han abordado las fracciones en
diferentes connotaciones: relaciones, operaciones y contextos (razén,
operador multiplicativo, partes de la unidad, divisién de enteros,
repartos, equivalencia, relaciones de orden, suma, resta, etc.) no veo
por qué en La ensefanza de las MATEMATICAS en la escuela
primaria. Taller para maestros. 2 Sengda' parte’., SEP. Programa
Nacional de Actualizaciébn Permanente. México.1995. p.163, se
empieza el Capitulo IV, La prediccién y el azar, indicando a los
profesores al final del pérrafo introductorio, que:

"Este tipo de situaciones permite realizar una introduccidn a
la probabilidad, sin llegar a cuantificarla™

cuando es precigsamente ésto, la cuantifiéaci6i y asignacién de
¢éstas a los elementos del espacio muestral de un experimento, lo que
permite tomar una decisién (aGn en un contexto lidico) respecto a la
incertidumbre provocada por una variable aleatoria.

La determinacién de los elementos del espacio muestral, 8, de un
experimento y la cuantificacién y asignacién de la probabilidad
correspondiente a los valores del rango, Ry, de una variable aleatoria
definida sobre S, es decir el establecimiento de la fimcién de
probabilidades, se corresponde exactamente con dos pretensiones
establecidas en un recuadro enfatizado en la pig. 174, en el que se lee:

¥ Ver tamblén el libro; Secrelarla de Educacldn Publica., Comisidn Naclonal de los Lbros de

Texto Gralultos,, Matem#ticas,, Sexto Grado México. 1994, pags. 111-112.
l;@fv'u- Ve
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"La . probabilidad . proporciona. una. . excelente
oportunidad a los alumnos de matematizar ..... . Es importante
que durante los afios de la escuela se ensefle a los niffos a
discutir, argumentar sus preduc'mfzes ya contrastarlas con ia
que realmente sucede ..

Las referidas pretenmones en el contexto de La predtcc;én y el
azar, no pueden concretarse sin la amgnaclén de medidas de
probabilidad correspondiente a cada uno de los elementos del espacio
muestral de un experimento, pues es precisamente esto lo que constituye
la matematizacién de una situacién no determinista y también, la fuente
de informacion para el ejercicio de la descripeién y 1a argumentacion.

En resumen, para poder tomar decisiones sobre los posibles
resultados del experimento consistente en lanzar un tpdr de dados y
‘avanzar tantos cuadritos como la suma de los puntos obtenidos en
ambos dados, es necesario; '

+ establecer el espacio muestral cqrr'espondipnte al
experimento y o

+ a cada uno de los valores del rango de la variable aleatoria
definida sobre €1, asignar una medida de la confianza que
podriamos tener de que éste ocurra®.

De esta manera al obtener (mediante la comparacién) las
correspondientes medidas de la significacién. que .cada . evento
particular tiene en el espacio muestral - que le.corresponde como
contexto, podemos decidir sobre la conveniencia de jugar tal o cual
"juegp”, o en su defecto proponer concientemente un juego :algemo.

El establecer el espacio 'muestral asociado a un experimento

como el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento

- dado, puede constituirse en un ejercicio formidable de combinatoria y

de expresion escrita, ejercicio que puede graduarse con el experimento
propu.esto.

" bajo el simple expedlente de consbiulr una razén que compara el "lamafio del evento*

correspondiente con el “lamafrio del espaclo muestral que |e sirve de contexto.

xﬁ%‘ffm 76
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El espacio muestral, S, del experimento B lanzar un par de
dados es

-
Yy laz]ls]a]l5]8
25
1

(1) )01 (L) .1 ((1L1) |0.1)
2 (@.1M)2.9|R.3)|2.9]R.5) |2 .6)
3 [@.)]8.2|R.3)|8.4(e.5|6.8)
4 1@, 1)]@.2)|@.3))|¢. 4|65 |08

5 |6.1M6.2|6.3)|6.4 |0H:.5)(6.6)

B |6.1|0.2]6.3|6.4|6.5|0.6

en este contexto, segin cada uno se los resultados del
experimento podemos proponer el avanzar tantos cuadritos como la
variable aleatoria X: suma de los puntos obtenidos en ambos dados,
cuyo rango es, desde luego,

Ry=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

En referencia al contexto proporcionado por el espacio muestral,
es posible advertir por ejemplo, que de los 36 posibles resultados del
experimento s6lamente 3 permitirfan obtener 10 puntos, por lo que una
medida de la confianza que podriamos poner en la ocurrencia del
evento - Obtener 10 punios - es la proporcionada por la razén que nos
significa el peso relativo que tiene obtener diez puntos en el contexto

general que le es propio, es decir 333

De manera andloga, mediante el establecimiento de las razones
correspondientes es posible formular el modelo matemético para la
variable no determinista o aleatoria implicada en este experimento, a
saber la suma de los puntos obtenidos al lanzar dos dados, como se
indica:

X 2 3 4 ] B 7 B8 0 | 1 12
el LIZ 2 alalalalalzlz]L
36 36 36 36 34 36 36 36 3% 35 36
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con la riqueza de que al hacerlo, podemos explotar de nueva
cuenta el ambiente de la representacién grifica de la relacién entre
magnitudes

y alin mds, este noble ejemplo permite concretar '!_a'al expresion
analitica’ del comportamiento estocdstico de la variable:

[ =l 5 x=2,3,4,56,7

PlX=x]={ 22 5  x=8,9,10,11,12

0 si x en cualquiér ofro caso

De nueva cuenta, el c.cmcepto: 'de: Bmeitn tiene un pa[;!él de
primera linea en el tratamiento de situaciones no deterministas, contexto
en el que cobra vida y significacién el concepto de variable aleatoria
que 1o es olra cosa que una funcién definida sobre el es"ba(':'io muestral
de un experimento a cuyos valores son asociados -mediante otra
funcién- los correspondientes a su probabilidad.

Kltgona 75
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Nivel de Educacion Medio Basico

En el_nivel medio bdsico, los contenidos curriculares han sido
organizados para su estudio alrededor de cinco ejes: Aritmética,
Algebra, Geometria, Presentacién y Tratamiento de la Informacién y

Probabilidad.

En relacién a la temética asociada con Razones, Proporciones y
Variacién, en el Lsro parRA EL MAESTRO de educacién media bésica, se
menciona el Razonamiento Proporcional (pdgs. 107-123) y su estrecha
relacién con el estudio de la variacién lineal (directamente
proporcional y aditiva) en una casufstica de aplicaciones abundante y
rica en manifestaciones, hasta el nivel de la expresién mas general

y—yo =kx—xq)
expresién en la que implicitamente se tiene un cociente de

diferencias lineales, los que se abordan méds de cerca en el tema de
funciones al que luego haré referencia.

En la obra mencionada (pdg. 110) se establece que:

En muchas situaciones interesantes el incremento
relativo o tasa de crecimiento de una variable es proporcional
al incremento de la otra y se tiene:

Yo
—5— = k(x—xo)

Esta relacidn define'® (sic) las funciones exporenciales
y logaritmicas que, después junto con las funciones lineales,
constituyen la familia de funciones més importantes de las
matemdaticas. . ;

Para ver un ejemplo, consideremos el caso de un cultivo
de laboratorio en que se duplica el nimero de bacterias cada
25 horas en promedio. Si llamamos N, al nimero de bacterias
al inicio, la situacidon al cabo de 1, 2, 3, ... periodos de 25
horas esté representada en el siguiente diagrama:

" Cfr. SEP., Llbro para el Maestro ., Educaclén Secundaria. México . 1394, P. 110
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x2 x2 x2 x2 x2
/"““& e Vol Vi el
2No 4No &8No 16No

\__,;1' N AN A AN A
' Inoremento ' +No' +2No +4No +8No +16No

” L
Incremento relativo

(tasa de crecimiento) 1 . 1 N 1

Nada mrpnde dar una presentacién a la observacién en el pém]fo
- gnterior que permnta e*ndenémr lo que se pmpohe en ella. '

-2 o

_ El tlpp de varlaclén”ql_lle se mdlca_ en el ‘ejemplo, puede
consignarse en una tabla:

e T i iy gk

P(x)
N,
2N,
N,
BN,
16N,

alWIN|=—-|O|x

Es relativamente sencillo concluir que la relacién entre las
variables indicadas en la tabla, es del tipo

P(x)=12"Np,
o bien, de manera alternativa, que
Px)=(1+1)"Ny
expresion en la que se muestra que la tasa de crecimiento que

aparece en el primer factor es de 100 %, es decir, en cada ciclo del
proceso, la poblacién se duplica.

Sin embargo, resulta dificil llegar-a ello a partir de la expresién

que antecede el ejemplo, la que en mi opinién debiera escribirse como:

’li_’l..], i
o = e~ X )

vhernan(@gauss.mart.uson. mx
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para indicar que la razén de cambio que permite averiguar la tasa
de crecimiento, es la relacionada con los cambios registrados por ciclo
unitario del proceso, y no en intervalos de Iongiﬁld arbitraria como se
aparenta en

{% = k(x —xp)

Considerando la importaricia que reviste el proponer materiales
de estudio para los profesorés, valdria la pena que este tipo de
afirmaciones fueran més claramente expuestas, pues en el ejemplo que
lo ilustra, debe realizarse un esfilerzo de interpretacién notable para
concluir que lo indicado en el parrafo anterior es correcto.

Se abordan también, las aplicaciones que pudieran tener los
cocientes en diferencias lineales, al aproximar linealmente el valor de
una funcién no lineal, aspecto por demés importante en la preparacién
de un concepto central como el de derivada de una funcién que habr4 de
examinarse en el nivel medio superior y superior.

En la pdgina 111, encontramos:

Por ejemplo, supdngase que se quiere calcular J115 .
Observemos primero que J115 estd entre 10= J100 y
1n=J/121 y que al pasar de J100 =10 a J121 =11, el
radicando se incrementa en 21 y la raiz en 1. Entonces la

pregunta es: ;En cudnto se incrementa la raiz si el radicando
sdlo se incrementa en 15? '

Para obtener aproximadamente ese valor, se realiza la regla
de tres:

12 =21

15 5x
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de datzde se obnene
J115 =10+40.714... = 10.714...

que como puede verse no estd lejos de la raiz buscada (el
valor exacto es J115 =10723...).
Este es un ejemplo de cuya importancia para el curriculo
matemdtico no es posible dudar, pues estdn implicitos los cocientes en

diferencias lineales, el concepto de aproximacion lineal y el concepto
de derivada.

Sin embargo, con el tratamiento que les han dtu:lo en el e]emplo
estos conceptos han quedado ocultos. '

No hay ninguna dificultad ni impedimento en el nivel que no
permita representar la variacién a la que se hace mencién, en forma
tabular y plantear la interrogante propuesta en esos términos:

% y=Jx
100 10
115 st
121 "

Por otro lado, el establecer (como se hace en el parrafo anterior
al ejemplo) que:

...en muchas situaciones la relacidn entre dos cantidades no

es ni lineal ni exponencial, pero se puede suponer que para
valores pequefios de los incrementos, el incremento de y es
propoicional al incremento de x...

permite representar inmediatamente la interrogante en la tabla
como sigue:

¥10 =10
x-100  121-100

Ehgna 52
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expresién en la que queda claro, al despejar y, que:

yzzl—l(x—IOO)JrIO

que no se trata de una veriacién proporoional directa, contexto
propio de una regla de tres, y ademss, que siendo y= /x , entonces la
expresién anterior que correponde a una recta, permite aproximar el

valor de esta tiltima, en la forma
JE = 3:(c- 100)410

Por otro lado, una forma de argumentar de manera plausible sobre
la bondad de la aproximacién es el mostrar las griaficas de ambas
expresiones, es decir las gréficas de y= J% y la de y= J-(x-100)+10,
como se muestra enseguida:

oy )
pi .

st BRI R v s e by p e s e ek
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de lo que podria ser una. cic/tura del andlisis gréfico y los correlatos
existentes y/o posibles entre representaciones tabulares, gréficas,

Colateralmente, estamos también abordando los primero;z pasos

analiticas, icénicas, anal6gicas, simbélicas, etc.

Un aspecto notable en el nivel, es la inclusién del estudio
incipiente de la modelaciébn con procesos recursivos en diversos

ambitos de la formacién matemdtica de este nivel.

En Aritmética, ver: el problema Historia de dos tiendas (pag.

69" v Ralz Cuadrada (p4gs.134-141).

Historla de dos tlewdas

En un poblado con 1000 dlientes potenciales hay dos tiendas: "La
Michoacana™ y "La Flor de Michoacdn". Cada mes, el 85% de los
dientes que compra en "La Michoacana™ queda satisfecho y vuelve a
comprar en la misma tienda, mientras que el otro 15% cambia de tienda
¥ bompm en "La Flor de Michoacdn". En cambio, de ios dientes de "La

Flor de Michoacdn" sélo el 75% regresa a comprar ahl, mientras que el

restante 25% se va a comprar a "La Michoacana". Al principio del afio

"

Bhgpae 20
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500 clientes en "La Michoacana® y 500 en "La Flor de Michoacdn”.
¢ Qué pasard al cabo de 1,2,3,.. meses? hvestiga lo que ocurre si al
principio eran 750 ciientes los que compraban en "La Michoacana" y
250 los que compraban en “La Flor de Michoacdn”. Fwestiga también

lo que ocurre para otros valores iniciales.

Yo inscribiria a la situacién descrita, como un excelente ejemplo
de introducci6n tanto a los procesos recursivos y su modelacién como a
los sistemas dindmicos.

Por otro lado, es también de hacerse notar que el medio natural
para la explotacién del tipo de situaciones que, como ésta, involucran
procesos recursivos y cantidades industriales de operaciones
aritméticas, es el uso de recursos tecnolégicos como las calculadoras y
computadoras.

De manera natural, éstos permiten como en la siguiente tabla,
tener una panordmica muy rdpida de lo que estd ocurriendo en la
situacion descrita en la Historia de dos tiendas

La Michoacana; Mo=500
La Flor de Michoacén: Fo=500
Mes B5Mn .25Fn Mn+1=85Mn+25| Fn+1=75Fn+.15Mn
Fn =(Mo+No)-Mn+1
1 425 125 50 40
2 4675 1125 590 20
3 a3 106 8 an
4 83 1005 ams 12
5 517.48 ore 61528 B|UT2
] 522.908 08.18 610,168 OER
7 262020 95208 621.5008 I70.4900
8 52927508 os6248 6120008 i 377 0052
9 £29 46541 94.27 468 623 740288 FE2ET
10 53017924 04.054228 6242441728 T5 70
1 5097 o3.5360657 €24 54650360 IE, 5T
12 63086453 E3863374 24727002208 I52721

Higena 85



Caprlo$

13 S31.01672 oag1e024 6248357 413248 3rsee
14 53111123 93.790915 624.90204479458 J75.09796
15 5N .165T4 93774489 624 94122687683 I50577
16 53120004 28764603 624 06473612616 F503526
i7 53122003 Q3750818 a24 9Te8d167560 Fs02116
18 5312200 0375500|  624087305006542 F501260
18 531.20021 8753174 624 862353300325 J Erfels erfir)
20 831.2423 83751904 624 qoGA7000165 004
21 s3124612| 03751143 exacor257ER117 _ 37500274
22 53124767 83.790608 6249993547267 JT500165
23 5312499 3760411 824.50001283722 i 37500000
24 63124916| CO7ERAT| 624900407723 3750005
25 5312496 93.760148 624.9996446214 37500005
26 5312407  corsoome|  624.90076a77284 j 37500001
7 53124000 53.780053 63 4.90087 20637 3500013
28 s12400|  ca7soon|  edsccdEn 37500008
20 sa24000| cars019| @e4pocosoeee| 500008
e £3124906|  ©A7R0012[  624.90007296676 7’5 00003
an 531.24000 93790007 |+ 624.00008341048| 37500002
EY) 3124000 93790004 e24.000000051€7 | 37500001
a3 531.24900 93.750002 624.0900004031 37500001
34 53124000|  93750001| 6249909064185 e

y ain incursionar en la investigaciéh de ofros escenarios

proporcionando diferentes condiciones inicialés, entrando con ello en

el campo de la simulacién, de la conjetura y la riecesidad eventual de

validar a estas fltimas.

kf@fﬁa 36

Rady Cradrada

Existen muchos métodos para caladar la ratz cuadrada de un mimero y
la mayorta son mds comprensibles y eficientes que el método
tradicional de la "ecasita", aunque para algunas necesidades este
método puede ser el mds conveniente. Paraddjicamente, el método mds

eficiente es el mds simple de explicar, como veremos a.continuacion:

El Método babilénico.

Este método estd basado en el hecho de que obtener la ralz cuadrada

de un mimero N equivale a encontrar cudnto mide el lado de un

vhernan @gauss. mal. wson. mx
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cuadrado de drea N. Fara llevar adelante este cdlado se comienza con
cualquser rectdngulo de drea Ny, a partir del mismo, se construye una
sucesion de rectdngidos de la misma drea, pero con lados cada vez mds
parecidos entre sl, as decir, una sucesidn da rectdngulos cada vex mds

parecidos a un cuadrado.

Bustraremos este método mediante el cdlado de la ratz cuadrada de 2.
Ast no sélo se simplificardn los cdlaudos, sino que veremos un ejemplo

muy importante desde el punto de vista histdrico.
Paso 1

Comenzamos tomando wun rectdngulo de drea 2, por eemplo, el
rectdngido cuyos lados miden 1 y 2, respectivamente.

Paso 2

Para obtener un rectdngulo de lados mds parecidos entre si, tomamos

un rectdngulo cuya base sea el promediode 1 y 2. Esto es:

Es fdcil verificar que:

o lo que es lo misno
1.383...¢ J2 £14
Paso 3

Si queremos obtener un rectdngulo de lados atifi thds parecidos entre
si, tomamos wno cuya basé sea el promedio de los lados del rectdngido

que se obtuvo en el paso anterior:



4
L7 (|

v

base=

==

= 1.416...

Como el drea tiene que ser 2, tenemos:

2 24
altura=5 = 5 = 1.411..,
TR
y se verifica que:
24 17
‘i'.}- <J2 < i_é

o equivalentemente:

1411..< y2 <1416.

Paso £

FProcediendo como en los pasos antériores se obtiene:

81§ arn
57 <V2 <33

0 equivalentemente
1.414211... < 2 < 1414215,
Lo que quiere decir que, hasta la quinta cifra decimal, se tiene:
JZ2 =141421.,

Si se contintia en la misma forma se verd que en el siguiente paso se

obtienen mds de diez cifras decimales exactas; en el siguiente mds de
veinte y asi sucesivamente. De hecho, a partir del paso siguente, se
obtienen mds cifras decimales de las que pueden observarse en la

pantaila de la calculadora.

Una forma distinta de ver el método ....

Este ejemplo es una conjuncién de procesos recursivos,
geometria, aritmética, relaciones de orden, criterios de aproximacién y
cason limite, todo en el mismo paquete. Ejemplos como éste, no

Lhgena 55
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debieran desaprovecharse en su riqueza y afin, buscar la produccién de
ofros.

En Algebra, ver: Simbolizacion de la regla (pag. 156) y
Funciones recursivas (pédg. 185-187).

Simbolizacién de la regla.

Podemos motivar a los alumnos a que simbolicen la regla que sigue
una secuencia, si les pedimos que encuentren trminos muy avanzados
de la misma , por ejemplo, el término gue aparece en el lugar 20 o en el

lugar 45, o si les presentamos situaciones mds complejas, como la

AN RS

zfados 2 X'dl hdos s Iadas

sigutente:

Este ejemplo es una excelente entrada para la busqueda inductiva
de patrones, para progresiones geométricas, para la funcién
exponencial, para conceptos como autosimilitud a diferentes escalas,
dimensiones no enteras y sin lugar a dudas la geometria fractal.

Funciones recursivas

La popudarizacién de las computadoras ha hecho que los tratamientos
nwnéricos de ciertas situaciones y problemas resulten accestbles y, por
io tanto, que las funcdones definidas recursivamente se vueivan muy

importantes.

Por esto conviene que haya actividades para que los alurnnos conozcan
este tipo de funciones. Por ejemplo, al momento de estudiar el método
babilénico para calcudar raices cuadradas se puede introducir o pedir
a los alumnos que encuentre la férmda de recurrenca

correspondiente:

HBlhgena 82
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hWXp=a [
4N
Xntl = 35—

Ctros gjemplos

1. En 1003, la poblacién de la Reptiblica Mexicana era de alrededor de
82 millones de habitantes y crece a una tasa del 22% anual
aproximadamente, s Cudl serd la poblacién al cabo de 1,2,3,... afios?.

Solucién

En general, se tiene la formda de recurrencia

Pry = (1.022)P,

2. Considera la siguiente férmula de recurrencia

Xp=a
X1 =5
95 0 9
npl = 2

Calaula varios valores tomando a=1 y b=2. Haz lo mismo tomando a=2
y b=l. Ensaya con otros valores y comenta con tu profesor y

compafieros lo que observas.

3. Una caja de ahorros ofrece wun interés de p% mencuai. Una persona
deposita N nuevos pesos todos los meses. jCudnto tendrd ahorrado al

cabode 1,2,3,... meses?
Solucién

Si Hamamos Ag al depdsito inicial y Ay, Az, Az,..a lo que tiene
ghorrado al cabo de 1. 2, 3, meses, la ﬂ&mluda de recurrencia es:
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Ap =
Apti=(lap)A N

En Presentacion y Tratamiento de la Informacién, ver:
Crecimiento exporencial (pag. 357).

De esta manéra al parecer en los libros de texto para ld formacién
de los profesores a nivel medio bésico, estdn dados una buena cantidad
de pilares conceptuales y metodolégicos, los que a mi parecer no se
estan explotando por inadvertencia de su riqueza.

Otro aspecto, a mi juicio inadvettido, es el papel central que
juega el concepto de fincién, al que reiteradamente he hecho referencia
en situaciones detenmmslas y no detennmnstas ‘numéricas, geomélrlcas
estdndar y no estdndar, efc..

A pesar de que en estos ejes es posible desarrollar con profiisién
a los procesos recursivos, los grandes ausentes en su inclusién son los
ejes conceptuales de Geometria y el de Probabilidad, aunque los
ejemplos Ralz cuadrada (Aritmética) y Simbolizacidn de la regla
(Algebra) estdn inmersos en un contexto eaencmlmenie geométrico.

Por ofro lado, es de lamentarse que en Algebra cuando se
abordan las finciones y sus grificas, se considere el problema de partir
de los datos de observacién (como ocurre en los problemas reales)
para construir el modelo matemdtico correspondiente a la situacion s6lo

de manera muy incipiente.

En cuanto a la significatividad conceptual, no es raro ni casual
que los estudiantes aun a nivel superior quieran resolver muchos
problemas de variacién, usando una '"regla de ftres", porque
(hipétesis...!) el tema de razones, proporciones y sus aplicaciones, es
uno de los pocos temas a los que se les di6 la atencién pertinente en el
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nivel bdsico y medio bésico hasta un nivel funcional al resolver gran
cantidad de problemas précticos con él.

Con lo anterior no me estoy pronunciando por una versién
utilitarista del curriculum matemédtico, s6lamente estoy estableciendo la
terrible escasez de momentos en los que el curriculo puede resultar
significativo en términos concretos, sin excluir con ello, el que lo
abstracto tenga también un lugar de primera linea en la formacién
matemdtica integral de un estudiante.

Al respecto de la competencia en el tratamiento de la temdtica de
la variacion, es de recordﬂlrse la limitaci6n con la que se aborda, a mi
parecer, en los libros de texto para la fomiaclén de profesores de los
niveles basico y medio bésico. Se sefiala este hecho como una de las
posibles causales de la impertinente apllcam()n de la "regla de tres” a
una casufstica que aunque lineal, estd fiera del contexto que le es
propio, este es, el de 1a variacién proporcional directa.

~ Por otro lado, el avance logrado en el nivel bésico en la temdtica
de variacién proporcional se malogra de cierta manera, pues al no
abordar -en este nivel- el concepto de funcién en una variedad
impoﬂante de manifestaciones morfolégicas (tabular, grafica, analftica
cuando son posibles) y contéxtuales reales (iﬁédiciohea, poblaciones,
“costos, temperaturas, filerza, ...) se ‘desperdicia' la oportumidad en todo
un nivel educativo de dar continuidad, extensién y profiundidad al
trabajo emprendido en el nivel inmediato anterior y de cubrir su
declarado propésito'? fundamental: el desarrollo de’las habilidades
operatarias, de comunicacion y de descubrimiento en los alumnos.

Desde mi punto de vista, no es tan importante la mera inclusién en
el cyriculo escolar de las difefefites formas de representacién del
concépto de funcién, como lo es el ‘articular las significaciones en una

" CIr: SEP., Libro para el Maestio.. Educacién Secundaria,, México 1994, P4g. 12

B 2
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concepcién integral de lo que estd ocurriendo con la situacién
representada. -

Asf pues, a pesar de que en este nivel la "mesa estd servida”, el
concepto de fincién es abordado de una manera inconexa no sélo en lo
relacionado a sus aplicaciones para resolver problemas reales, sino
también en sus formas de representacién, sin explotar al parecer, la
posibilidad de concretar patrones més generales cuando menos de los
tipos correspondientes al nivel, como: y =ax+5 , y=a(x—¢)> + b
y=ab™ ,endonde a, by c son parémetros.

Una de las limitaciones més comunes en el estudio de las
relaciones cuantitativas es el abordar en momentos muy distantes e
inconexos, las instancias tricotémicas (y < fix), y = fix), y > fix)),
cuando el hacerlo puede sugerir potentes y diversas estrategias para
resolver problemas y alin, para disefiarlos.

Otro de los aspectos que es posible abordar en el nivel y que no
se hace, es el relacionado con el modelar seriamente situaciones
problema no deterministas. Lo que se hace comminmente, es poner un
énfasis excesivo en la combinatoria y en los problemas de conteo' que
generan, en el mejor de los casos, cuasialgoritmos para ello, dejando de
lado las ideas mas importantes como son la de variable aleatoria y la
de funcién de probabilidad.

Para concluir con los comentarios en este nivel, s6lo diré que las
funciones trigonométricas, estdn tratadas de una manera estitica; en
cuanto que con ellas se aborda la determinacién de los elementos de
triangulos rectdngulos particulares, e inconexa con el concepto de
funcion -a pesar de que se les denomina de esa manera- pues su estudio
se limita como tales, a considerarlas como razones entre las medidas
de los lados de un friangulo recténgulo, sin abordar el contexto de los

i» esla lorma de procgder es comun Incluso a los cursos universitarios de probabllidad

" Ver: Herndndez L., Victor M., Una_Iniroduccion al Esiudio de las Varables Aleatorlas.,
UNISON., AFOMES 90-27-03, PAMAT N° 149, Hermoslllo, Sonora., 1990,
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gituaciones dindmicas y fen6menos periédicos que les dieron necesidad
y razén de ser'’, entre las que podemos incluir asuntos tan cotidianos
como la variacién de la temperatura en un dia del mes de abril en
Hermosillo, Sonora

Me permito establecer la estricta necesidad de que en este nivel y
el inmediato anterior -ambos denominados como bdsicos- se generen
las ideas seminales (de variacién) eh estricto. apego a su correccién
matemdtica, procurando con.ello, que en su calidad -seminal- se
constituyan en bases sanas y fiiertes para el desarrollo de las etapas més
avanzadas en el currfculo integral de llqs estudiantes.

En este sentido, no se requiere tanto la profisién de semillas
como de su excelente constitucién y vitalidad. - - = r

Nivel de Educacién Medio Superior

Este nivel es bastante méas dificil de chracterizar en cuanto al uso
que en ¢l se hace del concepto de fincién, pues por un lado, la génesis y
evolucion histérica'® de este nivel de estudios en México ¢s de por si
accidentada, y por otro, el Estado no tiene a su cai‘gb -como en los
niveles antecedentes- la homogeneidad de los contenidos y enfoques
metodolégicos del mismo. o o@ e cw g

En Ortiz de Thomé'” (1991) encontramos el reporte de que en
1981 se tenfan 187 modalidades diferentes de planes de estudio para el
bachi]leralu, un par de afios después, en Bolafios Maﬂinez's'(l'i993)

¥ Ui
¥*® Para simulaclones que permitan llustrar de manera dinamica a las funciones

trigonométricas, recomiendo ampliaments €] Software Matemalico de la Universidad de Arizona.

Gy « Ver. Ortiz de Thome, Consuelo., Algunas Notas Acerca del Bachlllerato Universitario, , Revista
i+ de la Educacion Superlor. Yol. XX, Nam 1 (77), Enero- Marzo de 1891, ANUIES. México,

b Oop. cit,

" Bolafios Marlinez, Victor Hugo, £ PBachillerato \Tlenra de Nadiel Aritulo: €1 Finaclero,

Seccién Socledad., pag. 46. Junio 28 de 1993, Méxicg. reporla: *.. sin. considerar siquiera Ia
disposicjén de la SEP sobre el disefio programético de los bachilferatos, hoy coexisten en lodo el pals
no menps de 70 planes de esludio diferentes, lo cual se agrava cuando todavia se conservan algunas
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encontramos otra referencia a este hecho, en la que se consigna un
niimero menor -munque no todo lo que se quisiera- de planes de estudio,
a saber 70.

Este solo hecho pone en evidencia la gran dispersién que
podriamos esperar en la preparacién de los bachilleres y la
indefinicién de los objetivos del nivel o en'todo caso la desviacién de
los originales. :

Para los efectos de este escrito, consideraré los trabajos de
revision del plan y programas de estudio para el drea de matemdticas,
realizados en el Colegio de Ciencias y Humanidades', por un lado,
porque en mi opinién es uno de los esfuerzos de disefio curricular més
documentados, por ofro, porque a fravés de sus publicaciones internas
se advierte una referencia explicita a organizar los contenidos bajo un
criterio diferente a las ramas de la matemética y finalmente, por el uso
de la resolucién de problemas como metodologfa de acercamiento a los
conceptos matematicos.

En los CCH, se han tomado como criterios para la eleccién y
organizacién de los contenidos mateméticos a los llamados blogues de
contenidos en lugar de la configuracion tradicional en términos de las
ramas de la matemdtica, cuando se afirma:

"En vez de realizar, para la enseflanza de la matemdtica, una
seleccidn y organizacidn de contenidos que atienda -como
generalmente se hace- a la configuracion de las ramas
tradicionales de esta ciencia, se propone aglutinar los
conocimientos en blogues de contenidos.

instituclones que Imparien sélo dos grados o cualro semeslres de estudios, mlentras la gran mayorfa
adoptd el esquema de lres grados o Sels semestires”

g todas las referenclas relaclonadas con el CCH, estdn apoyadas en 105 dotumentos:
Comisidn del f\fEﬁ de Maleméticas,, wmﬁmm@unm&
) LERATD DEL CCH.., Cuadernillo N° 14 del 23 de Abru de 1933

EIANJ_L.Q.S.EBD_GBME_QE_EBIQDLO_DE READE M
Cuaderpliio Nimero 18 del 1° e Septiembre I:IE 1993
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transversalmente a cada uno de los semestres de estudio, segn se

"Los bloques de conocimiento que se proponen para‘la
enseflanza de contenidos de la matematica en el bachillerato
del Colegio se denominan: Desarrollo de la idea de nitmero,
El lenguagje del dlgebra, La probabilidad y el tratamiente de
datos, Las técicas de calcular, Légica y computacién,
Conceptos geométricos y su representacidn, Las grdficas y
sus ecuaciones, La matemdtica del cambio. .... Los diferentes
bloques a su vez quedan interrelacionados a través de lineas
conceptuales y metodoldgicas de la matemdtica. Cada linea
estd constituida por' un concepto, -por ejemplo razon,
variable, funcion- o método de esta disciplina -como
aproximacion,  induccion, exhaucion-, qué estructura
conocimientos matemdticos de diversa Indole (aritméticos,
algebraicos, geométricos, etcétera).” |

En cambio, cada rama de la matemdtica ha sido distribuida

muestra en la tabla de ponderaciones y grafica® siguientes:

H
Ill

Total de Contenidos por Semesire

RAMA 1° bad 30 4° TOTAL
Aritmética a0 12 A 7 53
Algebra 12 25 156 4 56
Geometifa y Trigonometria | 8 B 5] 3 .
Geomatria Analltica 2 3 A 3 2
Célculo 2 1 ) 20 31
Probabilidad y Estadistica 1 7 0 0 8
Cormnputacitn 0 3 1 7 11
Total: 55 57 55 44 21

Para los efectos de llustracién en esle trabajo, me he permitidd cambiar |a orlentacidn de las

barras que en el documento original aparecen verticaimente.
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D-istﬁbucién de las Ramas por Semestre

Computacibn i g E i
Probabilidad y ; : : ; :
Estadfstica : ! ! i i
. 4 - 1 1
' : :
Célculo i i Semestre
i i i FR1°
Geomelrfa i : : iy
Analftica : ' ! . Z2e
Geomatria y : E E i E{B 3 e
Trigonomatr(a R . i

Algebra f%ﬁ :!.":l I'I :; _' ; +:1:
LRl : ! :
S : i {1 n.u --(a“u 11 b h I.
i i ! RGN ARG ERER ) bl
Aritmética e IJZE'“W- e A ] i
2t 'l': dobabibobld '..:d.‘i' bbbl . 4
100 20 30 40 50

De esta manera los ocho blogues de conocimiento® en los que se
han aglutinado siete ramas de la matemdtica® estin organizados de
manera tal que en cada semestre (con excepcién posible.del primero) se
abordan cada uno de aquellos y cada una de estas, y asi, todos los
estudiantes abordan el estudio de un niicleo bésico de conocimientos
que atraviesa a lo largo de todos los cursos, los que se diferencian por
los niveles de complejidad, rigor y naturaleza de las aplicaciones;
logrados a través de las lineas metodolégicas y conceptuales.

Los estudiantes vuelven una y otra vez sobre los conceptos, los
métodos y sus aplicacionés, avanzando de acuerdo a sus posibilidades
y profundizando un poco mds en cada ciclo.

I Desarrolio de |a Idea de numero, El lenguaje del dlgebra, La probablliidad y el tratamiento de
datos, Las técnicas de calcular, L6gica y computacldn, Conceplns geométricos y su representaclén,
Las graficas y sus ecuaclones, La malemadtica del cambln.

L Aritmética, Algebra, Geometria y Trigonometria, Geometria Analitica, Célculo, Probabilidad y
Estadislica, Compultacién.
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En resumen, podemos dar cuenta en esta propuesta, de que los
CCH proponen los siguientes ¢ambios en la selecci6n, organizacién de
los contenidos y en el trabajo docente conm&mte

* Los contenidos se presentan en gmﬁdes bloques y no por
ramas separadas de la matemdtica’ como - suele hacerse
habitualmente en los cursos tradicionales.

+ Se hace necesario ol trabajar conjuntamente a los distintos
campos matemdticos, esto es, la .ariimética, la geometrfa, el
dlgebra, el azar, los principios del andlisis, etc; para
potenciar una visién g]obahzadom de las matemiticas
poniendo de relieve:la: !‘slaclén existérite entre sus conceptos
y la riqueza de los métodos par!i abordar una realidad cada
vez mds comple_]a. ' :

¢ La estructuracién est4 basada en un eje metodolégico de
solucién de problemas que incluyen hechos, fenémenos,
aspectos de la realidad con el fin de construir a partir de
ellas experiencias didicticas que impliquen, en el plano de
los contenidos conceptuales y metodolégicos, una propuesta
de sistematizacién, profundizacién y blisqueda de
explicaciones por parte de los estudiantes.

+ Se hace necesaria la consideracién del nivel de madurez
conceptual de los ¢studiantes y |4 correspondencia entre sus
estructuras cognitivas y los objetos de estudio propuestos de
forma tal que estos se constituyan en verdaderos problemas
matemséticos para ellos. : " i b

+ Se propone trabajar los contenidos del Area a través de un
curriculum central y abierto®, que posibilite integrar, en un
plano, los conceptos y métodos de la matematica y en una

= Cenlral en cuanto a que fodos los ESI‘UUlaﬂtHS lengan acceso a los mismos contenidos

mateméticos a lo largo de todo el ciclo de estudios, y ablerto en cuanto se hace posible la Integracidn
de los contenldos malemiticos copsiderando las negesidades e Intereses Individuales de los
estudlantes

vhernan@gauss.masuson. mx
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direccién, entrecruzada con éste, los diferentes campos de

estudio matematico.

P IR I
iy 4 |

+ En cada clase y curso, serd posible volver una y ofra vez
sobre los oconoeptos, los métodos y sus aplwamoneg
avanzando y profundizando un poco més en cada ciclo,
abordando de esta manera sucesivos niveles de rigor y

formalizacién en la medida de las exigencias planteadas por

el problema estudiado.

Me atrevo a dar una interpretacién grifica de la forma de
organizacién propuesta, en la quée quizd sean mds evidentes algunos de
los elementos de organizacién antes descritos:

La idea de numero

El lenguaje del Algebra
Prob. y tratam:ento de datos
Técnicasg de calcular
Légicay Computacién
Conccptos Geométricos

resentacion
Las gréfu.as ﬁg ggu;]ct:?ones
La Matematica del cambio

A Bloques de
Conocimiento

o
& ¥ F
$ & &

Lineas

razon

variable

funcién

Lineas
Conceptuales

Con més precisién ahora,

Metodolégicas

puede afirmarse que se trata de una

basta infraestuctura de organizacién contensial, en la que no se advierte

facilmente 1a ventaja practica que podria tener el hacerlo.

Sin embargo, desde mi punto de vista, lo que estd a la vista en el

diagrama anterior, eg la existencia de un Espacio de Estrategias™ para
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disefiar acercamientos especificos a los contenidos propuestos por las
ramas de la matemética. _—

En este sentido afirmo que lo propuesto por los Colegios de
Ctenc:asyHmnamdades .

"En vez de realizar, para la enseflanza de' la matemdlica, una
seleccidn y organizacion de ‘contenidos que atienda -como
generalmente se hace- a la configuracion de las ramas
tradicionales de esta ciencia, se propone aglutinar los
conocimientos en bloques de corzrerz:dos

no es el sustituir la fonna dq orgmuzacxﬁn en ramas de la
matemdatica por otra que atienda a blogues de contenidos, como
pudiera leerse a primera vista, sino el establecer un espacio de
estrategiags de acciébn que apoyindose en dos tipos de lineas
-conceptuales y metodolégicas- permita abordar grandes bloques de

conocimiento que sin embargo entrafian habilidades relativamente
COomunes.

Como ejemplos de lineas. conceptuales proponen los conceptos
de razdn, variable y funcion.

Una de las tesis que se sostienen en este trabajo es precisamente
que el concepto de funcién constituye un elemento conceptual que actua
como substrato a las diferentes ramas de la matemética, el que bajo
diferentes lineas metodoléogicas de acercamiento a él, es capaz de
generar las diferencias morfologicas que conforman a las ramas de la
matemdtica, como se vers apartado correspondiente al nivel superior.

M Hermnandez, Yiclor M. Yillalba, Martha C., Un proyecto de Investigaclén: "El curso de Célculo
Diferenclal | del nivel superlar, con apoyo en la compytadora®,, memorlas de la Tercera Reunidn

' Centroamericana y Hél Carlpe sobre Formacidn de Profesofes e Investigacién en Matemdlica
Educativa., San José Costa Rjca,, Jullo de 1383, pag. 40§
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Por otro lado, en mi opinién, es precisamente la eleccién de una
metodologfa basada en la resolucién de problemas para la conduccién
de las actividades de aprendizaje, lo que llevard a desembocar, por un
lado, en el reconocimiento del concepto de funcién como substrato
conceptual independiente de la rama de la matemdtica que se frate, y
por ofro, en el uso de tecnologia como recurso que potencia la
articulacion de sus formas de representacién, agregando con ello,
significados a los significados.

Precisando un poco: en el comentario anterior no se niega que
cada rama de la matematica tenga en si cierta auto;:lomia y razén de ser,
pues serfa tanto como negar el sentido y la importancia que tiene, en
general, el andlisis como un recurso metodolégico de estudio.

En cambio, si se afirma que el pomer especial énfasis en el
reconocimiento del concepto de finci6én como un substrato y en
articular las diferentes representaciones de él, en relacién con los
problemas matemdticos escolares, potencia el enriquecimiento de la
gignificacién de su estudio facilitando el tratamiento diddctico de los
contenidos y con ello la de lograr cierta competencia lingitistico
matemética

No obstante haber comentado el trabajo de los Colegios de
Ciencias y Humanidades en su cardcter de avanzada (segtin mi punto de
vista) en cuanto a organizacién curricular del drea de mateméticas se
refiere, advierto la necesidad de hacer algunas otras consideraciones de
cardcter mds general.

Asi pues, renglén aparte, merecen comentario especial algunas
ideas relacionada con el uso del concepto de funci6n en este nivel,
haciendo notar que en la medida en que se avanza en los niveles
educativos, se hace cada vez mds permisible” el uso irrestricto de

= Por alguna razon parece que en los niveles bésicos de educacion no lo es.

S 707



(o 8

tecnologia para el aprendizaje, esto es; para los fines, intereses y
significatividad de las actividades de los estudiantes.

El Célculo constituye sin duda, Iel momento se sintesis y
correlacién articulada de buena parte de los contenidos matemdticos
escolares, pues en él se intenta dar satisfaccién -a estas alturas casi
inevitable- a la ya crénica promesa de que las matematicas sirven para
algo, cuarido tienen como muestra y referente casi tinico de éllo (como
antes comenté), a la "regla de tres". '

Desafortunadamente, para muchos de los estu‘diz_mtes el momento
de significatividad de una tal sintesis, ya ha pasado o bien, se emprende
de una manera demasiado localizada en este curso.

En este sentido, el haber acreditado un curso parece ser la
autorizacién para olvidarse de él, y es s6lo hasta el calculo en donde se
retoman los hilos y andamiajes 'de todo tipo: conceptuales,
algoriimicos, estratégicos, metodolégicos, etc.” .

. Probablemente la razén findamental para introducir la
matemdtica en la ensefianza, reposa en el hecho de que nos proporciona

instrumentos de interaccion con los problemas que nuestra realidad
advertida nos propone.

Esta actividad de resolver problemas propuestos por el mundo
real, estd en la base misma de.la creacién de la matemdtica y ha sido
fuente de inspiracién y renovacién de sus métodos, quiza porque al ser
producto de una actividad humana conlleva a su propia naturaleza
problematizadora, esto es, el Hombre en su interaccién césmica y su
afan de conocer, resuelve problemas en donde los_adﬁierte y los inventa
donde no son del todo aparentes. ‘

o En esta shuaclén, me parece que todos los elementos de 1a comunidad matemdlica

debleramos aportar a 1a soluclén del problema de darle consistencla, conlinuidad y unidad a los
contenidqs del curfcuio matemélico escolar globel, esto es el que en su vida académica le toca
examinar a cualquiera de nuestros compaliiolas: Inscribo esle trabajo en ese esfuerzo.
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Sin exageracion, puede decirse que las estructuras mas abstractas
de la matemdtica, fiueron creadas para resolver problemas y que el
grado de permanencia y validez de una estructura matemética, podria
medirse, quiz4, por la multiplicidad de problemas o situaciones (no
necesariamente provenientes del exterior de la matemstica) que permite
atender, cuyos origenes y motivaciones son propuestas por el mundo
real y cuyas eventuales soluciores reflejan una mejor comprensién de
lo que nos rodea.

De las razones anteriores que pertenecen a la naturaleza misma
de la matemdtica, se deduce que la mejor manera de ensefiarla y
aprenderla es a través de problemas, los que deberén ser simples (no
irrelevantes) en el caso de la matemética escolar y complejos e incluso
abiertos en el caso de la matemética especializada y de investigacion.

Por otro lado, se advierte una excesiva diferenciacién en "ramas"
-aunque no por razones intrinsecas de los contenidos matematicos-, al
punto de que cuando menos en los cursos generalizados de Algebra,
Geometria y Trigonometria y Geometria Analitica, no parece haber un
elemento conceptual integrador, a tal punto, que no se reconoce ni la
necesidad de interrelacién ni la posibilidad real de hacerlo, incluyendo
en esto a un buen nimero de autores de libros de texto.

Ante esta situacién, en este trabajo he tratado de ir abundando en
ejemplos que permitan postular al concepto de funcién en el papel de
substrato conceptual para el curriculo " matemdtico escolar,
considerando que si se generaliza -como parece estar sucediendo- el
tomar a la solucién de problemas como metodologfa para acercarse a la
matemédtica, éste concepto -el de fimcién- ocubaun lugar central, lo que
de suyo avala su postulacién.

De esta manera, los cursos de Algebra, Trigonometrfa y
Geometria Analitica pueden abordarse tomando al concepto de funcion

L(ﬁf‘ulfﬂf
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como substrato conceptual, y en particular a tres funciones
fundamentales y operaciones entre ellas, a saber:

y=ax+b, y=aSen(x—c)+ byy :.abC(x_d)’.

pues con ellag es posible modelar una cantidad importante de

fenémenos euclideanos de la matemdtica escolar a este nivel y en buena

: . medida del siguiente, cubriendo con ellas, las variaciones lineales o

producto de operaciones entre ellas, las situaciones de variacién
periddica y los fenémenos de creClmlento

Estas formas de variacién, al cubrir una cantldad importante de
situaciones problema, se constituyen en recursos diddcticos para la
motivacién. En adicién, la fincibn como modelo potencia la
transformacién de una situacién problema hasta el conjunto de sus
soluciones, constiftuyéndose en un vinculo bidireccional entre ellos.

.En particular, las cénicas constituyen una extensién de las
fimciones siguientes:

y=aJri-(x-c)? +b,
y:a../rz—l—(.:r-.-(:)2 +b vy
y=ajx-c)2-r2 .

Cabe la observacién de que esto no es todo lo que hay que hacer
en este curso, lo que es desde luego correcto, sin embargo, la postura
que se sustenta es que con el recurso del concépto de fimcién es
relativamente sencillo tener un panorama general ‘(a manera de mapa
conceptual) del tipo frabajo en ‘esta’ disciplina, esto es, la
correspondencia bidireccional entre los lugares geométricos'y las
expresiones algebraicas que los definen analiticamente en diversos
sistemas de referencia.

La Geomefria Sintética, merece yn comentario especial: en mi
opinién debiera integrarse a todos los cursos de matematicas como un
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recurso metodolégico para abordar los problemas, explotindola en sus
recursos de visualizacién y para la organizacién de los elementos
esenciales -susceptibles de ello- en una situacién problema.

Sin embargo, este trabajo no debiera limitarse al aspecto
instrumental, pues tiene de suyo invaluables recursos para potenciar la
formacién matemdtica de los estudiantes, ofreciendo elementos que en
la parte instrumental sirven como referentes concretos para la
organizacién de las ideas, pero que en sus vertientes l6gico formal y
relacional se puede avanzar a niveles de abstraccién insospechados.

Por ofro lado hay, desde luego, forma de integrar la geometria
euclidiana al quehacer cotidiano de cada una de las "ramas” de la
matemé4tica y afin de integrarla a esta propuesta ¢n donde se toma al
concepto de funcién como substrato conceptual, abordéndola desde el
punto de vista del Programa de Erlangen de Klein, en el que se
propone que: '

.. la geometria euclidiana es realmente una combinacion de
dos geometrias mds bdsicas, o sean, la geometria métrica
plana euclidiana y la geometrla plana equiforme, siendo cada
una de ellas la teorta de los invariantes de un cierto grupo de
transformaciones relacionado."’

y por este hecho, ponerla en conexi6én directa con los conceptos

que anidan en el corazén de la matemética: el concepto de grupo y el de
funcion.

Me parece advertir en los programas y libros de matemédtica
escolar, cierta tibieza en la adopcién organizada del Programa pues los
criterios para abordar el problema de la validacién de afirmaciones
relacionadas con longitudes, éreas, congruencias, puntos medios,
paralelismo, perpendicularidad, colinealidad de puntos y concurrencia
de rectas oscilan entre un criterio axiomstico deductivo y el uso de

& Eves, Howard , Esluydio de Jas Geomeltlas. Tomo ll, P4g. 140
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transformaciones, y en esta indefinicién metodolégica, && oscurece el
panorama docente relacionado con la disciplina y sus objetivos en el
contexto de la matemética escolar. '

Como comentario final, puede decirse que a estas alturas de la
corriente metodolégica problémico-modélica de acercamiento a los
contenidos matemdaticos escolares, es ingoslayable -dada la propuesta
conceptual e instrumentacién tecnolégica de la tesis- el :abordar sin

demora, el estudio de los procesos recursivos por dos razones
findamentales:

+ son la entrada natural para la geometfria fractal, que como he
afirmado en el marco tebrico, parece ser un recurso de
modelacién intrinseco a la naturaleza, o por lo menos hasta
ahora, ha mostrado serlo.

+ en la geometria fractal confluyen notablemente la tecnologia
de computo y con ella la necesidad de uso de recursos
numéricos de cdlculo recursivo y ecuaciones en diferencias,
los modelos deterministas y no deterministas, el 4lgebra
abstracta y el andlisis

constituyéndose de esta manera en un campo fértil para un
desarrollo curricular integral.

Nivel de Educaciéon Superior

Un elemento importante para una aproximacién a la parte
- explicada del estado actual mds o menos generalizado del currfculum
estudiantil en el nivel superior es, desde luego, el tipo de trabajo
docente que se estd proponiendo y en todo caso el trabajo que se estd

" haciendo en los niveles antecedentes.

En adicién al prnblema pragmétigo y conceptual al que -bﬂ_.]D el
andlisis de los niveles antecedentes- hemos podido fener un
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acercamiento estd, sin lugar a duda, el problema del pésimo papel de
vinculo que parece estar jugando el nivel medio superior, en términos
de su diversidad en planes y programas de estudio y en términos
también de la ramificacién contengial.

Pensemos en las tipicas "ramas" de la mateméatioa que suelen
figurar en la currfcula matemdtica comiin del nivel superior -dlgebra,
dlgebra lineal, geometria analitica, trigonometria, cdlculo diferencial e
integral, probabilidad, estadistica y ecuaciones diferenciales- para

28

tratar de caracterizar”™ someramente su objeto de estudio.

Algebra. Estudia las llamadas estructuras algebraicas que
determinan una o varias operpciones en ym conjunto, esto es, las
propiedades de las operaciones que qoﬁ fimciones del tipo:
oy AxA—A : :

Algebra lineal. Estudia estrucfuras’ algebraicas Ilamadas
"espacios vectoriales”, asf como el comportamiento de "funciones
lineales", es decir, aquellas cuyo dominio y contradominio son espacios
vectoriales y que, ademés, tienen la propiedad de ser lineales.

Trigonometria, Estudia a manera de sintesis de los correlatos
entre las longitudes de los lados de un fridangulo general, las funciones
llamadas trigonométricas. '

El Calculo Diferencial. Estudia las finciones a ftravés del
concepto de "limite”, del cual sprgen los conceptos de "continuidad” y
"derivabilidad”.

El Calculo Integral. Estudia las finciones a través del concepto
de "medida" denominado como "integral de una funcién”

N Esta caracterizaclgn es debida a la obra de: Fregoso, Arturo, LQE ELEMENTOS DEL
LENGUAJE DE LA MATEMATICA N° 2. funclones., Edit Trillas, SA. de C.V., Méxicq, 18BE. Pag. 27
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La Probabilidad. Estudia de hecho el mismo problema anterior,
s6lo que desde un punto de vista mds amplio; es decir, estudia las
funciones bajo distintos conceptos de medida llamados "probabilidad”.

Ecuaciones Diferenciales. Estudian ecuaciones como las que
estudiamog desde la escuela primaria, en las cuales en vez de intervenir
inicamente mimeros (funciones constantes) ititerviénen también -como
incégnitas de la ecuacién- fimciones y sus fimiciones derivadas.

Geometria. Las distintas geometrias estudian las propiedades de
una relacién de incidencia del estilo p:PxL— {si ,no}, segln la

cual una recta/ € L y un punto p € P de dicha geometria inciden o no;
es decirseginlacvalpel/op ¢ /.

Al elaborar esta relacién de ramas de la matemdética escolar, se
advierte que todas ellas se dedican al estudio de las funciones.

La pregunta inmediata es: ;Qué es entonces lo que provoca las
diferencias morfolégicas advertidas entre las ramas, si todas se dedican
-al estudio del mismo concepto? '

En mi opinién, es sélo que el concepto de funcién se estd usando

en cada rama de la matemdtica para representat el compoﬁamwnlo de
distintos aspectos del mundo circundante.

Este hecho, no es por lo general sensible en cuanto los nexos con
las situaciones concretas que han' generado estas' formas de
representacién, se han perdido al proponer en la escuela el estudio de
objetos matematicos que responden a una cierta denominacién formal.

Asi pues, puede afirmarse que em general, el estudio de las
finciones constituye un invariante ante el estudio de cualquier rama de
las matemdticas -escolares no especializadas-, mientras que la
especificidad de éstas en términos del acercamiento conceptual que se

propone o la visién teérico-algorftmica para su manipulacién, se
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constituye en el generador de la morfologia propia de la rama de que se
trate. :

La comunidad global de educadores en mateindticas parece estar
acercdndose a la postura descrita en el pardgrafo anterior, para ello
obsérvese el movimiento que i8¢ -estd dando en la ensefianza del
Calculo®, y las salidas que esto parece estar teniendo: hacia el
abandono de la casi exclusividad de criterios de blisqueda sintdcticos
légico-formales y altenativamente, la adopcién generalizada de
acercamientos grificos y numéricos -en articulacién al analitico- de las
funciones abstraidas a titulo de_modelos de las condiciones esenciales
de un problema.

Msés alin, la factibilidad de los acercamientos numéricos y
grificos generados por el uso de tecnologia de cémputo, parece estar
generando movimiento no s6lo en los criterios de biisqueda, sino
también en sus criterios de validacion (de momento en el aula), pero
que en no demasiado tiempo podria permear'olros estrados de la
matemdtica, lo que a mi ver estableceria nuevas formas de hacer

matematicas.

En todo esto se tiene una perspectiva cada vez mds clara, en la
que el problema y su resolucién juegan un importante papel en calidad
de medios para el acercamiento a los contenidos del currfculo
matematico, y para los que el concepto e instrumento tecnolégico
findamentales son, respectivamente: el de fimcién y los recursos de
cémputo.

En todo esto, no se pretenden negar las bondades metodolégicas
para el andlisis de los contenidos mateméticos que brindan las ramas de
la matemética, sino redescubrir el substrato que les es inherente y desde

esta esencia y con ella, la posibilidad de potenciar nuevas

i Para una referencla mas amplla ver. Hughes-Hallet, Deborah, M. Gleason, Andrew, el al.,
Calculus. Preliminary Editlon,, Harvard Consortlium and Natlonal Sclence Foundalion, John Willey
Sons, Inc, USA , 1992
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gignificaciones y nuevas sugerencias sobre el hacer de la matemdtica
escolar, desprendidas de la articulacién entre las diversas formas de
representacién del concepto.

Desde este punto de vista, se pretende trascender la frecuente
confiision entre el andlisis como una metodologia de aproximacién a los
contenidos y los sustratos que constituyen su esencia

" Este ejercicio de redescubrimiento de un substrato éonceﬁtual a
la matemética escolar como' el de funcién, permite llegar a la
conciencia de que se estd ante un todo conexo y articulado de maneras
insospechadas y no ante un toc'lo“ﬁﬁgmémlado o encapsulado en ramas
que no permiten ver la configuracién completa del érbol cuando la
- atencién y el privilegio estdn puestos en ellas.

Es en el énimo de ejercitar dgéde esta tesis, que me propongo en
el proximo capftulo abordar ejemplos de diversas ramas de la
matemdtica abordando los asuntos'plﬁnteados eu‘elrias; en formas
cualitativamente novedosas, particularmente poltentes y ricas en
significacion. o ’
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Capitulo )

Algunas experiencias a manera
de ejemplos

En este capitulo quiero compartir algunas experiencias que en la
direccién de la tesis me han llevado a formularla y la ejemplifican, por
lo que en las péginas siguientes me he permitido abordar algunos temas
tradicionales y no tradicionales en el curriculo escolar, tomando como
concepto director de la accién, en su calidad de substrato, al concepto
de fimcion.

Otro propoésito de este capitulo es el dejar un registro sobre el
c6mo, la tecnologia de cémputo puede cambiar la forma en la que
ensefiamos matemdticas propiciada por los cambios cualitativos que se
pueden generar por esta via.
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Regresion
Encontrar la fancién de regresién asociada a un conjunto de datos
experimentales, es desde luego un problema de particular rélevancia en

ol

cualquier disciplina o situacién problema.

Una de las primeras experiencias sobre cémo la tecnologia puede
influir en el disefio de las actividades docentes, me tocé realizarla en el
seno del taller "Enhancing Mathematical Education Using Technology”,
en el que disefiamos' una actividad :que al desarrollarla, permiti6
ajustar una funcién (la de distribucién de probabilidades) de regresién
a partir de datos’, establecer mediantg’ diferenciacién la funcién de
densidad de probabilidades cotrespondiente verificando via
integracion lo justo de su caracterizacién como tal.

En aquella ocasioén proporcionamos a los participantes un gui6n
que permiti6é organizar nuestra actividad docente:

g Hemnandez L, Viclor M. & Villalba Martha C., Telephope Calls, University of Arlzona
Workshop., AUug. 1992 ;
o Tomadnos de Hockelt, Shirley O. & Sternstein, Marlin, Célculo por Objetivos y Aplicaciones.,

Editorial CECSA. México., 1982 P4 479
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Se trataba de datos reunidos por una compatflia de teléfonos sobre
la duraciéon de un gran comjunto de llamadas, todas de duracién no
mayor de 60 minutos,

El encontrar que los segundos cocientes en diferencias valen
aproximadamente cero, nos permitié apoyar la hipétesis de que la
funcién de distribucién F(t) era una fincidn cuadritica de la forma
Ft)=a(t—c)*+b, en la que por las condiciones del problema, debe
ocurrir que 5=/ y que ¢=60. El pardmetro a fie ajustado manualmente
en @ = -.000277 hasta conseguir un error minimo cuadrado de .01, al
proponer a () =—0.000277(t - 60)* + 1 como candidato hipotético de
regresion.

El ajuste conseguido a los datos puede verse en la siguiente
grafica:

o 713
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Determinamos entonces que la funcién de densidad de
probabilidades  correspondiente, serfa la  derivada de
F(t) =-0.000277(t - 60)% + 1, es decir flx) = 2(-0.0002777)(x — 60),
funcion que en el intervalo [0,60] debia cumplir con que
% (2(-0.000277)(x — 60))dx = 1, lo que fue posible realizar de manera
expedita usando el programa "Integral”.
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En este ejemplo me resulté clara la necesidad de trénsito entre las
diferentes representaciones de la funcién asi como de la coordinacién
entre ellas con el fin de poder lograr una articulacién competente para
la solucién de un problema, pues a mi juicio, no es un problema escolar
trivial el establecer la fincién de distribucién de probabilidades,
determinacion que pudo realizarse con relativa facilidad,

0 st t<0
F(t) =94 —0.000277(t- 60)2 +1 51 0<t <60
1 si 60 <t

para luego encontrar la funcién de densidad de probabilidades,

-0.000554(x — 60) si 0<x <60
0 si x en cualquier otro caso

fx) = {
Estas finciones, desde luego permiten dar respuesta a cualquier
declaracién de probabilidad sobre la variable aleatoria, X, nimero de

minutos que tarda una llamada telefénica en el estrato de las
consideradas en el problema.

Esta experiencia de disefio, ha servido para construir muchas
otras, atendiendo a estudiantes y a profesores de los cursos
universitarios, teniendo como substrato de 1a discusién al concepto de
funcién y sus diversas representaciones, lo que en la medida en que esto
es posible, permite la conformacién de estrategias pertinentes y
competentes para la solucién y disefio de problemas.
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cuyas graficas correspondientes son,

s nai Salat du MBS 0GR L

en donde desde luego, los valores 44 v 475 son valores
particulares de los pardmetros de las expresiones mds generales
y=b-xyy= %, aclarandose por este solo hecho, que la situacién
planteada por el problema es s6lo una situacién particular entre la
casuistica infinita que es posible considerar, en donde el perimetro y el
4rea del terreno dependen de su ancho.

Continuando con el ejemplo, una pregunta inmediata es, jen qué
localidad(es) de la grafica que se presenta est4 localizada la conjuncién
de ambas condiciones del problema?

Una vez localizada la respuesta a la primera, las siguientes
preguntas, podrfan ser: jcomo determinar la soluci6n?, ;la solucién es
(nica?

e
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Al respecto de esta Gltima convendria hacer un acercamiento
(Zoom In) sobre la gréafica en la regién de interés,

o Re-lareinonae Hi;rﬂ_'l"\‘_

lo que permite visualizar la existencia de dos soluciones (que
habria que determinar), pero en el mismo momento podemos también
preguntarnos ;porqué otros valores del ancho (digamos "x") del terreno
no podrian dar satisfaccién a las condiciones del problema?, o afin mas,
dejando fijo el perimetro, ;para qué valores del drea es posible
asegurar una solucién Gnica del problema?, o la pregunfa alterma
dejando fija el érea, jpara qué valores del perfmetro es posible
asegurar una solucién fnica del problema?, ;para qué valores del drea
el problema no tiene solucién?.

La basqueda de respuesta a este tipo de preguntas introduce en
una casuistica no trivial -de hecho permite desarrollar habilidades para

el disefio de preguntas problema- pero que con auxilio del computador
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es relativamente sencillo visualizar y plantearse una estrategia para
resolverla.

Por ejemplo, veamos qué ocurre para diferentes valores del
parametro @ que representa al #drea del rectdngulo, cuando éste asume
diferentes valores, digamos 475, 480, 490 y 500 cuyos efectos se
advierten en la gréafica de la hipérbola, respectivamente de izquierda a
derecha,

5 Mdigdr Mg DOy

-

en donde se advierte que debe existir un valor del parémetro a de
tal forma que la interseccién tenga un Gnico punto, estariamos entonces
preguntindonos el valor de a para el que la solucién de
x2 —44x + a=0, es finica.

Por supuesto, la ecuacién planteada inmediatamente antes, es
también susceptible de un andlisis dindmico, graficando la fincién
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y= x2—44x+a para diferentes valores de @ y de paso abordar la
significacion de las raices de un polinomio de grado 2, etc., etc., ...

De esta manera la situacién original planteada por el problema,
permite abordar abordar conceptos como el de existenciay unicidad de
la solucién, analisis de casos limite y establecer la necesidad concreta
de cierto tipo de estrategias, que luego se desarrollan de manera
cuasialgoritmica inconsciente y memorista, cuando se dice, por
ejemplo: "hay que sustituir el despeje de una variable en la otra
ecuacion para obtener ura ecuacidon con una sola incdgnita y
resolverla (¢para qué? la significacion que conduce a hacerlo es por lo
general poco explotada), esto es,

475 .
7—44—.1

expresion que se transforma en la expresién cuadritica
equivalente ;

-@hpm 720
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x2 —44x+475=0

de donde las soluciones para la ecuacién que representa las
condiciones particulares del problema (b=44 y a=475) son
x1 =19y xp =25, es decir si el ancho del terreno es 19, el largo
tendrd que ser y = 44 -19 = 25, o bien, si el ancho del terreno 25, el
largo tendra que ser y = 44 - 25 = 19, por lo que se tienen dos parejas
de soluciones (719, 25) y (25, 19), lo que era de esperarse de alguna
manera ya que la condicién que representa el 4rea del rectdngulo es una
hipérbola. |

El ejemplo anterior constituye un ejemplo del papel que pueden
jugar las gréficas de las finciones, al sugerimos el c6mo encontrar la
solucién de una desigualdad por la via de resolver una igualdad. En
adicién a ésto, el resolver el problema desde la perspectiva de
representaciones gréificas del concepto de fimcidén y los significados
que en el contexto del problema éste tomd, permite no sélo su
resolucién sino el contacto con una insospechadamente amplia
casuistica desprendida de un problema convencional del nivel medio.

Este papel de asignacién de nuevos significados, ya lo habfamos
reportado en 1991, afio en que tomando como substrato al concepto de
fincién, abordamos el problema de proporcionar una forma alternativa
para la pesadisima casufstica sintdctica relacionada con el tema de
desigualdades.

Asi pues, el uso del concepto de fincién como substrato en el
caso de las desigualdades como contenido temético, nos permitié la

Hernéndez, L, Viclpr M., & Villalba, Martha C, El Papel Seménlico de 1a Graficacidn de
MEEDMMQELDMJQ.EDMJE_D_M_ Maestifa en Malematica Educativa,
LINISON., 1391
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elaboracién de estrategias alternativas competentes para la resolucién
de desigualdades.

Analisis Numérico

En andlisis numérico, nos encontramos una extrafia forma de
"preguntarse” por cudl podria ser la solucién de una ecuacién.

Tomemos por ejemplo, -22.2222 como nimero inicial para
evaluar recursivamente a la funcién y=Cos x, tenemos:
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Empecemos ahora con 10.345,
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0 Geleectonar WS BOS

I'lnr-ato Dotl.m 5 e

S r

de nueva cuenta, después de evaluar recursivamente a la funcién
y=Cosx, llegamos al mimero .73908... . La pregunta es jqué raro
secreto tiene ese niimero?

Lo Gnico que lo observado quiere decir, es que el nimero
.73908... tiene la propiedad de que, sin importar con qué nimero
empecemos a evaluar recursivamente a la fincién y=Cosx, a partir de
cierta etapa del proceso, siempre llegamos a que:

Cosx =x

Por lo que, hemos descubierto una extrafia forma de preguntarse y
de encontrar la solucién de la ecuacién Cosx —x=0.

Asi pues, en este proceso recursivo, hemos tomado cualquier
valor, para xg, comq "entrada” al proceso,
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X4y = Fxp), conr=0,1,2,3,...
para una funcién F particular.

Al realizar este proceso recursivamente, hemos llegado a un

estado del proceso en el que x,,,, no se distingue de x, incluso para
una diferencia arbitrariamente prefijada, por lo que establecemos que
ese valor es una raiz de la ecuacién

x = F(x)

En el fondo, lo que se tiene es una aplicacién importantisima de
la composicién de funciones y de.los procesos recursivos, la que al

representar graficamente permite dar un sentido concreto al secreto del
nimero en cuestién, pues no hay mas que un sitio en el que x = Cosx.

]

Se muestra a continuacién, la gréifica del proceso recursivo

empleado con la funcién y=Cosx en el que se advierte el proceso de
convergencia hacia la solucién de la ecuacién x = Cosx .
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El pequeiio "descubrimiento” ilustrado en el ejemplo, encierra sin

embargo muchas sorpresas, intentemos aplicario a la solucién de la
ecuacion 2x2 —4x+1=0,

Seglin hemos visto antes, nos preguntariamos si. en alguna etapa
del proceso recursivo

¥

1.2
xml—_—ix;-"‘]'%

podemos considerar que x y lixz +1 son iguales.

4

Dando inicio al proceso conxg =1, se tiene:

i

en catorce iteraciones, una raiz de la ecuacién es x =.292893... .

Como es fici| determinar usando la féormula por radicales

correspondiente, las goluciones de esta ecuacién son 1+ J0.5 | esto
es,
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x; =14 /0.5 =0.292893219...

x; =1- /0.5 = 1.707106781 ..

Sin embargo, iniciando el proceso con diversos valores de x, es
posible conjeturar que,

¢ cuando x € (—w,—x32)w (x7,+w) el proceso diverge a +m

Selecclanae ME.DLS: .

y en cambio
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* cuando x € (—x3,x3), el proceso converge a x

Culorclonar NS NS
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a menos que se dé inicio exdctamente cuando |x|=x;, lo cual es
del todo improbable.

Sin notarlo, estamos inmersos dentro dé uno de los aspectos més
interesantes en todos los niveles de 1a matemsdtica actual: el relacionado
con la modelacién de fenémenos dinamicos.

Para ello, el uso de los procesos recursivos y la computadora o
en su caso la calculadora constituyen dos recursos insoslayables.

A pesar de que se incluyen procesos recursivos y la calculadora
en la curricula matemdatica, no parece haber una corriente que
proporcione a los primeros el ambiente natural de la segunda, con el fin
de incursionar en uns'n matemdtica viva, interesante y actual, no limitada
al uso de la calculadora (o computadora en su caso) como una simple
coleccién de tablas de valores, sino como un poderoso recurso de
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basqueda, investigacion y contraste de hip6tesis, y muy frecuentemente,
como recurso para la generacion de otras.

No es dificil abordar conceptos como: 6rbita, puntos fijos, puntos
fijos afractores, puntos fijos repulsores, Orbitas estables e inestables,
efc., usando una calculadora de bolsillo.

En este ejemplo, se ha realizado un paseo por tres formas de
representacién del concepto de funcién, y en ese paseo, unas formas de
representacién han generado nuevas significaciones a las que se
desprendian originalmente de otras, de esta manera creo que el abordar
una misma situacién desde distintas posturas de representacién, es lo
que permite enriquecer las significaciones, realizar nuevas
construcciones sintdcticas y asignarles nuevos significados.

De nueva cuenta, el concepto de fincién ha permitido aglutinar a
gran cantidad de contenidos de apariencia morfolégica disimbola y
generar situaciones de competencia lingllistico matemdtica en términos
del agregado de nuevos significados propiciados por las articulaciones
sintdctico conceptuales generadas por las diferentes formas de
representacién del concepto.

El proceso de Verhulst

El crecimiento demogrifico es un tema que interesa a la Biologia,
a la Ecologia, a la Epidemiologia, pero también a los matemdticos,
pues ‘detrés de las formulas engafiosamente simples del crecimiento
demogrifico, se oculta una rica y varigda conducta que va desde el

- orden més simple hasta el caos.

‘.‘i@d‘pﬁa— 728

vhernan @gauss. mat.uson. mx



Alpmas epaiaaea .

La historia abunda en poblaciones fuera de control: la liberacién
de una pequefia colonia de conejos en Australia cuyos descendientes se
expandié por todo el mundo; la conquista del nordeste de los Estados
Unidos por la oruga de la "lagarta" que escap6 de un laboratorio en
Boston; la marea migratoria de abejas asesinas, las oleadas de gripe
que parecen dormir durante afios y luego afraviesan el globo como
epidemias, s6lo para agonizar antes del signiente ciclo.

Algunas poblaciones se multiplican de prisa, otras se extinguen
rapidamente, algunas mas crecen y decrecen con periodicidad regular,
otras se comportan de acuerdo con las leyes de atractores de diversa
fndole y aGn cabtica.

Tomemos como ejemplo el estudio demogréfico de un pardsito
que vive en verano y muere con el frio después de poner los huevos.

Dando por sentado que un porcentaje similar de larvas de lagarta
se empollan y sobreviven cada afio, el tamafio de una colonia de larvas
de este afio estd relacionado con la cantidad de larvas que se
metamorfosearon en mariposas y desovaron el afio anterior.

Supongamos que el tamafio de una colonia es de 100 lagartas y
que la colonia se duplica cada afio. Si el tamafio de la colonia es de
200 para el segundo afio, para el siguiente sera de 400, etc..., es decir

Ky = 2&n

Desde luego, no todas las poblaciones se duplican, algunas
pueden crecer con mayor velocidad.
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De esta manera si denominamos /N a la tasa de natalidad, cada
colonia es NV veces mayor este afio que el afio anterior, es decir

Kns1 = NXn

En 1845, P.F. Verhulst, un cientifico interésado en la matemdtica
del crecimiento demogréfico, infrodujo un nuevo término para describir
el modo en que una poblacién se desarrolla en una zona cerrada.

En vez de la simple ecuacién demogréfica

Xnrt = Ny

¢l afiadié el factor de correccién, (1 — X5); de esta manera el lado
dereche de la ecuacién contiene ahora dog términos rivales:

Xyus1 = NXyu(1—-Xy),donde 0 <x < 1

El asunto importante es que la modificacion de Verhulst ha
enconfrado aplicaciones a un rango bastante méds amplio que el
originalmente concebido.

Los entomélogos han recurrido a ella para computar el efecto de
las plagas en los huertos y los genetistas la usan para calibrar el cambio
de frecuencia de ciertos genes en una poblacién.

Se le ha aplicado también al modo en que se difunde un rumor: al
principio un rumor se expande exponenciplmente hasta que casi todos lo
han ojdo. Luego la tasa decae velozmente, a medida que més personas
dicen; "Si hombre, ya sé que a fulanito ... "
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La ecuacién de Verhulst también ha sido aplicada a las teorias
del aprendizaje. El aprendizaje primero aumenta, pero al cabo de un
cierto tiempo el estudiante se satura, de modo que los nuevos esfierzos
s6lo producen resultados mfnimos.

coet Lok -;?r,h-.r._;ir:w'z:{"bfi'rflnﬁ'" 153 i ol . b e Bl

Edward N. Lorenz, un metereologista del MIT, descubrié en 1963
que precisamente la ley de Verhulst es capaz de describir ciertos
aspectos en el flujo de turbulencias, particularmente cuando su tasa de
crecimiento es alta Desde entonces, los trabajos teéricos en la fisica
del laser, hidrodindmica y la cinética de las reacciones quimica han
mostrado el cardcter paradigmdtico de esta ley, y los escenarios
previstos por ella han sido verificados experimentalmente.

En todas las sjtuaciones en las cuales es aplicable la ecuacién
demogrifica, acecha el potencial del Caos.
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Por ejemplo, empecemos con una poblacién de larvas de lagarta

a la cual se ha impuesto una forma de control de la natalidad, por
ejemplo rocidndola con insecticida

Dando por sentado que estas criaturas no sufran mutaciones, la
poblacién de cada afio disminuird un poco respecto de la del afio
anterior. Si la tasa de natalidad N es 0.99, aiin una poblacién muy

numerosa llegard eventualmente a cero. Esto es la colonia termina por
perecer.

i SR CERR N RS L L

(Pero qué ocurre cuando 1a tasa de natalidad es superiora 1?
1

Dado el factor no lineal de Verhulst, una poblacién grande al
principio declinara pero luego se acomodara en un valor constante de %
0 66 por ciento de su tamafio original cqnforme la tasa de natalidad se

incrementa.
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En la gréfica siguiente se muestra lo que ocurre para una
poblacién inicial del 99% de la colonia original para diferentes tasas

de crecimiento, (en el programaa=1.1, 1.5, 1.8 2.3 con x=.99)

fro e i Wity BB i e sl pE iy

Asimismo, una poblacién inicial muy pequefia crecerd hasta el
mismo limite de % con en la grifica siguiente para las mismas tasas de

crecimiento que en el caso anterior iniciando con un 28% de la

poblacién original.
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Cuando /V (tasa de natalidad) es igual a 2.5, la ecuacién muestra
una ligera oscilaciéon cuando los dos términos demograficos rivales
entran en oposicién, pero, después de eso, regresa la misma cifia
constante de poblacién. Parece que la cifra de 66 por ciento se ha

convertido en un atractor-.

,;irm_:;l'k-il'.\:".:{, gy BT 1 30 B ko ntd 35
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Subamos NV a 2.98. ;Qué ocurre ahora?

La oscilacién continua por més tiempo pero eventualmente la

poblacién se acomoda en un 66 por ciento de su tamafio original: de

vuelta al atractor.

Qelecivuar MY 108

Elevemos ain més el valor de N, la tasa de natalidad. Las
oscilaciones duran cada vez més, pero eventualmente la poblacion llega

a un estable 0.66.

Sin embargo, cuando la tasa de natalidad alcanza el valor critico

3.0, algo nuevo ocurre. El atractor se vuelve inestable en 0.66 y se
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divide en dos. Ahora la poblacién comienza a oscilar alrededor de dos

valores estables en vez de uno.

i A SO0 L bt s s s R

Traducido a términos reales, esto significa que la pequefia
poblacién de lagartas se reproduce fandticamente, dejando una gran
provisién de huevos para la préxima temporada. Pero en la temporada
siguiente l1a regién estd excesivamente poblada, lo cual crea un efecto
de reduccién, de modo que los escasos insectos que sobreviven dejan
pocos huevos para el préximo afio. La poblacién sube y baja entre
valores altos y bajos. La conducta del sistema se ha vuelto mds

compleja

Cuando elevamos la tasa de natalidad por encima de 3.4405, los
dos puntos fijos se viielven inestables y ge bifircan para producir una

poblacién que oscila shora alrededor de guatro valores.
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Ahora la poblacién de larvas es radicalmente diferente en cada

uno de coatro affos sucesivos.

Cuando la tasa de natalidad llega a 3.56 las oscilaciones se

vuelven nuevamente inestables.
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En 3.596 tenemos otra bifurcacion, esta vez .con dieciséis
atractores. En este punto es casi imposible ver algn orden en el
ascenso y descenso de la poblacién de larvas de nuestro jardin. Afio a
afio el mimero brinca de modo cuasi-aleatorio y no podemos discernir
el patrén.

Finalmente, cuando la tasa de natalidad llega a 3.5699 , el

niimero de atractores ha aumentado hasta el infinito.

hgena 158

vharnan@gauss. mat. uson. mx









Alpnas eperionsasa .

Estas regiones oscuras se aproximan hasta encontrarse aqui, en el
orden del 3.7, la poblacién (cantidad de larvas del jardin) podria tener
casi cualquier valor, desde muy cerca de 0 hasta una cifra muy alta
(representada en el diagrama por 7.0), y de afio a afio la poblacién
brinca de manera local e imprevisible. Sin embargﬁ, gblo se llena la

totalidad del espacio de fases cuanto la tasa de natalidad llega a 4.0.
El modo en que el gréfico se despliega en el cuadro sugiere que
el cabtico proceso mediante el cual se rellena el espacio de fases es en

realidad extrafiamente ordenado.

Segundo, reparemos en que las lineas oscuras forman pardbolas

dentro del abanico de| caos. Estas lineas representan valores donde hay
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una probabilidad mds alta de encontrar el sistema. Otra forma de orden

dentro del caos.

i B At ME EEE el b b

Tercero, reparemos en las bandas verticales esparcidas a través
de la expansiva sombra del caos. Se trata de regiones -los figicos las
llaman "ventanas"- donde el sistema se vuelve estable. Alrededor de
3.8 , por ejemplo, justo en el medio de este caos en expansién, la
poblacién se vuelve nuevamente previsible y mimenta en dos afios
sucesivos y decrece en el tercero. Pero si la tasa de natalidad
(suministro de alimentos) se eleva un poco, la ventana se abre y vuelve
al cpos. Estos perfodos de estabilidad y previsibilidad en medio de la

flucfuacién aleatoria reciben el nombre de "intermitencia”.

C'abe comentar que toda la riqueza que se puede obtener con este
ejemplo, estd sustentada en el producto de dos factores lineales y en la
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recursividad, por lo que estd totalmente al alcance de los escolares
desde el nivel medio de educacién.

De esta manera se advierte como el concepto de fincidn (en
manifestaciones tan modestas como dos factores lineales) en
combinacién con los procesos recursivos permiten abordar situaciones
sumamente novedosas y tan complejas como del orden del caos.

Otro comentario pertinente parece ser el que en el ejemplo se
ilustra una forma de trénsito desde el determinismo hasta el caos de un
comportamiento estocastico; sin embargo, el trénsiio desde el caos de
un proceso recursivo estocdstico a una apariencia totalmente ordenada
también es posible, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Intente el siguiente experimento.

Pinte un tridngulo equilétero y aleatoriamente seleccione un punto
sobre uno de los fres lados y Gnalo formando un segmento con

cualquiera de los vértices.

Trace el punto medio del segmento y elija ahora, aleatoriamente
uno de los vértices del triangulo para trazar un nuevo segmento.

Repita el proceso algunos miles de veces més, consistente en
elegir el punto medio y aleatoriamente cualquiera de los vértices para
volver a trazar otro segmento, etc... .

. Qué parte del tyidngulo cree usted que resultara cubierta por los
puntos elegidos por esfa construccién?
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Capitelo F

Como a mano dificilmente se tendrd la paciencia de hacerlo, he
aquf el resultado de la realizacion del proceso algunos miles de veces,
empleando un computador para realizar la simulacién :

Pl
TR 1)
SRS L L L

b ; ;
Sy AR L
figh gih 'y

o
van ph

Sorprendente!, ;No?

1. Trate de explicar la apariencia del resultado.

2. ;Es significativo el que se parta de un trisfngulo equildtero?

3. (Es significativo el hecho de que sea usado el punto medio
del segmento?

4 Estime el tamafio del drea no tocada por estos puntos.

5. (Qué podria usted esperar como resultado si el poligono
regular inicial tuviera més de tres lados’

Sin duda, el tipo de situaciones en este apartado, conllevan de
maneya natural a reconsiderar’ tanto nuestra geomefrfa, como las
nociones de procesos deterministas y np deterministas, pues: jqué tan

i ver: Hernandez L, Vicior M., mnumumma_mnmﬂumﬂdam vl Semana
Reglonal de Investigaclén y Docencia en Matematicas., UNJSON,, Departamento de Malemalicas., 1935,
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determinista es el determinismo y qué tan aleatorio es el resultado de un
proceso estocéstico recursivo?.

En el fondo me estoy preguntando por el tipo de asignaciones de
significados que se pueden hacer si partimos desde una punta o de la

ofra, es decir por los valores que puede tomar una funcién epistémica y
larelatividad de sus concepciones.

Prohabilidad

Los problemas en esta drea siempre resultan interesantes en
cuanto permitan tomar decisiones con bases de incertidumbre, es decir,
calcular probabilidades por sf mismas no tiene ningtin sentido.

Por ejemplo®, se ha encontrado que la cantidad de pan (en cientos
de kilogramos) que cierta panaderfa es capaz de vender en un dia, es
una variable aleatoria con una funcién de densidad de probabilidades
fx(x), dada por la expresién:

K. S i0<x <5
fx(x)=1{ A(10-x) ; si5<x <10
0 ; en cualquier otro caso

1. Encuentre el valor de A que hace a fy(x)una fimcién de
densidad de probabilidades.

2.Grafique la funci6én de densidad de probabilidades.

3.;Cudl es la probabilidad de que el mimero de kilogramos de
pan que serd vendido mafiana sea: (a) mayor de 500, (b)
menos de 509, (c) entre 250 y 750 kilogramos?

" Ver Hernandez L, Victor M.,
UNISON., Afmes 30-27-03, DAMAT. N° 149, Hermoslilo, Sonora., 1991., P4g. 116
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Caprido 3

4, Denote respectivamente, por A, B y C, los eventos
consistentes en que el mimero de kilogramos de, pan
vendidos en un dia sea (2) mayor de 500, (b) menos de 500,
(c) entre 250 y 750 kilogramos. Encuentre P(A/B), P(A/C).
(Son Ay B independientes? ;Son A y C independientes?

La sola inclusién de pardmetros en ia expresién para la fincién
del problema induce de por sf una situacién dindmica, que en principio
hay que ajustar a la situacién especifica del problema, es decir
precisamente determinar el valor de 4 que proporciona sentido a la
expresion en el contexto que le es propio.

RKelizednaiir ME-DOS

Aunque el problema puede ser resuelto sin Célculo Integral,
resujtara conveniente que los estudiantes lo usen, no por la dificultad
del fcéxlculo gino por la oportunidad de verificar rdpidamente la
respuesta.
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Desde luego, una vez determinado el modelo, pueden diseifarse
preguntas que permitan contrastar o generar tensiones para el contraste
de las respuestas. De nueva cuenta, el concepto de funcién es el nicieo.

Calculo Diferencial

Sin lugar a duda, el concepto de fimcién es un concepto medular
para el célculo. Como ya he indicado en ofro sitio’, las fimciones tienen
un papel central en el quehacer del célculo (y en general en cualquier
otra rama de la matemdtica escolar) como se indica:

Constraste
Modédico

Este sélo hecho abre la necesidad de que el estudiante desarrolle,
a ldpiz y papel, con amxilio de una calculadora gréfica o de un
computador, lo que en un trabajo anterior” he llamado un cuasialgoritmo
de graficacién de fimciones, mediante dos niveles de acercamiento:
Global y Local.

Para el nivel de acercamiento global, trabajé formando

inicialmente lo que llamé un catdlogo de "fimciones madre” o bésicas,
como: y=x,y=x% .., y=x" connpare impar, de manera andloga,

! Hernandez L., Victor M., Una Oplnlon_ y una Experencla en la Ensefianza dael Célculo..,
Revisla de Malematicas., UNISON., Boletin del Depanamento de Matematicas., Vol. 2 N° 12, Enero de
1989

L Hemandez L., Viclor M.,
ITH-MICROSEP., Hermoslilo, Sonora,, Septiembre de 1388.
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. tomando a la coleccién y = 5 también con » par o impar, y= J/x y
y=3¥x,y= x|,y =Sen(x), y=Cos(x),y=e* yy=Inx.

Estas funciones sirvieron como generadoras (o madres de cada
familia) al estudiar el efecto sobre la grifica de cada una de ellas

cuando se les aplicaban sucesivos valores de log parfmetros @, hy ¢,
primero en las expresiones por separado y=aflx), y=Ax)+b, v
y=flx~c) hasta descubrir el pafrén correspondiente, para luego
integrar el cuasialgoritmo conceptual para la graficacién esquemdtica, a
nivel de bosquejo répido, de la expresién més general y = affx — ) +b,
en donde A{x) era alguna de las funciones generadoras bésicas.

En la etapa siguiente -acercamiento local-, se ampliaba el
cuasialgoritmo abordando la construccion gréifica de la suma,
diferencia, producto y cociente de las gréficas de las funciones
componentes en cada caso, las que podian estar entre las fimciones
generadoras (madres de familia) o afin corresponderse con alglin
elemento de la familia.

La reflexion sobre la recta y =x y la composicién de funciones
permiten ampliar notablemente al cuasialgorimo, caracterizando con los

recursos mencionados a las gréificas de las funciones inversas.

Las habilides logradas en el manejo de familias de fimciones
tienen un uso también inmediato en el curso de cdlculo integral y el de

ecuaciones diferenciales.

- El hacer esto con l4piz y papel ha entrado en desuso, pero sigue
siendo de particular relevancia que el estudiante desarrolle un
cuasiglgoritmo de graficacién de fimciones, no importa de qué recursos
se valga para ello.
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A manera de comentario, creo que todas las ideas para abordar
los conceptos matemdticos expuestas aqui tuvieron de alguna u otra
forma, su génesis en el trabajo resefiado en este Gltimo ejemplo.






Epilogo

En este apartado se intenta dar una visién retrospectiva, tanto
como una prospectiva del trabajo que se presenta.

En la parte retrospectiva, se intenta fundamentalmente restablecer
los vinculos entre los extremos del trabajo, es decir, entre el marco
teérico (Capitulo 1) y la postura didactica (Capitulo 3).

En la parte prospectiva, se hace una visualizacién, de algunas
formas en las que podria evolucionar el desarrollo del curriculo
malematico escolar no especializado, con algin comentario derivado
hacia el currfculo matemédtico especializado.

Yision retrospectiva

En resumen ... se repite la historia

Mi problema (versién psicogenética) en esta tesis fué el percibir
que la diversidad de dialectos disciplinares en educacién matemédtica
puede convertirse en un obsticulo docente para la recuperacién del
substrato que potencia la competencia en el codigo y eventualmente la
transferencia enire ellps.
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Mi problema (version operativa) fué el realizar la biisqueda,
identificacién v modelado de un substrato, lingiiistico general y luego
particular de la matemdtica, que cubriera tanto los requerimientos de la
version psicogenética del problema como los propuestos por mis
propias aspiraciones en el transcurso del trabajo.

De todo esto, tengo que el concepto de funcién constituye un
substrato conceptual, al menos, de la malemdtica escolar no
especializada, con la unportante propiedad de que a partir de la
articulacién de sus diferentes representaciones es posible lograr nuevas
significaciones de los contenidos mateméticos, desarrollando con ellas
formas novedosas de acercarse a los mismos.

Respecto a la tesis de que:

el concepto de funcion esta subutilizado en el contexto de la
matematica escolar en tanto se desdeflan extensiones del
concepto pertinentes y factibles en los niveles educativos por
la via de recursos de representacion complementarios al
sintactico Idgico formal y la significacion agregada por la
articulacion de éstos,

puede comentarse que al hacer la revision -no exhaustiva- de la

incidencia del concepto de fincion en el contexto escolar, no sélo se
encontraron muestras de subutilizacién del concepto.

En adicién, al examinar los libros de texto de los programas de
capacitacién para los profesores en los niveles basico y medio basico
se engontraron incorrecciones conceptuales en el manejo del concepto
de vafiacién proporcional directa.

Esto es particularmente grave, si consideramos que en estos
niveles se cultivan las ideas seminales de lo que en los niveles
subsecuentes habrd de realizarse. En adicién a ello, el concepto de
variacion en general y su tipificacién en términos de el andlizig de los
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cocientes en diferencias constituye sin lugar a dudas la génesis de un
concepto vertebral y/o medular en la forinacién matematica global de
los individuos: el concepto de funcién.

Por otro lado, el bachillerato -en términos generales- parece no
estar desempefiando un papel satisfactorio en cuanto a la continuidad de
los contenidos en el currfculo matematico debido quizd a la enorme
diversidad de planes y programas de estudios, normatividad a la que
ANUIES y otras organizaciones han podido acercarse sélo a nivel de

recomendaciones.

En cuanto a que:

la postulacidn del concepte de funcidn coma un substrato
conceptual de la matemdtica escolar, permitiria potenciar la
Jormulacion de nuevas estrategias operativas en el desarrollo

del eurriculo matematico.

he expuesto una variedad de ejemplos procurando que al menos
de entrada resultaran inconexos, mostrando que, en realidad, todos ellos
exhiben al concepto de funcién como substrato conceptual y operativo,
retomando filertemente la versién operativa de la nocién de problema
que se sustenta en el Marco Te6rico.

En adicion a esto, se dan muestras de que efectivamente el
referirse a un substrato conceptual, en este caso el concepto de funcién,
ha permitido tanto la reinterpretacién de la situacién problema como el
potenciar nuevas formas de abordar el problema

La reinterpretacién ha permitido abordar desde una casuistica
enormemente més amplia, aiin partiendo de un problema aparentemente
simple como el de las dimensiones de un terreno rectangular, hasta
sistemas dindmicos, que no por temer como génesir a elementos
aparentemente sencitlos como un par de factores lineales, proponen
problemas triviales de conceptualizacién y basqueda
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En todo ello se ha puesto especial énfasis en el papel modélico
del concepto de funcién en la versién operativa de problema, que es la
que finalmente permite realizar las manipulaciones pertinentes y
competentes de lag relaciones entre las variables implicadas en el

problema.

Estas manipulaciones del modelo, -de findole diversa como
simbolizacién, manipulacién algorftmica, graficacién, etc..- son las que
permiten el trédnsito bidireccional entre el estadio de la situacion
reconocida como problema y el estadio relacional de la misma que
significa su solucién.

Comentarios consecuentes

Por la relevancia advertida del concepto de fincién en el
curriculo matemdtico escolar y las ideas expuestas en este trabajo:

+ Sugiero la necesidad de poner un especial cuidado y atencién
a la discusién de la temética de variacién su tipificaciéon y el
concepto de fimcion, en los foros en los que se tenga contacto
con profesores de todos los niveles, en particular con los de
nivel de educacién bsigico, pues es en ese nivel en el que se
desarrolla la simiente del concepto de funcién y sus
manifestaciones.

+ Me permilo sugerir la necesidad de que el curriculo
matematico escolar global, pudiera ser organizado tomando
en consideracion al concepto de fincién como substrato
conceplual y como bujia para potenciar -por la via de la
produccién oral y escrita- niveles superiores de competencia
linglifstico matemdlica.

¢ Se advierte la necesidad de abordar los contenidos del
currfculo matematico escolar desde un punto de vista
cualitativamente distinto y particularmente enfocado a lograr
por la via de la resolucién de problemas en los que se
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manejen datos experimentales reales, la articulacién de las
diversas formas de representacion del concepto de funcién.
No es posible que el trabajo docente continue haciendo
matematicas de "salon", con problemas tomados
exclusivamente de los libros y niimeros decentes (enteros)
pero alejados de la realidad planteada por el mas humilde de
los problemas pricticos.

+ No se trata de un enfoque utilitarista de la matematica
escolar, sino de integrar articuladamente las funciones
lingitfstico matemdticas pragmética, semdntica y sintactica, a
fin de poder estar en la posibilidad de rebasar el pobre -pero
muy difundido esquema- de la educacién como un problema
de comunicacion, de una comunicacién que no enriquece
pero si empobrece nuestras habilidades descriptivas y
argumentativas.

+ Para ello, la oralidad y la escritura deben cobrar el papel
que les corresponde en este contexto, es decir el papel de
herramientas de accién-investigacién, tanto a nivel
individual como colectivo, del grado de organizacién del
pensamiento.

Prospectiva

En esta direccion, es insoslayable el dar satisfaccién a la
necesidad de apoyar las actividades docentes con tecnologia de
computo, pues es evidente que ésta constituye un recurso para abordar
de una forma cualitativamente distinta, el espacio y el tiempo.

Con la posibilidad que ofiece la geometria firactal y los recursos
de computo para la generacion de "mundos virtuales”, se abre la
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posibilidad inmediata de generacién de nuevos paradigmas explicativos
en todos los ambitos.

Uno de los dmbitos que me interesa comentar en este documento
es el relacionado con la matemitica y sus criterios de validacién.
Debido a la necesidad y la posibilidad real de hacer cdlculos y
representaciones conceptuales de una manera cada vez mds rapida y
eficiente (debido a la tecnologia de cémputo), se abre la posibilidad de
abordar la biisqueda al interior de la disciplina matematica en formas
insospechadamente distintas, tanto como la de rescatar antiguos cénones
de basqueda y validaciéon que en su momento se vieron limitados por la
escasez de recursos de célculo.

¢Todo esto conduce hacia una nueva matemdtica?, ;Habrd manera
de realizar una correspondencia tal que permita {raducir el problema
de la validacién matemdtica al correspondiente en un ambiente de
computo?, despues de todo, a ambas disciplinas les subyace la l6gica
bivalente y la geometria euclideana.
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Reflejos Culturales y Tecnologia

En un primer apartado de este capitulo, se presentan someramente
algunos antecedentes que intentan caracterizar de manera muy general a
nuestra contemporaneidad.

En el siguiente apartado, se abordan los reflejos culturales de
esta contemporaneidad y las exigencias que éstos plantean sobre un

proyecto de desarrolle humano y/o educativo.

En la tercera parte, se describe al Software Matemdtico de la
Universidad de Arizona -a manera de muestra- del tipo de recursos
tecnolégicos que cuyo uso adecuado -en cuanto una metodologia
constructivista- representa una invaluable ayuda para el frabajo
docente.

Finalmente, se presentan ejemplos concretos sobre el uso de
algunos de estos programas para el apoyo de actividades docentes.
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cultura de nuestro tiempo y la forma en que estas podrfan influir en la
educacion de nuestro pals. Por tanto, en éste apartado habremos de
abordar aspectos que compartidos ‘desde uda perspectiva mundial

Algunes antecedentes

Siempre resulta impoifante considerar las peculiaridades de la

también influyen en México y en particular en nuestra regién.

La especializacién cientifica

Desde el punto de vista de la Teoria General de los Sistemas'

La ciencia modema se caracteriza por la especializacion siempre
creciente, impuesta por la inmensa cantidad de datos, la complejidad de
las técnicas y de las estrategias teéricas de cada campo. De esta
manera, la ciencia estd escindida en innumerables disaiplinas que sin
cesar generan subdisciplinas nuevas. En consecuencia, el Nsico, el
bidlogo, el psicdlogo y el aentifico social estdn, por ast decirlo,
encapsidados en sus wiiversos privados, y es dificl que pasen paiabras
de uno de estos compartimentos a otros.

Al repasar la evolucién de la cencia moderma topamos con un
Sferidmeno sorprendente: han surgido problemas y concepciones
similares en campos muy distintos, independientemente. [p 30]

Asl, existen modelos, principios y leyes aplicables a sistemas
generalizados o a subclases, sin importar su particudar género, la
naturaleza de sus elementos componentes y las relaciones que imperan
entre ellos. Parece legitimo pedir una teorla no ya de sistemas de dase
mds o menos especial, sino de principios universales aplicables a los
sistemas en general. De aqul que adelantemos wuna nueva discipiina
Hamada Teoria general de los sistemas. [p 32]

Quuzd pueda reswmirse como sigue la funcién integradora de la
teorla general de los sistemas. Hasta aqul se ha visto la wiificacidn de

BERTALANMFEY, LUDWIG VON Tequa Gepergl De Los Sistemas Fondo de Cultura

Econdmica México. Sexla relmpresion, 19687, Cap. )l pag. 30-53,
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la ciencia en la reduccién de todas las ciencias a la flsica, en la
resolucion final de todos los fendmenos en aconfecimientos fisicos.
Desde nuestro punto de vista la unidad de la ciencia adqdere un
aspecto mds realista. Una concepcion unitaria del mundo puede
basarse no ya en la esperanza -acaso fiitil y de fijo rebuscada- de
reducir al finy af cabo a todos los niveles de la realidad al de la flsica,
sino mejor en el isomorfismo de las leyes en diferentes campos.
Hablando segun lo que se ha llamado et modo <<formai>> -es dear,
contemplando las construcciones conceptuales de la dencia- esto
significa uniformidades estructurales en los esquemas que estamos
planteando. En lenguaje <<material>>, significa que el mundo, o sea
la totalidad de los acontecinnentos observables, exhibe uniformidades
estructurales que se manifiestan por rastros isomorfos de orden en los
diferentes niveles o dmbitos. [p 49)

Esto pone de manifiesto las metas de la teoria general de los
sistemas:

1. Hay wna tendencia general hacia la integracién en las varias
clencias, naturales y sociales.

2. Tul integracidn parece girar en tomo a una teoria general de los
sistemas.

3. Tal teoria pudiera ser un recurso importante para buscar wna
teorla exacta en los campos no flsicos de la ciencia.

4.4  elaborar  principios  unificadores que  corren
<<yerticaimente>> por el universo de las ciencias, esta teora

nos acerca a la meta de la unidad de la ciencia.
5. Esto puede conducir a una integracién, que hace mucha falta, en
{a instruccidn cientlfica. [p 37- 38]

A decir del propio Bertalanfly,

..la idea de la postulacién del programa y nombre de la teorla
general de los sistemas fue presentada por primera vez en 1937, en el
seminario filoséfico de Charles Morris en la Universidad de Chicago.
Sin embargo, en aquel entonces era mal visto teorizar en biologla, y
teml lo que el matemdtico Gauss Hamaba <<el damor de los
beocios>>. De modo que guardé mis notas en un cqjon y no fue sino
haste después de la guerra cuando aparecieron mis primeras

publicaciones sobra el asunto. [p 93]



Baflaios Ceftarales._.

Probablemente y a raiz de la dinamica de produccién impuesta
por la I Guerra Mundial, fue que la teorfa postulada por Bertalanffy
empez6 a tener aplicaciones fabriles inmediatas, tanto como de la
Cibernética, basada en el principio de retroalimentacién o de lineas
causales circulares, que proporciona mecanismos para la persecusién
de metas y el comportamiento autocontrolado de los sistemas,

emergiendo de ellas términos como: insume, producto,
retroalimentacion, caja negra, etc.

De esta manera, los procesos fabriles pueden ser esquematizados
como sigue:

Retroalimentacidn

ks Proceso
Insumao Producto

en donde la retroalimentacién del proceso de produccién pudiera
interpretarse como un proceso de control de calidad o de ajuste del
sistema de produccién, consistente en contrastar las caracteristicas
generalmente fisicas como iérgo, ancho, resistencia a la tensién, a la
torsién, a la compresién, etc., contra un listado de valores de las
mismas variables, previamente especificado como las caracteristicas
deseables del producto.

El derrumbe ideologico.

Basta recordar 1a cafda del muro de Berlin o las transformaciones
de los palses del Este europeo y la mas reciente crisis del socialismo
con el derrumbe de la URSS como sistema socio-politico, para
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reconocer la crisis del ideal de que desarrollar la humanidad con apoyo
de un paradigma cientifico, conduciria indefectiblemente hacia el
progreso como especie. Es claro de esta manera, el fracaso no de una
nacion, sino de un proyecto de desarrollo humano .

La crisis generalizada del socialismo y el cons{guiente triunfo
actual del sistema liberal, no significan -sin embargo- el arribo de la
historia al término de la injusticia. |

El asf llamado derrumbe ideoldgico parece tener que ver con una
necesidad cada vez mds generalizada de diferenciacién y de afirmacién
de los razgos particulares que con la ausencia de ella. Por ello, la
expresion " derrumbe ideolégico™ no debiera ser tomada en el sentido
de ausencia ideol6gica, sino en cuanto la basqueda y proliferacién
ideol6gica provocada por la necesidad de diferenciacién de las
colectividades.

La transformacion de los valores

De manera paralela a como estos cambios a nivel mundial se
suceden, la difusion de ellos y su conciencia colectiva propiciada por
los medios masivos de comunicacién, genera nuevas y més relajadas
formas de ver y enfrentarse con el hecho cotidiano, y lo que hasta no
hace demasiado tiempo era considerado como escandaloso, actualmente
pudiera ser una actitud socialmente aceptada.

De esta manera, cambian también aceleradamente las formas en el
vestir, en el comer, en las relaciones familiares, de divertirse y de
jugar, de vivir y de morir, sin que podamos afirmar que estos cambios
se reflejen necesariamente en mejorias.
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Por otro lado, los medios masivos de comunicacién generan sin
duda percepciones globales o cosmovisiones que no son del:todo
nocivas, como por ejemplo: la concepcién de la tierra como un
organismo vivo de cuyo estado de salud somos responsables como
especie y las acciones ecolégicas derivadas de ella, la percepcién
global de la miseria y los movimientos sociales, politicos y econémicos
derivados de ello, etc., provocan la necesidad de replantear el
correlato césmico individual y colectivo.

L

En esta direccion puede decirse que conceptos como el de
individuo, comunidad, nacionalidad y sociedad exigen un
replanteamiento en el concierto socioeconémico global, y con ello, la
conceptualizacién del individuo y su quehacer en él, pensando mids en
un individuo societal que social, esto es en un ciudadano de la
comunidad global o ciudadano del mundo.

Lo antes mencionado, fomenta y permite la tendencia a la
integracion entre naciones o al menos entre comunidades cada vez mas
amplias, en virtud del arribo a una conciencia cada vez més global en la
que no hay lugar para el aislamiento ni fisico ni conceptual, conciencia
a la que parece podriamos y deberfamos integramos en un futuro
previsible.

El limitado y persistente intento de hacerlo en el caso de México,
estuvo vinculado recientemente con el Tratado de Libre Comercio, del
que podemos afirmar ha traido inevitables nuevas emergencias en las
formgs de pensar y actuar generalizadas y compartidas; al menos, por
aqueljos que no sean expulsados del concierto de esa nueva forma
macrq-socio-econémica, por alguno ge los mecanismos tambiéu
macro-excretores de| nuevo sistema proguesto.
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La Computacién

En los altimos afios, todos hemos asistido a la contundente -casi
podriamos decir- avalancha con que las computadoras han permeado el
dmbito de nuestras actividades cotidianas, es decir: en los medios de
comunicaci6n, en la elaboracién de revistas, en la televisién, en los
negocios, en las oficinas ptblicas y privadas, en los bancos, y por
supuesto la educacién no es la excepcién. J

_ Aceptando entonces, que el computador es una poderosa
herramienta tanto para la investigacién cientifica como para las
operaciones tecnoldgicas, postulamos la existencia de filertes
implicaciones de su uso sobre 1a ensefianza y el aprendizaje.

Uséndolas de forma tal que los computadores pudieran
congiderarse como prolongaciones de la mente humana, es decir, como
extensiones sensoriales que ofrecen la posibilidad de explorar en un
sentido cualitativa y cuantitativamente diferente el tiempo y el espacio;
se contempla la posibilidad factible de realizar construcciones
intelectuales que van mds alla de las que actualmente se hacen.

Por otro lado, es de hacerse notar el papel que estd jugando la
comunicacién y la difusién de los resultados de la proliferacién
ideol6gica -via los servicios de cémputo global de los que se dispone
actualmente-, ubicandonos no sélo en un contexto mis amplio, sino
también en un contexto notablemente més complejo en cuanto
insospechadas nuevas formas diferenciadas, tal que el sélo
conocimiento de su existencia, hace pensar en la posibilidad factible de
nuevas articulaciones y emergencias cualitativas, tanto en lo
epistemol6gico como ¢n lo ontolégico.
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Como ejemplo de esto, baste la consideraciéon sobre los
resultados que un grupo de insurgentes como el EZLN con apoyo de
numerosos activistas de Organizaciones No Gubernamentales (ONG's)
mexicanas y trasnacionales, han obtenido al generar en México la
revolucién prototipo del siglo XXI consistente findamentalmente en una
guerra de red, social y transnacional’.

Conviene también pensar en el computador no sélo como. un
recurso de comunicacién y lo que de ello es posible desprender -ver
parrafo anterior- gino también en las emergencias provocadas por la
posibilidad de abordar nuevas formas de representacion y validacién
de hechos y actos, en los que forma, distancia y contenidos han
cambiado radicalmente como argumentos y/o descripciones.

Reflejos culturales y exigencias

Examinaremos ahora algunos reflejos y exigencias que desde el
somero examen de los razgos culturales actuales me es posible advertir.

Reflejos

Curiosamente, muchos de los términos usados actualmente en
educacion, tienen su génesis en el 4mbito de la producci6n fabril y, afin

mas, fueron inventados antes del nacimiento de las llamadas Ciencias

de la Educacion.
A decir de Diaz Barriga’,
z ROMFELD, DAVID. Mexas Balalllas Mexicanas e Inlernet Diclembre de 1995, p 47
T DIAZ BARRIGA, ANGEL Perflles Educatives Problernas ¥ Relos del Campa de la Evaluaclén
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Henry Fayol es quien, en su Administracién general e industrial (1916),
establece los principios generales de la administracién, que pasan a
figurar rdpidamente como principios diddcticos. De esta marera, en la
actualidad se dice que los tres elementos fundamentales para el trabajo
docente son: planear, realizar y evaluar. Esta afirmacidn se
JSundamenta en los cinco pasos que establece el autor para la
administracidon del trabajo: previsién, organizacién, direccidn,
coordinacién y control.

y un poco més adelante afirma:

El control de tiempos y movimientos dio pawta a la génesis de la nocién
de objetivos de aprendizaje y a la incorporacién de la evaluacién como
logro de reswltados. Los estudios sobre los rendimientos de los obreros
instauraron por primera vez en la pedagogla la discusién sobre el
aprendizaje y la formacién del estudiante en términos de
“rendimientos " académicos. El paso del control de la empresa a la
evaluacion escolar se realizd de manera imperceptible.

Afios después de la Administracion General e Industrial de
Henry Fayol, la Teorfa General de los Sistemas y la Cibernética hacen
aportaciones conceptuales generales, las que fueron adoptadas por gran
cantidad de disciplinas.

De esta manera, en educacién no sélo se han “'pedido prestados™*
los términos sino también las formas de organizacién y -por ejemplo-
con la nocién de insumos, pueden identificarse recursos materiales,

Edicaliva. No. 37, CISE, UNAM. México, D.F ., 1987. P4g. 4-5

s El rendmeno se sigue dando, reclentemente encontramos en: Latapl, Pablo,, EN DEFENSA
DE LA IMPERFECCION . Proceso 897, 11 de Diclembre de 1956.., *..hoy se predica una excelencia
perversa: se transfiere a la educaclén, con asombrosa superficlalidad, un concepto empresarial de
"calldad”, el cual puede seruna técnica exitosa para producir mas tomillos por hora y venderlos a quien
tos necesite (y a quien no también), pero no es nl puede ser una fiosofia del desamollo humano, Bajo
este leme se han Introducidn en las universidades aspliraclones paranolcas de perfeccldn; “excelente”
tonllieva el halo del superfativo gramatical; con el rmino se cuelan varlas deformaciones humanas
que, por serlo, son también perverslones educalivas; |a aventura pedagdgica se raclonaliza en forma
extrema, el aprendizaje se vuelve "produccién de conocimientos®, [a escuela se convierte en fabrica
eliclente, al alumno se le ensefia a no tolerarse fallas ... "
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profesores y alumnos; el proceso, estd constiftuido por la
ensefianza-aprendizaje; el control de calidad, por la evaluacién
diagnéstica, formativa y sumativa; la retroalimentacién, con el
seguimiento de egresados con el que se pretende restablecer el grado de
correspondencia entre las habilidades profesionales de los egresados y
las especificaciones prefijadas de estas en un documento que las
concreta y que comtinmente es llamado perfil del egresado.

L]
En todo este devenir, no es criticable el pedir prestado elementos
conceptuales generados en una disciplina para construir o a otra, en
todo caso, lo criticable podria ser el transplante poco cuidadoso de
ellos, generando extensiones de aplicacién en las que eventualmente se
ha perdido el espiritu primigenio.

La especializacién ha permeado también la actividad docente de
los profesores v estudiantes, resultando muy comiin encontrarse con
profesores que no desean hacerse cargo de una asignatura a la que no
estdn acostumbrados y con instituciones que lo avalen, de tal manera
que el especialista de la misma puede no tener idea del proceso
completo a causa de su enclaustramiento conceptual, reflejo de su
enclaustramiento laboral.

Por ofro lado, los estudiantes tampoco tienen idea del peso
relativo ni de la contribucién que hace para su carrera, cada una de las
disciplinas que estudian en la estructura curricular en la que han
empefiado sus esfilerzos de formacién intelectual.

Asi pues, la organizacién para la produccion de intelectos en las
instituciones educativas, parece estar perfectamente bien organizada en
la direccion de la produccién fabril, hecho que por otro lado, pudiera
no ser del todo criticable en cuanto permite -después de fodo- una
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forma de organizacién, pero si en cuanto que parece no haberse tenido
en cuenta que los “objetos’” de la transformacién en el proceso
educativo, somos Humanos.

Es también criticable la aplicacién sistemdtica de los principios
fabriles en educacién pues, subyacente a ello, estd una concepcitn
reduccionista del Hombre, que pese a ser llamado “‘animal de
costumbres’’ no es ni con mucho algo que pueda ser predeterminado, no
obstante la sistematizacién de las actividades docentes de enseflanza.

No me opongo, sin embargo, a que el proceso o evento educativo
pudiera ser conceptuado desde un punto de vista sistémico, es decir
como un sistema en el que los objetos de transformacién son Humanos,
aunque agregarfa al sustantivo sisterna, un par de adjetivos como
complejo y dindmico.

En el correlato descriptivo de la variable de interés de un evento
respecto a otra variable com@inmente llamada independiente, uno
pudiera esperar que a pequefios cambios en esta Gltima,
cotrespondieran también pequefios cambios en el comportamiento de la
variable estudiada, dando por resultado un comportamiento que en
términos generales podriamos denominar “*suave’”.

Esto no es necesariamente cierto en los sisterras complejos en
los que, pequefios cambios en la variable independiente pueden generar
catdstrofes en la variable de interés.

En este tenor, inscribase ia posicién influyente de los profesores
y el correlato de esta influencia en el estudiante. El simple comentario
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de un profesor puede entonces generar una catéstrofe (arménica o
desordenada), en el Ser de un estudiante.

La caracterfstica de dindmica es mas clara, pues en cuanto
-manifestacion humana, adquiere su manifestacién sincrénico-social

desde su diacronia histérica.

En otra direccién, la especializacién de las disciplinas 'ha
provocado también, una especializacién de los lenguajes, lo que trae
consigo que los profesionales que las sustentan eventualmente no se
entiendan o, al menos, no les sea ficil interrelacionarse.

Es decir, la forma en la que las disciplinas cientificas han
pretendido dar explicacién a los eventos que nos rodean ha ido
tradicionalmente en la direccién de una ramificacién abierta, en cada
una de cuyas puntas encontramos un especialista, con los resultados

antes descritos.

Como consecuencia de ello, no parece suceder que la ciencia -en
la direccién de la especializacién- esté cada vez mds cerca de
explicaciones y/o recursos que permitan al individuo en general o
cuando menos al estudioso, una interacciéon més sencilla con lo que le

rodea.

Otra de las consecuencias de la eepecializacién de lags disciplinas
es el cimulo de informacién generado por ellas, de las que podrfamos
decir que en los sistemas electrénicos de informacién se pueden
cuantjficar por decenas y ain en centenas diarias de megas, entre
reporfes de investigacion, articulos y ensayos especulativos; lo que
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hace humanamente imposible el mantenerse informado, del diario
acontecer en la disciplina que -a titulo personal- hemos elegido.

De esta manera, podemos afirmar que comparando la
acumulacién de informacién en el #drea disciplinar de nuestro interés
con la parte de la que estamos enterados, resulta que somos, por
estudiosos que seamos, cada vez mds ignorantes.

El corolario anterior tiene relacién directa con dos cosas: el
volamen de informacién disciplinar generado diariamente y la
complejidad inherente a ella, de las que podriamos afirmar no sélo que
son crecientes, sino que ademdés, tienen una tasa de crecimiento
creciente.

Si como antes he afirmado, la informacién disciplinar crece y se
desarrolla con grados de complejidad creciente, con tasas de
crecimiento también crecientes y asumimos la imposibilidad humana de
mantenerse actualizado en los més recientes informes y aportaciones de
la especialidad elegida como el campo disciplinar en el que habremos
de desarrollamos intelectualmente, resulta claro que: estamos ante un
problema de eleccién tanto de los fines de la educacién como de los
contenidos y recursos de los que habremos de valernos para ello.

De esta manera, es ilusorio ftratar de ensefiar de todo al
estudiante, incluso si nos propusieramos el ensefiar un todo tan pequefio
como podria ser lo relacionado con alguna especialidad disciplinar.

Afin més, en el caso en que fuera posible abordar el conocimiento
del todo -cualquiera que fuera su tamafio-, el mero abordaje desde una
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economia de tiempo y energia psiquica para los docentes -estudiantes y
profesores-, cantidades masivas de cdlculos y procedimientos
mecanicistas de repeticién, dejando el tiempo y la energfa
economizados, para una construccién intelectual més relevante.

Exigencias advertidas

¢ Habilidades de accién-investigacion intelectyal.

La superespecializacién de las disciplinas y el consecuente
correlato de ello en los lenguajes especiales, pone de relieve la urgente
necesidad de una cultura linglifstica mas amplia que la que el
patrimonio social nos lega de manera natural.

Es un hecho que en nuestro pafs no hay una tradicién de
lecto-escritura generalizada y que el patrimonio lingtistico de la
mayorfa de nuestros estudiantes suele ser muy pobre, de tal forma que
el suponer como en la mayoria de los casos se hace: que estos poseen
un gran vocabulario, costumbre de leer libros, habilidades para
abstraer conceptos a partir de una lectura, habilidad para extraer
informacién a partir de un texto dado resulta del todo inadecuado, pues
se esté partiendo de una suposicién infundada, motivo por el cual -entre
otros- tenemos tan bajos rendimientos escolares.

Las grandes ausentes de las actividades docentes sistematizadas
suelen ser las relacionadas con el cultivo de las habilidades
lingtiisticas de oralidad y escritura.

Las consecuencias de esto se hacen sentir en el aula y en lo
cotidiano cuando se intenta una socializacién minima de las ideas,
conceptos, inquietudes, etc., recibiendo como interlocucién una
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oralidad paupérrima y una escritura, que méas pareciera la foto-estitica
de algunos fragmentos de pizarrones, que la expresién genuina e inédita
-hasta ese momento- del grado de maduracién y organizacién
conceptual alcanzado por el estudiante que la sustenta. -

La situacién se hace desesperada cuando se advierte que cada una
de las disciplinas tiene por asf decirlo, su propio lenguaje y, ademas,
que éste, es no natural. !

No obstante, el recurso primigenio para interactuar con cada uno
de ellos es sin duda la lengua materna, de cuyo nivel de competencia
depende con mucho el correspondiente a la interaccién con ofros
lenguajes especiales o no naturales.

Es observable que el problema de la capacitaci6n en las
habilidades lingfiisticas no se aborda de manera sistemdtica y son
dejadas mas bien al gusto y/o a las casualidades socioculturales,
resultando mds en la miseria que en el enriquecimiento, en lo dialectal
que en lo general, en lo superficial e inmediato que en lo abstracto.

En esta situacién, es insoslayable la urgente necesidad de asumir
sistémicamente la tarea de habilitar a nuestros eshidiantes en el uso de
su Ienglla. materna hasta un nivel fincional y en una gama de habilidades
lingtifticas, necesarias para el desempefio de estos en su interaccién
con otros lenguajes.

Algunas de estas habilidades son: leer y comprender diversos
tipos de textos (cientificos, literarios, politicos, etc.); usa adecuado de
obras de consulta como diccionarios divei*sos, prontuarjos, mapas, efc.;
rescatar informacién de los centros especjalizados como |as bibliotecas
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y de una manera mds general de los bancos de informacién, lo que
supone algunas otras habilidades subordinadas como el uso de software
especializado para el acceso a ellos o bien sobre el uso de tecnologia
diversa como CD-ROM, consultas en hipertexto en Internet, o algunas
otras de uso mds generalizado como consultar ficheros, seleccionar
lecturas a partir de la informacién propia para ello como los indices,
texto de las solapas, introduccién, etc.; de tomar notas, de resumir y
esquematizar los contenidos de una lectura para efectos de la
exposicién oral; de elaborar fichas de contenidos, resefias y ensayos; de
comprender y elaborar cuadros estadisticos; del manejo de los
diferentes cuadros retéricos para la produccién de escritos escolares en
lo inmediato v més delante escritos relacionados con su interaccién
social como cartas, discursos, anuncios, comunicados, recados, etc..

A estas alturas reitero que la oralidad vy la escritura constitiyen
sin fugar a duda, insttumentos poderosisimos para la investigacion
personal y colectiva del grado de organizacién conceptual alcanzado
por un individuo o colectivo de trabajo.

Podria decirse que la competencia de un individuo en su
expresién oral y/o escrita, asegura y garantiza la competencia en el
nivel de organizacién conceptual alcanzado por este.

Por ofro lado, la oralidad y la escritura competentes son
instrumentos o habilidades de accién-investigacién sobre las
construcciones intelectuales, de donde, podemos afirmar que un
individuo sabe algo sobre algin objeto de conocimiento cuando es
capaz de hablar o escribir -con ciertas caracteristicas como claridad,
concrecion, consistencia l6gica, estilo literario, etc.- sobre ello.
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¢+ Habilidades para la demarcacibn y métodos de trabajo
disciplinares.

En un nivel jerdrquico de aplicacién subordinada, estdn las
habilidades desprendidas de los lenguajes particulares de las
disciplinas, refiriéndome con ello a las particularidades propias del
discurso en cada disciplina.

Este renglon es también motivo de desatencién lingtistico
funcional generalizada en nuestro sistema educativo, puesto que en las
actividades docentes no se abordan explicita v sistematicamente las
particularidades lingtiisticas propias de cada una de las disciplinas
objeto de estudio.

Por ofro lado, en la mayorfa de las actividades docentes se
aborda el uso del lenguaje especializado de una manera muy pobre en
lo que se refiere a sus componentes lingtfsticas, a decir, s6lo en la
componente sintictica.

Este hecho no es casual, sino el resultado -por un lado- de una
inconciencia colectiva relacionada con las componentes lingiiisticas
bésicas y -por otro- de la relativa facilidad que se obtiene al hacerlo de
esta manera, dejando de lado una componentes seméntica y por
supuesto, una pragmatica ya que es poco probable realizar esta Gltima
-al menos de manera competente y auténoma- cuando no se sabe de qué
se habla o se escribe.

El no temer en cuenta estos invariantes lingiisticos y las
diferencias morfol6gicas propias de los lenguajes especiales de las
disciplinas, trae como corolario natural en la préictica docente un
abordaje por demds inadecuado de los contenidos propios de cada
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disciplina, pues no es posible estudiar del mismo modo matemdticas
que literatura; por otro lado, es todavia menos probable el hacer
transferencias de un lengnaje disciplinar a ofro, como por ejemplo es
necesario hacer entre la conceptuacion desde el punto de vista de la

fisica respecto a un fenémeno y la expresién matemdtica que lo modela.

Aprender a aprender desde esta perspectiva, spone una
competencia lingiifstica -tanto de la lengua materma como de los
lenguajes disciplinares especiales-, constituyéndose el ejercicio
continuo  de la oralidad y escritira en estrategias de
accién-investigacion para el aprendizaje y la propioceptividad del
evento constituido por el propio aprendizaje o bien, como im elemento
de exo-referencia.

En relacion a los métodos de frabajo disciplinares podemos
afirmar, que como producto de no abordar sisteméticamente el estudio
de los invariantes linghisticos y las diferencias morfolégicas propias de
las disciplinas, no hay una exhibicién de los recursos de los que un
estudiante puede hechar mano para construir su discurso.

De esta manera, el aprendizaje de las regularidades y diferencias
propias de las disciplinas en el uso de las finciones lingfifsticas como
medios para acercarse a un objeto de conocimiento especial, quedan
ocultos en la miseria del discurso docenle, que como antes indiqué, est:
eeneralmente limitado a la componente sintdctica en la mencién y uso
de las concepciones, categorfas, procedimientos y técnicas de las
disciplinas que se abordan.

En resumen, 1a ensefianza de los métodos debiera darse en el
ejercicio de la oralidad y escritira en los diversos campos

dizciplinares, buscando el nso de los lenguajes especiales y materno en
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una direccién abarcante de sus componentes, a saber: sintictica,
semdntica y pragmética.

Finalmente, el aprendizaje individual dé los métodos se logra
bajo las condiciones del pérrafo anterior, en cuanto se’ logran
explicaciones conceptuales y/o categoriales; en cuanto se es capaz de
plantear y resolver problemas propios del nivel escolar; en cuanto se es
capaz de reportar los diferentes momentos del trabajo de investigacién,
experimental en el laboratorio, bibliografica o de campo: en cuanto a
definir condiciones y requerimientos de un problema, de formular
hipétesis, conjeturas, de demarcar un problema conceptualmente, de
-verificar y/o evaluar la validez de un resultado y defenderlo con una
argumentacién; en suma cuando se es capaz de comunicar y argumentar

oralmente y por escrito de una manera competente, transformando en
este saber y hacer su ecologia epistémica.

Es asi, que podria postularse el que los fines y compromisos de
las organizaciones e instituciones educativas tuvieran una tarea quizé

més modesta pero realista y no menos importante: la de asegurar el que
las actividades docentes de profesores y estudiantes se desarrollen en

un entorno lingiifsticamente rico (competente) y/o en contacto con el

mayor niimero de lenguajes posible. i

Software Matemiitico de la
Universidad de Arizona

Los antecedentes, resefia y déscripcién de mi contacto con este
software tiene que ver con la necesidad de compartir la existencia de un
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recurso tecnoldgico que en mi opinién, puede resultar de invaluable
ayuda para la docencia en matemsdticas en todos los niveles educativos.

Antedecentes

En Agosto de 1992, la Universidad de Arizona ofreci6 dentro del
programa auspiciado por la National Science Foundation para la
introduccién de tecnologia en apoyo a la ensefianza de las mateméticas,
un primer taller para dar a conocer y compartir el Softwire creado y
probado por esa universidad a otras universidades en el Consorcio de
la Universidad de Harvard y colegios de Estados Unidos de
Norteamérica asi como de las regiones aledafias.

Entre las regiones aledafias se encuentra Sonora, siendo en esa
ocasién invitada especial la Universidad de Sonora , a la que asisti
como uno de los dos representantes de ésta ltima y desde entonces en
auxilio de los Dres. David Lovelock y David Lomen en la difusion de
este software al interior de nuestro pats.

A la fecha se ha participado en la organizacién de dos talleres al
interior de nuestra universidad y auxiliado a los autores en
presentaciones en el Centro de Supercémputo del Instituto Politécnico
Nacional, en el Centro de Ciencias de Sinaloa y en la Universidad
Auténoma de Yucatén.

Descripcién
Filosofia

La intencién de los autores no ha sido crear un "gran paquete” que
pueda hacer muchas cosas sino el crear un comjunto de programas
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independientes tales que aunque cada uno de ellos s6lo permita abordar
una temdtica especifica, ésta sea atendida de manera realmente ampliay

eficiente.

Otro de los aspectos especialmente atendidos es el relacionado
con la presentacién de la interfase gréfica de interaccién con el usuario
en menis homogéneos, de tal manera que basta invertir entre treinta y
cuarenta y cinco minutos en la capacitacién de interaccién con uﬁq de
ellos para que el usuario pueda explorar de manera auténoma cualquier
otro programa de la coleccién.

Las dos ideas anteriores tienen su motivacién en el problema que
ge tiene con los grandes paquetes multiusos en los que se emplea
demasiado tiempo en aprender sus comandos, s6lo para que en la
proxima ocasién se nos hayan olvidado y tengamos que consultar el
manual.

En el desarrollo de estos programas, los autores han puesto
especial énfasis en que las temdticas puedan ser abordadas en la
medida de lo posible, atendiendo en las representaciones a través de
los programas, lo que ellos llaman la regla de tres: representacién
gréfica, numérica y analftica.

Por otro lado las tareas elegidas como problemas de realizacién
de software adicional o caracteristicas especiales para alguno de los
programas ya hechos, se obtienen invariablemente de las necesidades
planteadas por los profesores: a raiz de un problema docente relevante
o a partir de una idea prometedorp para impulsar tal o cual
conceptuacién en el aula.
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Es asi, que el Software Matemdtico de la Universidad de
Arizona, compila la solucién de gran cantidad de problemas docentes
de representacién y cémputo matemético.

Programas

A la fecha, este software cuenta con alrededor de cincuenta
programas que permiten apoyar el trabajo de ensefianza y aprendizaje.

En su organizacién general podemos precisar ftres grandes
apartados: ARE YOU READY?, SLIDE SHOWS y TOOLKITS; los
cuales se describen a continuacion:

* ARE YOU READY?

El propésito de este apartado es el poner a disposicién de los
estudiantes una coleccién de programas de cémputo para que revisen
aquellos materiales de los cursos anteriores que son esenciales para el
éxito en el curso que actualmente estdn llevando. Afin més, los
programas identifican las 4dreas débiles y recomiendan wna accién
apropiada (usualmente referenciadas a la coleccién Schaum, ya que son
obras de fécil acceso econémico y ademds porque permanecen méis o
menos estables).

+ SLIDE SHOWS

Esta es una coleccién de imégenes pregrabadas accesibles a
cualquiera que lo desee, o imdgenes de funciones que usualmente es
dificil o imposible graficar en el pizarrén. Algunas de ellas estdn
animadas y algunas ofras hacen acercamientos (“Zoom'’) sobre la
gréfica de la fimcién.

+ TOOLKITS

Estos son programas que permiten apoyar el trabajo de los
profesores y los estudiantes tanto al interior como al exterior de las
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clases. Algunos de ellos alientan el trabajo auténomo proponiendo
actividades. Todos ellos tiene menGs de cortina y estdn documentados
en sf mismos con ayudas en linea sensibles al contexto.

Algunos Fjemplos De Uso

Fortune

Uno de los programas mds ttiles en el Software Matematico de la
Universidad de Arizona es el denominado Fortune.

Su nombre es la contraccién de dos palabras del habla inglesa,
Formula-Tune, de tal manera que atendiendo al sentido que esta
contraccién pudiera tener, el nombre habla de la posibilidad real de

"sintonizar” féormulas.

Lo antes descrito permite abordar con éxito el problema de la
determinacion de patrones generales de representacién gréfica, usando
el recurso de tomar como semilla generadora a la gréfica de una
fimcién y = f{x) y a continuacién estudiar ¢l patréon de los efectos que
sobre la grifica de esta semilla son generados por los pardmetros @, b y
€

En esta direccion, es posible introducir hasta un méximo de dos
funcjones a manera de semillas generadoras y estudiar los efectos que
sobre sus grificas realizan los cambios en los valores de los
parametrosa, by c.

En resumen, a partir de la gréfica de y = f{x), es posible estudiar
el patrén de efectos sobre la grifica de ésta, a través del estudio
dindmico sobre los parémetros de la expresi6n y=a*/{x-c) +b.
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En el cuadro anterior,

expresién y =a*sen(x-c) +b .

la fincién que actud como semilla
generadora fue la funcién y = sen x a la que se ha cambiado de manera
aislada los valores de @, haciendo que el valor de b y ¢ sea nulo en la

De manera anédloga es posible "aislar” el efecto de b haciendo

que a = 1 yeldec =0,y finalmente para el caso de c, haciendo que &

=0ya=1.

En las siguientes dos pantallas se presenta lo antes descrito:
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en donde aparecen las grificas de Ax)=x, g(x)= ﬁ y la de
fln)-gx)=x- .

Notese el menii en el que es posible hacer elecciones, que
incluyen los casos de conmutacién de la diférencia y el cociente asi
como la composicién grifica de funciones.

Cabe comentar que el desarrollo de cuasialgoritmos de
graficacidn no es posible sin la observacion de gran cantidad de casos
y la posibilidad de interaccién con ellos en un corto tiempo.

En este tipo de actividad la computadora resulta de ayuda
invaluable, pues al reallizar la "aritmética” de valuacién de las
funciones y su representacion en el plano, tenemos tiempo de usar el
cerebro para atender asuntos més relevantes.
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Es posible introducir los datos manualmente o a través de una
interfase electrénica entre los sensores -que permiten medir distancia,
temperatura, PH, luminosidad, etc.- y la computadora.

Este programa permite hacer andlisis tanto gréfico como
analitico, lo que permite formular una hipétesis sobre el modelo
funcional que podria tener el compértamiento proporcionado por los
datos experimentales y verificarlo graficamente. 'En resumen, permite
ajustar una funcién a un conjunto de datos.

En el siguiente cuadro aparecen los datos experimentales
relacionados con la temperatura de una taza de café conforme transcurre
el tiempo. En el cuadro aparece también un comentario que permite
recordar la procedencia de los datos y las condiciones de realizacién
del experimento.

iri:I'-“-;L':- e tawwdpn Pepdwoids Dk On B i
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Una vez "cargados" los datos, es posible representarlos en un
sistema de coordenadas con el fin de tener una primera impresién de
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los mismos y explorar la pogibilidad de formular una hipétesis acerca
del "modelo” de comportamiento.

De entrada, la opcién join (une los puntos con segmentos
rectilineos) me permite descartar la hipétesis de un modelo lineal,

puesto que me proporciona una poligonal.

Sin embargo quedan por explorar -al menos- la posibilidad de
ajuste de una hipérbola, de una pardbola o de una exponencial. A juzgar
por el tipo de datos que estamos intentando modelar (temperatura de
una taza de café conforme pasa el tiempo) no podria ser una pardbola
(concavidad positiva), pues no esperarfamos que dejando enfriar una
taza de café, su temperatura se incrementara pasado un cierto tiempo.

Mi4s bien, se esperarfa un comportamiento asintético a la
temperatura ambiente conforme transcurre el tiempo, es decir
esperarfamos que e] modelo tuviera una asintota horizontal a la altura
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de 22° C, por lo que quedan como candidatos una hipérbola o una
exponencial.

Para este efecto, es posible manipular los datos y analizar los
primeros los primeros dos cocientes de diferencias tanto de los datos
tal v como han sido introducidos, como bajo cualquier ofra
transformacién sobre ellos, ya que es posible manipular los de ambas

variables. i

Consideremos entonces que los datos se comportan de acuerdo al
modelo hipotético y =ae " +¢.

De los tres parémetros que concurren en la expresion anterior, el
mas sencillo de determinar es posiblemente ¢, ya que como antes hemos
dicho, por la naturaleza del correlato estudiado (temperatura vs
tiempo), es de esperarse que tenga un comportamiento asintético
horizontal en ¢ = 22 (la temperatura ambiente), por lo que ya no nos
preocuparemos por él.

Si los datos experimentales se comportan segin un modelo del

tipo y =ae®* | entonces los primeros cocientes de diferencias del
correlato logy v.s. x, deben acusar un comportamiento mds o menos

constante, lo que es posible verificar inmediatamente, como se muestra:
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Asf pues, dado el comportamiento aproximadamente constante de
los primeros cocientes de diferencias del correlato logy vs x, nos

permite apoyar la hipétesis de que el comportamiento de general de los
datos es de la forma y =aeb +¢, en la que como antes indicamos ¢
debe ser igual a 22 por la naturaleza de los datos.

Por otro lado, en x = 0, y debe ser igual a 83 segtin los datos, por
lo que tenemos que @ = 6.

Para encontrar el valor del pardmetro b, basta sustituir cualquiera
de las parejas de datos y los valores de los pardmetros a y ¢. De donde
al sustituir x y y por 14 y 57.8 respectivamente, obtenemos que b =
-0.038.

De aqui que se propanga como modelo de comportamiento de los
datos ' experimentales, el proporcjonado por la funcién
p=61¢~ %%+ 22 Con este modelo ep mente, podemos definir la
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funcién y graficarla simultineamente a los datos experimentales para
visualizar el nivel de ajuste logrado por el modelo propuesto, como se
muestra enseguida.

Esta primera aproximacién se puede mejorar si en lugar de
introducir el valor de los parametros calculados algoritmicamente,
introducimos la expresién general y =ae®*+¢ , y aprovechando que
ya conocemos de manera muy aproximada sus valores, podemos
menearlos (twiddle them) y obtener un mejor ajuste.

Esto altimo lo podemos juzgar por la medida del error cuadratico
medio que aparece a la izquierda de la pantalla, mismo que en la
gréfica anterior ha sido cuantificado en 8.94.

La siguiente gréifica fué ajustada manualmente, aunque tomando
como guia los valores antes calculados, y el modelo obtenido fue
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y= 58— 03645x 4 i

para la que el error cuadratico medio fué cuantificado por el
propio programa en 4.09.

e

De donde juzgamos que, este modelo proporciona un mejor ajuste
general que el anleriormente propuesto con base en cdlculo algoritmico
y que, sin lugar a dudas pueden obtenerse mejores.

Los programas antes resefiados, permiten desarrollar modelos
matemgticos fimcionales para gran cantidad de situaciones problema
Lo que es mejor, ya es posible transitar desde la captura de datos
experimentales hasta la fincién que modela ese comportamiento, para
luego dar respuesta (usando el modelp) a las preguntas que nos
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hagamos en relacion con las variables de |nterés en el experimento.
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Iterate

Inicialmente debe ser introducida una funcién a la memoria de la
computadora, lo que supone el que la fimcién f{x) sea definida,
proporcionando el valor de x que va a servir como semilla de la
iteracién del proceso, proporcionadndo el valor méximo y minimo que
se desea examinar, y , si la definicién de f{x) incluye @ o b, se espera
que usted proporcione sus valores. Por ejemploy si usted define la
funcién f{x) = ax(! - x), podrfa indicar a x = .9, como el valor inicial,
el valor minimo de y = 0, el méximo y = 1 y el valor inicial dea = 2.2.

El programa dispone de ocho rutinas de iteracién, llamadas
Numerical Iterates, Plot Iterates, Successive Iterates, Graphical
Analysis, Attractors, Density Distribution Aralysis, Inritial Data
Dependence y Orbit Diagrams.

Numerical Iterates. Esta rutina genera los valores de las
recursiones del proceso definido por f{x), empezando con el valor de x

propuesto como semilla inicial.
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Successive Iterates. Esta es una rutina que construye la gréfica de
fix) donde el rango y el dominio han. sido seleccionados
autométicamente. El valor incial de x =x , no es usado. Superimpuesta a
esta gréfica estardn las gréaficas de las sucesivas composiciones de f{x).

Para la funcién en el ejemplo, se puede observar facilmente que
la pardbola inicial estd siendo "achatada" m4s y mds, estebilizdndose la
"mesa” a la altura de un valor entre .5 y .6. Para la grafica de las
iteraciones sucesivas fie usado el valor inicial de x =. 9.

- -l.|.'. "i nEsn ..-,.-.'.'J ’-.'lp!nv i..'l-- i aREEEARS .u‘i

Finalmente si cambiamos @ = 3.2 y repetimos este proceso,
tenemos otra representacién visual de un ejemplo de duplicacién de
periodo.
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Graphical Analysis. Esta rutina construye una gréfica inicial de
fix), donde el rango ha sido seleccionado autométicamente igual al
dominio y superimpuesto a todo esto la grifica de la linea y =x. Su

- valor inicial es usado ahora para generar la sucecién de composiciones
de f{x), usando un diagrama de "telarafia’ (cobweb-like diagram). Para
la funcién del ejemplo, la "telarafia” converge rdpidamente a un nimero
entre .5 y.6.

it

Si cambiamos @ = 3.2 y repetimos este proceso, la rutina nos

proporciona otra representacion de la duplicacién de periodo.
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Attractors. Esta rutina grafica los "atractores” de una funcién,
esto es, una grafica de x (horizontalmente) vs f{x) (verticalmente). Da
inicio con los valores inciales de @ y x, .itera 200 veces la funcién y
luego grafica los siguientes 50 valores de la iteracién en la pantalla.

Density Distribution Analysis. Esta rutina grafica la "densidad de
la distribucién” usando el valor inicial x,. El usuario es requerido por
el nimero de subintervalos que desea usar (de 2 a 250). Conforme cada
iteracién es calculada, esta es puesta en los subintervalos del dominio
construyendo de esta manera un histograma. Esta operacién continta
hasta que uno de los subintrevalos contiene 200 datos. Después de que
el histograma es construido, usted puede iterar un conjunto de puntos
tomado de esta distribucion.

La computadora cuenta el nimero de puntos que hay en cada uno
de los subintervalos. Enseguida hace una iteracién sobre estos puntos,
donde cada punto es tomado de los subintervalos originales en
proporcién a la altura de cada barra en los subintervalos. En la parte
media superior se muestra el histograma viejo y el la mitad inferior se
muestra el histograma iterado. Esto es usado para ilustrar el concepto
de invariancia de la medida.

Initial Data Dependence.. Esta rutina estd disefiada para
demostrar 1a "sensitividad” a las condiciones iniciales. Se espera que
usted proporcione dos valores iniciales (x, y x,) y entonces estos y sus
iteraciones son graficadas una contra otra.

Orbit Diagrams. En esta rutina, si la funcién definida contiene al
parémetro a, le serd requerido el valor mfnimo y méximo de a. El valor
inicial de @ ser4 ignorpdo. A continuacién se obtiene ung grafica de y
contra ¢ (a lo largo de} eje x). Empezando con su valor inigial de x, son
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calculadas las primeras 200 iteraciones pero no se grafican sino las
siguientes 50 para cada valor de a. Si para la fincién del ejemplo,
usted escoge a desde 2 hasta 4, se puede ver en la gréfica que en 2.2 las
50 iteraciones estén todas en el mismo punto, entre .5 y .6., mientras
que en 3.2 oscilan entre dos valores diferentes.

AN N e Sl e

Otras ramas del Menit principal

Los programas que hasta aquf han sido someramente comentados,
corresponden a la opcién a. Toolkits en el mend principal del Software
Matemsdtico de la Universidad de Arizona

La segunda opcion en ese menil, h.Are You Ready?, agrupa a
ocho programas que ponen a prueba al estudiante al proporcionarle una
bateria de diez cuestiones en el formato de opcién multiple, con el fin
de que auxiliandose de l4piz y papel elija alguna de las respuestas
propuestas. Los programas son denominados genéricamente "R U
Ready For", y los hay para: Intermediate Algebra?, College
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Algebra?, Calculus I?, Bussines Calcullls?,' AP Calculus (AB)?,
Calculus II?, Calculus III?, ODEs?.

La pantalla cardtula, tipica para esta seccién de programas, es
como la que se muestra enseguida en la que aparece desde una frase
célebre para inspirar al frabajo hasta un ment de cpciones para
emprenderio. 3
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La siguiente pantalla corresponde al formato tipicc de las
preguntas que se hacen, en este caso de Calculo IMI, en su opcién de
funci ones.
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Rallgios Cuiterales...

En la opcién ¢. Slide Shows del men( principal, se encuentran
pregrabadas (es decir no interactivas) algunas demostraciones de
algunos temas frecuentes en educacién matemética. Entre ellos podemos
encontrar la exhibicién de una argumentacién grafica plausible para la
regla de la cadena. En la siguiente figura, desafortunadamente se ha
perdido el sentido dindmico de la demostracién.

En la opcién d. Teacher Aids, encontramos algunas
demostraciones interactivas, entre las que se cuenta la demostracién
dinamica de la variacion de los valores del seno y el coseno conforme
varfa el angulo central en un un cfrculo unitario.
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No obstante mi esfuerzo, la riqueza de lo dindmico se ha perdido
en la figura estdtica anterior, asf que lo mejor es que el lector consigay

use el programa.

Comentarios

En este capitulo se han mostrado argumentos que evidencian tanto
la necesidad de nuevos recursos tecnolégicos en equcaciﬁn mateméatica,
como la existencia de satisfactores para esta necesidad.

En esta situacién en la que necesidad y satisfactores estén
identificados en su existencia y factibilidad, queda pendiente la
existencia del eslabén que les daria sentido a ambas cosas: el usuario.






Avew3

THe UNIVERSITY OF

ARIZONA

Tucson Arizona

Software matematico de la
Universidad de Arizona

Podemos ubicarlo dentro de ftres apartados: ARE YOU
READY?; SLIDE SHOWS y TOOLKITS.

ARE YOU READY?

El propésito de estas series es el poner a disposicién de los
estudiantes una colecciéon de programas de cémputo para que revisen
aquellos materiales de los cursos anteriores que son esenciales para el
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éxito en el curso que actvalmente estdn llevando. Aln més, los
programas identifican las 4reas débiles y recomiendan una accién
apropiada (usualmente referenciadas a la coleccién Schfmm, ya que son
obras de facil acceso econdémico y ademas porque no son revisadas
peri6dicamente). Programas dlspombles

ARE YOU READY FOR INTERMEDIATE ALGE.ZBRA? |
ARE YOU READY FOR COLLEGE ALGEBRA?

ARE YOU READY FOR CALCULUS?

ARE YOU READY FOR BUSINESS CALCULUS?

ARE YOU READY FOR AP CALCULUS (AB)?

ARE YOU READY FOR CALCULUS II?

ARE YOU READY FOR CALCULUS HI?

ARE YOU READY F OR ODES?

SLIDE SHOWS

Esta es una coleccién de imégenes pregrabadas accesibles a
cualquiera que lo desee. Estas son imdgenes de funciones que
usualmente es dificil o imposible graficar en el pizarrén. Algunas de
estas est4n animadas y algunas otras hgcen acercamientos (*'Zoom’")
sobre la gréfica de la funcién: Programas disponibles:
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FUNCTIONS. Este consiste de grdficas de funciones usadas
frecuentemente en célculo, tales como Sen(1/x), xSen(1/x), Sen x/x, y
aquel viejo discurso de una funcién continua en todas partes pero no
diferenciable en parte alguna.

TROUBLE. Este programa demuestra el peligro asociado al
graficar una fincion mediante el recurso de ubicar un mimero
“suficiente’” de puntos y luego juntarlos con una linea.

)

NEWTON'S METHOD. Muestra la aplicacion del Método de
Newton graficamente. Algunas imdgenes muestran como fimciona,
mientras que otras ejemplifican casos donde se obtienen errores.

TAYLOR SERIES (SLIDE SHOW). Se muestran imédgenes de las
expansiones polinomiales de varios grados correspondientes a exp x,
Sen x, Cos x, etc. Contiene también algunas demostraciones visuales de
convergencia y divergencia.

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS. Contiene ejemplos
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, inciuyendo una familia
uniparamétrica de curvas, la poblacién de US y el crecimiento
logistico, el enfrigmiento del café y la ley de Newton, los métodos de
Euler y Runge Kutta y su fiabilidad, vibraciones no amortiguadas,
construyendo una fincién a partir de su serie de soluciones y fiinciones
de Bessel.

SERIES DE FOURIER (SLIDE SHOW). Se muestran las sumas
parciales de Series de Fourier para la onda triangular, la onda
cuadrada, la onda de dientes de sierra, 1a expansién en cosenos del Sen
x, y una onda cuadrada interrumpida. Se muestran el fenémeno de Gibbs
y otros de convergencia no uniforme.

VIBRATING STRING. Este es un conjunto animado de imdgenes
que muestran cémo se genera una onda estacionaria a partir de dos
ondas que se desplazan.
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PDE1, PDE2 Y PDE3 (Tres discos). Se muestra la golucién
exacta de una ecuacién de onda para tres condiciones: iniciales
diferentes. (PDEI una joroba suave, PDE2 una funcién escalén, PDE3
una joroba ftriangular). A continuacién son superimpuestas varias
aproximaciones numéricas sobre la solucién exacta de tal forma que
pueden ser vizualizadas la precisién y estabilidad del esquema
numérico.

TOOLKITS.

i

Estos son programas que permiten apoyar el trabajo docente de
los profesores y los estudiantes tanto al interior como al exterior de las
clases. Algunos de ellos alientan el trabajo auténomo proponiendo
actividades. Todos ellos tiene meniis de cortina y estén documentados
en sf mismos con ayudas en linea que son sensibles al contexto.

BAYES'S THEOREM. Tiene que ver con probabilidades, con
probabilidades condicionales y con el Teorema de Bayes y cémo
pueden ser usados para la Biisqueda y Rescate de un individuo perdido
en un ambiente hostil.

COMPLEX NUMBERS. Despliega graficamente la suma, el
producto, el cociente, el conjugado, etc., de nimeros complejos.
También posee un apartado ladico para probar el entendimiento del
usuario sobre estos conceptos.

CONICS. Este programa proporciona las graficas de las conicas
como casos particulares de la ecuacién general de segundo grado. Las
constantes que se usan usualmente en esta férmula, pueden ser
cambiadas y las curvas pueden serexhibidas de nueva cuenta. Contiene
también demostraciones que muestran la gonstruccién de las cénicas.

DIVISION ALGORITHM. El usuayio propone polinomios reales
con coeficientes enteros. Este paquete le ayudard a encontrar el MCD, y
también a ejecutar el algoritmo de Sturm y la identidad de Bezout. Los
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coeficientes de todos los polinomios son almacenados y mostrados
como nlmeros racionales.

FEURBACH'S THEOREM. Le permite experimentar con el
tamafio de un fridgngulo y ver los circulos inscritos, excritos,
circumscritos y el efrculo de los mieve puntos. Esté disefiatdo para dar
una representaci6n pictorica del Teorema de Feurbach.

FINDPOLY. Le proporciona al estudiante cﬁalquier informacién
acerca del polinomio seleccionado (su grafica, su derivada, sus ceros,
su valor) excepto cudl polinomio es. El estudiante tiene que identificar
el polinomio. Disefiado para Célculo L

FORTUNE. Este paquete permite ver simulténesmente las
graficas de f{x) y de g(x) con pardmetros a, b y c. Enseguida los
parametros pueden ser sintonizados (Ttuned’”) y las gréficas
reconstruidas con los nuevos valores de los pardmetros. Contiene
algunas actividades.

FOURIER SERIES (TOOLKIT). Construye los primeros 20
“polinomios”” de Fourier de las series de Fourier de f{x). El programa
computa los coeficientes de Fourier numéricamente o bien, el usuario
puede proporcionarlos explicitamente.

HISTOGRAM. Calcula la media, mediana y desviacién estdndar
de un conjunto de datos. Genera también un histograma, una gréfica de
barras, una grifica de caja y bigotes (box and whisker plot) y una
grafica de tallo y hojas (stem and leaf plot).

IDENTIFY. Un programa que permite probar cudndo un
estudiante puede identificar funciones polinomiales, finciones
racionales, fimciones trigonométricas, finciones exponenciales y
logaritmicas. La computadora proporciona la gréfica de una fimcién
elegida del banco de fimciones del programa El estudiante debe
identificar esta funcion. Disefiado para pre-célculo.
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IMPLICIT FUNCTIONS. Proporciona la grdfica de Ink finciones
implicitas de la forma f(x,y)=0 y lag curvas de nivel para superfieies de
la forma z=f{x.y).

INTEGRAL. Ejecuta la integracién mumérica de f{x) usando
varias técnicas (extremo izquierdo, extremo derecho, punto medio,
trapezoidal, Simpson, Romberg, Gauss y Monte Carlo).

INTERPOL. Puede ser introducido un conjunto de datos y
entonces pueden ser superimpuestas las graficas de diversas
interpolaciones (incluyendo la interpolacién de Lagrange y la de tiras
cubicas [cubic splines]). )

ITERATE. Proporciona iteraciones de f{x) definidas hasta con
dos pardmetros a y b. El programa proporciona respuesta numérica y
grafica. Permite graficar los diagramas de orbitas y el anilisis grifico.
Contiene actividades con algunas ideas.

LIMITS. Este programa permite evaluar (por abajo, por arriba y
bilateralmente) el limite de f{x) a medida que x foma valores méds
cercanos a un nmero dado o a medida que x crece sin limite.

LINALG. Este es un paquete amplio de dlgebra lineal que permite
realizar manipulaciones de vectores u matrices. Contiene actividades e
ideas.

LINEINT. Este programa permita crear trayectorias en el plano
xy v evaluar muméricamente integrales de linea a lo largo de las
trayectorise definidss.

LINSYS. Permite resolver graficamente sistemas de ecuaciones
linealea con dos incégnitas. Disefiado para College Algebra.

OLDES. Este programa permite graficar las soluciones numéricas
de ecuaciones diferenciales ordinarias de 1° y 2° orden con pardmetros
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a, b y c. Entonces estos pardmetros pueden ser sintonizados (**tuned’’) y
la gréfica reconstruida.

POLAR EQUATIONS. Este programa permite graficar
ecuaciones polares y ecuaciones paramétricas bidimensionales que
continene pardmetros a, b y ¢. A continuacién estos pardmetros pueden
ger sintonizados ('tuned’’) y la gréafica reconstruida.

ROOTFIND. Este programa calcula las rhices reales de f{x)
usando varias técnicas (biseccién, Newton, secante, falsa posicién).
También proporciona la grafica de f{x) de tal forma que la raiz pueda
ser determinada ** 2 ojo”".

SEQUENCE. Este programa despliega los valores de la sucesion
a(n) y sus sumas parciales, ambas numéricamente y graficamente.
Contiene un demo de la prueba del Teorema del nuevo arreglo de
Riemann.

SIMPLEX. Este programa ejecuta el Método Simplex en tres
modos diferentes, a saber: la computadora ejecuta el método y muestra
la respuesta, la computadora ejecuta el método y muestra los pivotes o
el usuario ejecuta el método paso a paso usando la computadora.

SLOPES. Este programa permite graficar. los campos
direccionales y las curvas integrales (por el Método de Euler o el de
Runge Kutta 4) para ecuaciones diferenciales de primer orden,

dy/d=F(x,y)/G(x.y).

SYSTEMS. El programa grafica las soluciones numéricas de un
gistema de hasta 6 ecuaciones diferenciales ordinarias con pardmetros.
Estos pardmetros pueden ser sintonizados (““tuned’’) y la gréfica de la
solucién reconstruida. También pueden ser graficados una expresion y
un conjunto de datos proporcionados por el usuario. :
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TAYLOR POLYNOMIALS (TOOLKIT) El programa permite
graficar los primeros 20 polinomios de las series de Taylor de la
funcién f{x) alrededor de x=0. El usuario proporciona los coeficientes
explicitamente.

TRUTH TABLES. Este programa permite E!esplegar en pantalla

las tablas de verdad de expresiones construidas a partir de
propowivionss simples p, q y r con lag operaciones: or, and, not e

implies.
!
TWIDDLE. Este programa permite graficar f{x) con parémetros a,
b y c. A continuacién, estos pardmetros pueden ser ‘meneados’”
(“twiddled") y lagrafica de la funcién reconstruida con los nuevos
valores. Permite ajustar una funcién a un conjunto de datos. Contiene
actividades con ideas.

TWODMAPS. Este programa estd dedicado a las
transformaciones  afines  bidimensionales. El usuario puede
experimentar con fractales, encontrar eigen valores “'a ojo’’, mostrar
los efectos de un mapeo sobre un conjunto de puntos y muestra la
solucién de un conjunto de dos ecuaciones lineales.

UNITS. Este es un paquete numérico que permite convertir
unidades de un sistema a otro.

VENN DIAGRAMS. Este programa despliega graficas de
uniones, intersecciones, complementos, etc., de las expresiones
proporcionadas por el usuario. También posee caracterfsticas ladicas
que permiten probar el entendimiento del wusuario sobre estos
conceptos. ‘ '

VOTE. Este programa permite experimentar con cuatro diferentes
métodos de voto: el Método de Pluralidad, el Método de Conteo
Borda, el Método de Pluralidad con Eliminacién y el Método de
Comparacion de Parejas.
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A continuacién se listan algunos cursos y se identifican los

paquetes (toolkits) en los que podrian apoyarse:

ALGEBRA: Complex Numbers, Fortune, Implicit, Identify,
Iterate, Linalg, Linsys, Rootfind, Twiddle, Units, Venn.
|

TRIGONOMETR{A: Fortune, Polar, Twiddle.

CALCULO 1: Findpoly, Fortune, Identify, Implicit, Integral,
Interpol, Iterate, Limits, Linalg, Oldes, Rootfind, Slopes, Twiddle,
Units.

CALCULO 2: Fortune, Fourier, Implicit, Integral, Polar,
Sequence, Taylor, Twiddle.

CALCULO VECTORIAL: Implicit, Lineint, Polar.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: Fortune,
Implicit, Integral, Oldes, Rootfind, Slopes, Systems, Taylor, Twiddle.

ALGEBRA LINEAL: Linalg, Linsys, Simplex, TwoDMaps.

MATEMATICAS FINITAS Y DISCRETAS: Linalg, Simplex,

Venn.
CALCULO AVANZADO: Fourier, Sequence, Taylor.

ANALISIS NUMERICO: Fourier, Implicit, Integral, Oldes,
Rootfind, Slopes, Taylor, Twiddle.
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MATEMATICAS ELEMENTALES PARA PROFESORES:
Complex Numbers, Division Algorithm, Interpol, Venn.

COMENTARIOS GENERALES.

Cada uno de los paquetes relacionados en este documento han
sido instalados en médulos independientes por lo que es posible
accesar al directorio de interés para el usuario y copiarlo directé'mex‘lte
desde el servidor a su diskette para su uso personal. Se transcribe a
continuacién la leyenda que aparece en el documento original en el que
se autoriza a cualquier usuario a copiar libremente el software ademds
de algunas especificaciones relacionadas con los requerimientos
técnicos para correr los programas. | :

All software runs under MS-DOS (IBM compatible) version 3.1

" or greater, and usually requires 640 K and a CGA card. You may
distribute this software freely as long as there is no charge involved
other than a reasonable duplication and medias costs (not to exceed

$8).
For further information contact:
Mathematical Software,
Department of Mathematics,
University of Arizona,
Tucson, AZ 85721.

(602) 621-6892.

Bigena 214

vhernan@gauss.mat.uson.mx



Arewd

Este documento es una traduccién del documento de nombre
SOFTWARE, que ha sido cargado en el servidor al momento de la
instalacién del Software Matematico de la Universidad de Arizona.






