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Introduccion

Las Ecuaciones Diferenciales surgieron a la par del Calculo Diferencial (Népoles, 1998), a
partir de diversas problematicas presentes en la fisica. Ademas, Perdomo (2010) afirma que
“el concepto de ecuacion diferencial ordinaria estd estrechamente relacionado con el
concepto de derivada de una funcion, hasta el punto de poder considerarse como uno de los
usos que conforman la red de significados asociados al concepto de derivada” (p. 1). Por lo
cual en este trabajo se pretende promover la construccion de Ecuacion Diferencial
Ordinaria y sus soluciones a partir del andlisis de diversas situaciones de variacion, asi
como también a partir de la relacién entre la nociéon de derivada y la de Ecuacion

Diferencial Ordinaria.

Por lo anterior, se disefld una secuencia de actividades didacticas, la cual se divide en una
secuencia de inicio, una secuencia de desarrollo y una secuencia de cierre. La secuencia de
inicio tiene el proposito de reforzar la nocion de derivada, la secuencia de desarrollo tiene
el objetivo de promover un primer acercamiento al estudio de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO) y sus soluciones, y finalmente, la secuencia de cierre tiene el propdsito

de reforzar algunas de las nociones exploradas en las secuencias de inicio y de desarrollo.

En el capitulo 1 se responde a las preguntas de ;Por qué elegir el area de Ecuaciones
Diferenciales? y ;Por qué elegir especificamente la nocion de EDO? Ademas, se incluye la
importancia del uso de la tecnologia en el andlisis de las EDO, asi como también la
problematica asociada a la ensefianza y aprendizaje de éstas; una problematica detectada es
que los estudiantes asocian el concepto de ecuacion diferencial ordinaria con la
representacion analitica de ésta, ademds tienen problemas para establecer una conexiéon

entre la nocién de derivada y la de EDO.

En el capitulo 2 se describen diferentes trabajos dentro de la Matematica Educativa que
estan relacionados con las EDO y que reforzaron los elementos de justificacion y la
problematica detectada. Todos estos trabajos coinciden en que en la ensefianza de las EDO
se privilegia a la representacion analitica de éstas, por lo que consideramos como una
caracteristica importante de nuestra secuencia didactica el promover el analisis de las

diferentes representaciones de una EDO. Otro de los referentes importantes de nuestro

7



trabajo, es el proyecto Inquiry Oriented Differential Equation (IO-DE) liderado por Chris
Rasmussen, en este proyecto se han desarrollado una gran cantidad de investigaciones que
se enfocan en trabajar en el area de las Ecuaciones Diferenciales, dicho proyecto tiene
como referente tedrico a la Educacion Matematica Realista (EMR) de Hans Freudenthal,

por lo cual elegimos a la EMR como una de las teorias que fundamenta nuestro trabajo.

En el capitulo 3 se plantea el objetivo general del trabajo, el cual se pretende lograr
mediante el disefio de la secuencia de actividades didacticas, teniendo en consideracion los
objetivos especificos planteados. En este capitulo incluimos los referentes teéricos de
nuestro trabajo, que como se menciond previamente es la Educacion Matematica Realista
(EMR) de Hans Freudenthal y la Teoria de Representaciones Semioticas (TRS) de
Raymond Duval.

En el capitulo 4, que corresponde a la metodologia, se describen los elementos
fundamentales que se contemplaron para el disefio de la secuencia de actividades
didacticas. También, se plantean los objetivos generales de la secuencia didactica y las
caracteristicas de ésta, asi como la descripcion de cada una de las Actividades que la

conforman.

En el capitulo 5 se presenta un analisis de la puesta en escena de la secuencia de actividades
didécticas, para el cual se desarrollaron tres tablas las cuales estan basadas en el principio
de los niveles de comprension de la EMR. En estas tablas se describe cada uno de los
niveles de comprension aplicados para la nocion de derivada y también para la nocion de
EDO, asi como una categorizacion para la valoracion de las respuestas dadas por los

estudiantes a la secuencia didactica.

En el capitulo 6 se presentan las conclusiones de este trabajo. En el Anexo 1 se muestran
las Actividades que conforman la secuencia de actividades didacticas y en el Anexo 2 se
presenta la descripcion de los applets disefiados en GeoGebra, con los cuales se trabaja en

la secuencia de actividades didacticas.



Capitulo 1.

Justificacion y Problematica

1.1 Elementos de justificacion

La importancia que tiene la ensefanza y el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) en el nivel superior, se asocia a varios hechos, uno de ellos es que
contribuye a la formacién de los estudiantes de distintas areas de la ciencia y la ingenieria,
varios autores hacen alusion de ello. Por ejemplo, Moreno y Azcérate (2003) mencionan en
su trabajo, la importancia que tiene el hecho de que la materia de Ecuaciones Diferenciales
aparezca como uno de los primeros cursos universitarios en carreras como la quimica y la
biologia, por ser una herramienta que puede ser de gran utilidad en un futuro para los
estudiantes que asisten a estos cursos y por la relacion que tienen con el uso de las nuevas
tecnologias. Referido a ello, Perdomo (2011) resalta la importancia que tienen las
ecuaciones diferenciales y afirma que “las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)
estan consideradas como uno de los topicos basicos en la formacion de profesionales de
especialidades relacionadas con la ciencia y la tecnologia, tal y como se refleja en los

curriculos de nivel universitario” (p. 113).

Algo que también hay que destacar, es la relacion que tienen las ecuaciones diferenciales
ordinarias con la vida cotidiana, ya que éstas ayudan a describir fenomenos de variacion
que ocurren en nuestro alrededor. Algunos autores hacen mencion de ello, como Napoles
(2003) que expone que las EDO nos ayudan a describir fendémenos de la naturaleza, que
estan relacionados con distintas ramas de la ingenieria o de otras ciencias. Mas aun,
Perdomo (2011) menciona que “permiten describir fendmenos de variacion y por tanto
resultan de utilidad para modelar, analizar y resolver numerosos problemas que surgen en

diferentes contextos” (p. 113).

Otra de las razones por las que se decidio trabajar en el area de Ecuaciones Diferenciales,
es que cuenta con muy pocas investigaciones desde el punto de vista de la Educacion

(Rasmussen, 2016).



1.1.1 Uso de tecnologia y Pensamiento variacional

Otro aspecto que también es importante mencionar, es la importancia del uso de la
tecnologia en las Ecuaciones Diferenciales, ya que ésta puede ser de gran ayuda para los
estudiantes, pues les permite realizar conjeturas y como lo menciona Gamboa (2007) esta
herramienta les sirve de ayuda para la resolucion de problemas, pues permite la exploracion
de otras representaciones y no solo de lo algebraico, lo cual puede apoyarlos para la
comprension de algun tema. Y también, Perdomo (2011) hace referencia de ello al indicar
que el usar herramientas tecnoldgicas en el analisis de las ecuaciones diferenciales

ordinarias, facilita el proceso de aprendizaje del estudiante.

Por ultimo, hay que recalcar que el estudio de las ecuaciones diferenciales permite
desarrollar el pensamiento variacional en los estudiantes del nivel superior, pues segin
Vasco (2003) “las EDO proporcionan herramientas muy poderosas para modelar, y la
manera actual de visualizar las ecuaciones diferenciales como campos vectoriales en el

plano permiten un acercamiento al pensamiento variacional” (p. 12).

1.1.2 La importancia de las ecuaciones diferenciales en la formacion de un
ingeniero

En esta seccion se realza la importancia que tiene para los estudiantes de ingenieria el curso
de Ecuaciones Diferenciales, adentrandonos un poco en el curriculo. Lo primero que hay
que saber, es que el curso se imparte en el nivel superior en licenciaturas afines a la ciencia

y la tecnologia e ingenierias.

Con esto, es importante destacar que el trabajo estd enfocado a estudiantes de ingenierias.
Para ello, es valioso realizar un analisis sobre la forma en como se trabaja en las diferentes
facultades alrededor del pais. Una organizacion que cuenta con Institutos que incluyen en
su oferta educativa gran cantidad de ingenierias, es el Tecnologico Nacional de México

(TNM).

Un aspecto importante por conocer en esta organizacion es saber bajo qué enfoque estan

disefiados sus planes y programas de estudio. En el articulo de Gamino y Acosta (2016), se

10



indica que el enfoque que predomina en el TNM es el enfoque por competencias. Y con
base en éste, fueron disefiados los planes y los programas de los cursos de las diferentes

ingenierias que se ofrecen y que hoy prevalecen.

Dentro de los planes de estudio de las diferentes ingenierias que se ofrecen en las
instituciones afines al TNM, el curso de Ecuaciones Diferenciales aparece en la mayoria de
ellas, resaltando asi, la importancia que tiene en la formacion de un ingeniero. Ademas, la
materia se encuentra ubicada en el cuarto semestre, en el cual cuenta con un espacio de
cinco horas por semana, coincidiendo con lo mencionado por Moreno y Azcérate (2003), al

presentarse como uno de los primeros cursos que son impartidos a los estudiantes.

En lo que refiere al programa del curso que se imparte en las diferentes instituciones afines
al TNM (2016), se pueden rescatar varios aspectos que fortalecen la elaboracion de este
trabajo, como la importancia que tiene el uso de la tecnologia, el trabajar con contextos y el

aplicar conocimientos de temas previos, como, por ejemplo, el de la derivada.

1.2 Descripcion de la problematica

Una practica recurrente en la ensefianza de las matemadticas es favorecer el aprendizaje
memoristico de definiciones y procedimientos matematicos. Es decir, la comprension de
una nocion matematica por parte de los estudiantes suele ser limitada al uso de algoritmos o
formulas, restdndole importancia a otros tipos de representaciones que pueden ser de gran
utilidad para lograr un conocimiento matematico concreto. En la literatura esto es
comunmente mencionado, y se hace hincapié¢ en la mecanizacion de procedimientos. Por
ejemplo, Flores (1997) afirma que “un problema importante y comun que se presenta en el
aprendizaje de las matematicas es que los alumnos mecanizan o automatizan un algoritmo o
proceso sin tener comprension cabal de las ideas y conceptos que estdn detras” (p. 49).
Ademas, Gamboa (2007) afirma que ‘“en la ensefianza de las matemadticas se ha puesto
mucho énfasis en el trabajo con ejercicios rutinarios a los cuales los estudiantes dan una
solucion mecénica, debido al énfasis que los profesores han dado a los procedimientos™ (p.

10).
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En el area de Ecuaciones Diferenciales esto no es diferente, pues segun Perdomo (2011) el
enfoque de la ensefanza habitual en el que se introduce el concepto de EDO a partir de su
definicion formal y los métodos algebraicos de resolucion supone un aprendizaje que no
perdura en el tiempo si €ste no se refuerza con razonamientos que producen dichos métodos
(este es el enfoque que recomienda el programa del TNM del curso de Ecuaciones
Diferenciales). También, Napoles (2003) menciona que, en la ensefianza de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, los conceptos que rodean al tema son evadidos o disfrazados con
una férmula o algoritmo, lo que no permite su comprension, y hace creer a los estudiantes y
en ocasiones a los profesores, que la formula es el concepto mismo. Ademas, Napoles,
Gonzalez, Genes, Basabilbaso y Brundo (2004) sefialan el predominio que se tiene hoy en
dia en la ensefanza de las ecuaciones diferenciales del uso de las representaciones
algebraicas, sobre las geométricas o las numéricas mismas y afirman que “esto ha traido,
como consecuencia, que se tenga una vision muy parcial de los métodos que existen para
resolver ecuaciones diferenciales, pues frecuentemente en el estudio de los modelos
deterministicos se requiere establecer articulaciones entre los diferentes acercamientos” (p.

46).

Otro aspecto que es importante resaltar, es la estrecha relacion que existe entre el concepto
de EDO vy el de derivada de una funcion, y es precisamente en este aspecto donde los
estudiantes no pueden encontrar una conexidén entre una y otra. Asi, de acuerdo con
Camacho, Perdomo y Santos-Trigo (2009), el estudiar las ecuaciones diferenciales requiere
de la comprensién del concepto de derivada y de establecer una relacidon entre éstas,
mediante el uso de las distintas representaciones asociadas. En particular, Perdomo (2010)
afirma que “el concepto de ecuaciones diferenciales ordinarias estd estrechamente
relacionado con el concepto de derivada de una funcién, hasta el punto de poder
considerarse como uno de los usos que conforman la red de significados asociados al
concepto de derivada” (p. 1). Y es ella misma que menciona en Perdomo (2011) que gran
parte de los estudiantes muestra dificultades para poder establecer una conexion entre estos

dos conceptos.

12



Capitulo 2.

Antecedentes de investigacion

En esta seccion, se hace una revision de algunas investigaciones en el area de Ecuaciones
Diferenciales desde el punto de vista de la Matematica Educativa, siguiendo primero lo que
se ha realizado de manera local, es decir, en el Posgrado de Maestria en Matematica
Educativa (PMME) de la Universidad de Sonora, continuando con algunas investigaciones
que se han realizado en el pais y en el extranjero. Para finalizar, se considera el proyecto
I0-DE (Inquiry-Oriented Differential Equation), el cual por su relevancia en el campo de la
investigacion sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de las EDO lo hemos

considerado como un antecedente fundamental de nuestro trabajo.

2.1. Trabajos relacionados

Primeramente, en el PMME de la Universidad de Sonora solo se ha realizado un trabajo de
tesis relacionado con las ecuaciones diferenciales, éste fue realizado por Rivera (2001), en
¢l se hace una investigacion sobre ;Cual es el sentido y significado que los estudiantes de
Ingenieria les asignan a las ecuaciones diferenciales, en general?, y (Qué papel juegan en la
adquisicion de dicho sentido y significado, profesores y textos? En especifico se trabaja con
estudiantes de distintas ingenierias que ya habian llevado el curso de Ecuaciones
Diferenciales en la Universidad Autonoma de Baja California. Es importante mencionar
que se obtuvieron resultados interesantes en este trabajo, ya que la autora comprobd que no
solo los alumnos, sino también, los profesores y los libros de texto, hacen uso en gran parte

de herramientas algebraicas, dejando de lado lo grafico e inclusive lo numérico.

En Balderas (2001) se expone una propuesta estructurada de integracion de la informatica
en la didactica de las ecuaciones diferenciales, en la cual se trabajé con estudiantes del
Instituto Tecnoldgico de Querétaro de varias carreras de la Facultad de Ingenieria. En
general, este trabajo habla de como el uso de la tecnologia, en particular de las

computadoras, ha beneficiado de gran manera a la educacion matematica, en especifico el

13



area de las Ecuaciones Diferenciales. Ademas, menciona como se puede aprender a hacer
matematicas a la par de aprender a usar la tecnologia, de tal manera que esto puede

promover en los estudiantes una vision mas completa e integral de la teoria.

En su trabajo, Hernandez (2009) presentd una propuesta de ensefianza de las ecuaciones
diferenciales de primer y segundo orden, basandose en el movimiento uniforme. Para esto,
disefid una serie de actividades didacticas de aprendizaje de las ecuaciones diferenciales en
el contexto de la fisica, las cuales aplicé a estudiantes de Ingenieria Mecanica y Eléctrica de
la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM). Se destaca en su investigacion
que los estudiantes son conscientes del procedimiento algebraico, sin embargo, son
incapaces de percibir el comportamiento grafico que tiene la soluciéon de una ecuacion
diferencial y menciona que esto viene como consecuencia de la descontextualizacion de la

materia.

Mas recientemente, Barrera, Téllez, Ledn y Amaya (2012) publicaron su articulo cuyo
objetivo fue probar como el uso de la tecnologia facilita la comprension de la solucion de
una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de forma grafica. En el estudio
participaron alumnos del tercer semestre de la Licenciatura en Sistemas Computacionales
de la Universidad Autéonoma del Estado de Hidalgo. En este articulo los autores rescataron
aspectos importantes, como el hecho de que, para poder graficar alguna funcién, los
estudiantes hacen uso de la representacion tabular, es decir, pueden establecer una conexion
entre estas dos representaciones, aunque lo hacen de manera inconsciente. También
mencionan las dificultades que muestran los estudiantes para manipular informacién en el
uso de herramientas tecnoldgicas, aunque el utilizarlas les permite reflexionar sobre lo que

se hace.

En cuanto al ambito Internacional, Dullius (2009) realiz6 un trabajo en el cual se propuso e
investigd una metodologia para abordar las ecuaciones diferenciales enfocada en
situaciones-problema. Para dicha investigacion, requirid de la elaboracion de una serie de
estudios, en los cuales se apoyd en profesores de Fisica y Matematicas y en estudiantes de
la Licenciatura en Ciencias Exactas de la Universidad Federal do Rio Grande do Sul, asi
como, en estudiantes de Quimica Industrial y de algunos cursos de Ingenieria del Centro

Universitario UNIVATES. Algunas de las conclusiones formuladas en este trabajo estan

14



relacionadas con la importancia que se le ha dado a lo algebraico en los cursos de
ecuaciones diferenciales, de tal manera que los estudiantes llegan a dominar los métodos de
solucion de éstas, pero no la concepcion que hay detras, a tal punto que saben que éstas
estan relacionadas con derivadas e integrales, pero no logran establecer una conexion de
forma conceptual. La autora también menciona la importancia que tiene la aplicacion de
problemas contextualizados y el uso de la tecnologia como recursos para obtener una

mayor comprension por parte de los estudiantes de las ecuaciones diferenciales.

Perdomo (2010) divide en dos fases su trabajo, en la primera de ellas analiza los
conocimientos que los estudiantes universitarios tienen con respecto a las ecuaciones
diferenciales ordinarias después de haber llevado el curso; la segunda fase tuvo como
objetivo el disefio y desarrollo de un modulo de ensefianza para estudiantes, donde es
introducido el tema de ecuacion diferencial ordinaria en un ambiente de resolucion de
problemas. Este trabajo fue dirigido a los estudiantes de primer curso de la Licenciatura en
Quimica. Y como conclusiones, Perdomo resalta que los estudiantes cuentan con un
dominio en lo algebraico de las ecuaciones diferenciales ordinarias, ademas de que no
pueden establecer una relacion entre los conceptos de EDO y de derivada de una funcioén, y
también muestran rechazo cuando se les plantea un problema que requiere del empleo de la
representacion grafica, especialmente cuando estd relacionado con un concepto

relativamente nuevo para ellos como es el campo de pendientes.

Algo que es comln en cada uno de estos trabajos, es el hecho de que los estudiantes, para
resolver una ecuacion diferencial, se basan en el procedimiento algebraico y dejan de lado
las otras representaciones que se pudieran utilizar. Algunos de los autores mencionan que
esto se da como consecuencia de la ensefianza de los profesores y el contenido de los libros

de texto, ya que éstos les dan prioridad a los métodos algebraicos.

2.2. Proyecto IO-DE (Inquiry-Oriented Differential Equation)

El proyecto I0-DE (Inquiry-Oriented Differential Equation) surge con el objetivo de
introducir en el proceso de ensefianza un elemento que permita analizar como piensan o
razonan los estudiantes, permitiendo contemplar no s6lo su desarrollo cognitivo sino

también aspectos relacionados con la clase de matematicas. Este proyecto abarca tanto las
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actividades del profesor como las de los estudiantes, que aprenden matematicas
participando en discusiones, planteando y entendiendo conjeturas, explicando y justificando

sus ideas y resolviendo problemas novedosos (Perdomo, 2010).

El equipo de investigacion que participa en este proyecto es numeroso (algunos de sus
miembros estan identificados en Rasmussen & Kwon, 2007, p. 190). Trabajan en torno a
tres objetivos relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales, enfocadas desde el punto de vista de los sistemas dinamicos. Esos objetivos

son:

e Que los estudiantes reinventen muchas de las ideas y métodos matematicos
fundamentales para analizar las soluciones de las ecuaciones diferenciales.

e Buscan tareas desafiantes, que reflejen situaciones reales, que sirvan de punto de
partida para que los estudiantes comiencen a indagar.

e Debe existir un balance entre el tratamiento de los enfoques analitico, numérico y
grafico. Estos enfoques deben surgir de forma mas o menos simultanea en las

realizaciones de los estudiantes.

Este ultimo objetivo viene motivado por los resultados mostrados por Rasmussen y
Whitehead (2003) que senalan que los enfoques graficos y cualitativos no se convierten de
forma automdtica en comprension conceptual, pudiendo quedarse en actividades de
manipulacion mecéanica analogas a las que se realizan cuando se utilizan los métodos
algebraicos de resolucion de EDO. Los autores proponen que se fomente que los
estudiantes expliquen y defiendan sus razonamientos y conclusiones en términos
matematicos, para evitar que se limiten a aprender una serie de procedimientos
(algebraicos, graficos...) sin ninguna conexion con otros aspectos del problema. Esta es una
de las caracteristicas que los investigadores pertenecientes a este proyecto han introducido

en la dinamica de aula (Perdomo, 2010).

Para desarrollar los tres objetivos descritos anteriormente, dentro del proyecto 10-DE se

realizan investigaciones dirigidas hacia tres areas relacionadas entre si:

e Adaptacion de un enfoque de disefio innovador de la ensefianza en los niveles

universitarios.
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e Estudio sistematico del pensamiento de los estudiantes mientras construyen sus
ideas e identificacion del conocimiento que necesitan tener los profesores para
respaldar lo que los estudiantes reinventen.

e Prestar atencion a la produccion social de significado y a las identificaciones de los

estudiantes.

El proyecto 10-DE tiene su base en los fundamentos de la Educacion Matematica Realista,
teoria basada en la idea de Freudenthal de que las matematicas deben estar conectadas a la

realidad (Perdomo, 2010).

Desde el punto de vista de la EMR, los estudiantes aprenden matematicas por un proceso de
matematizacion de situaciones reales y de su propia actividad matematica. Freudenthal
define la matematizacion como el proceso por el cual se organizan los aspectos clave de la
materia en un nivel para producir nueva comprension en un nivel superior (citado en
Rasmussen & Kwon, 2007, p.191). Las situaciones reales incluyen tanto problemas
enunciados en un contexto no matematico como matematico, siempre que este resulte
cercano para el estudiante. El proceso de matematizacion se caracteriza por la realizacion
de una serie de actividades que persiguen generalizar, verificar, precisar y simplificar

(Rasmussen & King, 2000).

Ademas, el proyecto IO-DE amplié aiin mas el principio de reinvencion de la EMR para
incluir posibles puntos de partida debido a la tecnologia, ya que ésta puede revelar cosas
que histéricamente no podian ser reveladas (Rasmussen & King, 2000). Con relacién a ello,
Kaput, (1997) menciona que, “los entornos de aprendizaje del pasado pueden ser
significativamente diferentes de los de hoy y, por lo tanto, estar abiertos a las posibilidades

que ofrece la tecnologia alerta a los prospectos que de otro modo podrian no ser evidentes”.

Como se puede ver, las caracteristicas que se rescatan de los diferentes trabajos presentados
en esta seccion refuerzan la problematica y la justificacion de este trabajo, y eso da pie a la
elaboracion de nuestros objetivos del trabajo. Dichos objetivos son presentados en el

siguiente capitulo.

17



Capitulo 3.

Planteamiento de la propuesta y elementos teoricos

3.1. Objetivos de la propuesta.

3.1.1 Objetivo general.

Disefiar una secuencia de actividades didacticas para promover la construccion de la
nocion de ecuacion diferencial ordinaria y sus soluciones, de forma integrada con la
nocion de derivada, a partir del analisis de problemas practicos y apoyandose en el uso de

GeoGebra como recurso didactico.

3.1.2 Objetivos especificos

Para que se lograra el objetivo general que se propuso, se plantearon los siguientes

objetivos especificos:

e Diseiiar actividades de inicio para reforzar el concepto de derivada.
e Seleccionar contextos extra-matematicos que sean de interés para el estudiante.

e Disponer de disefos especificos que promuevan el uso de GeoGebra.

3.2 Consideraciones Teoricas

Consideramos como elementos tedricos que dan sustento a este trabajo a la Educacion
Matematica Realista (EMR), asi como también a la Teoria de las Representaciones

Semidticas (TRS) de Raymond Duval.

3.2.1 Educacion Matematica Realista (EMR)

La teoria de la Educacion Matematica Realista (EMR) surge alrededor de los afios 60 y fue

fundada por el matematico y educador aleman Hans Freudenthal (1905-1990), como
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respuesta al movimiento de la Matematica Moderna y al enfoque mecanicista que

predominaba en la ensefianza de las matematicas en Holanda en esos tiempos.

La Educacién Matematica Realista es una teoria global que cuenta con las siguientes ideas

centrales (Bressan, 2010):

e Pensar la matemdtica como una actividad humana.
e Aceptar que el desarrollo de la comprension matematica pasa por distintos niveles.

e Lareinvencion guiada de las matematicas.

Ademas, esta teoria cuenta con las siguientes caracteristicas (Zolkower, Bressan y Gallego,

2006):

e Los contextos y situaciones problematicas realistas como generadores de la
actividad matematizadora de los alumnos.

e El uso de modelos, esquemas, diagramas y simbolos como herramientas para
representar y organizar estos contextos y situaciones.

e La centralidad de las construcciones y producciones de los alumnos en el proceso de
enseflanza/ aprendizaje.

e El papel clave del docente como guia.

e [aimportancia de la interaccion grupal.

e La fuerte interrelacion e integracion de los ejes curriculares de la matematica.

Actualmente la Educacion Matematica Realista se basa en seis principios fundamentales,
los cuales fueron articulados por Treffers (1987) y han sido reformulados a lo largo de los

afios (Alsina, 2009 y Heuvel-Panhuizen, Drijvers, 2014):
e De Actividad.

En este principio, la idea fundamental de Freudenthal es que la matemadtica debe ser
pensada como una actividad humana a la que todas las personas pueden acceder y la mejor

forma de aprenderla es haciéndola (Alsina, 2009).

Heuvel-Panhuizen y Drijvers (2014) mencionan que en este principio “los estudiantes son

tratados como participantes activos en el proceso de aprendizaje” (p. 522).
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Ademas, se menciona que la finalidad de las matematicas es matematizar (organizar) el
mundo que nos rodea, incluyendo a la propia matematica. Siguiendo con esta idea,
Freudenthal (1968) menciona que “matematizar es organizar la realidad con medios

matematicos... incluida la matematica misma” (p. 7).

Otro aspecto que se menciona en este principio es que la matematizacion es una actividad
de busqueda y de resolucion de problemas, también es una actividad de organizacion de un

tema.
e De realidad.

La caracteristica mas importante que se aborda en este principio es que las matematicas se
aprenden haciendo matematicas en contextos reales, y por contexto real se refiere tanto a
situaciones problematicas de la vida cotidiana y situaciones problematicas que son reales en
la mente de los alumnos. Para esto, Freudenthal (1991) dice, “yo prefiero aplicar el término
“realidad” a lo que la experiencia del sentido comun toma como real en un cierto
escenario” (p. 17). En este sentido, Freudenthal también considera como contextos a
aquellos que son puramente matematicos, en cuanto €éstos sean significativos para los

estudiantes.

Ademas, Heuvel-Panhuizen y Drijvers (2014) mencionan que en este principio se “expresa
la importancia que se atribuye al objetivo de la educacion matematica, incluida la capacidad
de los estudiantes para aplicar las matematicas en la resolucién de problemas de la vida
real” (p. 523). Aunado a ello, los autores agregan que se debe iniciar la educacion
matematica con situaciones problemas que sean significativos para los estudiantes, con la
intencion de dar un significado a los conceptos matematicos que se desarrollan al resolver

el problema.
e De reinvencion guiada.

Primeramente, en este principio, se entiende como reinvencion guiada al proceso de
aprendizaje que permite reconstruir el conocimiento matemadatico formal. Freudenthal
(1991) menciona que “la reinvencion guiada significa encontrar un balance entre la libertad

de inventar y la fuerza de guiar” (p. 48).
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La educacion matematica debe dar a los alumnos la oportunidad guiada por el maestro de
reinventar la matematica (no crean, ni descubren, sino que reinventan modelos, conceptos,
operaciones y estrategias matematicas con un proceso similar a los que usan los
matematicos al inventarlas). Aqui el docente posee un papel bien definido como el sujeto
que media entre los alumnos y las situaciones problematicas en juego, entre los alumnos
entre si, entre las producciones informales de los alumnos y las herramientas formales, ya

institucionalizadas de la matematica como disciplina (Bressan, 2010).
e De niveles.

Freudenthal completa entonces el proceso de reinvencion con lo que Treffers (1987) llama
“matematizacion progresiva”. Los alumnos deben comenzar por matematizar un contenido

o tema de la realidad para luego analizar su propia actividad matematica.

Este proceso de matematizacion fue profundizado por Treffers (1978, 1987) y retomado por

Freudenthal (1991) bajo dos formas:

e [a de matematizacidon horizontal, que consiste en convertir un problema contextual
en un problema matematico, basdndose en la intuicion, el sentido comun, la
aproximacion empirica, la observacion, la experimentacion inductiva. En este

proceso se traducen los problemas desde el mundo real al matematico.

e La de matematizacion vertical, ya dentro de la matematica misma, que conlleva
estrategias de reflexion, esquematizacion, generalizacion, prueba, simbolizacion y
rigor (limitando interpretaciones y validez), con el objeto de lograr mayores niveles

de formalizacion matematica.

En este proceso de matematizacion progresiva, la Educacion Matematica Realista admite
que los alumnos pasan por distintos niveles de comprension. Estos niveles (Freudenthal,
1991) son: situacional, referencial, general y formal, y estan ligados al uso de estrategias,
modelos y lenguajes de distinta categoria cognitiva, sin constituir una jerarquia

estrictamente ordenada.

En el nivel situacional, el conocimiento de la situacion y las estrategias es utilizado en el
contexto de la situacién misma apoyandose en los conocimientos informales, el sentido

comun y la experiencia.
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En el nivel referencial aparecen los modelos graficos, materiales o rotacionales y las
descripciones, conceptos y procedimientos que esquematizan el problema, pero siempre

referidos a la situacion particular.

El nivel general se desarrolla a través de la exploracion, reflexion y generalizacion de lo
aparecido en el nivel anterior, pero propiciando una focalizacion matematica sobre las

estrategias, que supera la referencia al contexto.
En el nivel formal se trabaja con los procedimientos y notaciones convencionales.

La evolucion entre niveles se da cuando la actividad en un nivel es sometida a analisis en el
siguiente, el tema operatorio en un nivel se torna objeto del siguiente nivel (Freudenthal,

1991).

Figura 1. Niveles de matematizacion. (Bressan, 2010).

Estos niveles son dindmicos y un alumno puede funcionar en diferentes niveles de
comprension para contenidos distintos o partes de un mismo contenido. Mas que describir
en forma exacta qué puede hacer el alumno en cada uno, sirven para seguir sus procesos

globales de aprendizaje (Bressan, 2010).
e De interaccion.

En la Educacion Matematica Realista, se considera al aprendizaje de la matematica como
una actividad social. La discusion sobre las interpretaciones de la situacion problema, de las

distintas clases de procedimientos y justificaciones de solucion y de la adecuacion y
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eficiencia de estos tiene un lugar central en la EMR. La interaccion lleva a la reflexion y a

capacitar a los alumnos para llegar a niveles de comprension mas elevados (Bressan, 2010).

La interaccion entre los estudiantes con sus compaiieros y los profesores pueden provocar
que cada uno reflexione a partir de lo que aportan los demas y asi poder alcanzar niveles
mas altos de comprension. Es por eso, que Heuvel-Panhuizen y Drijvers (2014) mencionan
que “la Educacion Matematica Realista favorece las discusiones de toda la clase y el trabajo
en grupo, ya que ofrece a los estudiantes oportunidades para compartir sus estrategias e

invenciones con otros” (p. 523).
e De interconexion.

La Educacion Matemdtica Realista no hace profundas distinciones entre los ejes
curriculares, lo cual da una mayor coherencia a la enseflanza y hace posibles distintos
modos de matematizar las situaciones bajo diferentes modelos y lenguajes, logrando alta
coherencia a través del curriculo. Freudenthal propicia la interrelacion entre ejes tan pronto,
tan fuertemente y con tanto tiempo como sea posible (Freudenthal, 1991). Justamente la
resolucion de situaciones problematicas realista a menudo exige establecer conexion y

reclama la aplicacion de un amplio rango de comprensiones y herramientas matematicas.

Freudenthal (1982) (citado en Zolkower, Bressan y Gallego (2004)) menciona que “lo que
realmente importa es saber como encaja el tema en todo el cuerpo de la ensefianza
matematica, si se puede o no integrar con todo, o si es tan estrafalario o aislado que,

finalmente, no dejaria ninguna huella en la educacion” (p. 9).

Los bloques de contenidos matemadticos (algebra, geometria, numérico, calculo...) no

pueden ser tratados como entidades separadas.

En particular, Freudenthal busca desarrollar en los alumnos una actitud matematica, desde
edades tempranas (Zolkower, Bressan y Gallego, 2004) incluyendo las siguientes

disposiciones o estrategias como base para lograr otras en edades mayores:

e Desarrollar un lenguaje que suba de nivel desde lo ostensible (por ejemplo, seialar,
indicar con articulos demostrativos) y lo relativo (especifico a un contexto o a una

situaciéon determinada) hasta el uso de variables convencionales y lenguaje

23



funcional. Cambiar de perspectiva o punto vista y reconocer cuando un cambio de

perspectiva es incorrecto dentro de una situacioén o problema dado.

e Identificar estructuras matematicas dentro de un contexto (si es que las hay) y
abstenerse de usar la matematica cuando esta no es aplicable. Tratar la propia
actividad como materia prima para la reflexion, con miras a alcanzar un nivel mas

alto.

3.2.2 Teoria de las Representaciones Semiodticas (TRYS)

Otra teoria que da sustento a este trabajo es la teoria de las Representaciones Semiotica. En
esta teoria, Duval (1993) define las representaciones semidticas como las “producciones
constituidas por el empleo de signos que pertenecen a un sistema de representacion, el cual
tiene sus propias compulsiones de significado y de funcionamiento” (p. 175). Ademas,
agrega, que para que un sistema semiotico pueda ser un registro de representacion, debe

permitir tres actividades cognitivas fundamentales:

e La formacién de una representacion identificable como una representacion de un
registro dado, Por ejemplo, el enunciado de una frase (comprensible en una lengua
natural dada), la elaboracion de un dibujo o esquema, de una grafica, la escritura de
una expresion algebraica, etcétera. Esta formacion debe respetar las reglas propias
del registro semiotico en el cual se produce la representacion, la funcion de estas
reglas es asegurar las condiciones de identificacion y de reconocimiento de la
representacion, asi como la posibilidad de su utilizacion para los tratamientos.

e El tratamiento de una representacion es la transformacion de esta representacion en
el registro mismo donde ha sido formada. El tratamiento es una transformacion
interna equivalente en un registro. Por ejemplo, la transformacion equivalente de
una expresion algebraica.

e La conversion de una representacion es la transformacion de esta representacion en
una representacion dentro de otro registro, conservando la totalidad o una parte
solamente del contenido de la representacion inicial. Por ejemplo, la transformacion

de una expresion algebraica en una grafica o viceversa.
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A continuacion, se presenta un ejemplo de las diferentes representaciones para el caso de

una ecuacion diferencial y de sus soluciones:

Representacion Verbal

Una poblacion de peces, si se les deja aislados,
aumenta con rapidez de cambio del 20% al
ano. Se permite que al afio se pesquen 10

millones de peces.

Representacion Analitica

dP—OZP 10
dt

Representacion Grafica

Representacion Tabular

BRI RS SR R RIE A R dpP
AR — | 2 | 2.4 | 2883456 |4.1472
A B I DR R B TR B EYY PR V) dt
RS R N R g t 0 1 2 3 4
Tabla 1. Representaciones de una Ecuacion Diferencial
Representacion Verbal Representacion Analitica
La poblacion de peces con una cantidad
o . , _ 2t
inicial de 60 millones crece cada vez mas P =10e" +50
rapido conforme pasa el tiempo.
Representacion Grafica Representacion Tabular
f{
hd P | 60 | 62 | 64.4|67.28|70.736
f
o
/
o
i t 0 1 2 3 4
o
B
P
. ., . <y dapP
Tabla 2. Representaciones de una solucion particular de la ecuacion; - = 02P—-10
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Capitulo 4.

Elementos Metodologicos y diseno de la secuencia

de actividades didactico

4.1 Aspectos Metodologicos

Consideramos a la Educacion Matematica Realista y a la Teoria de las Representaciones
Semiodticas, como las guias fundamentales para el desarrollo de las siguientes etapas:

disefio, implementacion y analisis.
Etapa 1: Disefio

Para esta etapa, nos apoyamos en el principio de realidad y de actividad de la Educaciéon
Matematica Realista, asi como también se consideraron los tratamientos y conversiones
entre los distintos tipos de representaciones semidticas de la Teoria de las Representaciones
Semioticas y el uso de recursos tecnologicos los cuales permiten una exploracion dindmica

de las conexiones entre los diferentes registros de representacion.

Se busca que el disefio cumpla con el principio de reinvencion guiada que es fundamental

para la EMR, para eso se desarrollan las siguientes fases:
Fase 1: Busqueda y seleccion de contextos

Como inicio para el disefio de la secuencia de actividades didécticas, se parte de la
busqueda y la seleccion de contextos reales y que resulten de interés para los estudiantes.
Zolkower et al. (2006) afirman que “los contextos realistas cumplen un papel esencial en el

aprendizaje matematico de los alumnos” (pp. 11-33), ya que:

e Son puntos de partida en el proceso de ensefianza y aprendizaje para producir

matematica y dominios de aplicacion de ésta.
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e Bien elegidos, resultan de interés para los alumnos. Se constituyen en objetos de
trabajo, tornando accesible el contenido matematico, y permiten que los estudiantes
trabajen en diferentes niveles de conceptualizacion en base a sus posibilidades.

e Promueven el uso del sentido comin y movilizan los conocimientos informales de
los alumnos y la creacion de modelos.

e Son abiertos (admiten estrategias variadas y/o varias soluciones) dando lugar a
valiosas discusiones matematicas entre los alumnos.

e Se usan en profundidad.

Freudenthal (1991), sefiala que “un contexto es ese dominio de la realidad el cual, en algiin
proceso de aprendizaje particular, es revelado al alumno en orden a ser matematizado” (p.

73).

Ademéas, Heuvel-Panhuizen y Drijvers (2014) mencionan que “en lugar de comenzar con
abstracciones o definiciones que se aplicaran mas adelante, en EMR, la ensefianza
comienza con problemas en contextos ricos que requieren organizacidon matematica” (p.

523).
Fase 2: Emergencia de modelos

Inmediato a la seleccién de contextos, se trata de poner en juego la emergencia de modelos,
es decir, que el mismo desarrollo de las actividades lleve al estudiante a modelar la
situacion planteada en un principio. La intencidon de esta etapa es que los alumnos hagan
uso de herramientas conocidas por ellos, que a su vez puedan ayudarles a progresar en las
distintas actividades. Referido a ello, Zolkower et al. (2016) afirman que “los modelos en la
EMR no solo son pensados como representaciones sino también como objetos de trabajo y
reflexion en si mismos, sobre los cuales se realizan acciones y operaciones y se visualizan,
explican, comparan, contrastan, comprueban relaciones” (p. 4). Ademas, menciona que los

modelos deben satisfacer varias condiciones importantes:

e [Estar enraizados en contextos realistas, imaginables.
e Tener suficiente flexibilidad para ser aplicados en un nivel mas avanzado o mas
general. Cambian con el tiempo (en la didactica tradicional son fijos). Esto implica

que el modelo deberia apoyar la progresion en la matematizacion vertical sin
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bloquear la posibilidad de volver a las situaciones desde las cuales una estrategia se
origina. Es decir, los estudiantes siempre deberian poder volver a niveles mas bajos,
justamente lo que torna a los modelos muy poderosos.

e Ser viables. Los modelos deberian comportarse en una manera natural,
autoevidente. Ellos deberian ajustarse a las estrategias informales de los alumnos,
como si los propios alumnos los pudieran haber reinventado, y ser facilmente

adaptables a otras situaciones.

El modelo es simplemente un intermediario, a menudo indispensable, a través del cual una
realidad o teoria compleja es idealizada o simplificada con el fin de volverla susceptible a

un tratamiento matematico formal (Freudenthal, 1991, p. 34).

Heuvel-Panhuizen y Drijvers (2014) agregan que “los modelos son importantes para cerrar
la brecha entre las matematicas informales, relacionadas con el contexto y sus matematicas

mas formales™ (p. 523).

Fase 3: Trabajar con los diferentes tipos de representacion semiotica

Gamboa (2007) sefiala que cuando los estudiantes afrontan un ejercicio que esta
representado de forma grafica o tabular, siempre tratan de llevar el problema a una
expresion algebraica, lo cual les genera problemas o los hace fracasar, al tratar de obtener la
solucion de éste. Ademas, concluye que este problema se da, debido a que los profesores
introducen los temas bajo dicho enfoque, sin utilizar otras representaciones para un
concepto o distintas técnicas de resolucion, y esperan que los estudiantes los comprendan;
mientras que estos gastan muchas horas dominando las reglas y aplicandolas para resolver

ejercicios.

Precisamente, uno de los focos principales de este proyecto, es abordar la problemadtica que
existe respecto al énfasis que se le ha dado en el proceso de ensefianza y en el de
aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales a los métodos algebraicos. Con respecto a ello,
Duval (1993) senala que “cuando un estudiante tiene acceso a todas las representaciones de
un objeto matematico, es capaz de identificarlas, darle un tratamiento adecuado en cada

registro de representacion y ademds hacer una articulacién coherente de los diferentes
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registros de representacion sin contradicciones, el estudiante puede acceder a ese

conocimiento y apropiarselo”.
Fase 4: Promover el uso del software matematico GeoGebra

Es importante considerar, que uno de los recursos que ha renovado la manera de trabajar
dentro de los salones de clase, son los recursos tecnologicos, y referido a esto, Gamboa
(2007) menciona que introducir la tecnologia en los procesos de ensenanza y aprendizaje ha
cambiado la forma en la que se desarrolla una clase dentro de las aulas, pues a diferencia
del enfoque algoritmico que se le ha dado a la ensefanza de esta disciplina, con este

recurso, la clase se puede desarrollar ahora en un ambiente de descubrimiento y reflexion.

En particular, en este trabajo se promovera el uso del software matematico GeoGebra,
puesto que este software proporciona un entorno adecuado para el disefio de multiples
modelos representados en su forma grafica, numérica y algebraica, tal y como lo indican
Aktlimen y Kabaca (2012). Con relacién a ello, Gruszycki, A., Oteiza, Maras, Gruszycki,
L. y Ballés (2014) sefialan que “GeoGebra permite trabajar con diferentes registros de
representacion de un mismo objeto matematico a través de sus distintas vistas” (p. 2169).
Ademas, anaden que el manipular un entorno dindmico como éste, puede ayudar a los
estudiantes a ampliar su experiencia permitiendo coordinar diferentes registros de

representacion.
Fase 5: Trabajo individual y colectivo

Retomando la idea de Freudenthal en la EMR, en la cual se menciona que el aprendizaje de
las matematicas es considerado como una actividad social, Alsina (2009) comenta que es
absolutamente necesario que los estudiantes compartan sus ideas y generen discusiones en
grupo con el fin de promover la reflexion. Ademas, afiade que “el aprendizaje empieza
cuando un grupo de personas con diversas expectativas, experiencias, habilidades y ritmos
de aprendizaje entran en contacto” (p. 123). Finaliza mencionando que el interactuar

fomenta y desarrolla los procesos cognitivos superiores del aprendizaje.

Prosiguiendo con lo mencionado por Freudenthal, Heuvel-Panhuizen (2002) afirma que “la
educacion debe ofrecer a los estudiantes la oportunidad de compartir sus estrategias e

inventos entre si” (p. 13). De tal manera, que al escuchar y discutir las diferentes formas en
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las cuales otros realizan sus actividades, los estudiantes pueden recopilar ideas que les

ayuden a mejorar sus estrategias.

Siguiendo con la premisa de la Educacion Matematice Realista, en la cual los estudiantes
tienen un papel protagénico al reinventar las matematicas, Heuvel-Panhuizen (2002)
menciona que ‘“en lugar de ser los receptores de las matematicas, son considerados
participantes activos en el proceso de ensefianza-aprendizaje, en el que desarrollan

herramientas matematicas y puntos de vista” (p. 4).
Etapa 2: Implementacion

Para esta etapa, de la implementacion de la propuesta, se siguen los principios de

reinvencion guiada y de interaccion, que se plantean en la Educacion Matematica Realista.

A partir de la elaboracién del disefio de la propuesta, se continta con la puesta en escena, es
decir, el llevar al aula de clases la secuencia de actividades didacticas para que los

estudiantes la respondan.

Para eso, es importante contar con el apoyo del profesor y que éste tome un papel
fundamental en la aplicacion de la secuencia. Respecto a esto, Alsina (2009) menciona que
para los estudiantes “el profesor es una ayuda, un facilitador del aprendizaje” (p. 2) y
agrega que la formacion de los estudiantes comienza con las observaciones realizadas por

profesores en distintas situaciones en las que €l participa dentro del aula.

Zolkower et al. (2006) sefialan que los docentes deben fomentar la interaccion entre
estudiantes de tal manera que eso ayude a generar la participacion, el debate genuino y la
reflexion de éstos. En adicion a ello, afiaden que “el docente debe ser capaz de analizar el
trabajo oral y escrito de sus alumnos, atendiendo a aquellos momentos clave donde se
aprecian discontinuidades en el aprendizaje” (p. 15). De tal forma que pueda utilizar este
andlisis a su favor, para tratar de organizar discusiones entre los estudiantes que puedan

facilitarles el paso hacia niveles cada vez mas avanzados de matematizacion.
Etapa 3: Analisis

Para finalizar, en esta etapa relacionada con el analisis de las respuestas de los estudiantes a

la secuencia de actividades didacticas, se utiliza el principio de los niveles de la EMR, asi
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como la valoracion del desempefio de los estudiantes mediante la categorizacion de los

distintos niveles de comprension de la Educacion Matematica Realista.

Heuvel-Panhuizen (2002) agrega que “esta caracteristica de considerar niveles en los
procesos de aprendizaje brinda coherencia longitudinal a la trayectoria de ensefanza-
aprendizaje” (p. 14). A lo que afiade que “los estudiantes pueden entender algo a diferentes
niveles. En otras palabras, pueden trabajar sobre el mismo problema sin estar en el mismo

nivel de comprension” (p. 14).

4.2 Objetivos generales de la secuencia de actividades didacticas

e Promover la construccion de la nocidon de ecuacion diferencial ordinaria y sus
soluciones.

e Reforzar el significado fisico y geométrico de la nocioén de derivada.

4.3 Caracteristicas de la secuencia de actividades didacticas

e La secuencia de actividades didacticas se divide en una secuencia de inicio,
secuencia de desarrollo y secuencia de cierre (Diaz-Barriga, 2013).

e Se utiliza como herramienta tecnologica el software matematico GeoGebra.

e Se promueven los seis Principios de la EMR.

e Se promueven los niveles de comprension del Principio de niveles de la EMR.

e Se promueve el uso de diferentes representaciones semioticas.

e Se trabaja con diferentes contextos.

4.4 Descripcion de la secuencia de actividades didacticas

En esta seccion se presenta la descripcion de la propuesta de secuencia de actividades
didacticas que ha sido desarrollada bajo el enfoque de la Educacion Matematica Realista y
la Teoria de Representaciones Semidticas. Esta secuencia de actividades se divide en una

secuencia de inicio, una de desarrollo y una de cierre, las cuales tienen la intencion de
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promover la construccion por el estudiante de la nocidén de ecuacion diferencial ordinaria y

sus soluciones.

La secuencia de inicio consta de siete actividades, las cuales tienen el propdsito de reforzar
la nocion de derivada debido a la importante relacion que ésta tiene con las ecuaciones
diferenciales ordinarias, estan enfocadas, principalmente en analizar la nocion de derivada,
desde un punto de vista geométrico, numérico y fisico, es decir, como la pendiente de la
recta tangente y como la rapidez de cambio instantdnea. Teniendo como referente a la
Educacion Matemadtica Realista el orden de las actividades propuestas siguen el principio
de los niveles de comprension, por lo que en las actividades 1 y 2, se trabaja en el nivel
situacional, en el cual se habla de un contexto sin profundizar en lo matematico, en las
actividades 3 y 4, se promueve el trabajar en el nivel referencial, en el cual se busca que a
partir de situaciones planteadas el estudiante pueda extraer la matematica y trabajar con
ella, en las actividades 5, 6 y 7, entra en juego el nivel general, a partir de lo hecho en las
actividades anteriores, se busca que el estudiante reflexione lo realizado y pueda trabajar
con casos donde se fomenta la generalizacion de la matematica, por ultimo, el nivel formal
no estd involucrado directamente con nuestras actividades, aunque si se promueve de
manera indirecta ya que al finalizar las Gltimas actividades se pide a los estudiantes que
describan aquellas relaciones encontradas entre las funciones y su derivada, lo cual podria
llevar al estudiante a realizar conjeturas que se aproximen a los términos formales de la

matematica.

A continuacion, se presenta la descripcion de cada una de las actividades de la secuencia de

actividades didacticas, comenzando con la secuencia de inicio.
Actividad 1 “Las matematicas en la vida diaria”

Se comienza la secuencia de inicio con esta actividad, en la cual se plantean cinco
diferentes situaciones de variacion en su representacion verbal y cinco diferentes
representaciones graficas, con la intencion de que se relacione cada una de las situaciones
verbales con la grafica que crean que le corresponda. A partir de ello, se pide que se realice
una descripcion del proceso que se utilizo para realizar esas conversiones. Ademas, se pide
que se bosqueje en cada representacion grafica el comportamiento futuro que tendria cada

una de las situaciones planteadas y que describan dicho comportamiento verbalmente.
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e Objetivos
o Identificar las magnitudes variables que estan involucradas en cada situacion
planteada.
o Identificar a partir de la representacion verbal la representacion grafica que
le corresponde.
o Realizar conjeturas sobre el comportamiento futuro de la situacion de
variacion.
o Promover la nocién de derivada como rapidez de cambio instantanea.
e Niveles de comprension de la EMR que se promueven
o Situacional.
e Conversiones entre representaciones semidticas que se promueven

o Representacion verbal «<» Representacion grafica.
Actividad 2 “La temperatura de un vaso con agua”

Esta actividad, inicia con la presentacion de siete diferentes representaciones graficas las
cuales se pide que las relacione con la variacion de la temperatura de un vaso con agua, se
pide que se realice una descripcion para cada grafica sobre el comportamiento de la

temperatura en el transcurso del tiempo.

e Objetivos
o Analizar los tipos basicos de variacion representados graficamente.
o Describir cada una de las representaciones graficas en el contexto planteado.
o Interpretar el significado fisico de la nocion de derivada en el contexto
planteado.
o Asociar los distintos comportamientos que tienen las graficas con la nocion
de derivada.
e Niveles de comprension que se promueven
o Situacional.
e Conversiones entre representaciones semiodticas que se promueven

o Representacion grafica <> Representacion verbal.

Actividad 3 “La fiebre”
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En esta actividad, se presenta una pequefia introduccion sobre la fiebre y a partir de ello se
presenta la representacion grafica de un caso de fiebre en un paciente en la cual se muestra
la variacion de la temperatura que éste tiene durante un dia, con la informacion
proporcionada se pide que se haga una descripcion del comportamiento de la temperatura
del paciente y que llene una tabla de valores para la cual hay que contestar una serie de
preguntas relacionadas con la rapidez de cambio promedio de la temperatura en diferentes
intervalos de tiempo, y se pide también que represente en la grafica esta rapidez de cambio

promedio.

e Objetivos
o Identificar a partir de la grafica los diferentes comportamientos de la
temperatura.
o Relacionar la rapidez de cambio promedio de la temperatura en diferentes
intervalos de tiempo con la pendiente de la recta secante.
o Relacionar la derivada en un punto con la rapidez de cambio instantanea y
con la pendiente de la recta tangente.
e Niveles de comprension que se promueven
o Situacional.
o Referencial.
e Conversiones entre representaciones semioticas que se promueven
o Representacion Grafica «» Representacion Verbal.
o Representacion Grafica <> Representacion Tabular.

o Representacion Tabular — Representacion Verbal.
Actividad 4 “El cancer de mama en México”

En esta actividad se presenta una grafica de las defunciones por cancer de mama con el
paso del tiempo, para la cual se pide describir su comportamiento. Con la ayuda del
software matematico GeoGebra, se puede ver la grafica idealizada planteada en un
principio, y con ella se le pide que llene un par de tablas y que a su vez conteste una serie
de preguntas asociada a estas representaciones tabulares. Con los applets disefiados en
GeoGebra se explora la nocion de derivada en un punto en su representacion grafica, es

decir, como la pendiente de la recta tangente
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e Objetivos

o Describir la situacion planteada en el modelo grafico.

o Analizar las exploraciones con el software e identificar a la derivada en un
punto como la rapidez de cambio instantdnea y como la pendiente de la
recta tangente en ese punto.

o Describir detalladamente las exploraciones realizadas en la representacion
grafica tratando de que utilice términos que estén relacionados con la
derivada.

e Niveles de comprension que se promueven

o Situacional.

o Referencial.

e Conversiones entre representaciones semidticas que se promueven

o Representacion Grafica <> Representacion Verbal.

o Representacion Grafica — Representacion Tabular.

o Representacion Tabular — Representacion Verbal.

e Applets de GeoGebra

o Céncer de mama en Méxicol.ggb, el proposito de este applet es visualizar el
cambio en las defunciones por cancer de mama cada cuatro afios. En este
applet se pide al estudiante que realice una representacion tabular con la

informacion que proporciona la representacion grafica.

o Céncer de mama en México2.ggb, el proposito de este applet es identificar

la recta tangente en cada punto de la grafica. En este applet el estudiante
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habilita el boton de recta, donde a partir de ello puede visualizar como

aparece la recta tangente para cada punto.

o Cancer de mama en México3.ggb, el propodsito de este applet es percibir la
pendiente de la recta tangente como la rapidez de cambio que hay en las
defunciones por cada cuatro afios. En este applet aparece la opcion de
nimero m, el cual esta asociado con el valor numérico de la pendiente de la

recta tangente para cada punto de la grafica.

o Céncer de mama en México4.ggb, el proposito de este applet es identificar
que cada uno de los puntos B resulta de asociar el afio con el valor
correspondiente a la pendiente de la recta tangente. En este applet se le pide

al estudiante que pulse el boton de punto B, con el cual aparece un punto
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que resulta de asociar el afio con la pendiente de la recta tangente para cada

punto.

o Cancer de mama en México5.ggb, por ultimo, el propdsito de este applet es
identificar que la funcion h(x) trazada, corresponde a la pendiente de la
recta tangente, es decir, al cambio que hay en las defunciones de cancer de

mama cada cuatro afios, en otras palabras, que es la funcion derivada.

Actividad 5 “Los polinomios”

Esta actividad se desarrolla con el apoyo del applet de GeoGebra polinomios.ggb, se trabaja
en el software con polinomios de hasta tercer grado. Traza las graficas de éstos, asi como

también la grafica de sus derivadas.

e Objetivos

o Analizar con detalle la representacion grafica de las funciones polindmicas.
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o Visualizar a la derivada en un punto como la rapidez de cambio instantanea
y como la pendiente de la recta tangente.
o Visualizar e identificar las relaciones entre la funcioén y su derivada a partir
de sus representaciones graficas.
e Niveles de comprension que se promueven
o Situacional.
o Referencial.
o General.
o Formal.
e Conversiones entre representaciones semidticas que se promueven
o Representacion Grafica — Representacion Verbal.
o Representacion Grafica — Representacion Algebraica.
e Applets de GeoGebra
o Polinomios.ggb, los propositos de este applet son construir graficamente la
derivada de diferentes funciones polindmicas. Analizar las diferentes

relaciones existentes entre una funcion y su derivada.

Actividad 6 “La exponencial”

En esta actividad al igual que en la actividad anterior, se trabaja con el apoyo de applets de
GeoGebra, en este caso especificamente orientado a la funcion exponencial f(x) = ae* +
b, se comienza con la construccion de la derivada de la funcidon exponencial en su

representacion grafica, trabajando primeramente el caso f(x) = ae*, donde se puede
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visualizar que su derivada es igual a la misma funcion. Después, con la ayuda de dos

applets distintos, se trabaja con f(x) = ae®* y f(x) = ae™**.

e Objetivos
o Analizar con detalle la grafica de las funciones exponenciales f(x) = ae* +
b, f(x) = ae®™ y f(x) = ae™**.
o Visualizar a la derivada como la rapidez de cambio instantanea y como la
pendiente de la recta tangente.
o Analizar el comportamiento de la funcién exponencial de la forma f(x) =
ae* + b, f(x) = ae*® y f(x) = ae™**, asi como su derivada.
o Visualizar tanto en la representacion grafica como numéricamente que la
derivada de la funcion exponencial es igual a la misma funcion en el caso
f(x) = ae* y que la derivada de la funcion exponencial f(x) = e** es
proporcional a la misma funcion.
e Niveles de comprension que se promueven
o Situacional.
o Referencial.
o General.
o Formal.
e Conversiones entre representaciones semioticas que se promueven
o Representacion Grafica — Representacion Verbal.
o Representacion Grafica — Representacion Algebraica.
e Applets de GeoGebra
o exponencial.ggb, el proposito de este applet es identificar que la derivada de

la funcion exponencial f(x) = ae*, es igual a la misma funcion.

39



o exponencial(knegativa).ggb, el propdsito de este applet es visualizar que la
derivada f(x) = ae** es proporcional a la misma funcién y se analizan las

caracteristicas de sus graficas.

o exponencial(kpositiva).ggb, el proposito de este applet es visualizar que la
derivada f(x) = ae** es proporcional a la misma funcion y se analizan las

caracteristicas de sus graficas.
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Actividad 7 “;Qué caracteristicas tiene la funcion?”

En esta actividad, se muestran diferentes graficas que representan a la funcion derivada y la
intencion es encontrar mediante una serie de cuestionamientos, una posible grafica de una

funcién cuya derivada coincida con la representacion grafica propuesta.

e Objetivos
o Analizar e identificar las caracteristicas de la grafica de la funcion derivada.
o Identificar las diferentes relaciones que existen entre una funcion y su
derivada graficamente.
o Representar graficamente una posible funcién cuya derivada tenga las
caracteristicas anteriormente identificadas.
e Niveles de comprension que se promueven
o Referencial.
o General.
o Formal.
e (Conversiones entre representaciones semioticas que se promueven

o Representacion Gréfica <> Representacion Algebraica.

Después de esta secuencia, se recomienda trabajar con la secuencia de desarrollo, la cual
pretende introducir a los estudiantes a las ecuaciones diferenciales ordinarias y también a
las soluciones de ellas, a partir de sus diferentes representaciones semioticas. Con el trabajo

realizado en las actividades de inicio, se pretende que esta introduccion al estudio de las
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EDO vy sus soluciones sea de una forma natural. Al trabajar con esta secuencia se pretende
que el estudiante adquiera nuevas habilidades que le permitan no solo plantear y encontrar
la solucidn de las ecuaciones, sino que ademads puedan ayudarle a comprender los diferentes

fendmenos de variacion que le son planteados.
Actividad 1 “Comportamientos asociados a la derivada en la vida diaria”

En esta actividad, se presentan situaciones de variacion de la vida diaria representadas
verbalmente utilizando diferentes términos asociados a la derivada, se busca que el
estudiante asocie cada una de estas situaciones a las graficas que se presentan y que
argumente cual fue el procedimiento que utilizd para relacionar cada situacion con la

grafica.

e Objetivos
o Asociar situaciones de variacion representadas verbalmente con sus
respectivas representaciones graficas.
o Describir el comportamiento que tiene cada una de las situaciones
planteadas.
e Niveles de comprension que se promueven
o Situacional.
e Conversiones entre representaciones semidticas que se promueven

o Representacion Verbal <» Representacion Gréfica.
Actividad 2 “Planteamiento de una ecuacion diferencial”

Para esta actividad, se plantean diferentes situaciones de variacion en su representacion
verbal con la intencion de que construya la representacion analitica de cada una de ellas, a

partir de una serie de cuestionamientos.

e Objetivos
o Plantear ecuaciones diferenciales en su representacion algebraica a partir de
su representacion verbal.
o Trabajar con diferentes tipos de ecuaciones diferenciales.
o Describir el comportamiento de la derivada.

o Bosquejar una posible solucion para cada una de las Ecuaciones planteadas.
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o Realizar una descripcion de los diferentes fendmenos planteados.
e Niveles de comprension que se promueven

o Situacional.

o Referencial.
e Conversiones entre representaciones semioticas que se promueven

o Representacion Verbal <> Representacion Algebraica.

o Representacion Algebraica — Representacion Grafica.

o Representacion Grafica — Representacion Verbal.
Actividad 3 “Orden de una ecuacion”

En esta actividad, se presenta la representacion analitica de una ecuacion diferencial, con la
intencion de que identifique que esta situacion que se presenta corresponde a una ecuacion
diferencial de orden 2, y que observe la diferencia entre este caso y los trabajados en la

Actividad anterior.

e Objetivos
o Identificar el orden de una ecuacion diferencial.
e Niveles de comprension que se promueven
o Referencial.
o General.
e Conversiones entre representaciones semidticas que se promueven

o Representacion Verbal <> Representacion Algebraica.
Actividad 4 “Solucion numérica de la ecuacion diferencial”

En esta actividad la informacion inicial se presenta a través de una descripcion verbal de la
situacion a analizar, la cual corresponde al comportamiento de una poblacion de peces, de
la cual se pide la representacion analitica, una vez obtenida la ecuacion diferencial se
plantean tres diferentes condiciones iniciales y a partir de ello se llena una tabla cuya
intencion es hacer ver que, para diferentes cantidades iniciales de poblacion de peces, la

cantidad varia de forma diferente en el transcurso del tiempo.

e Objetivos
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o Analizar el hecho de que, para diferentes cantidades iniciales de la magnitud
variable, ésta tiene un comportamiento diferente.
o Calcular la soluciéon numérica de una ecuacion diferencial.
e Niveles de comprension que se promueven
o Situacional.
o Referencial.
e (Conversiones entre representaciones semioticas que se promueven
o Representacion Verbal <> Representacion Algebraica.
o Representacion Algebraica — Representacion Tabular.

o Representacion Tabular — Representacion Verbal.
Actividad 5 “Solucién general de una ecuacion diferencial”

En esta actividad, se presenta la representacion analitica de una ecuacion diferencial y se
pide que se proponga una solucion de ésta y que la verifique, una vez hecho ésto, se pide

que represente graficamente diferentes soluciones.

e Objetivos
o Obtener la solucion general de una ecuacion diferencial.
o Identificar que una ecuacion diferencial tiene no solo con una solucidn, sino,
con una familia de ellas.
e Niveles de comprension que se promueven
o Referencial.
o General.
e (Conversiones entre representaciones semioticas que se promueven

o Representacion Algebraica — Representacion Grafica.
Actividad 6 “Solucion particular de una ecuacion diferencial”

Se inicia la Actividad trabajando con la ecuacion diferencial de la actividad anterior, pero
en esta Actividad se proponen diferentes condiciones iniciales, por lo que la solucion de la

ecuacion diferencial se reduce a una unica solucion.

e Objetivos

o Obtener la solucion particular de la ecuacion diferencial.
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o Distinguir entre una solucion general y una solucion particular.
e Niveles de comprension que se promueven

o Referencial.
e (Conversiones entre representaciones semioticas que se promueven

o Representacion Verbal — Representacion Algebraica.
Actividad 7 “Campos de pendientes”

La Actividad inicia con la representacion analitica de una ecuacién diferencial del tipo

d . . . .
é = y junto con una serie de preguntas e instrucciones para que construya el campo de

pendientes para una parte del plano cartesiano, dejando asi para la parte final la

representacion grafica del campo de pendientes para esta ecuacion diferencial. Ademas, se
S .. d

plantea el caso para la ecuacion diferencial é = x, para este caso se hace uso del software

GeoGebra, con el cual se hace una construccion del campo de pendientes. Se plantea la

., . . da X . . .y
ecuacion diferencial ﬁ = para la cual se pide realizar la construccion del campo de

pendientes, asi como de otros casos para los cuales solo se tiene la representacion analitica
y una representacion grafica, esperando que identifique cual campo de pendientes le

corresponde a cada ecuacion diferencial.

e Objetivos
o Elaborar el campo de pendientes para diferentes ecuaciones que se plantean.
o Identificar que a partir de estos campos de pendientes se puede tener el
espectro de lo que serd la familia de soluciones de la ecuacion diferencial.
o Identificar el campo de pendientes para diferentes ecuaciones diferenciales.
e Niveles de comprension que se promueven
o Referencial.
o General.
e Conversiones entre representaciones semioticas que se promueven
o Representacion Algebraica <> Representacion Grafica.
o Representacion Algebraica — Representacion Verbal.
o Representacion Grafica — Representacion Verbal.

e Applets de GeoGebra
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o Act7-1.ggb, el propdsito de este applet es identificar la solucion de la

., . ., dy
ecuacion diferencial =X

o Act7-2.ggb, el proposito de este applet es identificar que una ecuacion

diferencial tiene una infinidad de soluciones.

o Act7-3-1.ggb, el propdsito de este applet es construir puntualmente el campo

. .y . . ay
de pendientes de la ecuacion diferencial =X
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o Act7-3-2.ggb, el proposito de este applet es visualizar el espectro de las

curvas solucion de la ecuacion diferencial.

Actividad 8 “Identificacion de campos de pendiente”

En esta actividad, se presentan diferentes representaciones analiticas de ecuaciones
diferenciales, asi como representaciones graficas del campo de pendientes, con la intencion

de que pueda asociar cada una de las ecuaciones con su respectivo campo de pendientes.

e Objetivos
o Asociar una representacion analitica de una ecuacion diferencial con su
respectivo campo de pendientes.
o Argumentar las razones para asociar cada ecuacion diferencial con su
respectivo campo de pendientes.
e Niveles de comprension que se promueven
o Referencial.

o General.

47



e Conversiones entre representaciones semidticas que se promueven
o Representacion Algebraica — Representacion Grafica.

o Representacion Grafica <> Representacion Verbal.
Actividad 9 “Existencia y unicidad de soluciones”

En esta Actividad, se trabaja con el contexto de la poblacion de peces analizada en la
Actividad 5 y se presenta su campo de pendientes, a partir de ello se pide contestar una
serie de preguntas. Ademas, se presenta la representacion verbal de una nueva situacion de
relacionada con la variaciéon de morfina en el cuerpo, para la cual se pide representar la
ecuacion diferencial que describe y que a partir de ésta y de su campo de pendientes
generado con el software GeoGebra, se realice un analisis con diferentes condiciones

iniciales.

e Objetivos

o Visualizar y distinguir los diferentes comportamientos que pueden tener las
soluciones de una ecuacion diferencial.

o Identificar la solucion de equilibrio de la ecuacion diferencial.

o Identificar cuando la solucién de equilibrio de la ecuacion diferencial es
estable (soluciones se acercan al equilibrio) o inestable (soluciones se alejan
del equilibrio).

e Niveles de comprension que se promueven

o Referencial.

o General.

o Formal.

e Representaciones

o Representacion Algebraica <> Representacion Grafica.

o Representacion Grafica — Representacion Verbal.

o Representacion Algebraica <> Representacion Verbal.

e Applet de GeoGebra

o Act9-12.ggb, el propodsito de este applet es identificar el comportamiento

que tiene la cantidad de morfina en el organismo para diferentes condiciones

iniciales.
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La secuencia de cierre consta de una Actividad en la cual decidimos trabajar con la
ecuacion diferencial logistica ya que €sta nos permite explorar de nuevo muchas de las
nociones analizadas tanto en la secuencia de inicio como en la de desarrollo, por lo que

consideramos que esta ecuacion diferencial es muy “rica” matematicamente hablando.
Actividad 1 “Ecuacion Diferencial logistica”

En esta actividad se trabaja con una ecuacion diferencial logistica, se plantea una situacion

de variacion relacionada con una poblacion en un espacio confinado.

e Objetivos
o Plantear la representacion algebraica de la ecuacion diferencial.
o Realizar la construccion del campo de pendientes.
o Identificar la soluciéon de equilibrio.
o Analizar el campo de pendientes para diferentes condiciones iniciales.
o Identificar las diferentes relaciones que se tienen entre una funcion y su
derivada.
e Niveles de comprension que se promueven
o Situacional.
o Referencial.
o General.

o Formal.
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Conversiones entre representaciones semidticas que se promueven
o Representacion Verbal «<» Representacion Algebraica.
o Representacion Verbal — Representacion Gréfica.

o Representacion Algebraica — Representacion Grafica.
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Capitulo 5.

Resultados de la puesta en escena

5.1. Aspectos Generales

La secuencia de actividades didécticas se implementd en el Instituto Tecnologico de
Hermosillo, se trabajo con 35 estudiantes del tercer semestre de la carrera de Ingenieria
Mecanica, para trabajar con la secuencia se formaron equipos de 3 estudiantes. Las sesiones
en las que se realizo6 la puesta en escena tuvieron una duracioén de 2 horas y 3 sesiones por

semana, por lo que las Actividades se implementaron durante 3 semanas.

En cuanto a la implementacion de cada una de las secuencias; la secuencia de inicio se
implementd en aproximadamente 5 horas, la secuencia de desarrollo su implementacion se

llevo a cabo en alrededor de 7 horas y por ultimo la de cierre se dejoé como tarea.

La puesta en escena se vio afectada por diversos factores que no permitieron tener un
desempefio satisfactorio de todos los equipos de trabajo. Uno de esos factores fue la
inasistencia en algunas clases de algunos estudiantes, lo que hizo que al final se descartaran
estos equipos ya que no completaron la secuencia. Otro factor, fue que, para la puesta en
escena de la secuencia de cierre, la cual se llevaria a cabo durante la ultima semana de
clases del semestre, el investigador no pudo estar presente, por lo que se dejo de tarea, y eso
derivo en que no todos los equipos realizaran la Actividad o que la dejaran incompleta, lo

cual hizo que se descartaran mas equipos.

Debido a estos factores, solo fueron alrededor de 6 equipos los que completaron la
secuencia de actividades didécticas. Para el andlisis de las respuestas de los estudiantes se
decidié considerar las respuestas de tres de estos equipos debido a que estos tres equipos
completaron la secuencia de actividades didécticas y a las caracteristicas de sus respuestas,
para identificarlos mas adelante en el andlisis de la secuencia los nombramos Equipo 1,

Equipo 2 y Equipo 3.
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Para la recopilacion de la informacion de las respuestas que dieron los estudiantes a la

secuencia de actividades didacticas se les pidié imprimir las hojas de trabajo que contenian

cada una de las Actividades. Una vez concluidas las actividades que se trabajaban durante

las sesiones, se les pidio que las entregaran.

5.2. Descripcion y categorizacion de los Niveles de comprension de la

EMR

A continuacion, se presenta la descripcion y categorizacion de los niveles de comprension

de la EMR que implementamos, con el proposito de realizar el analisis de las respuestas

dadas por los estudiantes a la secuencia de actividades didacticas.

Primeramente, se elabord la siguiente tabla (Tabla 3) con la descripcion de cada uno de los

niveles de comprension de la EMR.

Nivel

Descripcion

Situacional

Para lograr este nivel, el estudiante comprende el contexto que se le
plantea de forma general, de tal manera que puede extraer de éste
informaciéon que le sea util. A partir de ello, el estudiante puede
proporcionar respuestas a distintas cuestiones que le son planteadas en
diferentes tipos de representacion (lengua natural, grafica, tabular o
analitica) haciendo uso de la matematica de manera cualitativa. Es
importante que en sus argumentaciones el estudiante sea preciso con el
lenguaje matematico que utiliza.

Referencial

Situamos en este nivel a aquel estudiante que ademas de comprender el
contexto que le es planteado de manera particular, utiliza estrategias para
la resolucion del problema, las cuales estan apoyadas en el uso de las
distintas representaciones (lengua natural, grafica, tabular o analitica), ya
sea trabajando en un tipo en particular (tratamiento) o moviéndose entre
ellas (conversion). En este nivel, los contextos planteados poseen datos
especificos, por lo cual las estrategias utilizadas por el estudiante para la
resolucion del problema tendran que estar orientadas al trabajo de la
matematica en forma cualitativa y cuantitativa.

General

Para este nivel, el estudiante es capaz de identificar aquellos elementos
trabajados en los niveles anteriores y de someterlos a un andlisis que
requiere de un mayor grado de complejidad. Aqui ya no trabaja con casos
particulares, sino que se plantea un caso general que a su vez da respuesta
a aquellos casos construidos en el nivel anterior. El trabajo matematico es
mas preciso, requiere el uso del lenguaje matematico de manera general.

Formal

En este nivel, el estudiante es capaz de plantear en términos puramente
matematicos: definiciones, proposiciones y demas aspectos de la
matematica formal.
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Tabla 3. Descripcion del Principio de niveles de la EMR

Apoyados en la Tabla 3, se desarrolla la siguiente tabla (Tabla 4) con el propdsito de

describir los niveles de comprension de la EMR aplicados a la nocion de derivada.

Para la valoracion de los niveles de comprension de la EMR alcanzados por los estudiantes

se consideraron las categorizaciones: bajo, medio y alto, las cuales se describen en la cuarta

columna de la tabla.

En la ultima columna, se presentan los diferentes tipos de representacion semiotica que se

promueven en la secuencia para cada uno de los niveles.

Notacion Nivel Descripcion Valoracion Represe.r}tqc:lones
Semioticas
NS bajo: El estudiante | Lengua natural:

El estudiante puede identificar | presenté problemas en
que en los contextos estan | la identificacion de las | La temperatura de un
involucradas magnitudes | magnitudes variables y | lingote de metal
variables que estan | no asocio su | colocado en un horno y
relacionadas entre si (magnitud | descripcion con los | a continuaciéon sacado
variable  dependiente  con | diferentes tipos de | deél.
respecto a la magnitud variable | cambio.
independiente) y a partir de | NS medio: El
ello, el estudiante responde los | estudiante entiende el | Grafica:
diferentes  cuestionamientos | contexto, puede
relacionados a los distintos | identificar las

NS Situacional | tipos de cambio (crecimiento | magnitudes variables
cada vez mas rapido, cada vez | involucradas en éste,
mas lento y constante, | pero no puede
decrecimiento cada vez mas | asociarlas con los
rapido, cada vez mas lento y | diferentes tipos de
constante), abordados desde | cambio.
diferentes tipos de | NS alto: El estudiante
representacion semiotica, | entiende el contexto,
realizando descripciones | puede identificar las

asociadas al contexto 'y
utilizando en ellas términos
matematicos asociados a la
derivada de manera cualitativa.

magnitudes variables
involucradas en éste y
a partir de ello, puede
describir de manera

adecuada los
diferentes tipos de
cambio.
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NR bajo: El estudiante
no puede realizar la

conversion entre
representaciones
semidticas de una

situacion especifica.

Analitica:

f(x) = 3x3 + 2x?

El estudiante a partir de una | NR ~ medio:  El| Tabular:
situacion particular estudlaqte realiza la
cominmente plantecada en la | COnVersion. entre
lengua natural, en la cual | FePresentaciones
NR Referencial | identifica las  magnitudes | Semioticas, pero
variables involucradas y cémo | Presenta problemas al
estdn cambiando; relaciona la | identificar —a la
rapidez de cambio instantanea | derivada  como la | Grafica:
de la funcién con la derivada mpldez, de  cambio
instantanea.
NR alto: El estudiante
realiza las
conversiones entre
representaciones
semioticas e identifica
a la derivada como la
rapidez de cambio
instantanea.
NG bajo: El estudiante | Analitica:
presenta problemas al
realizar las
cgnyersiones eNtre | (1) — ax3 4 bx? 4+ cx + d
distintas
representaciones
semioticas, de una
funcién y su derivada.
A partir de la exploracion de | NG medio: El | Grafica:
las actividades en un contexto | estudiante realiza las
particular en el mnivel | conversiones entre
referencial y de la reflexion | diferentes
NG General | realizada en ellas, el estudiante | representaciones
es capaz  de  realizar | semidticas, pero el
conversiones entre los | lenguaje utilizado no
diferentes tipos de | es el adecuado.
representacion  entre  una | NG alto: El estudiante

funciéon y su derivada, para
casos generales.

realiza las
conversiones entre
diferentes
representaciones

semidticas y el
lenguaje utilizado es el
adecuado.
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NF

Formal

Aunque en las actividades no
se promueve explicitamente
este nivel, el estudiante puede
llegar a desarrollarlo con
algunas de las preguntas
asociadas, en las cuales se le
pide realizar conjeturas entre la
relacion que hay entre una
funcion 'y su  derivada.
Ademas, se le pide que realice
una serie de argumentaciones
que estan encaminadas a que
describa, quizds no con la
formalidad del wuso del
lenguaje matematico formal,
pero si con precision en sus
palabras, sobre las
matematicas que ha aprendido.

NF bajo: El estudiante
no logro identificar las
relaciones entre una
funcioén y su derivada

NF medio: El
estudiante  identifica
las relaciones entre
una funcién y su
derivada, pero el
lenguaje utilizado no
es el adecuado.

Lengua natural:

Si la funcién tiene un
valor extremo (maximo
o un minimo local)
entonces la derivada es
cero en ese punto.

Analitica:
Sif'(a) =0
= f(a) es un extremo

NF alto: El estudiante
identifica las
relaciones entre una
funcién y su derivada
y utiliza el lenguaje
adecuado.

Grafica:

Tabla 4. Criterios de valoracion de los niveles de comprension de la EMR para la nocion
de derivada.

Apoyados en la Tabla 3, se desarrolla la siguiente tabla (Tabla 5) con el proposito de

describir los niveles de comprension de la EMR aplicados a la nocion de ecuacidon

diferencial ordinaria y sus soluciones.

Para la valoracion de los niveles de comprension de la EMR alcanzados por los estudiantes

se consideraron las categorizaciones; bajo, medio y alto, las cuales se describen en la cuarta

columna de la tabla.

En la Gltima columna, se presentan los diferentes tipos de representacion semidtica que se

promueven en la secuencia para cada uno de los niveles.

Notacion Nivel Descripcion Valoracion Represe.n,t'c?mones
Semioticas
NS bajo: El estudiante

El estudiante puede identificar | presenté problemas en | Lengua natural:
que en los contextos, estan | la identificacion de las
involucradas magnitudes | magnitudes variables y | La rapidez con la que se
variables que estan | no asocio su | descalcifica un hueso es
relacionadas entre si (magnitud | descripcion con los | cada vez mas lenta.
variable  dependiente  con | diferentes tipos de
respecto a la magnitud variable | cambio.
independiente) y a partir de | NS medio: El
ello, el estudiante responde los | estudiante entiende el
diferentes  cuestionamientos | contexto, puede | Grafica:

NS Situacional | relacionados a los distintos | identificar las
tipos de cambio (crecimiento | magnitudes variables

cada vez mas rapido, cada vez

involucradas en éste,
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mas lento y constante,
decrecimiento cada vez mas
rapido, cada vez mas lento y
constante), abordados desde
diferentes tipos de
representacion, realizando
descripciones  asociadas  al
contexto y utilizando en ellas
términos matematicos
asociados a la derivada de
manera cualitativa.

pero no puede
asociarlas con los
diferentes tipos de
cambio.

NS alto: El estudiante
entiende el contexto,
puede identificar las
magnitudes variables
involucradas en éste y
a partir de ello, puede

describir de manera
adecuada los
diferentes tipos de
cambio.

NR

Referencial

El estudiante a partir de una
situacion particular
comunmente planteada en la
lengua natural, en la cual
identifica  las  magnitudes
variables involucradas y como
estan cambiando; relaciona la
rapidez de cambio de Ila
funcién con la derivada y
puede plantear una ecuacion
diferencial (representacion
algebraica) que modele dicha
situacion, asi como describir y
representar graficamente
funciones que son soluciéon de
la ecuacion diferencial. A
partir de las reflexiones
generadas por los diversos
cuestionamientos, puede llevar
a cabo la construccion puntual
del campo de pendientes.

NR bajo: El estudiante
presenta problemas al
representar
algebraicamente la
ecuacion diferencial de
una situacion
particular que le es
planteada en la lengua
natural y por tanto no
puede continuar.

NR medio: El
estudiante a partir de
una situacion
particular  (planteada
en lengua natural)
puede representar la

ecuacion  diferencial
que modela dicha
situacion
(representacion

algebraica), pero no
identifica una posible
solucion de  esta
ecuacion  diferencial
y/o presenta problemas
al construir
puntualmente su
campo de pendientes
(representacion
grafica).

NR alto: El estudiante
logra representar
algebraicamente la
ecuacion diferencial de
un contexto particular,
identifica las posibles
soluciones y puede

Lengua natural:

Una poblacién de peces,
si se les deja aislados,
aumenta con rapidez de
cambio del 20% al afio.
Se permite que al afio se
pesquen 10 millones de
peces.

Analitico:
ap =0.2P - 10
ac
Tabular:
t] o 1 2 3

P| 60 62 64.4 67.2

t: Tiempo (afios)
P: Poblacion de peces

Grafica:
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llevar a <cabo la
construccion  puntual
del campo de
pendientes.

NG

General

A partir del desarrollo de
actividades con un contexto
particular en el nivel anterior y
de la reflexion realizada en
ellas, el estudiante es capaz de
plantear en forma algebraica

ecuaciones diferenciales,
encontrar diferentes soluciones
para  ellas  (general vy

particular), a partir del trabajo
en la misma representacion
(tratamiento) o del analisis del
campo de pendientes de éstas
(conversion).

NG bajo: El estudiante
presenta problemas al
representar
algebraicamente la
ecuacion diferencial de
una situacion general
que le es planteada en
la lengua natural y por
tanto no puede
continuar

Lengua natural:

Una  poblacion  de
insectos crece con una
rapidez de  cambio
proporcional al tamafio
de la poblacion.

NG medio: El
estudiante extrae de un
contexto (planteado en
lengua natural) la
ecuacion  diferencial
(representacion
algebraica), pero
presenta problemas al
construir su campo de
pendientes
(representacion
grafica)

Analitica:

dy_

ax

NG alto: El estudiante
logra representar
algebraicamente la
ecuacion diferencial de
un contexto y a partir
de ello y de 1la
reflexion generada por
los distintos
cuestionamientos,
puede realizar un
analisis que lo llevan a
la construccion del
campo de pendientes.

Grafica:

Aunque en las actividades no
se promueve explicitamente
este nivel, el estudiante puede

NF bajo: El estudiante
no logra expresar sus
ideas de  manera
adecuada o el lenguaje

Analitica:

dy_

a—kx
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NF

Formal

llegar a desarrollarlo con
algunas de las preguntas
asociadas, en las cuales se le
pide realizar conjeturas sobre
el comportamiento de graficas

(campos de pendientes) o
sobre la  solucion  de
ecuaciones diferenciales
(numérica, particular y
general). Ademas, hay
momentos donde se le pide
que realice una serie de
argumentaciones que estan

encaminadas a que describa,
quizds no con la formalidad

del  uso del  lenguaje
matematico formal, pero si con
precision en sus palabras,

sobre las matemadticas que ha
aprendido.

que utiliza no es el
asociado a la
matematica formal.

NF medio: El
estudiante  identifica
caracteristicas propias
de las Ecuaciones
Diferenciales, pero el
lenguaje  matematico
utilizado no es el
adecuado.

Grafica:

NF alto: El estudiante
expresa caracteristicas

propias de las
Ecuaciones
Diferenciales y el
lenguaje  matematico
utilizado es el
adecuado.

srafinas

\\\\\\\\

crriainan

\\\\\\\\
\\\\\\\\

Tabla 5. Criterios de valoracion para Ecuaciones Diferenciales

5.3 Analisis de la secuencia de actividades didacticas

En esta seccion, se realiza un reporte y andlisis de las respuestas dadas por los estudiantes a

la secuencia de actividades didacticas.

5.3.1 Secuencia de inicio

En la Actividad 1 “Las matematicas en la vida diaria”, habia que realizar la articulacién

entre la representacion verbal y la representacion grafica de diferentes situaciones de

variacion que fueron planteadas.

En la conversion de la representacion verbal a la representacion grafica:

El Equipo 1, tuvo errores en la conversion de tres de las cinco situaciones

planteadas:
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e El Equipo 2 y 3 realizaron adecuadamente la conversion de la representacion verbal

a la gréfica:

Equipo 2

Equipo 3

Al argumentar las razones para realizar cada conversion de la representacion verbal a la

grafica:

e El Equipo 1, atn con los problemas que tuvo en la conversion, en sus descripciones
se percibia el conocimiento que tenian sobre la situacion, como podemos ver para el

caso del polen en una planta en el transcurso de un afio:
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e El Equipo 2, utilizdé términos asociados a la derivada como se puede ver en la

variacion de la temperatura del lingote de metal:

e El Equipo 3, en su descripcion utilizéd términos mas coloquiales apelando un poco al
sentido comun, como podemos ver en la situacion de la concentracion de polen en

una planta:

Apoyados en la tabla 4, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3

Situacional Bajo Medio Medio

En la Actividad 2 “La temperatura de un vaso con agua”, habia que identificar en la

representacion grafica los tipos basicos de variacion.

En la descripcion del comportamiento de la temperatura de un vaso con agua en el

transcurso del tiempo, para las distintas representaciones graficas:

e El Equipo 1 no fue tan preciso en el uso del lenguaje, en el caso donde hay un

crecimiento cada vez mas rapido, redactaron lo siguiente:

60



e El Equipo 2 mostr6 mayor comprension sobre la situacién y en el caso de un

decrecimiento cada vez mas lento escribieron:

e El Equipo 3 realiz6 adecuadamente la conversion entre la representacion grafica y la

representacion verbal, en el caso de un decrecimiento constante contestaron:

Apoyados en la tabla 4, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel

Equipo 1

Equipo 2

Equipo 3

Situacional

Medio

Alto

Alto

En la Actividad 3 “La fiebre”, habia que representar en la grafica la razon de cambio

promedio.

, A . .y .
En el calculo de AT y A—:, y en la interpretacion de éstos:

e El Equipo 1, aunque en sus descripciones asociadas a la situacion de la fiebre las

realizaron de forma adecuada, tuvo problemas para llenar la representacion tabular,

quizas por desconocer la notacion utilizada:
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e El Equipo 2 y 3 realizaron las descripciones que se pedian de forma adecuada, en el

llenado de la tabla realizaron los calculos y la interpretacion adecuada:

Equipo 2

Equipo 3
En la representacion grafica de la rapidez de cambio promedio:

e El Equipo 1 no represent6 en la grafica la rapidez de cambio promedio:
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e El Equipo 2 no representaron correctamente en la grafica la rapidez de cambio

promedio:

e El Equipo 3 represento de forma adecuada la razéon de cambio promedio en la

representacion grafica como se muestra:

Apoyados en la tabla 4, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Alto Alto Alto
Referencial Bajo Medio Alto

En la Actividad 4 “El cédncer de mama en M¢éxico”, habia que interpretar el
comportamiento de la representacion grafica de la derivada para la situacion del cancer de

mama en México apoyado de diferentes applets de GeoGebra.

En el llenado de la tabla, donde habia que calcular Ay y %:
1

e El Equipo 1 tuvo problemas en el llenado de la tabla, ya que, realizaron mal el

, . y
calculo del cociente y—Z:
1
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e El Equipo 2 llené adecuadamente los datos de la tabla y realizaron una buena

interpretacion de ésta:

e El Equipo 3 completd correctamente la representacion tabular asociada a las
defunciones por cancer de mama en México y tuvieron problemas en contestar
algunas preguntas asociadas a la interpretacion de la tabla debido a que no conocian

el tema de sucesiones:

En la identificacion de la recta tangente en la representacion grafica:
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e El Equipo 1 realiz6 mal la interpretacion de la recta tangente al punto A y de la

pendiente de ésta:

Recta tangente Pendiente de la recta tangente

e El Equipo 2 identifico de manera correcta la recta tangente al punto A, asi como la
pendiente de esa recta, en las representaciones graficas, ademés las descripciones

del comportamiento de ambas fueron acertadas:

e El Equipo 3 no expreso especificamente que la recta y el nimero que aparecian,
correspondian a la recta tangente al punto A y a la pendiente de ésta,

respectivamente en la representacion grafica:

En la interpretacion de la funcion derivada representada graficamente por la curva h(x):

e El Equipo 1 tuvo problemas para identificar la funcioén derivada en la representacion

grafica:
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e El Equipo 2 identifico a la derivada en un punto con la y ordenada del punto B y a
la funcion derivada representada graficamente por la curva h(x), pero no le dieron

el nombre de derivada:

e El Equipo 3 en la interpretacion grafica de la derivada en un punto y la funcion
derivada, no expresaron especificamente que los casos analizados estaban

relacionados con la derivada:

Apoyados en la tabla 4, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Bajo Alto Alto
Referencial Bajo Medio Medio
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En la Actividad 5 “Los polinomios”, habia que identificar graficamente las relaciones
existentes entre una funcidon y su derivada, en este caso para funciones polinomiales de

hasta grado 3.

En la interpretacion de la recta tangente al punto A y la pendiente de la recta tangente en la

representacion grafica:

e FEl Equipo 1 realizd6 las interpretaciones de la representacion grafica
incorrectamente, pareciera que no siguieron las indicaciones que se pedian en la
Actividad, en el caso cuando aparecia la recta tangente para una funcidon cuadratica,

contestaron:

e El Equipo 2 tuvo problemas para identificar la recta tangente en la representacion
grafica, pero en cambio realizaron de manera adecuada la identificacion de la
pendiente de la recta tangente, como podemos ver para el caso de una funcidén

cuadratica:

Recta tangente Pendiente de la recta tangente
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e El Equipo 3 identifico correctamente en la representacion grafica la recta tangente y
la pendiente de la recta tangente del punto A, como podemos ver en el caso de una

funcidn cuadratica:

Recta tangente Pendiente de la recta tangente

En la interpretacion de la funcidon derivada representada graficamente por la curva h(x) y

en su relacion con la funcion f(x):

1.- Cuando f(x) tiene un valor extremo (maximo o minimo local) = h(x) = 0.
2.- Cuando f(x) es creciente = h(x) > 0.

3.- Cuando f(x) es decreciente = h(x) < 0.

4.- Cuando f(x) tiene un punto de inflexion = h(x) tiene un valor extremo (maximo o

minimo local).

e El Equipo 1 no explicit6 especificamente que la funcion h(x) era la derivada, pero
en la relacion, entre la funcidon y su derivada hicieron una asociaciéon adecuada.
Ademas, tuvieron problemas al calcular la derivada en su representacion analitica.
En la parte donde se busca que visualicen que al sumar una constante a la funcion,
la derivada de ésta no cambia, el equipo no lo pudo observar. En el caso de una
funcion de grado 3, donde habia que identificar las relaciones entre la funcion y su
derivada para puntos especificos, el equipo tuvo problemas para identificarlos,
como podemos ver para el caso donde se tenia en la funcion un minimo local y la

derivada cortaba al eje x en ese punto (h(x) = 0):
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Relacion 2y 3 Calculo de derivada

No hay cambio en la derivada Relacion 1

e El Equipo 2 percibi6é adecuadamente que cuando a una de las funciones se le suma o
se le resta una constante, la derivada de esa funcion sigue siendo la misma al caso
anterior. Tuvieron problemas para identificar que cuando la funcion tiene un valor

extremo, la derivada corta al eje x, en ese valor de x:

No hay cambio en la derivada Relacion 1

e El Equipo 3 identifico que al agregar una constante a una funcion, la derivada de
¢ésta no cambia. No pudieron visualizar la relacién que habia entre la funcion y su
derivada, para el caso en el cual la funcion tiene un maximo, no identificaron que la

derivada cortaba al eje x en ese punto (h(x) = 0):
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No hay cambio en la derivada Relacion 1

Apoyados en la tabla 4, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Referencial Bajo Medio Medio
General Bajo Medio Medio
Formal Bajo Bajo Bajo

En la Actividad 6 “La exponencial”, habia que identificar graficamente las relaciones
existentes entre una funciéon y su derivada, en este caso para funciones exponenciales, en
especifico que observaran que la derivada de la funcion exponencial f(x) = ae® es ella
misma, es decir, h(x) = ae* y para el caso donde la derivada de la funcién f(x) = e**, es

h(x) = ke**, se puede ver que la derivada es proporcional a la misma funcion.

e El Equipo 1 no identificd que la derivada de la funcion exponencial f(x) = ae* es
la misma funcién y tuvieron problemas para describir adecuadamente lo que sucedia

con cada elemento que aparecia en la representacion grafica de esta funcion:
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e El Equipo 2 realizd6 de manera correcta la descripcion de la representacion grafica
para el caso de la funcion f(x) = e*, solo les falt ser mas explicitos en el sentido

de decir que la derivada de la funcién es ella misma:

e El Equipo 3 describié adecuadamente aquellos elementos que se visualizaban en la
representacion grafica de la funcion f(x) = e*, y pudieron concluir que la derivada

de la funcién para este caso es ella misma:

En el caso de la funcién exponencial f(x) = e**, con k positiva:

e El Equipo 1 tuvo problemas para describir con detalle lo que sucedia con la funcion:
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e El Equipo 2 les falto ser mas detallados en sus argumentaciones:

e El Equipo 3 visualizé adecuadamente las caracteristicas de la funcion y su derivada,

pero al momento de calcular la derivada, no la realizaron:

En el caso de la funcién exponencial f(x) = e**, con k negativa:
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e El Equipo 1 en las argumentaciones utilizadas les falto tener una explicaciéon mas

detallada:

e El Equipo 2 visualizd6 de manera adecuada y describieron lo que ocurria con la

funcién y su derivada, pero sus argumentaciones no fueron las esperadas:

e El Equipo 3 describié de manera correcta cada una de las caracteristicas presentes
en la representacion grafica de la funcion, pero tuvieron problemas para calcular la

derivada:
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Apoyados en la tabla 4, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Referencial Bajo Medio Alto
General Bajo Medio Medio
Formal Bajo Bajo Bajo

En la Actividad 7 “;Qué caracteristicas tiene la funcién?”, habia que encontrar una funcion

que cumpliera con las caracteristicas de tener la funcion derivada que estaba representada

graficamente, utilizando las relaciones analizadas en las Actividades previas.

e El Equipo 1 al tener problemas desde las actividades previas, tuvieron dificultades

para contestar adecuadamente esta actividad, las relaciones entre la funcion y su

derivada, para cada uno de los casos planteados, no eran correctas:
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e El Equipo 2 tuvo problemas para identificar que la funcidon que se queria encontrar
no era la que estaba graficada y cada una de las preguntas que se plantearon, las

contestaron pensando en la representacion grafica que se les presentaba:

e El Equipo 3 contest6 las preguntas de la Actividad pensando en que las preguntas
que se les hacia estaban relacionadas con la representacion grafica de la funcion que
se les presenta, aunque en el bosquejo de la funcion solucion éstos la representaron
bien para el caso de la derivada de una funcion cuadratica como se puede ver a

continuacion:
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Apoyados en la tabla 4, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Referencial Bajo Bajo Bajo
General Bajo Bajo Medio

5.3.2 Secuencia de desarrollo

En la Actividad 1 “Comportamientos asociados a la derivada en la vida diaria”, habia que

relacionar las situaciones representadas verbalmente con las representaciones graficas.

En la conversion entre la representacion verbal a la representacion grafica:

e Los Equipos 2 y 3 hicieron una correcta conversion entre la representacion verbal y

la representacion grafica:

Equipo 2
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Equipo 3

e El Equipo 1 tuvo problemas para realizar la conversion de tres de las 5 situaciones:

En la argumentacion del proceso de conversion entre las representaciones verbal y grafica:

e El Equipo 1 tuvo problemas para comprender las situaciones y en la descripcion de

la depreciacion de un vehiculo respondieron:
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e El Equipo 2 utilizé términos asociados a la derivada, como podemos ver en la

situacion del crecimiento de una persona desde su nacimiento hasta los 20 afos:

e El Equipo 3, no profundizo en su razonamiento, aunque realizé adecuadamente la
conversion entre representaciones, y en el caso de la descalcificacion de un hueso

comentaron lo siguiente:

Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3

Situacional Bajo Medio Medio

En la Actividad 2 “Planteamiento de una Ecuacion Diferencial”, habia que representar

algebraicamente la Ecuacion Diferencial de cada situacion planteada.

En la conversion de la representacion verbal a la representacion analitica de la ecuacion

diferencial:

e El Equipo 1 no represent6 analiticamente la Ecuacion Diferencial de ninguna de las
situaciones y dejaron en blanco la pregunta que estaba asociada a cada caso. Pero

cuando se les pedia realizar una descripcion de lo que sucedia con las situaciones en
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el transcurso del tiempo, describieron de forma adecuada cada una de las

situaciones, como podemos ver en el caso de la ingesta de alcohol de una persona:

e El Equipo 2 realizé la conversion de la representacion verbal a la representacion
analitica de la Ecuacion Diferencial de cada situacion, aunque la representacion no
correspondia con la descripcion verbal de cada uno de los casos. Podemos ver en el
caso de la contaminacion de un lago que, aunque el sentido de la Ecuacion
Diferencial est4 bien por la descripcion que realizan, la variable de entrada de agua

limpia al lago les causo conflicto:

e El Equipo 3 representd algebraicamente dos de las tres situaciones planteadas,
aunque no las expres6 como Ecuaciones Diferenciales y ademas no fue la

representacion adecuada, como podemos ver para el caso de ingesta de alcohol:

En la representacion grafica de la ecuacion diferencial para cada situacion y la descripcion

de éstas:

e El Equipo 1 presentd problemas en la representacion grafica ya que, aunque
representan bien el comportamiento de la situacion, en el cuadrante donde sittian la

grafica no es el adecuado, como podemos ver para el caso de la ingesta de alcohol:
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e El Equipo 2 realizé la representacion verbal y la representacion grafica de forma
adecuada, como podemos ver para el caso de crecimiento de una poblacion de

insectos:

e El Equipo 3 realizo la representacion verbal respecto a cada situacion
adecuadamente, aunque presentaron problemas para representarlas graficamente,

como podemos ver para el caso de ingesta de alcohol:
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Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Alto Alto Alto
Referencial Bajo Medio Bajo

En la Actividad 3 “Orden de una ecuacion”, habia que identificar el orden de la ecuacion

diferencial planteada y compararla con las ecuaciones diferencial de la Actividad anterior.

e El Equipo 1 tuvo problemas para identificar el orden la ecuacion planteada y la
pregunta asociada al orden de las ecuaciones trabajadas previamente no la

escribieron:
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e El Equipo 2 identificé adecuadamente el orden de la ecuacion planteada asociandola
en este caso con la aceleracion de gravedad, asi como el orden de las ecuaciones

trabajadas previamente:

e El Equipo 3 tuvo problemas para identificar el orden de la ecuacion planteada, asi
como de las trabajadas previamente, aunque asocio adecuadamente la ecuacion con

la aceleracion de la gravedad:

Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:
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Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Bajo Alto Medio
General Bajo Alto Bajo

En la Actividad 4 “Solucion numérica de la Ecuacién Diferencial”, se trabaja con la
situacion de una poblacion de peces, habia que trabajar con tres diferentes condiciones
iniciales y observar el comportamiento que tiene la poblacién con respecto al tiempo para

cada una de ellas.

e El Equipo 1 tuvo problemas para representar algebraicamente la situacion y
omitieron esas preguntas y al contestar las preguntas sus respuestas fueron un tanto
inconsistentes con respecto al llenado de la tabla, el cual fue el adecuado. Para el

caso de la condicion inicial de 60 millones de peces contestaron lo siguiente:

e El Equipo 2 representd analiticamente la ecuacion diferencial de la poblacion de
peces. Ademas, identifico correctamente el comportamiento que tiene la poblacion
para cada condicion inicial. Para el caso de 40 millones de peces, contestaron lo

siguiente:
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El Equipo 3 represent6 analiticamente la situacion de la poblacion de peces, pero no
expres6 adecuadamente la ecuacion diferencial. Completaron la tabla para la
condicion inicial de 60 millones de peces, aunque tuvieron problemas en los tltimos
valores que calcularon, mientras que para la condicion inicial de 40 millones dieron

por sentado que la poblacién también aumentaria y no llenaron la tabla:

En la descripcion del comportamiento de la poblacion de peces a partir de los datos de la

tabla:

El Equipo 1 en la descripcion del comportamiento de la poblacion para las
condiciones iniciales de 60 millones de peces y de 40 millones de peces fue la
adecuada, ademds de que identificaron correctamente que cuando la cantidad de

peces es de 50 millones la poblacion se mantiene constante como podemos ver:
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e El Equipo 2 realizd la descripcion adecuada para las condiciones iniciales, no
pudieron identificar la condicion inicial para la cual la poblacion de peces iba a

mantenerse constante:

e El Equipo 3 en la descripcion del comportamiento de la poblacion de peces para
cada condicion inicial la realizaron adecuadamente, pero no identificaron la

condicidn inicial para la cual la poblacion se mantenia:
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Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Medio Alto Medio
Referencial Medio Medio Bajo

En la Actividad 5 “Solucion general de una ecuacion diferencial”, habia que representar

i . : . o .. d
analiticamente y graficamente una posible solucion de la ecuacion diferencial d—z = 0.3y.

e El Equipo 1 tuvo problemas para realizar esta Actividad, ya que solo contestaron

una de las preguntas y el resto las dejaron en blanco:

e El Equipo 2 realizo la representacion analitica de una de las funciones que satisfacia
la ecuacion diferencial planteada, aunque no representaron graficamente esta

funcion:
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e El Equipo 3 tuvo problemas para proponer una posible funcion que satisficiere la

ecuacion diferencial planteada y por tanto, su representacion grafica no fue la

adecuada:

Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel

Equipo 1

Equipo 2

Equipo 3

General

Bajo

Alto

Bajo

En la Actividad 6 “Solucion particular de una ecuacion diferencial”, habia que plantear una

., . ., . . dy .. e
solucién particular de la ecuacion diferencial == 0.3y, para condiciones iniciales

especificas, ademas de trabajar con una situacion de variacion particular.

En el planteamiento de la solucion particular para condiciones iniciales especificas:

e El Equipo 2 fue el tnico que realiz6 de manera adecuada la representacion analitica

de la solucion particular de la ecuacion diferencial para las condiciones iniciales

propuestas:
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En la situacion de la cafeina para la cual habia que realizar la conversion de la

representacion verbal a la representacion analitica y trabajar con condiciones iniciales:

e El Equipo 1 tuvo problemas en el planteamiento de la ecuacion diferencial para el
caso de la cafeina no fue el adecuado y también para plantear la solucioén particular

de la ecuacion diferencial

e El Equipo 2 en la situacion de la cafeina, propusieron de manera adecuada la
ecuacion diferencial que la representa, asi como la solucion general para ella, pero
tuvieron problemas en representar la solucion particular para cuando una persona

consumia una taza de café con 100mg de cafeina:

e El Equipo 3 tuvo problemas para plantear la ecuacion diferencial de la situacion de
la cafeina y ademds tuvo problemas para representar algebraicamente la solucion

particular de la ecuacion diferencial:

88



Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3

Referencial Bajo Medio Bajo

En la Actividad 7 “Campo de pendientes”, se pide construir e identificar el campo de

dy dy x

. . . . dy
pendientes para las ecuaciones diferenciales — =y, —=xy— = -
dx dx dx y

En la identificacion de la pendiente de la recta tangente a diferentes puntos en la

representacion grafica:

e Los tres equipos tuvieron problemas para identificar la pendiente de la recta
. . o .. d .
tangente en diferentes puntos a partir de la ecuacion diferencial d—z =y, el Equipo 1

solo puso la coordenada (x,y) correspondiente a cada punto, mientras que el

Equipo 2 solo respondi6 dos de los siete valores de la pendiente bien:

Equipo 1 Equipo 2
En la descripcion del campo de pendientes de la ecuacion diferencial Z—z =y:

e El Equipo 1 tuvo problemas para interpretar el campo de pendientes que se les

presentaba:
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e El Equipo 2 realiz¢ la interpretacion del campo de pendientes adecuadamente:

e El Equipo 3 no realiz6 adecuadamente la descripcion del campo de pendientes, ya

que, sus respuestas no fueron las esperadas:
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En el calculo de las pendientes de la linea tangente a partir de la ecuacion diferencial

dy
dx

e El Equipo 1 tuvo problemas para realizar la conversion de la representacion grafica
a la representacion algebraica de la pendiente de la recta tangente para diferentes
puntos de la ecuacion diferencial, debido a que no calcularon correctamente el valor
de la pendiente, aunque para los primeros casos estuviera indicado especificamente

cual era el valor:

e FEl Equipo 2 identificé adecuadamente la pendiente de la recta tangente para cada
uno de los puntos que se les planteaba en la representacion grafica mostrada en el

applet de GeoGebra:

C ., . .y . . . dy
En la descripcion del campo de pendiente de la ecuacion diferencial =X

e El Equipo 2 no tuvo los argumentos esperados en la interpretacion del campo de

pendientes:
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e El Equipo 3 no realizé adecuadamente la interpretacion del campo de pendientes en

el applet de GeoGebra:

En la conversion de la representacion analitica a la representacion verbal de la ecuacion

. .. d X
diferencial 22 = %
dx y

e El Equipo 1 no respondio los diferentes cuestionamientos relacionados a la ecuacion
diferencial y los equipos 2 y 3 tuvieron problemas para representar verbalmente el

comportamiento que tenia la ecuacion:

Equipo 2 Equipo 3

En la identificacion del campo de pendientes para diferentes ecuaciones diferenciales:
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e El Equipo 1 tuvo problemas en la identificacién del campo de pendientes de las

ecuaciones diferenciales, ya que, solo respondieron correctamente una de las tres:

e El Equipo 2 identificaron correctamente el campo de pendientes para las diferentes

ecuaciones diferenciales:

e El Equipo 3 solo realizo acertadamente una de las tres relaciones presentadas:
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Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Bajo Medio Medio
Referencial Bajo Bajo Medio

General Bajo Medio Bajo

En la Actividad 8 “Identificacion de campo de pendientes”, habia que realizar la
conversion entre la representacion analitica de la ecuacion diferencial con el campo de

pendientes que le corresponde.

e El Equipo 1 realizd correctamente todas las asociaciones entre la representacion

algebraica y los campos de pendientes, pero su argumentacion no fue la adecuada:
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e El Equipo 2 al parecer tuvo problemas con la interpretacion de los signos, esto por
las asociaciones entre las ecuaciones diferenciales y los campos de pendientes que
realizaron. Ademas, la argumentacion se baso por el uso de un software, pero no fue

adecuada:

e El Equipo 3 tuvo problemas para relacionar cada representacion analitica con su
campo de pendientes, ya que, de las ocho relaciones, solo contestaron bien una de
ellas. Mientras que en la descripcion solo consideraron las caracteristicas de la

ecuacion diferencial, no consideraron las caracteristicas del campo de pendientes:
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Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Bajo Bajo Bajo
General Alto Bajo Bajo

En la Actividad 9 “Existencia y unicidad de soluciones”, habia que trabajar con la
situacion de la poblacion de peces y con una nueva situacion de variacion relacionada con
la morfina, en las cuales habia que identificar las soluciones de equilibrio y el

comportamiento de éstas.
En la descripcion del campo de pendientes de la situacion de la poblacion de peces:

e El Equipo 1 no interpreté de manera adecuada el campo de pendientes, ademas no
bosquejo el comportamiento de la poblacion para las diferentes condiciones

iniciales que se le planteaban:

e El Equipo 2 interpret6 correctamente el campo de pendientes, y ademds bosquejaron
adecuadamente el comportamiento que tendria la poblacién para cada condicion
inicial, como podemos ver para el caso de una condicion inicial de 50 millones de

peces:
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e El Equipo 3 tuvo problemas para interpretar el campo de pendientes y no
bosquejaron el comportamiento que se tendria de la poblacion en el transcurso del

tiempo, para la condicion inicial de 40 millones de peces contestaron:

En la conversion de la representacion verbal a la representacion analitica para la situacion

de variacion de la morfina:

e El Equipo 1 tuvieron problemas en el planteamiento de la ecuacion diferencial, por

lo que tuvieron problemas para contestar correctamente las demés preguntas:

e El Equipo 2 tuvo problemas para representar analiticamente la ecuacion diferencial:
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e El Equipo 3 la ecuacion diferencial que plantearon no fue la correcta, lo que influyo

en las respuestas de las siguientes preguntas:

En la descripcion del campo de pendientes:

e El Equipo 1 en la identificacion del comportamiento de la morfina con el paso del
tiempo en la representacion grafica mostrada en el applet Act9-12.ggb de
GeoGebra, tuvieron problemas, debido a que no comprendieron la situacion

planteada:

e El Equipo 2 realizaron adecuadamente la interpretacion del campo de pendientes:
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e El Equipo 3 en la descripciéon del campo de pendientes de la situacion de la morfina,

no fue la esperada, y para la condicion inicial de 7.2mg de morfina contestaron:

En la identificacion del tipo de solucion de equilibrio que tenia la situacion de la poblacion

de peces y la de la morfina:

e El Equipo 1 en la identificacion del tipo de solucion de equilibrio que era para cada

caso, tuvieron la respuesta acertada pero no fue generada por el desempeio previo:

e El Equipo 2 en la definiciébn de un equilibrio estable, contestaron de manera
adecuada, pero sin formalidad matematica y en la identificacion del tipo de solucion

de equilibrio en cada uno de los casos, el equipo contestd correctamente:

e El Equipo 3 no realiz6 una descripcion adecuada de un equilibrio inestable y no
identifico entre cudl de las situaciones tenia un equilibrio estable y cual uno

inestable:
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Apoyados en la tabla 5, se tiene la siguiente tabla que valora el desempefio de los

estudiantes en los niveles de comprension promovidos en esta Actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Bajo Alto Bajo
Referencial Bajo Medio Bajo

General Bajo Alto Bajo

Formal Bajo Medio Bajo

5.3.3 Secuencia de cierre

En la Actividad 1 “Ecuacion diferencial logistica”, se analiza la situacion de variacion
relacionada con una poblacion en un espacio confinado.

En la conversion de la representacion verbal a la representacion analitica:

e El Equipo 1 no dedujo la ecuacion diferencial, por lo que contestaron la tabla que

estaba asociada a la ecuacion, basandose en la intuicion de la situacion:
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e El Equipo 3 representd analiticamente la ecuacion diferencial que expresaron
correctamente, pero tuvieron algunos problemas para describir el comportamiento

de la poblacion:

En la descripcion del campo de pendientes:

e El Equipo 1 tuvo problemas y sus argumentaciones no fueron las esperadas y
cuando se le pedia que bosquejaran el comportamiento de la poblacidon para tres

condiciones iniciales diferentes, no lo realizaron:

e El Equipo 2 en la descripcion del campo de pendientes, ésta no fue tan descriptiva
como se esperaba. Al representar graficamente el comportamiento de la poblacion
para tres diferentes condiciones iniciales, lo realizaron adecuadamente y su

descripcion fue correcta:
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e El Equipo 3 no realiz6 correctamente la descripcion del campo de pendientes. Pero,
bosquejaron adecuadamente las curvas soluciones representadas por cada una de las
condiciones iniciales planteadas, pero la descripcion del comportamiento de éstas

no fue la esperada:
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En el tratamiento de la representacion grafica del comportamiento de la poblacion:

El Equipo 1 tuvo problemas para identificar el punto de inflexién en una curva
solucion de la ecuacion diferencial logistica y no bosquejo la grafica de la derivada
respecto a la poblacion. Ademads, tuvieron problemas para describir el

comportamiento de la poblacion en el transcurso del tiempo:

El Equipo 2 tuvo problemas para identificar el punto de inflexién de una curva
solucion de la ecuacion diferencial y para describir el comportamiento que tiene la

poblacion respecto al tiempo:
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e El Equipo 3 en la relacion entre la derivada y sus posibles soluciones, trazaron la

grafica de la derivada con respecto a la poblacion e identificaron donde se da el

punto de inflexién en una curva solucion, pero la descripcion que realizaron no fue

la correcta:

Apoyados de la tabla 5, se realizd la siguiente tabla para valorar el desempefio de los

estudiantes en los niveles promovidos a lo largo de la actividad:

Nivel Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3
Situacional Bajo Bajo Medio
Referencial Bajo Medio Alto

General Bajo Bajo Medio
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5.4 A manera de conclusion

Como conclusion, el resultado de la puesta en escena de la secuencia de actividades
didacticas nos mostré que en general el Equipo 1 tuvo un desempefio deficiente y el Equipo
2 tuvo un desempeiio destacado en la mayoria de las Actividades, mientras tanto, el Equipo
3 tuvo un desempefio promedio al igual que la mayoria de los equipos que no se tomaron en

cuenta para el analisis.

Para la secuencia de inicio cuyo propdsito es reforzar en los estudiantes la nocion de
derivada, se tuvo una mayor participacion por parte de los estudiantes. Los tres equipos
mostraron un buen desempefio para las primeras actividades, pero conforme iban
avanzando en el trabajo con las Actividades, el Equipo 1 iba teniendo un desempefio cada
vez mas deficiente, el Equipo 2 realizd adecuadamente las Actividades, pero en la
Actividad 7 mostraron un desempefio poco favorable y el Equipo 3 tuvo el desempeio

adecuado para alguna de las actividades e inadecuado para otras.

Las respuestas proporcionadas por los equipos en la secuencia de inicio, nos proporcion6d
informacion relevante para realizar cambios en algunas de las Actividades. Por mencionar
algunos de los cambios que se han considerado; en la Actividad 3 “La fiebre” algunos de
los problemas que tuvieron los equipos estuvo relacionado con el desconocimiento de la
notacion simbolica del cambio total de una magnitud (por ejemplo: el cambio en la
temperatura AT) por lo cual consideramos conveniente expresarlo como; AT =T, —T; , en
la Actividad 5 “Los polinomios” algunos de los problemas que tuvieron los estudiantes
estuvieron relacionados a la redaccion de los cuestionamientos, por lo que se han hecho
cambios en la redaccion de algunas de las preguntas; en la Actividad 7 “;Qué
caracteristicas tiene la funcion?” los equipos tuvieron problemas en la interpretacion de la
grafica que representaba a la funcion derivada por lo que se ha considerado realizar
cambios en los cuestionamientos asociados a esta representacion grafica. Aunado a estos
cambios, también consideramos la necesidad de realizar una sesion de trabajo con el grupo
completo al finalizar esta secuencia de inicio con el propdsito de propiciar la discusion y
reflexion sobre las nociones matematicas exploradas en las Actividades que conforman la

secuencia.
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En la secuencia de desarrollo donde se promueve la nocidon de ecuacion diferencial
ordinaria y sus soluciones, la participacion de los estudiantes vino a la baja. La mayoria de
los equipos que trabajaron en esta secuencia tuvieron problemas para contestar algunas de
las Actividades y dejaron en blanco preguntas asociadas a ellas, mientras que los equipos
que se eligieron para el analisis contestaron todas o la mayoria de las Actividades de la

secuencia.

Uno de los cambios importantes que se han considerado para esta secuencia de desarrollo
es la inclusion de preguntas asociadas a los diferentes contextos en la Actividad 2
“Planteamiento de una Ecuacion Diferencial”, que sean especificas para la comprension de
la descripcion de los contextos que se representan verbalmente y de los cuales hay que
plantear la ecuacion diferencial, esto debido a los problemas que tuvieron los Equipos para
representar analiticamente la ecuacion diferencial en cada uno de los casos planteados
durante la secuencia. A partir de la Actividad 7 “Campo de pendientes”, los Equipos
tuvieron problemas para la construccioén del campo de pendientes de diferentes ecuaciones
diferenciales que se plantean, por ello, es necesario realizar ajustes a los cuestionamientos

asociados a esta Actividad y a las que incluyen el trabajo con el campo de pendientes.

Al igual que para la secuencia de inicio, es importante que para la secuencia de desarrollo

se realice una institucionalizacidn al concluir las Actividades.

La secuencia de cierre que contiene la conjuncion de los elementos mas importantes vistos
tanto en la secuencia de inicio como la de desarrollo, resulto ser la de mayor dificultad para
los estudiantes, originado probablemente por su desempeio en la secuencia anterior y por la
falta de una institucionalizacién al final de las secuencias de inicio y desarrollo. Es

importante mencionar que esta secuencia la trabajaron como tarea.

Finalmente, en cuanto a la categorizacion de los diferentes niveles de comprension de la
EMR, podemos decir, que el Equipo 1 en su desempefio general, tuvo un nivel situacional,
referencial, general y formal bajo; el Equipo 2 logro un nivel situacional alto, un nivel
referencial y general medio, y finalmente un nivel formal bajo; el Equipo 3 tuvo un nivel

situacional y referencial medio, y un nivel general y formal bajo.
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Capitulo 6.

Conclusiones

El propdsito de este trabajo ha consistido en disefiar una secuencia de actividades didacticas
para promover la construccion por el estudiante de la nocidon de ecuacion diferencial
ordinaria y en particular para promover la relacion entre la nocién de derivada y de
ecuacion diferencial ordinaria, sustentando este disefio desde una perspectiva tedrica basada
en la Educaciéon Matematica Realista y en la Teoria de Representaciones Semioticas, y

promoviendo el uso de GeoGebra como recurso didactico.

La secuencia de actividades didacticas se organizd en una secuencia de inicio, una de
desarrollo y una de cierre. La secuencia de inicio se disend especificamente para reforzar la
nociéon de derivada, mientras que en la secuencia de desarrollo se introduce al estudiante a
las EDO y se culmina con la secuencia de cierre en la cual se ponen en practica algunas de

las nociones matematicas analizadas en las secuencias previas.

En las Actividades que conforman la secuencia de actividades didéacticas se promovieron
los seis diferentes Principios de la Educacion Matematica Realista que son: De Actividad,
De Realidad, De Reinvencion Guiada, De Niveles, De Interaccion y De Interconexion. De
estos Principios, fue el Principio de los Niveles de comprension el que se privilegio para el
disefio de las secuencias, ya que en cada una de las Actividades que conforman a éstas, se
consideraron los niveles de comprension que son: Referencial, Situacion, General y Formal.
De igual manera el disefio de cada una de las Actividades esta apoyado en la Teoria de
Representaciones Semidticas, ya que se consideraron las tres actividades cognitivas

fundamentales: Formacion, Tratamiento y Conversion.

A partir del analisis general realizado por diversos autores sobre el Principio de Niveles, se
elaboraron tres tablas, las cuales tienen la intencion de describir cada uno de los niveles de
comprension, especificamente para la nocion de derivada y para la nocidén de ecuacion
diferencial ordinaria, también se incluye en estas tablas una categorizacion del nivel de

comprension la cual nos ayud6 para la valoracion de las respuestas dadas por los
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estudiantes en las Actividades. Se espera que estas tablas puedan ser de ayuda para disefios

o investigaciones futuras, que estén relacionadas con estas nociones.

La puesta en escena de las Actividades se llevd a cabo en el Instituto Tecnologico de
Hermosillo con un grupo del tercer semestre de Ingenieria Mecanica. Se aplico la secuencia
en diferentes sesiones, en donde se pudo notar que para la secuencia de inicio los
estudiantes tuvieron una mayor participacion y no tuvieron tantos problemas para contestar
las Actividades, en la secuencia de desarrollo la participacion ya no fue tan constante y se
acercaron con mayor frecuencia al investigador para resolver dudas que les surgian al estar
trabajando en las Actividades, mientras que la secuencia de cierre se pidio a los estudiantes

de tarea extra clase y fueron pocos equipos los que realizaron dicha tarea.

Para realizar el andlisis de la puesta en escena de la secuencia de actividades didacticas se
consideraron las respuestas que escribieron los estudiantes en sus hojas de trabajo
(Actividades), se consideraron para este analisis tres equipos (Equipo 1,2 y 3). Para el
analisis de las respuestas de los equipos para cada Actividad, se incluyo6 una tabla en la cual
se especifica la categoria de estas respuestas segun la valoracion del nivel de comprension
promovido en la Actividad. Al finalizar este andlisis, pudimos concluir que el Equipo 1
tuvo un desempefio deficiente y el Equipo 2 un desempefio sobresaliente, mientras que el

Equipo 3 tuvo altibajos en el desarrollo de la secuencia didactica.

A través de esta puesta en escena pudimos constatar el problema que tienen los estudiantes
para realizar la conexion entre la nocion de derivada y la de EDO, asi como también
tuvieron dificultades para realizar las conversiones entre los diferentes tipos de
representacion de una EDO. En este sentido, consideramos que hizo falta una sesion con el
grupo completo al finalizar las Actividades de cada secuencia, para propiciar la discusion y
reflexion de lo explorado en las Actividades, con el fin de institucionalizar las nociones
matematicas analizadas en la secuencia. A pesar de ésto, observamos que algunos de los
estudiantes desarrollaron habilidades para identificar una EDO, en cualquier registro de

representacion que se les presente.

Esta puesta en escena fue de gran ayuda para notar que algunas de las Actividades
requerian cambios para mejorarlas. Esto sugiere que el proceso de disefio de secuencias de

actividades didacticas es iterativo, pues con cada implementacion, existe la posibilidad de
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detectar nuevos conflictos, lo cual sugiere una modificacion o adaptacion de la secuencia,
lo que nos lleva a disefios cada vez mejor fundamentados, pero siempre perfectibles. Como
proyecto futuro consideramos el seguir experimentando la secuencia de actividades

didacticas con el fin de mejorarla.

También a partir de la puesta en escena observamos que el uso de los recursos tecnoldgicos
en este caso GeoGebra, potencializa el aprendizaje que tienen los estudiantes, debido a que
en los applets disenados los estudiantes pudieron visualizar el comportamiento de graficas y
manipular las herramientas tecnoldgicas de GeoGebra que les fueron utiles para contestar

los cuestionamientos de las diferentes Actividades que lo requerian.

El estudio de los tratamientos y conversiones entre las diferentes representaciones de una
nocion matematica representa una tarea demasiado complicada si se le aborda sin contar
con el apoyo de algln recurso tecnologico. El utilizar los applets de GeoGebra nos permitio
automatizar, facilitar y simplificar algunas de las posibles conversiones entre los diferentes
registros de representacion semidtica que se promueven en la secuencia de actividades
didacticas, con el propodsito de crear un medio en el que el estudiante puede explorar,
conjeturar, analizar, verificar ideas, asi como desarrollar habilidades y estrategias que le

seran de gran ayuda a la hora de resolver problemas.

Finalmente, es importante mencionar que, durante el desarrollo de este trabajo, se
realizaron dos publicaciones de articulos que surgieron a partir de este trabajo, uno de ellos
fue publicado en la revista El Calculo y su Ensefianza, Ensefianza de las Ciencias y la
Matematica en su Volumen 10 y el otro articulo fue publicado en la revista Acta

Latinoamericana de Matematica Educativa en su Volumen 31, version 1.
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Anexos

Anexo A: Secuencia de Actividades didacticas

INICIO

Actividad 1. Las matematicas en la vida diaria

Modalidad: Individual

¢+ Haga corresponder las graficas con las descripciones siguientes:

A.

B.

La poblacion de una nueva especie introducida en una isla tropical.

La temperatura de un lingote de metal colocado en un horno y a continuacion

sacado de él.

La velocidad de un carro que viaja a velocidad uniforme y después frena

uniformemente.
La masa del carbono-14 en una muestra antigua.

La concentracion de polen de una planta en el aire en el curso de un afio.

HEHS

()b ()o) )

d) ()e ()

+ De forma individual, responde las siguientes preguntas asociadas a la actividad anterior:
9
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1. Argumenta cual fue el proceso que utilizaste para asociar cada una de las

situaciones planteadas con su respectiva grafica:

A.

2. (Qué comportamiento tendrian las curvas de cada una de las graficas si éstas se

prolongaran en el tiempo?
I.  Bosqueje lo que sucedera

II.  Haz una descripcion de ese proceso

A.
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Actividad 2. La temperatura de un vaso con agua

Modalidad: Individual

Las siguientes graficas estan relacionadas con el comportamiento que tiene la temperatura

de un vaso con agua:

a) t b) : c)
) o) f
) ‘

% Haz lo que se pide a continuacion:
1. Describe para cada una de las graficas como varia la temperatura con respecto al

tiempo:

a.
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2.- En las anteriores representaciones de la variaciéon de la temperatura con respecto al

tiempo, ;Qué representa o que informacion te da la derivada?
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Actividad 3. La fiebre
Modalidad: Equipo de 2

La fiebre es un sindrome (conjunto de sintomas y signos) cuyo signo principal es

la hipertermia, aunque no es imprescindible, pues puede haber fiebre sin hipertermia.

El organismo en condiciones normales mantiene la temperatura corporal dentro de un rango
estrecho, independientemente de las variaciones del medio ambiente. Normalmente la
temperatura es un poco mayor en la tarde, cerca de las 20 horas, y mas baja en la
madrugada. Esta es una variacion de tipo circadiano. La temperatura que se registra en un

paciente sano oscila entre 36,2°C y 37°C.

Se considera que una persona presenta:
e un estado subfebril: cuando la temperatura oscila entre 37 y 37,5 °C.
o hipotermia: cuando la temperatura es menor de 35,0°C.
e hipertermia: cuando la temperatura es mayor de 41°C.

Se desglosa la siguiente informacion relacionada con las temperaturas:

e 34 °C: se llama hipotermia cuando la temperatura es menor a 35 °C. Hay temblor
grave, pérdida de capacidad de movimiento en los dedos, cianosis y confusion. Puede
haber cambios en el comportamiento.

e 35°C: temperatura levemente baja. La temperatura normal del cuerpo humano oscila
entre los 36 y 37 °C

e 37 °C: temperatura normal del cuerpo; esta puede oscilar entre 36 y 37 °C

e 38 °C (febricula): temperatura superior a 37 °C pero inferior a 38 °C durante 24 horas

e 39 °C (pirexia): existe abundante sudor acompanado de rubor,
con taquicardias y disnea. Puede surgir agotamiento. Los epilépticos y los nifios pueden
sufrir convulsiones llegados a este punto.

e 40 °C: mareos, vértigos, deshidratacion, debilidad, nduseas, vomitos, cefalea y sudor
profundo.

e 41 °C (urgencia): todo lo anterior mas acentuado; también puede existir confusion,

alucinaciones, delirios y somnolencia.
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e 42°C: ademas de lo anterior, el sujeto puede tener palidez o rubor. Puede llegar

al coma, con hipertension o hipotension y una gran taquicardia.

A continuacion, se presenta la representacion grafica de la temperatura de un caso de fiebre

en un paciente:

Tiempo (t; horas)

S3IT 30+

Tiempo (t; horas)
Grafica 1. Temperatura de un paciente con fiebre en el paso del tiempo
¢ Responde lo que se pide:
1. Describe detalladamente que es lo que estd sucediendo con el paciente segin la

Grafica 1

2. Calcula para los siguientes intervalos de tiempo, el cambio en la temperatura (4T)

AT °C
(t, t,) AT,°C At hr Interpretacion

0.4)

(4,11)

(13,15)

(17,20)

(20,24)

Tabla 1.

a. Completa la tercera columna de la Tabla 1 calculando la rapidez de cambio
promedio (razén de cambio promedio)
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b. Interpreta estos resultados obtenidos para cada intervalo de tiempo

3. En la Gréfica 1 representa la rapidez de cambio promedio en los intervalos

indicados

a. Describe lo que hiciste y argumenta tu respuesta

4. Atendiendo lo hecho anteriormente:

a. (En qué intervalo de tiempo de los sefalados el cambio de la temperatura

fue mas rapido?

b. (En qué intervalo de tiempo de los sefialados el cambio de la temperatura

fue mas lento?

c. (Como llegaste a esa conclusion? Justifica tu respuesta

5. Con la informacion obtenida. Explica la evolucion de la temperatura del paciente
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Actividad 4. El cancer de mama en México.

Modalidad: Equipo de 2

El cancer de mama, al igual que otros tipos de cancer, se origina por la mutacion de células,
las cuales crecen de forma anormal y desordenada, y se pueden diseminar a otras partes del

cuerpo.

En México, cada afio aumenta tanto el nimero de pacientes como el nimero de muertes por
este mal, siendo de las principales causas de muerte en el pais. Es importante mencionar,
que dicha enfermedad puede ser prevenida si se realizan examenes de manera constante y

puede ser tratada y curada si se detecta en etapas tempranas.

A continuacion, se presenta el grafico original (Gréfica 2) y un modelo grafico idealizado
(Gréfica 3) de las defunciones de mujeres mayores a 25 afios, por cancer de mama en
Meéxico, a lo largo de los afios. Es importante mencionar que en el modelo idealizado se
defini6 la variable tiempo como los afos transcurridos a partir de 1955. Este modelo

idealizado, tiene un error por debajo del 8% del modelo original:

Gréfica 2. Modelo original Gréfica 3. Modelo idealizado

% En compaiia de un compaiero, analiza las graficas anteriores y responde lo que se
pide:
1. (Qué puedes decir sobre las defunciones por cancer de mama con respecto al paso

de los afos?
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+ Para analizar detalladamente el comportamiento del modelo grafico presentado

anteriormente es necesario descargar el software libre GeoGebra y seguir las siguientes

instrucciones:

1. Descarga y abre el archivo cancerdemamaenM¢éxicol.ggb

a. Mueve el punto x0 que esta sobre la barra (deslizador) que aparece en la

parte superior de la vista grafica y responde lo siguiente:

i. {Qué sucede al mover el punto sefialado?

b. Realiza una tabla de valores en la cual se tenga el nimero de afios a partir de

1955 y el de defunciones por afio:

X, afios a
partir de
1951

Y,
defunciones

V2
Y1

0

—_

O | 0 | I ||| bW |

—_
(=]

—_
—_

—_
\9)

—
w

=
~

—
(9]

—_
(o)}

—_
3

Tabla 2.
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1. Completa la tercera columna de la Tabla 2 calculando el cambio en

el nimero de defunciones (4y)

ii. (Qué comportamiento tienen estos cambios?

iii. Completa la cuarta columna de la Tabla 2, ;qué puedes decir de los

valores que obtuviste?

iv. (Qué tipo de sucesion numérica forman los valores de x?

v. (Qué tipo de sucesion numérica forman los valores de y?

vi. Después de haber realizado estos andlisis en los valores numéricos de
x 'y y, reportados en la Tabla 2. ;En qué forma estan aumentando los

valores de y con respecto a los de x? Argumenta tu respuesta

c. Descarga y abre el archivo cdncerdemamaenMéxico2.ggb
1. Habilita la opcion de recta y mueve el punto x0:

ii.  (Qué tiene de particular esa recta?

iii.  (Qué sucede con la recta al mover x0?

d. Descarga y abre el archivo cdncerdemamaenMéxico3.ggb
1. Elige el nimero m y mueve el punto x0:

ii. (Qué representa el nimero m?
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111.

1v.

(Qué sucede con m al mover x0?

(Qué informacion te brinda m con respecto a las defunciones por

cancer de mama?

e. Descarga y abre el archivo cancerdemamaenM¢éxico4.ggb

ii.

iil.

1v.

Selecciona el punto B y mueve el punto x0:

(Qué representan las coordenadas del punto B?

(Qué sucede con B al mover x0?

(Qué representa el punto B?

En el contexto de las defunciones por cancer de mama, ;qué relacion

tiene B con el punto A?

f. Descarga y abre el archivo cdncerdemamaenMéxico5.ggb

11

1il.

1v.

Marca la funcioén h(x) y contesta lo siguiente:

(Qué representa la funcion h(x)?

(Qué relacion tiene el punto B con la funcién h(x)?

Completa la siguiente tabla

h,
x h(x) hy
0
1
2
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O |0 | Q||| b | W

11
12
13
14
15
16
17

Tabla 3. Funcién h(x)

v. (Qué tipo de sucesion numérica forman los valores de x y de h(x)?

vi. (Qué tipo de funcion es h(x)?

vit. ;Qué puedes concluir de todo este proceso?

Después de haber realizado este analisis con el apoyo de GeoGebra. ;Cémo te

ayuda todo este proceso de construccion a comprender el contexto planteado?

Interactia con tu profesor, para hablar de lo que se ha aprendido hasta este

momento
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Actividad 5. Los polinomios
Modalidad: Equipo de 3

+» Para esta actividad descarga el archivo polinomio.ggb y abrelo con el software
matematico GeoGebra. Haz lo que se te pide:
1. Mueve el deslizador b y contesta lo siguiente:

a. (Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador b?

b. (Qué sucede con la expresion algebraica f(x) cuando se mueve el

deslizador b?

c. Deja el deslizador b, en el nimero 2 y mueve el deslizador x1:

1. ¢Qué sucede al mover el deslizador x1?

ii. (En qué intervalo f(x) es creciente?

iii. ¢En qué intervalo f(x) es decreciente?

d. Daclic en el boton recta y mueve el deslizador x1:

1. (Qué sucedio al darle clic al boton recta?

il. (Qué sucede con la recta al mover el deslizador x1?

iil. (Qué representa esa recta?

iv. (Como es la recta cuando f(x) es creciente?

v. (Como es la recta cuando f(x) es decreciente?

e. Da clic en el boton nimero y mueve el deslizador x1:

1. ;Qué sucedio al darle clic al botén namero?
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ii. (Qué sucede con m al mover el deslizador x1?

iii.  ;Qué representa el nuimero m?

iv. (Como es m cuando f(x) es creciente?

v. (Coémo es m cuando f(x) es decreciente?

f. Da clic en el boton punto y mueve el deslizador x1:

1. ¢Qué sucedid al darle clic al botén punto?

ii.  ;Qué sucede con el punto al mover el deslizador x1?

iii.  (Qué representan las coordenadas del punto B?

iv. (Qué relacion tiene B con el punto A?

g. Da clic al boton de rastro y da clic derecho sobre el deslizador x1 y

selecciona la opcidon de animacion:

1. (Qué sucedio?

ii. ;Qué representa el rastro dejado por el punto B?

h. Da clic al boton curva h(x):

1. ¢ Qué sucedi6?

ii. ;Qué relacion existe entre el punto B y la curva h(x)?

iii. En el intervalo que f(x) es creciente, ;Qué signo tiene h(x)?
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iv. En el intervalo que f(x) es decreciente, ;Qué signo tiene h(x)?

v. Cuando f(x) tiene un valor extremo (maximo o minimo local), ;Qué

pasa en h(x)?

a@2x?)

vi. Calcula

1. Mueve el deslizador d:
1. (Qué sucede con la expresion algebraica f(x) cuando mueves el

deslizador d?

ii.  (Qué sucede con f(x) cuando mueves el deslizador d?

iii. ¢ Qué sucede con h(x) cuando mueves el deslizador d?

iv. (A qué crees que se daba lo ocurrido?

d(2x2+3) _

v. Calcula
dx

. . . d(ax?+b
vi. A partir de lo anterior, calcula dax+h)

vil. (Qué puedes concluir de todo ésto?

j.  Regresa los deslizadores de cada niumero al valor cero.
2. Ahora mueve el deslizador c:

a. (Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador c?

b. (Qué sucede con la expresion algebraica f(x) cuando se mueve el

deslizador c?

c. Deja el deslizador ¢ en algiin nimero y mueve el deslizador x1:

1. ¢Qué sucede al mover el deslizador x1?
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ii. (Qué sucede con la recta?

iii. (Qué sucede con el numero m?

iv. (Qué sucede con el punto B?

v. (Qué sucede con la funcién h(x)?

vi. Calcula a3 _

vii. Calcula aitx-2) _

viii. Calcula d(mx+b) _

d. ¢Qué puedes concluir de todo ésto?

e. Regresa los deslizadores de cada nimero al valor cero.
3. Ahora mueve el deslizador a:

a. (Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador a?

b. (Qué sucede con la expresion algebraica f(x) cuando se mueve el

deslizador a?

c. (Qué sucede con la expresion algebraica h(x) cuando se mueve el

deslizador a?

d. Deja el deslizador a en el numero 1 y mueve el deslizador b hasta el nimero
3:

1. ¢Qué sucede al mover los deslizadores?
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ii. (En qué intervalo(s) f(x) es creciente?

iii. (Qué signo tiene h(x) en ese intervalo?

iv. (En qué intervalo(s) f(x) es decreciente?

v. ¢Qué signo tiene h(x) en ese intervalo?

e. Situa el deslizador x1 en el numero —2:

i. ¢Qué sucede en la grafica de f(x)?

ii. (Qué sucede en la grafica de h(x)?

iii. ¢ Qué representa el punto A?

f. Sitaa el deslizador x1 en el numero O:

1. (Qué sucede en la grafica de f(x)?

ii. ¢Qué sucede en la grafica de h(x)?

iii.  (Qué representa el punto A?

g. Sitaa el deslizador x1 en el nimero —1:

1. (Qué sucede en la grafica de f(x)?

ii. ;Qué sucede en la grafica de h(x)?

1. ;Qué representa el punto A?

d(x3+3x2%)

h. Calcula
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1. (Qué puedes concluir de todo ésto?

j. Describe las diferentes relaciones encontradas en los incisos anteriores entre

f(x)y h(x)
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Actividad 6. La exponencial

Modalidad: Equipo de 3

Para esta actividad descarga el archivo exponencial.ggb y d&brelo con el software

matematico GeoGebra. Haz lo que se te pide:

1. Mueve el deslizador a y contesta lo siguiente:

a. (Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador a?

b. (Qué sucede con la expresion algebraica cuando se mueve el deslizador a?

c. Deja el deslizador a, en el nimero 1 y da clic derecho sobre el deslizador x1
y selecciona la opcidon de animacion

1. (Qué sucede al mover el deslizador x1?

1. ;Que sucede con la recta tangente del punto A al mover el deslizador

x1?

iii. (Qué sucede con la pendiente m de la recta tangente al mover el

deslizador x1?

iv. ;Qué sucede con el punto B al mover el deslizador x1?

v. ¢Qué relacion existe entre el punto A y el punto B?

vi. (Qué representa el rastro dejado por el punto B?

vii. (Qué relacion existe entre el punto B y la curva h(x)?

viii. ;Qué relacion hay entre f(x) y h(x)?

ix. Calcula aen _
dx
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x. Calcula dlae?) _

xi. Calcula dae”+b) _

xii. (;Qué puedes concluir de este proceso?

d. Descarga el archivo exponencial(kpositiva).ggb
e. Fija el deslizador k en algin nimero y mueve el deslizador a

1. ¢Qué sucede en la grafica?

ii. ;Qué sucede con la expresion algebraica?

iii.  {Qué sucede con el punto B al mover el deslizador x1?

iv. (Qué relacion existe entre el punto A y el punto B?

v. ¢Qué representa el rastro dejado por el punto B?

vi. (Qué relacion existe entre el punto B y la curva h(x)?

kx
i, Calcula &%) =
dx
f. Descarga el archivo exponencial(knegativa).ggb

g. Fija el deslizador k en algin nimero y mueve el deslizador a

1. (Qué sucede en la grafica?

1. (Qué sucede con la expresion algebraica?

1. ;Qué sucede con el punto B al mover el deslizador x1?

iv. (Qué relacion existe entre el punto A4 y el punto B?
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v. (Qué representa el rastro dejado por el punto B?

vi. (Qué relacion existe entre el punto B y la curva h(x)?

kx
ii. Calcula dlae™) _
dx

iii. (Qué puedes concluir de todo ésto?

2. Explica con tus palabras que has aprendido con lo realizado en la Actividad 6.
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Actividad 7. ;Qué caracteristicas tiene la funcion?

Modalidad: Individual

¢ Contesta lo que se pide:

1. A continuacidn, se muestra la grafica de la derivada de cierta funcion:

11.

1il.

1v.

Grafica 4. Grafica de cierta funcion derivada

(En qué intervalo la funcidon que tiene como derivada a la mostrada en la

grafica anterior es creciente?

(En qué intervalo la funcion que tiene como derivada a la mostrada en la

grafica anterior es decreciente?

Tendrd algun valor extremo (méximo o minimo local) la funcion cuya

derivada es la mostrada en la grafica?

(Tendra algiin punto de inflexion la funcidon que tiene como derivada a la

mostrada en la gréafica?

Bosqueja una posible grafica de la funcion que tiene como derivada la

grafica anterior
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2. Abhora, se muestra otra grafica de la derivada de cierta funcion:

Grafica 5. Funcion derivada
1. (En qué intervalo la funcion que tiene como derivada a la mostrada en la

grafica anterior es creciente?

ii.  ;En qué intervalo la funciéon que tiene como derivada a la mostrada en la

grafica anterior es decreciente?

iii.  (Tendrd algun valor extremo (méaximo o minimo local) la funcion cuya

derivada es la mostrada en la grafica?
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iv.  ;Tendra algin punto de inflexion la funcidon que tiene como derivada a la

mostrada en la grafica?

v.  Bosqueja una posible grafica de la funcion que tiene como derivada la

grafica anterior

3. Por ultimo, se muestra la grafica de la derivada de cierta funcién derivada

Grafica 6. Funcion derivada

i.  (En qué intervalo la funcion que tiene como derivada a la mostrada en la

grafica anterior es creciente?
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11.

1il.

1v.

Vi.

(En qué intervalo la funcion que tiene como derivada a la mostrada en la

grafica anterior es decreciente?

[Tendra algun valor extremo (méximo o minimo local) la funcidon cuya

derivada es la mostrada en la grafica?

(Tendra algiin punto de inflexion la funcidon que tiene como derivada a la

mostrada en la grafica?

Bosqueja una posible grafica de la funcion que tiene como derivada la

grafica anterior
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DESARROLLO

Actividad 1. Comportamientos asociados a la derivada en la vida diaria

¢+ Haga corresponder las graficas con las descripciones siguientes:

A.

B
C.
D

o

c)

La tasa de crecimiento de un cultivo de bacterias es cada vez mas rapida

. Larazon de cambio de la demanda de un producto en un afio es constante

La rapidez con la que se descalcifica un hueso es cada vez mas lenta

. Lavelocidad con la que se deprecia un vehiculo es cada vez mas rapida

La razén con la que una persona crece hasta los 20 afios es cada vez mas lenta

() b) ()

() d) ()

e) t()
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¢ Responde las siguientes preguntas, asociadas a la actividad anterior:
1. Argumenta cual fue el proceso que utilizaste para asociar cada una de las

situaciones planteadas con su respectiva grafica:

A.
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Actividad 2. Planteamiento de una Ecuacion Diferencial

A veces no conocemos a la funcion que modela cierta situacion, pero tenemos informacion

de su rapidez de cambio o su derivada.

A. Contaminacién en un lago.
Si entra agua limpia a un lago contaminado y una corriente saca agua, el
nivel de contaminacién en el lago disminuird (suponiendo que no se
agreguen nuevos contaminantes). La rapidez con la que disminuyen la
cantidad de contaminantes en el lago en el transcurso del tiempo es

proporcional a la cantidad de contaminantes presente.

¢ Haz lo que se pide a continuacion:

1. Identifica las magnitudes variables involucradas.

2. En la descripcion de la situacion se enuncia lo siguiente “La rapidez con la que
disminuyen la cantidad de contaminantes en el lago en el transcurso del tiempo”

como representarias esto simbodlicamente

3. Escribe una representacion analitica que describa el comportamiento de la

rapidez de cambio, segln la situacion planteada.

4. Describe la expresion analitica que propusiste.

(Este tipo particular de ecuacién que contiene a la derivada de una funcion, se llama)

\ecuacién diferencial. )

(Esta es una ecuacion diferencial que representa como cambia la cantidad de contaminantes)

len un lago con respecto al tiempo. )

Ve N B N — N N = N A
La incégnita en esta ecuacion diferencial es la funcion que representa la cantidad de

lcontaminantes con respecto al tiempo. )
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5. ¢Los valores de la derivada seran positivos o negativos? ;Por qué?

6. ;La constante de proporcionalidad es positiva o negativa? Argumenta tu

respuesta.

7. Describe el comportamiento de la derivada conforme transcurre el tiempo:

8. Bosqueja una posible grafica de la cantidad de contaminantes con respecto al

tiempo.

9. Describe y justifica las caracteristicas de la grafica trazada.

B. Poblacion de insectos
Una poblacién de insectos crece con una rapidez de cambio proporcional al tamafio
de la poblacion.

% Haz lo que se pide a continuacion:
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1. Escribe una ecuacion diferencial para la rapidez de cambio de la poblacion de

insectos con respecto al tiempo t.

2. (Los valores de la derivada seran positivos o negativos? ;Por qué?

3. (La constante de proporcionalidad es positiva o negativa? Argumenta tu

respuesta.

4. Describe el comportamiento de la derivada al transcurrir el tiempo:

5. Bosqueja una posible grafica de la cantidad de insectos con respecto al tiempo.

6. Describe y justifica las caracteristicas de la grafica trazada:
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C. Ingesta de alcohol
El cuerpo metaboliza y elimina el alcohol con una rapidez constante de una onza
por hora. Suponiendo que una persona ingiere algo de alcohol.
¢+ Haz lo que se pide a continuacion:
1. Escribe una ecuacién diferencial para la cantidad del alcohol A (en onzas) que
permanece en el cuerpo en funcion de t (el nimero de horas después de que esta

persona ingirid alcohol).

2. Describe el comportamiento de la derivada al transcurrir las horas.

3. Bosqueja una posible grafica de la cantidad de alcohol con respecto al tiempo.

4. Describe y justifica las caracteristicas de la grafica trazada.
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Actividad 3. Orden de una ecuacion

Si S es la altura (en metros) de un cuerpo que cae bajo la fuerza de la gravedad y t es el
tiempo (en segundos), entonces:

d*s _ _g3
a2 7

¢ Responde lo siguiente:

1. Argumenta la validez de esta ecuacion diferencial

2. (Qué diferencias observas entre esta ecuacion diferencial y las que analizaste

anteriormente?

Eista es una ecuacion diferencial de segundo orden porque en ella interviene la segundzj
d

erivada de la funcion desconocida S = f(t), pero no contiene derivadas de orden superior.

3. Las ecuaciones diferenciales que analizaste anteriormente, ;de qué orden son?, ;Por

qué?
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Actividad 4. Solucion numérica de la ecuacioén diferencial

El efecto de la pesca en un criadero marino.

Supongamos que una poblacion de peces, si se les deja aislados, aumenta con rapidez de

cambio del 20% al ano. Supongamos también que se permite que al afio se pesquen 10

millones de peces.

¢ Responde lo que se pide.

1. Identifica las magnitudes variables involucradas.

2. Escribe una ecuacion diferencial que represente como cambia la poblacion de peces

al paso del tiempo.

3. Supongamos que al tiempo t = 0 la poblacion de peces es de 60 millones.

a.

Con esta informacion de la poblacion inicial y la ecuacion diferencial.

Calcula la deriva Z—I; ent =0.

(Como interpretas este resultado?

Por consiguiente, ;Qué poblacion de peces habrd aproximadamente en

t=1?

. . . dp .
Con esta informacion, calcula la derivada o nt= 1 e interpreta el

resultado

Por lo tanto, ;Cudl serd aproximadamente la poblacion 2 afios después?
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f. Completa la siguiente tabla:

Tiempo
(afios) 0 1 2 3 4 5 6
Poblacion
(millones) 60

Tabla 5

g. Analiza los valores de la tabla y describe el comportamiento de la poblacion

de peces.

4. Supongamos ahora que al tiempo t = 0 la poblacion inicial de peces es de 40

millones.

a. Completa la siguiente tabla:

Tiempo
(anos) 0 1 2 3 4 5 6
Poblacion
(millones) | 40

Tabla 6

a. Analiza los valores de la tabla y describe el comportamiento de la poblacion

de peces.

5. (Qué te dice la ecuacion diferencial obtenida en el Apartado 2 sobre la poblacion
de peces, para los diferentes valores iniciales (Py)?

a. Si, P, es pequefa:

b. Si, P, es grande:
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c. ¢Hay algun valor de P, con el cual la rapidez con la que estd aumentando la
poblacion de peces es igual a la rapidez con que se estdn pescando?

Argumenta tu respuesta.

d. Describe lo que sucedera con la poblacion de peces conforme transcurren

los afios si se tiene esta poblacion inicial

En las tablas anteriores (Tabla 5 y Tabla 6) se muestran valores numéricos aproximados de
posibles soluciones de esta ecuacion diferencial. Con frecuencia (pero no siempre) también

es posible deducir una expresion analitica para la solucion de una ecuacion diferencial.

149



Actividad 5. Solucidn general de una ecuacion diferencial

Sea la ecuacidn diferencial

dy
— =0.3
dx Y

¢ Responde lo que se pide a continuacion:

1. Escribe una funcion que satisfaga la ecuacion diferencial. Argumenta tu respuesta.

2. Para corroborar que la funcidon que propusiste es correcta, sustituye ésta en la

ecuacion diferencial.

. d
a. Lado izquierdo d—z =

b. Lado derecho 0.3y =

c. (Es correcta la funcion propuesta?, ;Por qué?

d. Compara con tus compaiieros de grupo, las funciones que propusieron
e. En la siguiente cuadricula y con ayuda de GeoGebra traza la grafica de

cuatro funciones que satisfagan esta ecuacion diferencial

&
4

3

Generalizando:
La funcion que satisface esta ecuacion diferencial es:
y=__

[ La solucion general de una ecuacion diferencial es una familia de funciones. ]
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Actividad 6. Solucidn particular de una ecuacion diferencial

Retomando la ecuacion diferencial:

dy
— =0.3
dx Y

Cuya solucion general es:

% Responde lo siguiente:
1 Si se tiene la siguiente informacién adicional cuando x = 0 entonces y = 2.
a. (Cudl es la funcion que satisface la ecuacion diferencial junto con la

informacion adicional? Argumenta tu respuesta.

La funcion que satisface la ecuacion diferencial junto con la condicion inicial se llama

solucion particular.

[La ecuacion diferencial y la condicion inicial juntas se llaman problema de valor inicial. ]

Cafeina:

La rapidez con la que el cuerpo metaboliza y elimina la cafeina es de aproximadamente el
17% de la cantidad de cafeina presente.
% Haz lo que se pide:

1. Escribe una ecuacion diferencial para la cantidad de cafeina en el cuerpo (C), como

funcion del namero de horas (t), a partir de la ingesta de café.

2. Escribe la solucion general para esta ecuacion diferencial y comprueba si es

correcta.

3. Si una persona toma una taza de café la cual contiene aproximadamente 100mg de

cafeina. Encuentra la solucion particular que satisface esta condicion inicial.
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Actividad 7. Campos de pendientes

En esta actividad se analizara la representacion grafica de una ecuacion diferencial a la cual

se le denomina campo de pendientes, asi como también campo de direcciones.

Dada la ecuacion diferencial:

dy_

dx_y

* Responde lo siguiente.

1 Escribe la expresion analitica o formula de la familia de funciones que es solucion

de esta ecuacion diferencial

a. Comprobacion:

A continuacion, se muestra la grafica de cuatro curvas que son solucion de esta ecuacion
diferencial en las cuales se han trazado pequefos segmentos de recta en cada uno de los

puntos marcados para mostrar la pendiente de la recta tangente (m) en ese punto de la curva

2 Escribe el valor de la pendiente (m) de la linea tangente en los puntos marcados
a. Punto A,m =
b. Punto B,m =

Punto C, m =

e

o

Punto D, m =
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|

y en los puntos

r

, asi e

v

dx

20
10
10
20

Punto E, m
f. PuntoF, m
g. Punto G, m

e.
que la pendiente en cualquier punto del plano es igual a:

3 Esta ecuacion diferencial dice que cualquier solucion de ésta, tiene la propiedad de
indicados.

4 Traza el campo de pendientes para la ecuacion diferencial

Si se trazan muchos de estos segmentos de recta, pero no se muestran las curvas

como se obtiene el campo de pendientes o campo de direcciones.
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5 ¢ Qué signo tienen las pendientes sobre el eje x? Argumenta tu respuesta

6 (Qué comportamiento tienen las pendientes a medida que nos desplazamos hacia

arriba sobre el eje x? Argumenta tu respuesta

7 ¢ Qué signo tienen las pendientes debajo del eje x? Argumenta tu respuesta

8 (Qué comportamiento tienen las pendientes a medida que nos desplazamos debajo

del eje x? Argumenta tu respuesta

9 (Como son las pendientes en cualquier recta horizontal sobre el plano cartesiano?

Argumenta tu respuesta

odemos observar que en el campo de pendientes se deja reconocer el espectro de la
familia de curvas solucion de la ecuacion diferencial.

Ahora, dada la ecuacion diferencial:

¢ Responde lo siguiente.
1 Descarga el archivo Act 7-1.ggb y abrelo con GeoGebra. Observa las siguientes
expresiones algebraicas e indica cudl de ellas es solucion de la ecuacion diferencial

planteada

2
X .7 J4
a. y=-,¢s solucion? (Por qué?
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b. y = x?, es solucién? . Por qué?
2
c. y= %’ es solucion? (Por qué?
2 Descarga el archivo Act 7-2.ggb y abrelo con GeoGebra. Mueve el deslizador x1:

a. (Qué pasacon f(x)?

b. (Qué valor toma la pendiente (m) para los puntos

1. A?
. B?
. C?

c. ¢(Cual sera el valor de la pendiente (m) de los puntos

1. D?
. E?
. F?

d. (A qué crees que se deba ésto?

3 Descarga el archivo Act 7-3-1.ggb y ébrelo con GeoGebra. Mueve el deslizador x1:

a. (Qué sucede al mover x1?

b. (Qué representan esos segmentos de recta?

Ahora abre el archivo Act 7-3-2.ggb. Mueve el deslizador x1:

c. ¢(Qué sucede al mover x1?

d. ;Cudl es el espectro que deja el campo de pendientes?

e. (Como varia el campo de pendientes al recorrer el plano xy?
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4 Escribe la expresion analitica o formula de la familia de funciones que es soluciéon

., . . . dy
de la ecuacion diferencial =X

a. Comprobacion:

Ahora, dada la ecuacion diferencial:

Q..l@..
R I
IR

% Responde lo siguiente.

1 ;Laderivada depende de x y/o de y?

2 (En qué puntos del plano cartesiano las pendientes tendran un valor de cero?

3 (En qué puntos del plano cartesiano las pendientes seran positivas?

4 (En qué puntos del plano cartesiano las pendientes seran negativas?

5 (Cbémo son las pendientes en los puntos del plano cartesiano donde y = 0?

6 (Como sera la pendiente en el origen?

7 (Coémo seran las pendientes en los puntos del plano cartesiano donde x = y?

8 ¢(En qué puntos del plano cartesiano las pendientes tienen un valor de —17?

9 Identifica el campo de pendientes de estas ecuaciones diferenciales:

dx y dx y dx y

dy _x dy _ x dy 1
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Actividad 9. Existencia y unicidad de soluciones

Debido a que las ecuaciones diferenciales se utilizan para modelar gran diversidad de
situaciones reales, la pregunta de si existe una solucidon y si ésta es Unica tiene una gran
importancia practica.

Ya vimos que en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales un problema de valor inicial
(ésto es una ecuacion diferencial y una condicidn inicial), tiene casi siempre una solucion
unica, una forma de visualizarlo es ver el campo de pendientes.

Es 1til imaginar que el campo de pendientes (o campo de direcciones) es un conjunto de
sefales de transito que apuntan hacia la direccion que se debe seguir en cada punto. Si se
comienza en un determinado punto del plano que representa la condicion inicial, en el cual
habra por regla general un segmento de recta que apunte en la direccion que debe tomar la
curva solucion de tal manera que los segmentos de pendientes sean tangentes a la
trayectoria, tras un paso corto, se observa nuevamente el campo de direcciones, de esta

manera se describira una de las curvas solucion.

Consideremos de nuevo la poblacion de peces que analizaste en la Actividad 5.

Si se les deja solos, la poblacion de peces aumenta con rapidez de cambio del 20% al afio.
Los peces se pescan a una razén constante de 10 millones de peces al afio. Si P es la

poblacion de peces en millones en el afio t, entonces se tiene que:

dP
— =0.20P - 10
dt

A continuacion, se presenta el campo de pendientes de esta ecuacion:
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¢ Responde lo que se pide:
1. Sila poblacion inicial (t = 0) fuera de 60 millones de peces:
a. (Qué comportamiento tendria la poblacién de peces con el paso del tiempo

segun el campo de pendientes?

b. Bosqueja en la representacion grafica anterior el comportamiento que tendra
la poblacion con el paso del tiempo
2. Si ahora, la poblacion inicial fuera de 40 millones de peces:
a. (Qué comportamiento tendria la poblacion de peces con el paso del tiempo

segun el campo de pendientes?

b. Bosqueja en la representacion grafica anterior el comportamiento que tendra
la poblacion con el paso del tiempo
3. Por ultimo, si la poblacion de peces fuera de 50 millones:
a. (Qué comportamiento tendria la poblacion de peces con el paso del tiempo

segun el campo de pendientes?

b. Bosqueja en la representacion grafica anterior el comportamiento que tendra
la poblacion con el paso del tiempo

4. (Cbémo interpretas el campo de pendiente con respecto a la poblacion de peces?

5. ¢Qué tipo de curvas se forman en el campo de pendientes?

6. (Qué relacion tiene esto, con lo realizado en la Actividad 4?

7. (Qué diferencias hay entre esta forma de estimar la poblacion de peces y la

realizada en la Actividad 4?
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Morfina
La morfina es una droga para aliviar el dolor. Supongamos que se administra morfina por
via intravenosa a un paciente con una rapidez de 2.5mg por hora. El cuerpo elimina y

metaboliza la morfina con una rapidez de aproximadamente 34.7% por hora.

¢ Responde lo que se pide
1. Escribe una ecuacion diferencial para la cantidad de morfina (M) en la sangre

después de t horas.

Segun esta ecuacion diferencial, contesta lo siguiente:

. o ~ . am
2. Si M toma valores iniciales pequenos, ;Qué signo va a tener E?

a. (Qué comportamiento tendré la cantidad de morfina en la sangre con el paso

del tiempo?

. . . dm
3. Si M toma valores iniciales grandes, ;Qué signo va a tener E?

a. (Qué comportamiento tendra la cantidad de morfina en la sangre con el paso

del tiempo?

4. (Habra algln valor inicial de M, para el cual la rapidez de entrada serd exactamente

igual a la rapidez de salida? Argumenta tu respuesta

a. (Qué comportamiento tendra la cantidad de morfina en la sangre con el paso

del tiempo?
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En el archivo Act9-12.ggb se muestra el campo de pendientes para esta ecuacion

diferencial y tres condiciones iniciales diferentes.

5. Sila cantidad de Morfina en el paciente es de 10mg:

a. (Qué comportamiento tendra con el paso del tiempo?

b. Mueve el deslizador x1, ;Qué sucede al mover el deslizador?

6. Si la cantidad de Morfina en el paciente es de 3mg:

a. (Qué comportamiento tendra con el paso del tiempo?

b. Mueve el deslizador x1, ;Qué sucede al mover el deslizador?

7. Si la cantidad de Morfina en el paciente es de 7.2mg:

a. (Qué comportamiento tendra con el paso del tiempo?

b. Mueve el deslizador x1, ;Qué sucede al mover el deslizador?

8. (Qué tipo de curvas son las representadas por el campo de pendientes?

9. (Qué similitudes o diferencias vez entre el caso de la Morfina y el de la poblacion

de peces?

Una solucién de equilibrio es constante para todos los valores de la magnitud variable

independiente. La grafica es una linea horizontal, ;Cémo se puede encontrar la
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condicion inicial que genera una solucion de equilibrio a partir de la ecuacion

diferencial?

Un equilibrio es estable si un cambio pequefio en las condiciones iniciales origina una
solucion que tiende al equilibrio, cuando la magnitud variable independiente tiende al

infinito positivo.

Entonces, un equilibrio es inestable si:

10. De los casos anteriores, ;/Cual tenia una solucion de equilibrio estable y cual una

solucion de equilibrio inestable? ;Por qué?

En general, si el campo direccional es continuo al pasar de un punto del plano a otro,
podemos estar seguros de que existe siempre una curva solucion. Para asegurar que cada

punto solo tenga una curva solucion que lo atraviese, se requiere una condicién algo mas

estricta.
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Cierre

Actividad 1. Ecuacidn diferencial logistica

Modalidad: Equipo de 3

Una poblacion en un espacio confinado crece en forma proporcional al producto de la

poblacion actual P, y la diferencia entre la capacidad de carga L y la poblaciéon actual. La

capacidad de carga L es la poblaciéon méxima que el medio ambiente puede sostener.

|

La ecuacion diferencial que describe esta situacion se le conoce como ecuacion diferencial

logistica.

|

¢ Realiza lo que se pide

1. Plantea la ecuacion diferencial que describe como cambia la poblacion confinada P,

con respecto al tiempo t.

2. (La derivada depende de P y/o t?

3. (Qué te dice esta ecuacion diferencial sobre el comportamiento de la poblacion P,

con respecto al tiempo t? Completa la siguiente tabla:

Para valores de P

ar
Los valores de —; seran:

(Como crece la poblacion
P?

Pequertios

A medida que van
aumentando

Conforme se aproximen a la
capacidad de carga L

Tabla 4

4. Bosqueja una posible grafica de la cantidad de poblacion confinada P, con respecto

al tiempo.
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5. Esta ecuacion diferencial, jtiene alguna(s) solucion(es) de equilibrio? Argumenta tu

respuesta

A continuacion, se muestra el campo de pendientes de esta ecuacion diferencial
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| Y W "R TR W W T T TR T 1
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A Y A Y Y D R Y B B
VA R Y A R S Y Y Y Y
P A A S N A A Y R
L
*\\\\\\\\\\\t'

6. Analiza y describe detalladamente este campo de pendientes

7. La(s) solucidon(es) de equilibrio que identificaste previamente, ;de qué tipo es(son)?

Argumenta tu respuesta
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8. En el campo de pendientes, se sefialan (con un punto) tres poblaciones iniciales

diferentes. Traza una curva solucion para cada una de estas tres condiciones
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9. Describe cada una de las curvas solucidn trazadas

(A)

(B)

©)

La curva solucion (A) es la curva solucion caracteristica de la ecuacion diferencial

logistica.

Observamos que este tipo de curvas tiene un punto de inflexion (I), donde las pendientes

son maximas.
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. . . ., . , . dp
Para ubicar con exactitud el punto de inflexion, se analizard la grafica de la derivada (E)
en funcion de P.

A partir de la ecuacion diferencial:

dP
= =KP(L—P) = KLP — kP*

, . dap .,
10. ;Qué forma va a tener la grafica de —en funciéon de P? Argumenta tu respuesta

11. ;Para qué valores de P la derivada es cero?

12. Bosqueja la grafica de Z—I; en funcion de P

dP/dt

Analizando la gréfica anterior, contesta las siguientes preguntas:
13. ;Para qué valor de P la derivada es maxima (pendiente méxima)? Argumenta tu

respuesta

14. Por lo que; el punto de inflexion se da cuando P =

15. (En qué intervalo de valores de P, la poblacion sera creciente al transcurrir el

tiempo? Argumenta tu respuesta
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16. (En qué intervalo de valores de P, la poblacion sera decreciente? Argumenta tu

respuesta

17. ;Como va a ser la grafica de la poblacién P, en funcion del tiempo t, para 0 < P <

L
E? Argumenta tu respuesta

18. ;Como va a ser la grafica de la poblacion P, en funcién del tiempo t, para % <P<

L? Argumenta tu respuesta

19. ;Como va a ser la grafica de la poblacion P, en funcion del tiempo t, para P > L?

Argumenta tu respuesta

1o ; dpP . ;
Estos analisis a la grafica de - on funcion de P nos ayudan a entender el comportamiento

de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial logistica
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Anexo B: Applets de GeoGebra

Cancer de mama en México 1.ggb
Propésito: Analizar el cambio en las defunciones por cancer de mama cada cuatro afios.
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Cancer de mama en México 1.ggb. A continuacion,
aparecera la siguiente pantalla (Figura 1), en la cual hay un deslizador denotado por x0, asi
como el valor de las coordenadas (magnitudes variables) correspondientes a ese punto, se

muestra también la representacion grafica y un punto A que esta sobre ella.

Figura 1.
2) Al mover el deslizador x0, la cantidad de afios y el nimero de defunciones varia como se

ve en la Figura 2. Con esto, se puede llenar la tabla a la cual esta asociado este applet.

Figura 2.
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Cancer de mama en México 2.ggb
Proposito: Identificar la recta tangente en cada punto de la grafica.
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Cancer de mama en México 2.ggb. A continuacion,

aparece la pantalla mostrada en la Figura 3, en la cual muestra el boton [Recta |

Figura 3.
2) Al dar clic al botén aparece la recta tangente al punto A, como se muestra en la

Figura 4.

Figura 4.
Cancer de mama en México 3.ggb

Propésito: Percibir la pendiente de la recta tangente como la rapidez de cambio que hay en

las defunciones por cada cuatro afios.
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Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Cancer de mama en M¢éxico 3.ggb. A continuacion,

aparece la pantalla mostrada en la Figura 5, en la cual aparece el boton [Numero m |

Figura 5.
2) Al dar clic al botoén aparece el valor numérico de la pendiente de la recta

tangente al punto 4, como se muestra en la Figura 6.

Figura 6.

Cancer de mama en México 4.ggb

Propésito: Identificar que cada uno de los puntos B resulta de asociar la coordenada x del

punto 4 con el valor correspondiente a la pendiente de la recta tangente a dicho punto.

Indicaciones para trabajar con este applet:
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1) Abrir el archivo de GeoGebra Cancer de mama en México 4.ggb. A continuacion,

aparece la pantalla mostrada en la Figura 7, en la cual aparece el boton [Puntos]

Figura 7.
2) Al dar clic al boton aparece un punto cuyas coordenadas resultan de asociar al
valor de x correspondiente al punto A con el valor de la pendiente de la linea tangente al

punto 4, es decir la derivada en ese punto, como se muestra en la Figura 8.

Figura 8.
Cancer de mama en México 5.ggb
Proposito: Identificar que la funcion h(x) corresponde a la funcion derivada.
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Cancer de mama en México 5.ggb. A continuacion,

aparece la pantalla mostrada en la Figura 9, en la cual aparece el boton
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Figura 9.

2) Al dar clic al boton aparece una curva que coincide con cada punto B, es decir,
la curva h(x) es la grafica que representa a la funcion derivada, como se muestra en la

Figura 10.

Figura 10.
Polinomio.ggb

Proposito: Construir graficamente la derivada de diferentes funciones polinémicas.

Analizar las diferentes relaciones existentes entre una funcion y su derivada.
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Polinomio.ggb. A continuacion, aparecera una pantalla
como la mostrada en la Figura 11. En esta pantalla, aparecen cinco deslizadores denotados

por las letras a, b, ¢ y d, que representan a los coeficientes del polinomio que puede ser de
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hasta grado 3 y x1 que representa al punto A de la curva. También hay cinco botones que
son: el boton [Rect2] que representa a la recta tangente al punto A, el botén que

representa el valor numérico de la pendiente de la recta tangente, el boton que grafica
un punto que resulta de asociar la coordenada x del punto A con el valor numérico de la
pendiente de la linea tangente al punto A, el botén , que representa el espectro que
deja el punto B y el botén , que representa a la grafica de la funcion derivada.
Ademas, se puede ver la representacion algebraica de la funcion f(x), las coordenadas del

punto A y las del punto B, asi como también la representacion algebraica de la funcion

derivada h(x).

Figura 11.

2) Mover el deslizador b, el cual representa al coeficiente que acompafia al término

cuadratico y aparece la grafica de una funcion cuadratica como la mostrada en la Figura 12.

Figura 12.
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3) Al habilitar los botones Recta, Numero, Punto, Rastro y Curva h(x), se puede observar
tanto la recta tangente al punto A, asi como el valor numérico de la pendiente de esta recta,
cada punto que resulta de asociar la coordenada x del punto A con el valor numérico de la
pendiente de la linea tangente al punto A y la funcidn derivada, estos Gltimos dos elementos
se pueden ver tanto graficamente como en su representacion algebraica, como se puede ver

en la figura 13.

Figura 13.
4) Mover el deslizador d, el cual es el coeficiente constante y representa el desplazamiento
vertical de la representacion grafica (Figura 14) de la funcion f(x). Al habilitar los botones
Numero, Punto, Rastro y Curva h(x), se visualiza que la funcion derivada h(x) no cambia,

lo cual se puede observar también en la representacion algebraica.

Figura 14.
5) Regresar los deslizadores b y d a 0.

6) Mover el deslizador c, el cual es el coeficiente que acompana al término lineal, por lo

que la representacion grafica y algebraica de f(x) es una funcién lineal como se puede ver
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en la Figura 15. Con este applet, se explora el comportamiento de la recta tangente, la cual
en cada punto coincide con la grafica de la funcion f(x), por lo que la pendiente de la linea
tangente en cada punto serd la misma, e igual que la pendiente de f(x), por lo que la
funcioén h(x) es una funcion constante, lo cual se puede comprobar con la representacion

grafica y algebraica.

Figura 15.
7) Regresar el deslizador a 0.

8) Mover el deslizador a, el cual es el coeficiente que acompafia al término ctbico por lo
que la representacion grafica tiene las caracteristicas que muestra la Figura 16. En esta
grafica podemos ver que la recta tangente en cada punto siempre es ascendente, por tanto,
su pendiente siempre es positiva, también se observa que la grafica de la derivada en cada
punto deja el rastro de una funcion cuadratica, lo cual se comprueba con la representacion

grafica y algebraica de la funcion h(x).

Figura 16.
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9) Fijar el deslizador a en 1 y el deslizador b en 3, resultando la grafica mostrada en la
Figura 17. Al analizar esta grafica se exploran las distintas relaciones entre f(x) y h(x),
como por ejemplo, que cuando la funcion f(x) es creciente, h(x) es positiva, cuando f(x)
es decreciente, h(x) es negativa, cuando f(x) tiene un valor extremo (maximo local o
minimo local), h(x) interseca el eje de las x (h(x)=0), cuando f(x) tiene un punto de

inflexion, h(x) tiene un valor extremo (maximo local o minimo local).

Figura 17.
exponencial.ggb

Proposito: Identificar que la derivada de la funcion exponencial f(x) = ae”, es igual a la

misma funcion.
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra exponencial.ggb. A continuacidn, aparecera una pantalla
como la mostrada en la Figura 18. En esta pantalla, aparecen tres deslizadores denotados
por las letras a y b, que representan al coeficiente y la constante de la funcion exponencial
f(x) =ae*+ b, y x1 que mueve el punto A sobre la curva. Ademads, se puede ver la
representacion algebraica de la funcion f(x), las coordenadas del punto A y las del punto

B, asi como de la funcidn derivada h(x).
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Figura 18.
2) Mover el deslizador a y fijar en 1, este valor representa al coeficiente que acompaiia a la
exponencial y aparece la grafica de la funcion exponencial f(x) = e* coOmo se muestra en
la Figura 19. En este caso se analizan, tanto en la representacion grafica como en la

representacion algebraica que la funcion exponencial coincide con su derivada, es decir,

f(x) = h(0).

Figura 19.
exponencial(kpositiva).ggb

Propésito: Visualizar que la derivada f(x) = e** es proporcional a la misma funcién y se

analizan las caracteristicas de sus graficas.
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra exponencial(kpositiva).ggb. A continuacion, aparecera

una pantalla como la mostrada en la Figura 20. En un principio es similar al applet anterior
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(exponencial.ggb) con la diferencia de que en este se agrega un nuevo deslizador llamado k,
que representa al coeficiente que acompana a la variable x en la funcién exponencial

f(x) = ae** + b, explorando con este applet cuando k > 0.

Figura 20.
2) Mover el deslizador a y fijar k en algun valor, en donde aparece la grafica de la funcion
exponencial f(x) = 3e* + 2, como la mostrada en la Figura 21. En este caso se puede
observar que para el caso donde k es distinto de 1, f(x) y h(x) no coinciden pero

conservan un comportamiento similar.

Figura 21.

exponencial(knegativa).ggb
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Proposito: Visualizar que la derivada f(x) = e™** es proporcional a la misma funcion y se

analizan las caracteristicas de sus graficas.
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra exponencial(knegativa).ggb. A continuacion, aparecera
una pantalla como la mostrada en la Figura 22. En este applet, se consideran valores de k

negativos.

Figura 22.
2) Mover el deslizador a y fijar k en alglin valor, en donde aparece la grafica de una funcion
exponencial como la mostrada en la Figura 23. En este caso se puede observar que f(x) y
h(x) no coinciden y sus comportamientos son diferentes (creciente y decreciente), pero el

tipo de comportamiento es similar (exponencial).

Figura 23.
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Secuencia de desarrollo

Act 7-1.ggb
Propésito: Identificar una posible solucion de la ecuacion diferencial Z—z = x.

Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Act 7-1.ggb, en donde se pueden ver tres diferentes
graficas mostradas en la Figura 24. Este applet cuenta con un deslizador x1, que mueve
cada uno de los puntos sobre las representaciones graficas, en donde comparando el valor
numérico de la pendiente de la recta tangente a un punto en cada una de las funciones

graficadas se puede llegar a la conclusion de cudl es una posible solucion de la ecuacion

) .. d
diferencial & = x.
dx

Figura 24.
Act 7-2.ggb
Propésito: Identificar que una ecuacion diferencial tiene una infinidad de soluciones.
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Act 7-2.ggb, en el cual se puede observar la grafica de la
funcion que es solucion de la ecuacion diferencial Z—z = x que resulto de la exploracion con

el applet anterior (Act 7-1) (Figura 25). Este applet cuenta con un deslizador x1, que
desplaza verticalmente la representacion grafica de la curva solucion de la ecuacion

diferencial, analizdndose que estas graficas también son solucion de la ecuacion diferencial,
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por lo que la solucién de la ecuacion diferencial no es tnica, si no que tiene una infinidad

de soluciones.

Figura 25.
Act 7-3-1.ggb
Proposito: Construir puntualmente el campo de pendientes de la ecuacion diferencial
Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Act 7-3-1.ggb, en la cual se pueden ver segmentos de recta
(cuya pendiente representa a la derivada en ese punto) que son paralelos para un valor de x
(Figura 26). Este applet cuenta con un deslizador x1, que mueve los segmentos de recta a lo

largo del eje x y que muestran poco a poco el espectro de la familia de soluciones que tiene

S .. d
la ecuacion diferencial ﬁ = x.

Figura 26.
Act 7-3-2.ggb
Proposito: Visualizar el espectro de las curvas solucion de la ecuacion diferencial.

Indicaciones para trabajar con este applet:
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1) Abrir el archivo de GeoGebra Act 7-3-2.ggb, en la cual se puede ver segmentos de recta
que son paralelos para un valor dado de x (Figura 27). Este applet cuenta con un deslizador
x1 que traza los segmentos de recta para diferentes valores de x, los cuales a su vez tienen

habilitada la opcion de rastro y esto deja visible el espectro de la familia de soluciones para

., . . . dy
la ecuacion diferencial =X

Figura 27.

Act 9-12.ggb
Propésito: Identificar el comportamiento que tiene la cantidad de morfina en el organismo
en el transcurseo del tiempo para diferentes condiciones iniciales.

Indicaciones para trabajar con este applet:

1) Abrir el archivo de GeoGebra Act 9-12.ggb, en el cual se puede observar en pantalla la
imagen de la Figura 28. Este applet cuenta con tres deslizadores x1, x2 y x3 que indican
tres condiciones iniciales distintas para el caso de la morfina y se muestra el campo de

pendientes.

Figura 28.
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2) Mover el deslizador x1, en donde aparece la representacion grafica mostrada en la
Figura 29. En este applet, al mover el deslizador se observa que la condicion inicial
representada por el punto A, genera el comportamiento que se espera, segun el campo de

pendientes, es decir, la cantidad de morfina disminuye cada vez mas lento.

Figura 29.

3) Mover el deslizador x2, en donde aparece la representacion grafica mostrada en la
Figura 30. En este applet, al mover el deslizador se observa que la condicién inicial
representada por el punto B, genera el comportamiento que se espera, segin el campo de
pendientes, es decir, la cantidad de morfina aumenta cada vez mas lento y parece coincidir

en el transcurso del tiempo con la curva generada por la condicion inicial A.

Figura 30.

4) Mover el deslizador x3, en donde aparece la representacion grafica mostrada en la
Figura 31. En este applet, al mover el deslizador se observa que la condicion inicial
representada por el punto C, genera el comportamiento que se espera, segun el campo de

pendientes, en este caso, la cantidad de morfina se mantiene constante y parece coincidir al
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transcurrir el tiempo con las curvas generadas por las condiciones iniciales A y B. Con esto,
se puede observar en este applet que la grafica generada por la condicion inicial

representada por el punto C representa la solucion de equilibrio de la ecuacion diferencial.

Figura 31.

Por tanto, se observa que las curvas generadas por las condiciones iniciales representadas
por los puntos A y B, las cuales representan la variaciéon de la morfina con respecto al
tiempo se acercan a la cantidad de equilibrio conforme transcurre el tiempo, por lo que en

este caso se trata de una solucion de equilibrio estable.
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