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Introduccion

| oscilador armonico es uno de los modelos mas estudiados en la fisica. A primera
aproximacion, los sistemas que oscilan alrededor de un punto de equilibrio estable puede
ser estudiados con ayuda de este modelo.

El objetivo de este trabajo es el de mostrar tres métodos didécticos para calcular el propagador
de Feynman, tomando como ejemplo el caso del oscilador arménico y el de motivar el uso del
propagador para caracterizar sistemas en la Mecanica Cuantica con algunas aplicaciones.[1][2][3]
4]

En el Capitulo 1 damos una breve descripcion del propagador cuintico para establecer no-
taciéon. Los Capitulos 2 a 4 contienen el estudio de los tres métodos que contemplamos para la
construcciéon del propagador.

El primer método es el de Schwinger el cual se basa en la solucién de las ecuaciones de
Heisenberg. El segundo método esta basado en técnicas algebriicas basadas en la factorizacion
del operador de evolucién temporal usando la formula de Baker-Campbell-Hausdorff. Usando la
factorizacion, la relacion de completéz y el valor del elemento de matriz (x|p) podemos determinar
el propagador. El tercer método es el de integral de camino el cual estd basado en una relacion
de recurrencia para producir propagadores infinitesimales.

Finalmente, en el Capitulo 5 se muestran algunas aplicaciones del propagador obtenido, tales
como el calculo de la funcién de particion, los estados estacionarios y sus niveles de energia. Ade-
mas dentro de las aplicaciones reportamos la construcciéon del propagador de oscilador arménico
con un término extra lineal en el potencial y con uno cuartico. Veremos como en el primero se
tiene practicamente una aplicacion directa, pero en el segundo caso, los métodos no permiten un

andlisis parecido.



Capitulo 1
El propagador cudntico

n la mecanica cudntica no relativista, un propagador es la amplitud de probabilidad

de que una particula viaje de un punto a otro en determinado tiempo, o bien que viaje

con cierta energia y momento. Si un sistema tiene un Hamiltoniano H , entonces el propagador

apropiado es una funcion K que satisface la ecuacién de Schrodinger. Estas funciones son las

funciones Green. En la mecanica cuéntica relativista, los propagadores cumplen con la invarianza

de Lorentz, y nos dan la amplitud de probabilidad de que una particula viaje entre dos puntos
del espaciotiempo.

El propagador, nos permite saber el estado final de cualquier sistema conociendo el estado
inicial. Esto se hace a través del operador de evolucion temporal (también llamado operador de
Dyson), el cual describe la conexién entre los estados en los que se desarrolla la propagacion de
una particula.

Antes de mostrar el operador de evolucién temporal es necesario hablar de las representaciones
de la mecanica cudntica. Las representaciones mas utilizadas son las de Schréodinger, Heisenberg
y la de Interaccion (o de Dirac). Estas representaciones estéan relacionadas a través de trans-
formaciones unitarias de los estados y operadores (UT = U™1), logrando que la probabilidad
(3] O | ) sea independiente de la representacion.

En la representacion de Heisenberg los operadores O tienen dependencia temporal, mientras
que los estados | o) permanecen constantes. La ecuacion de movimiento correspondiente a esta

representacion es:

.00(t) A -
= H 1.1
== = 10(), 1) (11)
y sus soluciones son de la forma:
O (t) = exp[iHt]O(0) exp|—i Ht] (1.2)

que asi mismo es la manera en la que se transforman operadores del esquema de Heisenberg al

esquema de Schrodinger.
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En la representacion de Schrodinger la ecuacién de movimiento es:

i% | a,8)S = He ™t | o) = [ | a,)S (1.3)

La transformacion de operadores de la representacion de Schrodinger a la de Heisenberg esta

dada por:
0% = exp[—iHt|O(t) exp|iHt] (1.4)

y la transformacién correspondiente a los eigenvalores es:
| o, t)% = exp[—iHt] | o) (1.5)

La representacion de interacciéon es un esquema intermedio entre la representacion de Schro-
dinger y la representacion de Heisenberg, en la cual tanto los operadores como los estados tienen
una parte dependiente del tiempo.

Para cambiar a esta representacién es necesario considerar al Hamiltoniano como una com-
binacién en la cual una parte es el Hamiltoniano correspondiente al sistema libre mas la parte

en la cual se incluye algin tipo de perturbacién:
H = Hy+ H; (1.6)

La transformacién para operadores entre la representacién de Schrodinger y la representaciéon de

interaccion estd dada por:
O1(t) = exp[iH |0 exp[—iHS't] (1.7)
y la transformacion entre estados es:
| o, t)! = expliHSt] | o, t)® (1.8)

donde HS = Hy(t = 0)
La transformacion para operadores entre la representaciéon de Heisenberg y la representacion

de interaccion estd dada por:
O (t) = exp[iHyt] exp[—iHt|OH (t) expliHt] exp[—iH} 1] (1.9)
y la transformacion entre los estados es:

| o, t)! = expliHSt] exp[—iHt] | o) (1.10)
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La ecuaciéon de movimiento para esta representacion es:

d o
Z& | aat>l = (HI - Hé) | a’t>l
= Hl|at) (1.11)

.ox .,
Tomando en cuenta lo anterior , podemos encontrar el operador de evoluciéon temporal:

o, t))! = expliHoti] | o, 1)
= expliHoty] exp[—iH (t; — to)] | o, to)°

= expliHoty] exp[—iH (t; — to)] exp[—iHoto] | a, to)! (1.12)

donde tg es el tiempo incial y £t — t — t( es el tiempo final. Por lo tanto el operador que conecta

los estados entre t1 y tg esta dado por:

@(tl, ty) =e iHot1 o —iH (t1—to) o, —iHoto (1.13)
Como en general los operadores H y Hy no conmutan se tiene que respetar el orden de los
factores.

Considerando el operador de evolucién anterior, podemos describir la propagacién de parti-
culas entre el punto 2’ en tg y 2” en t; con el propagador de Feynman en la representacion de
Heisenberg. Lo haremos para un sistema no relativista con un Hamiltoniano H sin dependencia

temporal explicita, de la siguiente manera:
K("2;m) = 0(r)(a" | U(r) | «') (1.14)

donde t; —tg =71y U esta dado por la siguiente expresion:
U(T) = exp (—%) . (1.15)

Recordemos que O(7) es la funcion paso definida por:

1 si7™>0
O(r) = (1.16)
0 siT<O

y su presencia garantiza el ordenamiento temporal congruente con la evolucién que se describe

con el operador U.

“Ver apéndice A



Capitulo 2
Método de Schwinger

| principio de acciéon de Schwinger es una de las ideas mas importantes para el

calculo de propagadores. El propagador se obtiene usando técnicas de operadores e

involucra integracién explicita de las ecuaciones de movimiento de Heisenberg y la evoluciéon de
conmutadores a tiempos diferentes [2].

El método que detallaremos en esta seccion, fue introducido por Schwinger en 1951 [5] en un
articulo titulado Invariancia de Norma y Polarizacion del Vacio en el cual Schwinger se enfrenté
con un tipo de propagador cuantico no-relativista, en una dimensién extra.

La manera en la que analizé esta situacion, dio origen a este método que desde entonces
ha sido empleado mayormente en problemas relativistas. Sin embargo el método de Schwinger
también es adecuado para el cilculo de propagadores no-relativistas, aunque rara vez es usado
en este contexto.

Hasta donde sabemos, este método fue usado por primera vez en la mecéanica cuantica no-
relativista por Urrutia y Hernéndez [3]| para construir el propagador de Feynman para un osci-
lador armonico amortiguado. A partir de entonces se han estudiado en este contexto, diversos
sistemas asociados al oscilador armonico (ver por ejemplo [1] y referencias ahi).

Antes de mostrar este método, recordemos algunos conceptos que ya se estudiaron en el
Capitulo 1. Consideremos primero la ecuacién 1.14 y observemos que para 7 > (0, podemos llegar

a una ecuacién diferencial para el propagador de Feynman derivando como sigue:
z'th(x” «';7) = (2" | Hexp —iI:IT | ) (2.1)
or Y h ’ ’

Ademés, recordemos la relacién general entre operadores en el esquema de Heisenberg y

Schridinger”:

~ iHt ~ iHt
h

Xpg(t)=e n Xge™ (2.2)

“Ver apéndice A
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y, en notaciéon de brakets tenemos

2,05 = e |27,
Sir,t| = Hiz|e' . (2.3)

Haciendo uso de las ecuaciones (2.2)-(2.3), podemos escribir la ecuacion (2.1) de las siguiente

manera
ih%K(m",x',T) = ("] e % Hye e | ')
= ("] e_i};f Hye =2 | 2')
= (", 7| Hy(X(0), P(0)) | 2',0). (2.4)

La ecuacion (2.4) es la ecuacion del Propagador de Feynman K (2", 2';7) = (2", 7 | 2/,0), en
el esquema de Heisenberg. Podemos ver que para obtener el propagador con este método, seréd
necesario integrar el lado derecho de esta ecuacién con respecto al tiempo. Para poder realizar
dicha integral, necesitaremos obtener la expresiéon del Hamiltioniano del sistema en términos de
X(0) y P(0) e integrar. Ademas serd necesario obtener la constante de integracion asociada con

este proceso.

2.1. Descripciéon del método

Nuestra intencién es obtener el propagador de Feynman para el oscilador arménico usando
este método. Para ello, procedemos ahora a explicar cuales serian los pasos a seguir de manera

general y, en la siguiente secciéon se llevaran a cabo para el caso concreto del oscilador arménico.

Paso I. Primero, necesitamos resolver las ecuaciones de Heisenberg

m%fm) = [X(),H] (2.5)
m%ﬁ(f) = [P(r),H] (2.6)

~

para los operadores X (1) y P(7), y escribir las soluciones s6lo en términos de X (7) y X (0).

Paso II. A continuaciéon usaremos las soluciones obtenidas en el Paso I, para reescribir el ope-
rador Hamiltoniano H como una funcién de los operadores X (0) y X (7), ordenados de tal

manera que en cada término de H el operador X (1) debe aparecer en el lado izquierdo,
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mientras que el operador X (0) debe aparecer en el lado derecho. La finalidad de este orde-
namiento, es que al momento de calcular el lado derecho de la ecuacion (2.4), se extraeran
los eigenvalores de los brakets formados con los operadores y sus estados temporalmente
correspondientes. Este ordenamiento se hace con la ayuda del conmutador [X (0), X ()] que
se puede calcular facilmente con ayuda de las soluciones obtenidas en el Paso I. Al Hamil-
toniano ordenado se le llamara Ho,q(X (1), X (0)). Después del ordenamiento, el elemento

de matriz en el lado derecho de la ecuacion (2.4) se puede expresar como:

<xl/,7— | ﬁH | x1,0> = <xl/’7_ | ﬁord(X(T)’X(o)) | xl’0>
= H2",2';7)",7|2',0) (2.7)

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuacion (2.4) e integrando sobre 7, obtenemos el

propagador,
—q T
(2 7] 2',0) = C(2",2") exp (%/ H(x",x',7’)d7"> (2.8)
donde C(z”,2") es una constante de integracion arbitraria.

Paso III. Finalmente, procederemos al célculo de C'(z”, ') y para ello imponemos las siguientes

condiciones
(", 7| P(r) | 2',0) = —mi@"ﬂx/ 0) (2.9)
’ R oz ’ :
(", 7| P(0)|2/,0) = —i—ih%(m”,7|x’,0> (2.10)

Estas condiciones provienen de utilizar las ecuaciones de eigenvalores anédlogas a (2.3) para
el operador de momento P = —ihv y del hecho de que para todo tiempo la relaciéon de

conmutacién entre el operador de posicién y momento es

[X (1), P(1)] = [X(0), P(0)] = ih. (2.11)

La implicacion de imponer las condiciones (2.9) y (2.10) sobre el propagador de Feynman
es, en la préctica, sustituir en sus lados izquierdos la expresion para (z”, 7 | 2,0) dada por
(2.8), mientras que en sus lados derechos usamos los operadores P(7) y P(0), escritos en

términos de X () y X(0) con el ordenamiento temporal apropiado.

Después de usar las ecuaciones (2.9) y (2.10), aun hay un factor a determinar en C'(z”, 2').

Este factor se puede encontrar imponiéndole ahora una condicién inicial al propagador de
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Feynman
lim (2", 7| 2",0) = §(z" — 2). (2.12)
T—0t
Al aplicar esta condicién obligamos a que el tratamiento del problema sea no relativista,
ya que demandamos que para tiempos muy cortos no hay propagacion entre los puntos z’
y 2" (a través de la funcion Delta de Dirac). Si no demandaramos tal comportamiento,

estariamos permitiendo la propagaciéon de particulas con velocidades relativistas, lo cual

esta fuera del presente estudio.

2.2. Meétodo de Schwinger aplicado al oscilador arménico

El operador Hamiltoniano para el oscilador armoénico es independiente del tiempo, a pesar de
que los operadores de posicién y de momento dependen explicitamente de él. Esto quiere decir

que podemos usar

N = 1 .

H = %T) + §mw2X2(7), (2.13)
o

L PO 1,

H= “mw? X 2.14

como Hamiltoniano del oscilador armoénico. Como ya lo indicamos en la notacién usada en la
seccion anterior, nosotros usamos (2.14).
De acuerdo al Paso I del método, tenemos que resolver las ecuaciones de Heisenberg, dadas

por las expresiones (2.5) y (2.6). Desarrollando el lado derecho de la ecuacion (2.5),

KL H] = 5 XOP) + 5 R0) - 5 PR () - 5w’ X3()
= S (X(MP7) - PAn)X (7))
= ﬁ[X(T),PQ(T)] (2.15)
Ademés, usando la propiedad de los conmutadores
[A, BC] = [A, B]C + B[A, ],
y
[A,B] = —[B,A], [X,P]=ih (2.16)
tenemos
[X(7),H] = % [X(7), P(T)]P(7) + P(7)[X (7), P(7)]}
= @P(T) (2.17)
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Asi la ecuacion (2.5) queda de la siguiente manera

d o, . P(r)
EX(T) = .

(2.18)

m

Ahora hacemos el mismo desarrollo, solo que esta vez usaremos la ecuacion (2.6). Para ello

necesitamos el conmutador

Pr) B = o= PY(r) + gmu?P(r)X2(r) — 5= P(r) = Sma? X2(r)P(r)
= S [P(r), X(7)]
=SB, XX () + X (D[P, X (7)) (219)
donde usamos
[P(7), H] = —ihmw? X (7). (2.20)
De esta manera, la ecuacién (2.6) queda
L P(r) = —m?X (7). (2.21)

Para encontrar la forma de X(7) y P(7), primero derivamos con respecto a 7 la ecuacion

(2.18) para tener

diTP = mj—;X(T)
y sustituyendo en la ecuacion (2.21) tenemos
d? N
T X(1) = —wrX (1), (2.22)
cuya solucién es de la forma
X (1) = O} coswt + Cysinwr. (2.23)

Para encontrar C usamos las condicion inicial X (0) = X (7) |,=o,

X Jr—o= X(0) = €, (2.24)

Ahora bien, para encontrar C evaluamos la ecuacion (2.18) en 7 = 0:

d P(0)
—X |y = —2
dr Ir=o0 m
P
(—wCy sinwt +wCcoswT) |9 = ﬂ, (2.25)
m
lo cual implica que .
P(0
Cy = L (2.26)

w
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Dados los valores obtenidos para Cy y Cs, sustituyendo en la ecuaciéon 2.23 tenemos

X(1) = X(0) cos wr + ]jrfg)

sinwr. (2.27)

Por otro lado, podemos usar la solucién anterior en la ecuacion (2.6)

d - N .
d—P(’T) = —mw?X(0) cos wr — wP(0) sin wr, (2.28)
-

e integrar

P(1) = —mwX (0) sinwr + P(0) cos wr. (2.29)

Con las ecuaciones (2.27) y (2.29) tenemos las soluciones a las ecuaciones de Heisenberg
que necesitamos para proceder al Paso II. Como se mencion6 en la seccién anterior, ahora
necesitamos reescribir el Hamiltoniano en términos de X (7) y X(0) y con un ordenamiento en
particular. Por ello, primero usamos las ecuaciones (2.27) y (2.29) para reescribir P(0) y P(7)

CcOomo

P0) = S;:ZT (X (1) — X(0) cos wr) (2.30)
P(r) = mwecot(wr)(X (1) — X(0) cos wr) — mwX (0) sin(wr) (2.31)

Ahora podemos proceder, como se indica en el Paso II, a reescribir el Hamiltoniano usando

la ecuacion (2.30) en (2.14) para tener

2
H = ! ( e ) [XZ(T)+X2(0)COS2(A)T—X(T)X(O)COSWT

2m \ sinwT

—X(0)X (1) coswr | + %muﬂ)f?(O). (2.32)

En el método de Schwinger, el Hamiltoniano en términos de los operadores X (7) y X (0) debe
estar escrito de tal forma que en cada uno de los términos del Hamiltoniano, el operador X (7)
debe estar en el lado izquierdo del término, y el operador X (0) en el lado derecho. Para orde-
nar el Hamiltoniano de esta forma, usaremos el conmutador [X(0), X (7)]. Para obtener dicho

conmutador, usaremos el resultado (2.27) y la expresion (2.30) de la siguiente manera

(X(0), X(1)] = [X(0),X(0)coswr+ Z g sin wr]
= XQ(O) cos wT + w sinwT — )(:2(0) COSWT — P(ilif(o sinwTt
= TELEOP0) - PO)X(0)
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por lo que

[X(0), X(1)] = TZ—Z sin wr. (2.33)

Este conmutador nos ayuda a reescribir el Hamiltoniano en (2.32) como el Hamiltoniano

ordenado
A~ mw2 > il 2 Iy Zh . 1 2 >
Hyq = ——5—(X2(7) + X?(0) cos® wr — 2X(7) cos wT + — coswT sinwr) 4+ smw*X?(0)
2sin” wr mw 2
2 R N N N i hw
= %(XQ(T) + X2(0) — 2X (1) X(0) cos wt) — I cotwr (2.34)
2sin” wr 2

Ahora que tenemos el Hamiltoniano ordenado H,,4 podemos encontrar la funcion H (2" 2’ 1)
que nos ayudara a obtener el propagador de Feynman y que, segun la ecuacion (2.7) satisface

(2 7] Hyg | 2/,0)

H " /. —
R T P

y, al usar el Hamiltoniano ordenado tenemos

H" 7)) =
( ’ ’) 2sin wr

e’ <<x | X2(r) [ 2/,0) , (@7 | X2(0) | /,0)

@hr]20) @7 | ',0)

—2CcosSwT

", 7| X(1)X(0) | x',())) ihw
2

— —— cot 2.35

@ [2.0) cot wt (2.35)

Como sabemos que los eigenvalores del operador posicion satisfacen X (t) | z,t) = z | z,t),
entonces

2 i B
H(x" 2';7) = % (2" 4 2"%) csc? wr — 22”2 cot wT cscwT] — ZT cot wr. (2.36)

Usando la ecuacion (2.8) y el resultado anterior, podemos escribir el propagador de Feynman

del oscilador armoénico de la siguiente manera

" / _ "o —i T [me? "2 2 2
(", 7]2',0) = C(2",2")exp = dr - (" 4+ 2'%) esc” wr
w
— mw?z"z’ cot wr’ cscwr’ — ZT cot wT'} }, (2.37)
que, haciendo uso de

/CSC2 udu = — cot u, /Cscucot udu = —cscu y /cot udu = In|sin ul,

nos queda

Tmw
2h

1
(", 72,00 = C(a" ) exp{ (2" + 2")[cot wr — 22"z cscwT] — 3 In | sin w7'|}

(2.38)
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o bién
C " / .
(' 72,0 = \/(Lx) exp{ 2h2$1wa [(z"? + z') cos wT — 23:”x']}. (2.39)
sinwTt

Ya tenemos aqui una expresion para el propagador de Feynman del oscilador arménico que
solo requiere que especifiquemos la constante de integracion C'(x”,’). Para ello, pasamos a la
implementacién del Paso IIT del método de Schwinger. Ahora, haremos uso de las expresiones
(2.30) y (2.31) en donde obtuvimos P(7) y P(0) (respectivamente) en términos de los operadores
X(r) y X(0).

Siguiendo con el Paso IIT hacemos uso de (2.39) en el lado derecho de la ecuacion de

eigenvalores para el operador de momento 15(7') dada por

> 0
<xl/’7-/ | P(’T) | x/,0> _ —ihw(ﬂ?n,T | x/’0> (240)
para tener
"o/ ]5 / _ mw 9 M o , ” ,
(", 7" | P(T) | 2',0) [251nw7<x COS WT 2| (2", 7| 2',0)
_h imw 2 2 0
a Vsin wr exp{ m((x/l +2) coswr — Qx”ml)} 3x,,0(ﬂv", ')
(2.41)

Por otro lado, en el lado izquierdo podemos usar la ecuacion (2.31) y asf obtener una expresion

para la derivada de C(2”,2’)

[mw cot wr(z” — 2’ coswT) — mwz’ sin wT] (2" 7] 2',0) =

= [2 T.nw (22" cos wT — 2x')] (" 7] 2,0)
sinwTt

_L exp{miw((x’& + x/Z) COS WT — QxI'x')}%C(x”,x')
T

Vsinwr 2hsinwt
(2.42)
lo que nos lleva a
i . 0
VA rmw ((x//z + .%',2) COS WT — 2.%,//1_/) C(x”7 x,) — O (243)

e
\/sin wr Xp[2h sin wt ox"

Para que la ecuacion (2.43), cumpla con la igualdad al menos un término de esta, debe ser igual

a cero. Sin embargo para una solucion no trivial, tendremos que escoger C(z”,2') tal que:

0 C(2",2') = 0. (2.44)
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ya que de lo contrario, es decir, en caso de que tomaramos la parte que involucra al exponencial
igual a cero, se perderia la informacion que se necesita para obtener el propagador.

Haciendo un ejercicio andlogo a lo que se llevo a cabo anteriormente de la ecuacion (2.40)
a la (2.44), pero aprovechando la ecuacion de eigenvalores para el operador de momento P(O)
dada por

(@ 7 | PO) | 2/,0) = m% (o | 2/, 0) (2.45)
€T

y notando que la expresion para el propagador (2.39) es simétrica en z” y 2/, tendremos también

%C’(m”,x') =0. (2.46)

De (2.44) y (2.46) podemos concluir que C' es un pardmetro que no depede ni de x” ni de 2.
Ahora para completar el analisis del comportamiento de C' solo resta tomar el limite 77 — 0 de
la expresion para el propagador (2.39). Utilizando las aproximaciones en dicha expresion, para

desplazamientos pequenos sin w7 &~ w7 y coswT = 1, tenemos:

exp [ im (" — x/)2]

lim (2", 7| 2',0) = lim —
T+~>0< ’ | ’ > 7t =0 \/WT 2hT
2mih

mw

=C

§(a" —a') (2.47)

Si comparamos este resultado con la condicion inicial de la ecuacién (2.12) obtenemos la

expresion para la constante:

mw
C = 2.48
2mih ( )

Finalmente sustituimos este resultado en la ecuacion (2.39), y asi obtenemos el propagador de

Feynman para el oscilador armoénico:

K@@' 2 :7m) = % exp{ % (2" 4 %) coswT — 2x”x/]}. (2.49)



Capitulo 3
Método Algebraico

1 origen del método algebraico data del comienzo de la Mecénica Cuéntica, con

la formulacién matricial de Jordan, Heisenberg y Pauli, entre otros. En este capitulo

utilizaremos dicho método algebraico para calcular el propagador de Feynman, lo cual implicaréd
la manipulaciéon de operadores de posicién y momento, como se verd a continuacion.

Recordemos de (1.14) y (1.15) que si queremos simplemente tomar un operador Hamiltoniano
dentro del operador de evolucion temporal y proyectar en los estados | ) y | p), tendremos que
considerar varios detalles. Por ejemplo, el operador Hamiltoniano H para un sistema no relati-
vista, usualmente se puede escribir como una suma de términos que involucran los operadores
de posicion X y de momento P, los cuales no conmutan. Ademas necesitaremos la factorizacion
del operador de evolucién temporal en un producto de simples operadores exponenciales, lo cual
involucra trabajo algebraico.

Esta algebra trata basicamente con las relaciones de conmutacién entre los operadores de
posiciéon y momento, y el uso de las expresiones conocidas como de Baker-Campbell-Hausdorff
(BCH)*. El uso de estas expresiones es la escencia del método algebraico, ya que es mas sencillo
calcular la accion de estos operadores exponenciales simples en los estados | z) y | p), que calcular

la accién sobre los mismos estados pero del operador de evoluciéon temporal original.

3.1. Descripciéon del método

Como mencionamos anteriormente, queremos obtener el propagador de Feynman para el os-
cilador arménico usando el método algebraico. Entonces, a continuacién explicaremos de manera
general cuales serian los pasos a seguir y, en la siguiente seccion, se llevaran a cabo para el caso
concreto del oscilador arménico.

Podemos resumir el método algebraico en los siguientes pasos:

Paso I. Lo primero que necesitamos es poder reescribir el operador de evolucion temporal U de

“Ver apéndice B

14



3.1. Descripciéon del método 15

la ecuacion (1.15) como un producto de exponenciales de los operadores X, Py PX. Esta
factorizacién se logra con ayuda de la formula BCH, en donde se tiene una relacion entre

cualesquiera dos operadores A y B dada por

edBe=A=¢ (3.1)
donde
€ = BIA, B + A, 14, B) + A [A,[4, B + . (3.2)

C? = (e ABe _A)(e ABe _A) = eAEQe -A , (3.3)

o en general
¢ =edpBre 4, (3.4)

c

Si desarrollamos e en serie de potencias y reescribimos cada término de esta serie utili-

zando las ecuaciones (3.2) y (3.4), encontramos

¢ =cdeBe 4, (3.5)
que puede invertirse para tener

eB=e 1A, (3.6)
Podemos ver que si B = —iTH /h en la ecuacion (3.6), tenemos una expresion que nos

ayudara a factorizar el operador de evolucién temporal en (1.15) eligiendo un operador
A de manera conveniente. La eleccion especifica de A depende de la forma explicita del

Hamiltoniano.

Es importante enfatizar que esta factorizacion puede ser repetida tantas veces como sea

necesaria.

Paso II. Ahora sustituimos el operador de evolucion temporal factorizado (con las herramientas
desarrolladas en el Paso I) en la definicion (1.14) del propagador de Feynman K (z”, 2’ : 7)
y calculamos la accién de las exponenciales de los operadores X , p y PX en el estado
| ). Para el operador X este calculo es trivial y para P solo necesitamos usar la relacion

1= [dp|p)p|y el elemento de matriz (x | p) = (1/27h)"/? exp(izp).
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Sin embargo, pueden existir términos con productos de ambos operadores PX y para dichos

términOS usaremos**:
(" | exp{—ivPX /h} | p/) =e™7 & (p" —e ) (3.7)

donde v es un parametro arbitrario que es seleccionado dependiendo del caso en cuestion.

3.2. Meétodo algebraico aplicado al oscilador arménico

Considerando (2.13) y (1.15) podemos ver que el operador de evolucién temporal para el caso

U(r) = exp {_TZT (f—; + %mwQXz) } . (3.8)

De acuerdo al Paso I del método, tenemos que factorizar el operador de evoluciéon temporal,

del oscilador armoénico es

eligiendo un operador A de manera conveniente. Como veremos a continuacion, es conveniente
usar A = aX? donde « es un parametro arbitrario y B = —i7H /h. Si consideramos esta elecciéon

en las ecuaciones (3.1) a (3.7) tenemos

. ) -
e® = exp(aX?)exp( il

)exp(—aXZ)

B R
- exp{ S = ——[aX? H]+ 5 (— >2[ax2,[ax2,Hn---} (3.9)

Podemos observar que tenemos varios conmutadores que calcular. Los primeros términos de la

serie involucran los siguientes:

(X2, H] = @(XP + PX), (3.10)

m
N A~ ~ A
X% [X%H]) =[R2 —(XP+PX)
= (X3P 4+ X2PX - XPX? - PX?)
m

~ Mginx? L X(XP - PX)X)
m
e

= Z(4ihX?) (3.11)

m

Los siguientes conmutadores son igual a cero, ya que todos estan en funcién del operador X,

“*Ver apéndice C
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por lo tanto:

5 —itH 5 —it (P2 dha, o s A
exp(aX?) exp( Z;L' Yexp(—aX?) = exp{%<% %(XP—FPX)
2
m| o 2ah 5o
— - — X A2
t5 @ ( - ) ] )} (3.12)

Como necesitamos factorizar el operador de evolucion escogemos una « tal que

mw

2h

o =

(3.13)

} . (3.14)
Usando la relacion de conmutacion [X, P] = ik (i.e. XP = PX + ih) tenemos:

+ %} (3.15)

De la expresion anterior podemos obtener la exponencial del lado izquierdo que tiene el opera-

de tal manera que los términos con X? se cancelen, para tener
—iTH —iT

)exp(—aX?) = exp {— P—2

2m

exp(aX?) exp( - + %d <X]5 + ]5)2')

—iTH —iT

$2
exp(aX?) exp( - )exp(—aX?) = exp {T

— +iwPX
2m

dor Hamiltoniano y con ello lograremos la factorizacion del operador de evolucién temporal de

acuerdo al Paso I del método algebraico:
s ﬁ . . .
exp( Z;L- ) = exp (W%) exp (—aX2> exp {—%—

Vemos que podemos factorizar todavia més este operador si ahora repetimos el Paso I del

p2 L
— +iwPX
2m

}exp(aXz). (3.16)

método algebraico pero para los operadores A = 3P? y B = f—; + iwPX. De acuerdo a las

ecuaciones (3.1) a (3.7), tenemos que:

. ]52 o . p2 L . p2 L
exp (5132) —+iwPX | exp (—mﬂ) = o +iwPX + |BP? — +wPX| 4+ (317)
calculando el conmutador [3P2, f—; + iwPX]:
., P2 . AP
[3P?, o HiwPX] = BiwP(P?X — XP?)
m
= —BiwP[X, P = —BiwP(|X, P|P + P[X, P]) = 26whP? (3.18)

Como el resultado de calcular el conmutador anterior, solo tiene que ver con P, los términos
que involucran conmutadores anidados en la formula de Baker-Campbell-Hausdorff, para estos

operadores, son iguales a cero. Entonces:

fo P2 A 5 1 A A s
PP (= 4 iwPX)e PP’ = (— + whB)P? + iwPX (3.19)
2m 2m
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para eliminar el término proporcional a P? en el lado derecho de la ecuacién, tomamos:

1
= — 3.20
b dmwh ( )
asf
]52 P2 A A ]52 ~A A
PP (— +iwPX)e PP = iwPX (3.21)
2m
de acuerdo a la ecuacion (3.5) , tenemos:
o8P (B2 1iwPR) P2 _ JiwPX (3.22)
esto implica que:
o (L2 tiwPX) _  ~BP2 iwPX ,BP? (3.23)
Sustituyendo este resultado en la ecuacion (3.15)
—iTH | ier %2 _ ap2 B A2 )
exp( - ) =e 2 exp(—aX?)exp(—fP*)exp(iwPX)exp(BP)exp(aX?) (3.24)

De esta manera el operador de evolucion temporal es expresado como un producto de operadores.

Ahora en el Paso II usamos la expresion (3.24) sustituyendola en el propagador de Feynman:
K(m”, CCI; 7_) —e WTTQ 704:1:”260:1/2 <$” | e 7[3?26 %i(in)lf’XeﬁPQ | $/> (325)

Introduciendo el desarrollo de la unidad tenemos:

. 0o o i s .
K(x”,x/; ) =e Yo —az QGax’Q / dpldp”<x” | p//> <p// | efﬁPQQ 7(zwr)PXeﬁP2 | p/> <p/ | xl>
—00
(3.26)
usando (x | p) = (1/2rh)"/? exp(izp) tenemos:
- [oe] d /d Z
K" 2';7) = exp [—a(x”2 —2?) + %] /_OO ];77}1;
i
X exp [%(p”x” _ plxl) _ ﬁ(p"Q _ p/2)]
><<pl/ | e %’(zwr)ﬁf( |p/> (327)

tomando v = iwT, las formas explicitas de a y § y usando la ecuacion (3.7) , tenemos:

. o0 d /d Z
K(a"a7) = exp [Jg_;w _x&)wg] [ e

—00

"2 12
h 4mwh(p b )]

x exp(—iwT)d(p” — e ") (3.28)

{
X exp [—(p"x” _ p'x') +
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Integrando sobre p” y utilizando:

| - as@) = f@ (3.20)

— 0o
tenemos:
i ; oo dl
K", 2';7) = exp —T;L—;L)(:c"2 —2?) — MTT] /_OO 27]:h

X exp ip’(e —iwfrx/l_xl) _ 1 p12(1 e—2iw7’)
h dmwh

_ e dwr| [ dp

= | =5 ) 2]/_0027771

y 1—e — 2wt
expl — | ——————
P dmwh
—iwT M
[p'2 — dimw <el—e#>p/] } (3.30)

completando el cuadrado [(a + b)? = a® 4 2ab + b?, tenemos que para nuestro caso:

X

/

a = p

e —WT /N _ ot
2ab = —4dimw <7>p’

1—e —2iwT

) e —Zwrxl/ _ x/
b = -2mw| ———
1—e —2iwT

A . 2
2 ] e —zw*rx/l _ xl , ) e —Zwrxl/ _ ,I/
pe —dimw| ———— = |p —2imw| ——5—
1 — e —2iwT 1 — e —2iwT

por lo tanto:

entonces:

, 2
5 o o —IWT 1 ol
Sustituyendo este resultado en la ecuacion (3.30)
"1 _ mwo i 2 iwr  mw (e e —a’)?
K@%ﬂ—e@Pﬁ@—>‘7‘?'pem

. . 2
00 dpl 1—e —2iwT , ) e ~WT Ll _ ot
— e e —2 —_— .32
x /Oo 27h exp{ dmwh ] [p PN T e —2iwr (3:32)

La integral que tenemos es una integral de Gauss, que cumple con:

/ e % iy = \/E (3.33)
o a
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asi:

1 drmwh mw (e 7Ty — 27)? wT
"o . "2 1)
K(@asm) = 2th1—e2ineXp[_ o <‘T B T R
Usando 1 — e ~2%7 = 2je =7 gin wr, tenemos:

1 drmwh mw WT
o2rh V1 —e 2w\ 21ihsinwr exp <7> (3.35)

Sustituyendo (3.35) en (3.34):

mw
K", ;7)) = -
2mihsin wt

—1 2
X eXp mw (x//z _ 2?4 2(e T’ —af) )]

T 9R 1 — o —2iwr

mw
2mihsin wrt

1MW
Xexp|——
2hsin wt

(e —iwT M _ x')2>] (3.36)

(z’ sinwr (2" — 2?)

_|_

e —iwT

Usando:

WT e —iwT
tsinwr =
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tenemos:
mw
K@@' ;7)) = —
(27,2 7) 2mihsin wT
imw e T e —iwT o 9
X ex ' —x
p[thinun’(( 2 >( )
e —QiWTxIIZ — 922" e —iwT + x/Z
+ e —iwT
B mw
N 2mihsin wt
imw ein —e —iwT )
X e e—zw’r 1_/12
Xp{2hsinw7- [( 2 + )
+ (elw— ; e T + eiwr) 22— 21"%”] }
B mw
N 2mihsin wt
imw e wT +e —iwT
X exp{ T [( 5 > (az”Q + $/2> - 2x'x"] } (3.37)
Finalmente haciendo uso de coswt = M, encontramos el propagador de Feynman para

el oscilador armonico unidimensional:

K@@' 2';7) =

2hsin wt

mw mw
2mihsin wTt

((m”Q + 2'%) coswT — 2x'm”>] . (3.38)
Vemos que este método también nos permite obtener la expresién del propagador que ya se
obtuvo en el Capitulo 2. La diferencia es que con el método algebraico, no fue necesario resolver
ecuaciones diferenciales acopladas, pero es necesario hacer una propuesta de factorizacién que

permita que la serie infinita que surge de la formula de BCH, se corte.



Capitulo 4
Método de Integral de

Camino

1 formalismo de la integral de camino fue introducido por Feynamn en 1948, siguien-

do las ideas desarrolladas por Dirac. Este método consiste en evaluar la integral de

camino explicitamente, sin hacer uso de aproximaciones semiclasicas y constituye esencialmente
el entendimiento de la mecéanica cuantica, permitiendo una derivacién de ecuaciones exactas en
la teoria cudntica de campo. Para introducirnos al concepto de integral de camino, es necesario
involucrar a la accion clasica, ya que juega un papel central en el formalismo de éste.[6] Una
descripcion elegante para el caso de la particula clasica, es ofrecida por el principio de accién de
Hamilton. El punto de partida es la funcional de la accion. Siendo L la Lagrangiana del sistema

y to y tn los dos tiempos fijos, se define la accion funcional:

tn

Slaw, zo] = Slz(tn), x(to)] = /

dt' L z(t), & (t),t (4.1)
to
la cual asigna el valor definido para cualquier camino z(t) que conecte los puntos fijos zg = x (o)
y zn = z(ty). De un numero infinito de tales caminos, la teoria clasica de una particula esta

representada por el camino especial Z(t), para el cual la ecuacion (4.1) toma el valor extremo.

La condicién necesaria para ésto es:
0S=8zZ+9—-S[x]=0 (4.2)

Las implicaciones de la expresion (4.2) en la Lagrangiana nos permiten obtener las ecuaciones

de Euler-Lagrange para la trayectoria clasica. Partiendo de (4.1), podemos escribir:

v 0L oL
— / - - .
48 = dt [890 dr + 5 9z (4.3)

to

redefiniendo la derivada con respecto al tiempo, tenemos:

dv  d(x+dz) dx )
Pty e R (44

22
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por lo tanto:

oL ., 0OLd
pero:
d | 0L oL . d 0L
de aqui:
oL _. d (OL d 0L

Entonces sustituyendo (4.7) en (4.3) y usando el teorema fundamental del célculo tenemos:

iy oL d (0L d 0L

dt' | =0z + — | =0z | — dz——

/to oz m+dt<83’c x) xdt@a’c]
oL ; iy OL d oL

— 5=~ df | =—= — —=Z=|5 4.8

5 1 +/t0 [ax a ax] v (4.8)

Para puntos extremos fijos dx(tp) = dz(tny) = 0 se debe cumplir para la trayectoria clasica de

(4.2) y (4.8) que:

0S

oL _ doL _
or  dt 0

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange y solo se cumplen para la trayectoria clasica Z(t). En la

(4.9)

mecénica clasica, lo que es interesante entonces es la funcional de la accion (la forma que tiene)
y no necesariamente su valor. Asi, podemos considerar de (4.1) y (4.2) a la accion a lo largo de

una trayectoria clasica como funciéon de una cota superior.

¢
Seas[Z(t)] = / dt' L(z(t),z2(t),t) (4.10)
to
entonces de (4.10) y (4.8), tenemos que:
tn
OL
0Seias = 5m% +0 (4.11)
to
ademas % = p entonces:
tn
0Scas = 0x - p (4.12)
to
si 0z(tg) = 0 entonces §S 45 = pdz y por lo tanto:
aSclas
= 4.13
p=—a (4.13)

Por otro lado de (4.1) y (4.2) podemos decir que:

dSclas — -
— =1 4.14
Z [x@),x,t] (414)
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Xg Xy

Figura 4.1: Diagrama que muestra el camino clasico y otros caminos que contribuyen a la des-

cripcién de la mecénicua cuéntica.

y la derivada total es: tomando Scjus = Seras(T, t)

dsclas aSclas 8Sclas;

a 0ot oz
entonces:
% =L—-pz=-F
es decir:
S
- -

(4.15)

(4.16)

(4.17)

En mecéanica cuéntica no solo la trayectoria con la minima accién contribuye a la amplitud de

probabilidad K (zx,zo) (Fig.4.1), con la que una particula se propaga del punto x( al punto z,

sino que también contribuyen todas las otras trayectorias que unen a dichos puntos. Esto nos

lleva a los siguientes postulados:

1. Todos los caminos posibles contribuyen de igual manera; pero caminos diferentes contribu-

yen con fases diferentes.

2. La fase de la contribucién de un camino dado esta determinado por la accién S a lo largo

del camino (medido en h).
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La probabilidad de aproximarnos a un punto xy al tiempo ¢ desde un punto xg al tiempo

to esta definido como P(xy,z0) = |K(zn,20)|%. Ademés la amplitud esta dada por la suma de

las contribuciones ¢, de todos los caminos que unen a los puntos zy y g, es decir

K(zy,m0) = > _ ¢elwn, 7] (4.18)
7
donde
delrn, xo] = CeXp{%Sz[xN,xo]} (4.19)

donde C' es una constante de normalizacién que se tiene que determinar sabiendo, gracias al
postulado (1), que C es la misma para todos los caminos, ya que todos tienen el mismo peso.

Por otro lado para aclarar la importancia del camino especial en el limite clasico notemos que:

» El limite clésico significa S > h, por lo tanto para el camino clasico T(t) = ¢jqs tenemos

que la relacion S/h > 1

m Oeqs €8 aquel en el cual (4.19) se vuelve estacionaria, lo cual implica que caminos que sean

vecinos en una e-vecindad, tendran la misma fase, a primer orden.

Comparado con el camino clésico, todos los otros caminos llevan a fases que oscilan fuertemente,
asf las contribuciones correspondientes en (4.18) interfieren destructivamente y se cancelan unas

con otras. Por lo tanto la amplitud (4.18) esencialmente se reduce a:

K(zn,x0) = f(zN,0)exp (%Sclas>7 (4.20)

donde f(zn, o) surge de la aproximacion de tomar caminos en la vecindad del camino clasico, de
manera que la fase se factoriza y nos queda una cantidad parametrizada en términos de los extre-
mos fijos o y . Ahora discutiremos con mayor detalle la suma contenida en la ecuacion (4.18)
apoyandonos con la analogia de la definiciéon Riemanniana de integral. Para esto discretizamos

el intervalo de tiempo 7 =ty — tg en NN intervalos iguales de longitud e:

Ne=ty—ty , tn > to,

e=tip1—t; , i=0,..,N—1, (4.21)

Ahora construiremos cierto camino escogiendo los puntos especiales x; para todos los tiempos
intermedios ¢; y conectando estos puntos con lineas rectas, como se muestra en la Fig. 4.2.
Eventualmente podemos hacer ¢ — 0, es decir reducir el intervalo de tiempo entre los puntos

intermedios, para recuperar el camino original.
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Figura 4.2: Diagrama que muestra la discretizaciéon del camino utilizado para integrar en la

ecuacion (4.22)

Es asi como podemos definir la suma sobre todos los caminos como una integral multiple

sobre todos los valores de z; (i = 1,..., N — 1; 20, zn fijos):

K(zn,z0) =~ /dxl...dequ[x(t)] (4.22)

Ahora definiremos las suma implicada en (4.18) mas detalladamente. En la integral de Riemann
el intervalo € puede ser cada vez més pequeno. Para garantizar la convergencia ante esta situacion,
se tiene que introducir un factor de normalizacion A(e) por cada integral sobre z; (porque hay
una infinidad de opciones donde localizar cada uno de dichos puntos internos) y un factor de
normalizacion extra, porque cuando N — oo habrd una infinidad de integrales anidadas. Asi la

. . *
suma nos lleva a la integral de camino :

, 1 dry dry— )
K(xn,z0) = Hohzr\}lﬂooZ 71 Z ! exp{ﬁS[xN,xo]} (4.23)

* . ., . . 2 .
En algunas referencias la expresion de la integral de camino para un propagador cuéntico se muestra de la

siguiente manera

z(T)=zN )
K(x]\“xo;r):/ [Dx]ezs(m)/)‘i7
z(0)=zg
donde
1 dml
Dzx| = —
[Dz] AH "

i

es la medida fucional.
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donde
Sl z0] = /t FmﬁcQ(t)—V(x(t))] dt. (4.24)

o 12
Considerando la discretizacion en el tiempo antes mencionada, tendremos el propagador de

Feynman en la ecuacion (4.23) como:

N—
K ; = lim
(x:20:7) Noo 0\ 2mhe/ 1;[ (\/ 27mhe )
k— Tk-1
e ()

_V<~””k+f”’f 1)]} (4.25)
donde Ne =7y A(e) = @/2”7;"“

Con esta prescripcion, el panorama es el siguiente: sumar sobre todas las funciones x significa

sumar sobre todos los polinomios en el plano (¢,z(t)), empezando en (zg,tp) y terminando en
(xn,tN), los cuales dan paso a las integraciones sobre las variables x; = x(t;) desde —oo hasta
00, donde t; =ty + je, con j = 1,2,..., N — 1. Entonces, evaluar la integral de camino significa
calcular un nimero infinito de integrales ordinarias, las cuales requieren un tipo de relacion de
recurrencia. Cuando los potenciales electromagnéticos estan ausentes, es inecesario adoptar la
regla del punto medio para el potencia V' (z) como esta expresado en la ecuacion (4.25), asi otras
opciones pueden ser elegidas. En lugar de usar la regla del punto medio, escribiremos la versiéon

discretizada de la accién como:
- m(x —x] 1)2 1
= Z — 75 | Vi) + Viz) (4.26)
7j=1

. . . N , -
donde se toma 7; como el j—ésimo intervalo de tiempo tal que 7 =) j=1Tj- Después escribimos

el propagador de Feynamn en la forma:

K((L‘N,.%'();T) = ]\}l,m /HK(mj,xj_l;Tj) H dl‘K (4.27)

donde el propagador para un intervalo de tiempo infinitesimal estd dado por:

m(xj — 1)
27'j

2mihT;

—T]é (V(fﬂj) + V(wj1)>] } (4.28)

m ')
K(zj,xj_1;715) = . exp{ﬁ
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4.1. Método de Integral de Camino Aplicado al Oscilador Armé-
nico
Tenemos que la Lagrangiana para el oscilador arménico es:

1 1
L(x,2) = §mj:2 - §mw2x2 (4.29)

De acuerdo con la ecuacién anterior el propagador infinitesimal toma la forma:

~ 2
m i |m(x; —xj_q
K(zj,xj—1;75) = —— xexp{—[—( J i)

[ m imw 1 w?r? 9 9
2mih wT] 2R wT; 2 J J
—25[7]'56]'1] } (430)

Para calcular el propagador infinitesimal definimos las nuevas variables ¢; tal que:
sin ¢; = wr; (4.31)

lo cual implica que ¢; = wT; y cos¢p =1 — wQTjQ /2 introduciendo la funcion F:

1 mw 1
P . _ [mw |
(.75 ¢) 2mih \ sin ¢ exp[ 2h sin ¢

X <cos d(n? +n'?) — 27777')] (4.32)

Usando esta funcién podemos escribir el propagador como:

K(zn,z0;7) = hm /HF Tj,Ti—1; ;) dek (4.33)
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La funcién F tiene la siguiente propiedad:

/_ F",m;¢")F(n,n';¢")dn = F(n'",n'; ¢" + ¢')

Usando la propiedad (4.34) y la ecuacion (4.32) tenemos:

F(nl/777/;¢/l+¢/)

Donde se definio:

_ sin(¢" + ¢')

~ sing’sing’

/ 1
27mh sin ¢ sm¢’/ [ 2h sm(b”

12 /" w1
x(cosqﬁ (" + 1/ ) 2n 77)] exp[ o2h sm—tb’

X (cos ¢ (i +1%) — 27777’)] dn
/ exp imw [ cos ¢” e
27mh sin (b” sin ¢/ sin ¢
cos ¢/ cos@”  cos ¢’
SRCLLAVCR .¢+.¢ Uk
sin ¢’ sing” = sin ¢’
1/ /
Ul n
—2 d
n(sirub” + sinqﬁ’)] g
mw 1
2meh V) sin ¢ sin ¢
imw [ cos@” 5 cos¢d
% exp[ 2h <singb”77 + simqﬁ’77
o0 imw [ cos@” cosd ) o
x/ooexp[ 2h <sin¢” * sin ¢/ g
/! /
n n
-2 d
n(sinqS” + sin¢’>] "
mw 1
2mih \ sin ¢ sin ¢/
imw [ cos@” 5 cosd
x exp[ 2h <sin¢”77 + sin¢’77

& imwao 2ns3
x/ exp[ oh <772— Z)]dn

" sin ¢’ + 1 sin ¢
sin ¢ sin ¢/

8=

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Completando el cuadrado del exponencial que esta dentro de la integral en la ecuacion (4.35)

2 2
2 v ()
(% « (%

(4.37)
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para poder escribir de esta manera el exponencial basta agregar el término de —(3/a)?, as:

1
F(r' oo N v
(1307 + ) 2mih '\ sin ¢ sin ¢/

imw (cos ¢ 5 cosd o

X _
P [ 2h \ sing” sin ¢/

2 e’} 2
) Lo 55 (-2)
B \/27Tzha\/sm¢”sm¢’

imw [ cos¢” ,, cosg B
- — 4.38
xexp[ 2h (sinqﬁ”?7 +sin¢’77 @ ( )
Usando las definiciones de a y 3 tenemos:
mw 1

Fi',n'i¢" +¢") =

2mih \ sin(¢” + ¢')

1w 1 cos qS’ !

2h sin(¢" + @) ( w0+ ) G

xexp[

cos ¢
sin ¢’

oang v .

sin ¢ sin ¢’

+sin(¢” + ¢')

Usando las identidades:

sin(u +v) = sinucosv+ cosusinv
cos(u +v) = cosucosv—sinusinv
sinu = 1—cos’u

y definiendo:

cos qS
sin gb’

A = sin(¢" + ¢ )COS fZZZ" 7" 4 sin(¢” + ¢)

Sin

(0" sin ¢’ + 1" sin ¢")?
sin ¢ sin ¢’

(4.40)
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tenemos que:

A = cos gb” cos ¢/ 77//2 _|_77 + sin gb, cos? @ "2
sin ¢’

sing”cos? ¢’ ,, sing’ ,, sing” ,

sin ¢’ sin ¢ sin ¢/
2,’7//77/
sin¢’(cos? ¢” — 1) ,5  sing”(cos?¢' —1) ,
= - n n

sin ¢” sin ¢/

+
<77//2 + 77/2> _ 277/77//
— oS ¢” cos ¢/ <77//2 +77/2> —sin(b" sin¢' <77//2 +77 )

/.1

—2n'n

= cos(¢” + ¢ )" + %) — 20" (4.41)

cos ¢ cos ¢/

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (4.39) tenemos:

"o rooan / 1
F(77 7n7¢ +¢ 27ih sin ¢//+¢/) [ 24 51n(¢”+¢’)

X <COS(¢” + )" + 1) - 277’?7”)] (4.42)

Definiendo ahora 2" = xy,2’ = xg , y usando el hecho de que

lim Z¢J = wT

N—oo

y el resultado obtenido en la ecuacion (4.33) obtenemos finalmente el propagador deseado:

K@@' 2';7) = F" 2 5071)
mw me 12 !
— 2 4.43
2mih sin wTt exp [271 sin wt (COS wr (@™ + 2 ) v )] ( )

Este resultado es el mismo que se obtuvo en las secciones anteriores para el oscilador armoénico.



Capitulo 5
Aplicaciones

n esta secciéon se mostraran algunos ejemplos en donde el propagador de Feynman

del oscilador armoénico es aplicado para obtener otras cantidades relevantes, tales como

los estados estacionarios y sus niveles de energia correspondientes, la funciéon de particion para
el oscilador armoénico cuéntico, y el propagador de Feynman para un potencial lineal. Ademés se
expondrd un anélisis para el potencial del oscilador arménico con un término cuértico, usando
dos de los métodos con los que obtuvimos el propagador para el oscilador arménico, esto con el

objetivo de observar casos en donde los métodos utilizados en este trabajo no son los adecuados.

5.1. Eigenfunciones y Eigenvalores

Para obtener la energia de los eigenestados y los eigenvalores, necesitamos reescribir el pro-
pagador en una forma que permita una directa comparacién con la representacion espectral para

el propagador de Feynman dada por:

K(@"a;m) = 0(r) Y dul(w)gy(a')e ~Fn/ (5.1)
n
Definiendo la variable z = e ™7 podemos escribir:
sin(wr) = et _22,6 - = %1 _ZZZ (5.2)
cos(wT) = M e _ 1l G (5.3)

2 2 =z
Ademaés definimos las variables £ = /mw/ha’ y £ = /mw/hz”, asi la expresion para el

propagador de Feynman del oscilador armoénico queda:

K" 2';7) = 2772'7:751?;1 — exp[QHZSTﬁlwWT (coswr(z + 2'?) — 22""2")]
1 1422
= T:L:;;Z(l B 22)_% exp[_%l_—’z?( ‘;Z (w//2 + x/2) . 2x”w'z)]
mwz 2\—1 1 7 72 n2y L + 27
21 2 expf 26872 — (€ 4 €7

32
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mwz 2\—1 2¢'¢" 2 2 2 1+ 22
= 1- — P E— 4
= el € ) () (54)
usando indentidad:
1+ 22 1 22
2(1—22) 2 T2 (55)
tenemos que:
K( no_I. ) _ mwz 1— 2)—% [2§I§I/Z _ 12 + 12 l + 2’2 )]
mwz -1 26€"z — (€7 + &2 1, 2
R R R e )
Mwz 1 1 9 ! ”Z— /2+ "2 22
= /el L7 4 e P ST (5.6
Considerando la formula de Mehler [1]
1 2zyz — (22 + y2)22 > Z"
(-2t exp[ @2 S g ) ) 51
n=0
donde H,(x) son los polinomios de Hermite, estan definidos como:
n,z?/2 d" —x2/2
H,(x) =(-1)"e o ® (5.8)
Comparando cada término con la ecuacién anterior tenemos:
K@@' 2';7) = %exp[—%(xm—i—x'?)
0o mw mw efin(nqL%)
X Z:oHn( @) Hn(y | ) 5 (5.9)

donde tenemos z = " = /mw/ha'" y y = & = y/mw/ha'. Comparando la ecuacion anterior

con la representacion espectral tenemos la eigenfunciéon de la energia y los niveles de la energia:
1 mw mw o mw
= — - H — 1
¢n(x) o] ( h )eXp< 2% Zz ) n( 7 .%') (5.10)

E, = (n+ =)hw. (5.11)

5.2. Funcion de Particion

Para calcular la funcién de particion asociada al modelo de oscilador armonico, partimos de

la expresion general dada por

Z(B) = Tre PH, (5.12)
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donde la operacioén de la traza puede ser tomada sobre una base discreta, sobre las eigenfunciones
del mismo Hamiltoniano, o sobre el conjunto continuo de eigenestados del operador de posiciéon

(denotado por | x)): N
2(8) = / do(z | e | 2. (5.13)

—00

Siz” =12’ =xy =ir/h, podemos identificar este integrando como el propagador de Feynman
en la representaciéon de configuracion que ya hemos obtenido con tres diferentes métodos, de

manera que

Z(B) = /OO dx K (x,z; —ihf3). (5.14)

— 00

Entonces, de la expresion para el propagador del oscilador arménico que ya encontramos con tres

métodos, tenemos:

mw

K(z,z;—ih3) = \/thsin(—wihﬁ)

X exp [m (cos(—wihﬁ)(2x2) - 2x2>]

B mw
B 2mihsinh(whf3)
mw
———————(coshwfh — 1)z? 1
X exp[ Py—— wﬁh(cos wp i ] (5.15)
Donde se hizo uso de sin(—ia) = —isinh a y cosh(ia) = cosh(a). Sustituyendo la ecuacion (5.15)

en la ecuacion (5.14) y usando cosh(a) — 1 = 2sinh?(a/2) y sinh(a) = 2sinh(a/2) cosh(a/2),

tenemos:

mw

27hsinh(w/fh)

00 2
X /_OO exp [— m(;;x tanh<w§h>] dx
1

- 2sinh(3wph) (5.16)

Z(p) =

Esta ecuacion es la funcién de particiéon para el oscilador armoénico unidimensional, que es punto
de partida de cualquier anélisis que requiera de un modelo de oscilador armoénico, en un contexto

estadistico.
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5.3. Propagador de oscilador armoénico con términos nuevos en el

potencial

5.3.1. Término lineal

Debido a que en la naturaleza hay fenémenos en los que se involucran movimientos en campos
eléctricos y gravitacionales uniformes, el estudio de potenciales lineales y por lo tanto el propaga-
dor de Feynman para estos, toman gran importancia en la Fisica. Existen diferentes maneras de
obtener este propagador, y en este caso usaremos el resultado obtenido en las secciones anteriores,
partiendo anélogamente de la idea de correspondencia entre un oscilador armoénico perturbado
por un potencial lineal y un oscilador con la misma frecuencia pero con energia y coordenadas
originales modificadas. En fisica clasica esto se puede demostrar partiendo de la Lagrangiana de
un oscilador arménico:

Lo 1 9,

L= 5mz’ — gz (5.17)

donde w es la frecuencia del oscilador. Introduciendo una perturbacion lineal en la ecuacion (5.17)

tenemos:

1 1
L= §m22 - §mw2z2 — mgz (5.18)

Ahora haciendo el cambio de variable 2’ = z + g/w? entonces:

21 1 mg?
L= §mz’2 - §mw2z/2 + 577;—92 (5.19)

que es la Lagrangiana para el oscilador armoénico cuyas coordenadas y energia iniciales estan
desplazadas por Az = g/w? y AE = %mgz/wQ. Siguiendo esta misma idea podemos escribir el
propagador de Feynman para un oscilador armoénico agregandole un potencial lineal. La ecuacion

(4.43), se puede escribir de la siguiente manera:

mw

1 !

K", z';1) = —
2mihsin wTt

X exp [% (cot wr(z" + 2™) — 22" 2" esc w7>] (5.20)
Agregando el potencial lineal tenemos:
- 2
JOA+LIN (11 1. _ mw mi g
(2%,2%57) omihsnwr L2k w2

+w (cot wr (2" 4 %) — 22”2 csc w7>] (5.21)
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Tomando el limite w — 0 en la ecuacion (5.21), obtenemos el propagador para el potencial lineal,

el cual puede ser derivado haciendo uso de los desarrollos:

15 1 4
rzcotr = 1——2“— —2"+ ...
3 45
1 7
= 14+ -2+ —z*+ ..
T CcSCT —1—636 +360x +
2
FKOA+LIN m .mg
omihr P\ o2 T

.| m " N2 2g i /
xexpz[;((w —a') —i—E(.%' + ')

1 1
X (1 — §w27'2 —1- 6(4)27'2)

m | m (xl/_xl)2 mg ., /
B R R B
7”92 3 2
a7 + O(w?) (5.22)

Esta ultima ecuacién es la expresiéon para el propagador de Feynman de un potencial lineal.

5.3.2. Término cuartico

Con el objetivo de obtener el propagador para el potencial del oscilador arménico con un
término cudrtico se utilizaron el método de Schwinger y el método algebraico. El Hamiltoniano

correspondiente a este potencial es:

H= % +d/ X2+ X1 (5.23)
En el método de Schwinger, cuando resolvimos las ecuaciones de Heisenberg, concluimos que
para el operador e , la ecuacién es la misma que se obtuvo para el caso del oscilador arménico
(2.27), pero para el operador P, la ecuacion que se tiene que resolver es de la siguiente forma:

X . ;
o2 T 200X + /X3 =0 (5.24)
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identificamos a esta expresion como la ecuacién de Painlevé. A diferencia de lo que ocurri6
en el Capitulo 2 para el oscilador armonico, en este caso habria que utilizar otros métodos
de resolucion de las ecuaciones diferenciales de Painlevé resultantes. Para el método algebraico
usamos el resultado obtenido en el caso del oscilador armoénico, cuando aplicamos la formula
de Baker-Campbell- Haussdorf. Esto nos lleva a la primera versién del operador de evolucion

temporal para el potencial con el término cuéartico:

PPN 4 % % ‘ A2
Ry e,h,/;fme_(nxuux‘*)exp _ir | P2 +i 2 et
h | 2m m
- Nl 32 / N 8h 2 A
_(ﬁf—im' —a>X4+&TX6]}
h m m
Xe(nX2+ﬂX4) (525)

donde n y u son constantes del operador que se escogié como A’. Definiendo:

1 /mdo

=5V 2

(5.26)

Observemos que los primeros dos términos del exponencial grande en la ecuacién 5.25 y 3.16
tienen el mismo orden, que es lo que esperabamos debido a la forma del Hamiltoniano. Los
términos extra son consecuencia de los proporcionales a X*. Al usar de nuevo la formula de

Baker-Campell-Haussdorf, esta vez para eliminar P? se escogieron lo operadores siguientes:

P2 / .2 X .
B" = —— +4i\/—(ih+2PX) + Lr(3inX2 + 2PX?)
2m 2m m
320/ oa o Sihp?
Fipry ) 222 —ﬁ’) X4 4 2 Lo (5.27)
m m
A" = ¢p? (5.28)

donde £ es una constante arbitraria. Con esto encontramos que la serie del operador C’, se corta

hasta el sexto conmutador:

RS

[A”, [A”, [A”, [A”, [A”, [A”, B//mm — 1843920 =

T(iPS + hP3) (5.29)

Sin embargo al llegar a este punto se puede notar que las potencias para operadores X y P dentro
de los conmutadores, aumentan cada vez mas, dificultando la simplificacién que se requiere, para

continuar aplicando el método.
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ebido a que el propagador de Feynman (K) es una cantidad compleja, es necesario

analizar por separado su parte real (Re{K}) y su parte imaginaria (Im{K}). Para

que esto sea posible, debemos conocer la forma explicita de ambas partes, es decir, reescribir la
expresion del propagador en la forma f(z) = Re[f(2)] + {Im[f(2)].[7]

Haciendo m = 1, w = 1, h = 1y 2/ = 2” = 2 en la expresiéon que hemos obtenido por

diferentes métodos para el propagador de Feynman (4.43) podemos simplificar dicha expresion,

comao:

~ 2msin(t) sin(t)

K(x,t) = i exp [z’xQ(cos(t) — 1)] (6.1)

Tomando en cuenta que los valores que puede tomar la funci6n sin(t) incluyen cantidades nega-

tivas, introducimos la definicién:

sen(sin()) = 20

= Isin(t) | (6:2)

con la finalidad de expresar la parte real y la parte imaginaria del propagador, de tal manera
que el rango de las variables sea infinito. Con esto podemos escribir la parte real del propagador

COomo:

RelK1 — 1 1 i 22(cos(t) — 1) () i x2(cos(t) — 1)
fK} = 27 \ sin2() cos T anlt) + sgn(sin(t)) sin ()

(6.3)

y la parte imaginaria:

1/4
- 1 1 son(sin(£)) cos x2(cos(t) — 1) in 22(cos(t) — 1)
fm{K} 2/ (sinQ(t)> [ gn(sin(t)) ( sin(t) ) ( sin(t) )] '

(6.4)

En la Fig. 6.1, se muestran tres graficas”. La grafica superior muestra Re{K}, contra el
tiempo y el desplazamiento. En la parte inferior la gréfica de la izquierda muestra Re{ K} contra

t para valores de x fijos y la de la derecha muestra Re{K} contra x para valores de ¢ fijos.

“Las graficas elaboradas en este capitulo se generaron utilizando Maple 9.5 [7]

38
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Podemos observar que en ¢t = 0, para toda z, el valor de Re{K} tiende al infinito, mostrando
el comportamiento de la Delta que se impone en el limite ¢ — 0. Ademés para = (t) cada vez
mayores las amplitudes de las oscilaciones aumentan (disminuyen) y las frecuencias aumentan

(aumentan).

0.5

Rek 0

-0.5

x = 0.00 4 L — t=001

x = 2.00 4 L . t =010

- x =400 4 L - t=100

Re{K}

Figura 6.1: La gréfica superior muestra Re{K}, contra el tiempo y el desplazamiento. En la
parte inferior la grafica de la izquierda muestra Re{ K} contra t para valores de x fijos y la de la

derecha muestra Re{K} contra x para valores de ¢ fijos.

El comportamiento de la parte imaginaria para ambos casos (z o ¢t constantes) es similar al
de la parte real, como se puede apreciar en la Fig. 6.2.
Hasta aquf hemos analizado el propagador considerando m =1, w=1,h=1y a2’ =2" ==z

en la expresion (4.43). Ahora tomamos casos donde m # 1, para estudiar la parte real del
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ImK™

Figura 6.2: Esta grafica muestra Im{K }, contra el tiempo y el desplazamiento.

propagador

B im imax?(cos(t) — 1)
K@) =\~ 5rsmm exp[ sin(t) ] (6.5)

Como se puede observar en las siguientes gréficas de Re{ K} para m = 0.01,0.1, 1, 10,

",vz?tfff‘if?}o ."'"
R 1) WL
MBI
o i "““.’

Y
il
il

-0.1

0

para masas cada vez mayores, las oscilaciones en el propagador son cada vez mas fuertes. También
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en ellas vemos que se conserva el comportamiento para t — 0. El comportamiento de la parte
imaginaria del propagador es similar a lo que se muestra en las figuras anteriores. Para apreciar
el efecto de disminuir o aumentar la masa m en el propagador de Feynman, vemos en la Fig. 6.3
que para valores de m cada vez mayores las amplitudes y las frecuencias de las oscilaciones

aumentan.

RefKi

m = 0.0001

m = 0.1000

m = 1.0000

RefKi

m = 0.0001

m = 0.1000

~ m = 1.0000

-0.5

X(t=0.8) H(x=4.0)

Figura 6.3: En la grafica de la izquierda se muestra, para distintos valores de m, Re{K} contra

x, para t constante y en la derecha se muestra la dependencia en ¢, para x constante.

En sintesis, vemos que el comportamiento del propagador es como lo esperdbamos en funcion
de las condiciones iniciales o de frontera que implementamos durante su construccién, para
realizar la descripcion consistente del oscilador armoénico cuantico no relativista.

Finalmente es importante mencionar lo siguiente: En el transcurso de este trabajo, implemen-
tamos tres métodos diferentes y logramos obtener el propagador de Feynman para el oscilador
armonico. El haber escogido el oscilador arménico nos permite mostrar todos los detalles detras
de los diferentes métodos y hacerlo de manera que los lectores puedan familiarizarse con ellos
usando un modelo bésico, tal como lo es el oscilador armonico. Si bien en cierto que los métodos
se aplicaron a este ejemplo basico, también es cierto que el método de Schwinger y el de Integral
de Camino, son imprescindibles, ya que permiten construir los propagadores de particulas en
presencia de campos externos y otras condiciones que hacen imposible su obtencién con otros
métodos, en investigaciones actuales y de frontera. Lo anterior, hace de este trabajo, un estudio
didactico que busca acercar a los lectores hacia métodos de investigaciéon de frontera con un

ejemplo que bien puede implementarse en el nivel licenciatura.



Apéndice A

Representaciones de la

Mecdanica Cuantica

La mecéanica cuantica puede ser representada de distintas maneras. Las representaciones mas
utilizadas son las representaciones de Schrodinger, Heisenberg y la de Interaccion (o de Dirac).
Estas representaciones estan relacionadas a través de transformaciones unitarias de los estados
y operadores (UT = U™1), logrando que la probabilidad (3 | O | @) sea independiente de la
representacion.

En la representaciéon de Heisenberg los operadores O tienen dependencia temporal, mientras
que los estados | &) permanecen constantes. La ecuacién de movimiento correspondiente a esta

representacion es:

i = [O(t), H] (A.1)

y sus soluciones son de la forma;:

OH (t) = exp[iHt]O(0) exp|—i Ht] (A.2)

que asi mismo es la manera en la que se transforman operadores del esquema de Heisenberg al
esquema de Schrodinger.

En la representacion de Schrédinger la ecuacién de movimiento es:

i%umﬁzﬁemwwﬂzﬁumﬁ (A.3)

La transformaciéon de operadores de la representacion de Schrodinger a la de Heisenberg esta

dada por:

0% = exp[—iHt|O(t) exp|iHt] (A.4)
y la transformaciéon correspondiente a los eigenvalores es:

| o, t)% = exp[—iHt] | o) (A.5)
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Haciendo uso de las transformaciones de operadores y estados podemos darnos cuenta que las

representaciones son equivalentes ya que ([ | O | @) es invariante:
<ﬁ,t | OS | t,Oz>S — <ﬁ | eiﬁte —iﬁté(t)e —iﬁteiﬁt | a>H
= (107 a)" (A.6)

Ademés se preserva la transformacion canoénicas:

(A" BH), =M (A7)

La representacion de interaccion es un esquema intermedio entre la representacion de Schrodinger
y la representacion de Heisenberg. En comparacion con las otras dos representaciones en las cuales
los operadores o los estados tenian dependencia temporal, en la de intreacciéon ambos tienen una
parte dependiente del tiempo.

Para cambiar a esta representaciéon es necesario considerar al Hamiltoniano como una com-
binaci6 en la cual una parte es el Hamiltoniano correspondiente al sistema libre mas la parte en

la cual se incluye algtn tipo de perturbacion:
H = Hy+ H; (A.8)

La transformacién para operadores entre la representacién de Schrodinger y la representaciéon de

interaccién esta dada por:
O (t) = exp[iH |0 exp[—iHS't] (A.9)
y la transformacién entre estados es:
|, t) = exp[iHSt] | o, t)° (A.10)

donde HS = Hy(t = 0)
La transformacion para operadores entre la representaciéon de Heisenberg y la representacion

de interaccién esta dada por:
O1(t) = exp[iHyt) exp[—iHt|OH (t) expliHt] exp[—iH} 1] (A.11)
y la transformacion entre los estados es:

| o, t)! = expliHSt] exp[—iHt] | off (A.12)
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De las ecuaciones A.11 y A.12 podemos observar que para el caso donde no hay interacciones, es
decir Hy = 0, los operadores en la representacién de interaccidé equivalen a los operadores en la
representacion de Heisenberg:

O = O (t)

| o, t) =| a) (A.13)

Por otro lado para la condicién incial ¢ = 0, los operadores de las tres representaciones son

equivalentes:

Ol =0" =0 (A.14)
La ecuaciéon de movimiento para esta representacion se puede encontrar partiendo de la ecuacién

A.10:

a|ozt> = z2

A5t s
0 2 b 0,1)?)
7S iHSt S ifgty; 9 s
= —Hge" 0" | a,t)” +e"0 [za | o, t) (A.15)

haciendo uso de la ecuacién de Schrodinger en el segundo termino de la ecuacién A.15, podemos

escribir:

iZ ! = —AS o)

Urm St [T | o, )

+
= _Ho | a, t)! ot fro —iHGt MG | a,t)®
= —H |at> +H | a,t)!

= (H' - Hp)

AAS A~ _AAS
ezHOtHéSe iH5t

| o, t)! (A.16)

tomando en cuenta que H()g = = Hé entonces:

a . .
i o) = (=) o)

= Hl|at) (A.17)

A.0.1. El Operador de Evoluciéon Temporal

El operador de evolucion temporal (también llamado operador de Dyson) describe la conexion
entre eigenestados entre tiempo inicial y tiempo final en los que se desarrolla una propagacion
de alguna particula. La manera en que encontramos este operador es la siguiente:

‘ Oé,t1> = eXp[iﬁotl] ’ Oé,t1>S
= eXp[iﬁotl] exp[—iI:I(tl — to)] ’ «, t0>S

= expliHoty| exp[—iH (t; — to)] exp[—iHoto] | a, to)! (A.18)
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donde tg es el tiempo incial y t — t — tg es el timpo final. Por lo tanto el operador que conecta

los estados entre ¢; y tg esta dado por:
ﬁ(tl, to) =e iflot: o —iH (t1—to) , —iHoto (A.19)

Como en general los operadores H y Hy no conmutan se tiene que respetar el orden de los

factores. Este operador tiene algunas propiedades importantes:

s Condicién de frontera
Si t1 = ty entonces

Ulto, to) =1

= Si
Ulty, t1)U(t1,t0) = Ulta, to)
entonces cuando ty = tg
Ulto, t1)U(t1,t0) = Ulto, to) = 1
Por lo tanto:

[U(t1,t0)] ™t = Ulto, t1)

= Para que la normalizacién de los eigenestados no dependa de ¢ obligamos que U sea unitario:

(7T(t1,t0) = ﬁfl(tl,to)



Apéndice B

Formula de Baker-

Campbell-Hausdorff

La formula de Baker-Campbell-Hausdorft:

eABe~A = B4 [A B+ ~[A[A B] + .. (B.1)

es la solucion a la ecuacion:

¢ = log(e“e ) (B.2)

donde A y B, en general, son elementos que no conmutan. Fue nombrada por Henry Frederick
Baker, John Edward Campbell, y Felix Hausdorff. Se observé por primera vez en impresiéon por
Campbell, elaborada por Henri Poincaré y Baker; y sistematizada geométricamente, y vinculada
a la identidad de Jacobi por Hausdorff. [§]

Para obtener esta expresion (B.1), escogemos el operador:

A~

U(z) = e®ABe o4 (B.3)

donde z es un parametro auxiliar continuo. El operador U (x) satisface una ecuacion integral
cuyas soluciones iteradas en el punto = 1 nos llevaran a la formula de BCH (B.1). Para esto,
diferenciamos (B.3) con respecto al parametro z:

dU (x)
dx

= [4,0()] (B.4)

La solucién a esta ecuacién se fija tnicamente a través de la condicion incial que se obtiene
evaluando la ecuacion (B.3) en z = 0:

U(0) =18 (B.5)
Asi la ecuacion integral correspondiente a la ecuacion (B.4) es:
O(x)= B+ /0 dylA, D (y)] (B.6)
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Esta ecuacién integral puede ser resuelta de forma iterativa, que es equivalente a construir la

serie de Neumann.. En el primer paso pordemos identificar:

UO(z) =B (B.7)
posteriormente:
00@) = B+ [ ayld0O)
0
— B+[A Bl (B.8)

el siguiente paso es:

0
. PRA PP |
repitiendo este procedimiento n veces, tenemos:
- - A P | - PPN |
U(z) = B+ [A,Blx + [A, [A, B]]§x2 + ...+ [A . ][4, B]]]Ex” (B.10)

Finalmente tomando z = 1 y aplicando el limite n — oo, obtenemos la férmula de Baker-

Campbell-Hausdorff

[A,[A,B] + ... (B.11)



Apéndice C
Cdlculo de (p" |

exp(—iyPX /1) | ')

En la seccién del método algebréico se hizo uso de la relacion:
(0" | exp(=ivPX /D) [ 1) = e76(p" — e 77p) (C.1)
Esta ecuaciéon viene de la relacion:
exp(—ivPX /) | p) = e | e ~p) (C:2)
Para demostrar que la expresion anterior es vilida partimos de la expresion:
exp(—iyPX /h)P | p) = pexp(—ivPX /h) | p) (C.3)

que se trata, aplicando P al estado | p), de una ecuacion de eigenvalores.Introcuciendo 1 =

wpx _apx ~ . . .,
e n PXe =" PX entre el operador P y el estado | p), en el lado izquierdo de la ecuacion tenemos:

[e_%pj(pe %pX]e_%pX | p) =pe "X | p) (C.4)

Este paso es necesario, para reescribir el término entre corchetes cuadrados usando la formula

de Baker-Campbell-Hausdorff:

C = edBe 4

= B+ [AB]+ %[A, [A, B]] + i[A’ [A, [A, B]]] + (C.5)
Tomando:
B=P  A=-"Tpx% (C.6)
Podemos escribir:
e RPXpeRPX — Py _TWPX,P
b [-px | T PR P |+ (.7)
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Calculando el primer conmutado tenemos:
“Upx,p) = ~UPXP - P2X]
h h
_ _%P[XP — PX]
Y ais a
= ——P[X,P
h [ ? ]
= —-LP(ih)
= 4P (C.8)
Para calcular el segundo conmutador hacemos uso del resultado anterior:
Wae —IVas Wins A
——PX,[—PX,P]] = ——[PX,yP
[ h I [ h ) H h [ ”y ]
2
= —[PX.P]
= 2P (C.9)
Con esto llegamos a la conclusiéon de que:
Y A YA 1
e R PXPe RPN = <1+7+572+...> (C.10)
Pero el término entre paréntesis es el desarrollo en serie de la funcién exponencial:
X n
g
S I
© - Z n!
n=0
L 5
= 1+’y+5’y + .. (C.11)
con esto la ecuacion (C.7) se puede escribir de la siguiente manera:
e RPXPeAPX Z o1p (C.12)
Sustituyendo este resultado en la ecuacion (C.1) tenemos:
eTPe RPX | p) = pe RPXP|p)
Ple #PXP[p)] = e ple #PXP|p) (C.13)

esto nos muestra que [e " r X P | p)] es un eigenestado del operador P con eigenvalor pe ~7.

Tomando esto en cuenta podemos escribir:

exp(—ivPX/h) | p) = Cy | e 7p)

(C.14)
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que es una regla de transformacion, donde C., es una constante a de terminar. Ahora tomamos

el Braket completo usando el conjugado de la expresién anterior:

<pl/ ’ ei'y)zp/hefi'ylf’)z/h ‘ p/> — <p// ’ e%[XP] ’p/>
= e "(p" - p) (C.15)
por otro lado:
<p/, ‘ ez"yXP/ﬁ,e —ivPX/h ’pl> _ ‘ C’y ‘2 <€ —’Yp/l ’ e—’\/pl>

= |Gy P ole (" —p)]

— |0y o0 - 1) (C.16)
igualando ambas expesiones tenemos que:
e—'yé(p/l _pl) — 7 ’ C’y ‘2 5(p/l _pl)
e ¥ = | Cy ’2
c, = e (C.17)
Asi la ecuacion (C.11) toma la forma:
exp(—inPX ) | ) =7 | ¢ 7p) (C.18)
Agregando por el lado izquierdo (p” | tenemos:
(" | exp(=ivPX/h) [ ) = (" |e7 |e7D)
= e (" e
= e 75(p" —e ) (C.19)

que es la expresion que buscabamos.
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