
Universidad de Sonora 
División de Ciencias Exactas y Naturales 

Departamento de Física 
 
 
 
 
 
 
 
 

El propagador de Feynman 
del Oscilador Armónico: 

Métodos para su estudio y aplicación 
 
 
 
 
 

 
 
 

Tesis que para obtener el título de 
Licenciado en Física 

presenta 

Juan Ernesto Robles Acosta 
 
 
 
 

Abril de 2010 



Universidad de Sonora 

 

Repositorio Institucional UNISON 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Excepto si se señala otra cosa, la licencia del ítem se describe como openAccess 



El Propagador de Feynmandel Os
ilador Armóni
o:Métodos para su estudio y apli
a
ión

Una tesis presentada a la Universidad de Sonorapara la obten
ión del Título deLi
en
iado en Físi
apor
Juan Ernesto Robles A
osta

Departamento de Físi
aUniversidad de SonoraAbril de 2010



Agrade
imientos
A ntes que nada quiero agrade
er a mi familia. A mis padres, Bersabé y Salvador, y a mihermano Ví
tor, por todo su apoyo y 
uidado.A mi asesora María Elena Tejeda Yeomans, por lo que he aprendido de ella, por su ayuda,su tiempo, su pa
ien
ia y sobre todo por su amistad.A todos mis maestros espe
ialmente a, Carlos Cal
aneo, Angelina Uribe, Laura Yeomans yAntonio Jauregui por el interés y entusiasmo que me provo
aban sus 
lases. En verdad pasabamuy buenos momentos aprendiendo de ustedes.A todos mis amigos, y en parti
ular a Patri
ia y Enrique, 
on los que 
re
í desde el ini
iode mi 
arreraPor último quiero agrade
erte a tí: A., por tu 
ariño y apoyo in
ondi
ional.



Contenido
Lista de Figuras iiiIntrodu

ión 11 El propagador 
uánti
o 22 Método de S
hwinger 52.1. Des
rip
ión del método . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62.2. Método de S
hwinger apli
ado al os
ilador armóni
o . . . . . . . . . . . . . . . . 83 Método Algebrai
o 143.1. Des
rip
ión del método . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143.2. Método algebrai
o apli
ado al os
ilador armóni
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 Método de Integral de Camino 224.1. Método de Integral de Camino Apli
ado al Os
ilador Armóni
o . . . . . . . . . . 285 Apli
a
iones 325.1. Eigenfun
iones y Eigenvalores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325.2. Fun
ión de Parti
ión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335.3. Propagador de os
ilador armóni
o 
on términos nuevos en el poten
ial . . . . . . 355.3.1. Término lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355.3.2. Término 
uárti
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36Con
lusiones 38A Representa
iones de la Me
áni
a Cuánti
a 42A.0.1. El Operador de Evolu
ión Temporal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44i



B Fórmula de Baker-Campbell-Hausdor� 46C Cál
ulo de 〈p′′ | exp(−iγP̂ X̂/~) | p′〉 48Bibliografía 51

ii



Lista de Figuras
4.1. Diagrama que muestra el 
amino 
lási
o y otros 
aminos que 
ontribuyen a lades
rip
ión de la me
áni
ua 
uánti
a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244.2. Diagrama que muestra la dis
retiza
ión del 
amino utilizado para integrar en lae
ua
ión (4.22) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266.1. La grá�
a superior muestra Re{K}, 
ontra el tiempo y el desplazamiento. En laparte inferior la grá�
a de la izquierda muestra Re{K} 
ontra t para valores de x�jos y la de la dere
ha muestra Re{K} 
ontra x para valores de t �jos. . . . . . . 396.2. Esta grá�
a muestra Im{K}, 
ontra el tiempo y el desplazamiento. . . . . . . . . 406.3. En la grá�
a de la izquierda se muestra, para distintos valores de m, Re{K} 
ontra

x, para t 
onstante y en la dere
ha se muestra la dependen
ia en t, para x 
onstante. 41

iii



Introdu

ión
E l os
ilador armóni
o es uno de los modelos más estudiados en la físi
a. A primeraaproxima
ión, los sistemas que os
ilan alrededor de un punto de equilibrio estable puedeser estudiados 
on ayuda de este modelo.El objetivo de este trabajo es el de mostrar tres métodos didá
ti
os para 
al
ular el propagadorde Feynman, tomando 
omo ejemplo el 
aso del os
ilador armóni
o y el de motivar el uso delpropagador para 
ara
terizar sistemas en la Me
áni
a Cuánti
a 
on algunas apli
a
iones.[1℄[2℄[3℄[4℄ En el Capítulo 1 damos una breve des
rip
ión del propagador 
uánti
o para estable
er no-ta
ión. Los Capítulos 2 a 4 
ontienen el estudio de los tres métodos que 
ontemplamos para la
onstru

ión del propagador.El primer método es el de S
hwinger el 
ual se basa en la solu
ión de las e
ua
iones deHeisenberg. El segundo método está basado en té
ni
as algebrái
as basadas en la fa
toriza
ióndel operador de evolu
ión temporal usando la formula de Baker-Campbell-Hausdor�. Usando lafa
toriza
ión, la rela
ión de 
ompletéz y el valor del elemento de matriz 〈x|p〉 podemos determinarel propagador. El ter
er método es el de integral de 
amino el 
ual está basado en una rela
iónde re
urren
ia para produ
ir propagadores in�nitesimales.Finalmente, en el Capítulo 5 se muestran algunas apli
a
iones del propagador obtenido, tales
omo el 
ál
ulo de la fun
ión de parti
ión, los estados esta
ionarios y sus niveles de energía. Ade-más dentro de las apli
a
iones reportamos la 
onstru

ión del propagador de os
ilador armóni
o
on un término extra lineal en el poten
ial y 
on uno 
uárti
o. Veremos 
omo en el primero setiene prá
ti
amente una apli
a
ión dire
ta, pero en el segundo 
aso, los métodos no permiten unanálisis pare
ido.

1



Capítulo 1 El propagador 
uánti
o
E n la me
áni
a 
uánti
a no relativista, un propagador es la amplitud de probabilidadde que una partí
ula viaje de un punto a otro en determinado tiempo, o bien que viaje
on 
ierta energía y momento. Si un sistema tiene un Hamiltoniano Ĥ, enton
es el propagadorapropiado es una fun
ión K que satisfa
e la e
ua
ión de S
hrödinger. Estas fun
iones son lasfun
iones Green. En la me
áni
a 
uánti
a relativista, los propagadores 
umplen 
on la invarianzade Lorentz, y nos dan la amplitud de probabilidad de que una partí
ula viaje entre dos puntosdel espa
iotiempo.El propagador, nos permite saber el estado �nal de 
ualquier sistema 
ono
iendo el estadoini
ial. Esto se ha
e a través del operador de evolu
ión temporal (también llamado operador deDyson), el 
ual des
ribe la 
onexión entre los estados en los que se desarrolla la propaga
ión deuna partí
ula.Antes de mostrar el operador de evolu
ión temporal es ne
esario hablar de las representa
ionesde la me
áni
a 
uánti
a. Las representa
iones más utilizadas son las de S
hrödinger, Heisenbergy la de Intera

ión (o de Dira
). Estas representa
iones están rela
ionadas a través de trans-forma
iones unitarias de los estados y operadores (U † = U−1), logrando que la probabilidad
〈β | Ô | α〉 sea independiente de la representa
ión.En la representa
ión de Heisenberg los operadores Ô tienen dependen
ia temporal, mientrasque los estados | α〉 permane
en 
onstantes. La e
ua
ión de movimiento 
orrespondiente a estarepresenta
ión es:

i
∂Ô(t)

∂t
= [Ô(t), Ĥ ] (1.1)y sus solu
iones son de la forma:̂

OH(t) = exp[iĤt]Ô(0) exp[−iĤt] (1.2)que así mismo es la manera en la que se transforman operadores del esquema de Heisenberg alesquema de S
hrödinger. 2



1. El propagador 
uánti
o 3En la representa
ión de S
hrödinger la e
ua
ión de movimiento es:
i
∂

∂t
| α, t〉S = Ĥe−iĤt | α〉H = Ĥ | α, t〉S (1.3)La transforma
ión de operadores de la representa
ión de S
hrödinger a la de Heisenberg estadada por:
ÔS = exp[−iĤt]Ô(t) exp[iĤt] (1.4)y la transforma
ión 
orrespondiente a los eigenvalores es:
| α, t〉S = exp[−iĤt] | α〉H (1.5)La representa
ión de intera

ión es un esquema intermedio entre la representa
ión de S
hrö-dinger y la representa
ión de Heisenberg, en la 
ual tanto los operadores 
omo los estados tienenuna parte dependiente del tiempo.Para 
ambiar a esta representa
ión es ne
esario 
onsiderar al Hamiltoniano 
omo una 
om-bina
ión en la 
ual una parte es el Hamiltoniano 
orrespondiente al sistema libre mas la parteen la 
ual se in
luye algún tipo de perturba
ión:

Ĥ = Ĥ0 + ĤI (1.6)La transforma
ión para operadores entre la representa
ión de S
hrödinger y la representa
ión deintera

ión está dada por:
ÔI(t) = exp[iĤS

0 t]ÔS exp[−iĤS
0 t] (1.7)y la transforma
ión entre estados es:

| α, t〉I = exp[iĤS
0 t] | α, t〉S (1.8)donde ĤS

0 ≡ Ĥ0(t = 0)La transforma
ión para operadores entre la representa
ión de Heisenberg y la representa
iónde intera

ión está dada por:
ÔI(t) = exp[iĤS

0 t] exp[−iĤt]ÔH(t) exp[iĤt] exp[−iĤS
0 t] (1.9)y la transforma
ión entre los estados es:

| α, t〉I = exp[iĤS
0 t] exp[−iĤt] | α〉H (1.10)



1. El propagador 
uánti
o 4La e
ua
ión de movimiento para esta representa
ión es:
i
∂

∂t
| α, t〉I = (ĤI − ĤI

0 ) | α, t〉I

= ĤI
I | α, t〉I (1.11)Tomando en 
uenta lo anterior*, podemos en
ontrar el operador de evolu
ión temporal:

| α, t1〉I = exp[iĤ0t1] | α, t1〉S

= exp[iĤ0t1] exp[−iĤ(t1 − t0)] | α, t0〉S

= exp[iĤ0t1] exp[−iĤ(t1 − t0)] exp[−iĤ0t0] | α, to〉I (1.12)donde t0 es el tiempo in
ial y t → t − t0 es el tiempo �nal. Por lo tanto el operador que 
one
talos estados entre t1 y t0 esta dado por:
Û(t1, t0) = e iĤ0t1e−iĤ(t1−t0)e−iĤ0t0 (1.13)Como en general los operadores Ĥ y Ĥ0 no 
onmutan se tiene que respetar el orden de losfa
tores.Considerando el operador de evolu
ión anterior, podemos des
ribir la propaga
ión de partí-
ulas entre el punto x′ en t0 y x′′ en t1 
on el propagador de Feynman en la representa
ión deHeisenberg. Lo haremos para un sistema no relativista 
on un Hamiltoniano Ĥ sin dependen
iatemporal explí
ita, de la siguiente manera:
K(x′′, x′; τ) = Θ(τ)〈x′′ | Û(τ) | x′〉 (1.14)donde t1 − t0 = τ y Û esta dado por la siguiente expresión:

Û(τ) = exp

(

− iĤτ

~

)

. (1.15)Re
ordemos que Θ(τ) es la fun
ión paso de�nida por:
Θ(τ) =







1 si τ ≥ 0

0 si τ < 0
(1.16)y su presen
ia garantiza el ordenamiento temporal 
ongruente 
on la evolu
ión que se des
ribe
on el operador Û .*Ver apéndi
e A



Capítulo 2 Método de S
hwinger
E l prin
ipio de a

ión de S
hwinger es una de las ideas mas importantes para el
ál
ulo de propagadores. El propagador se obtiene usando té
ni
as de operadores einvolu
ra integra
ión explí
ita de las e
ua
iones de movimiento de Heisenberg y la evolu
ión de
onmutadores a tiempos diferentes [2℄.El método que detallaremos en esta se

ión, fue introdu
ido por S
hwinger en 1951 [5℄ en unartí
ulo titulado Invarian
ia de Norma y Polariza
ión del Va
ío en el 
ual S
hwinger se enfrentó
on un tipo de propagador 
uánti
o no-relativista, en una dimensión extra.La manera en la que analizó esta situa
ión, dio origen a este método que desde enton
esha sido empleado mayormente en problemas relativistas. Sin embargo el método de S
hwingertambién es ade
uado para el 
ál
ulo de propagadores no-relativistas, aunque rara vez es usadoen este 
ontexto.Hasta donde sabemos, este método fue usado por primera vez en la me
áni
a 
uánti
a no-relativista por Urrutia y Hernández [3℄ para 
onstruir el propagador de Feynman para un os
i-lador armóni
o amortiguado. A partir de enton
es se han estudiado en este 
ontexto, diversossistemas aso
iados al os
ilador armóni
o (ver por ejemplo [1℄ y referen
ias ahí).Antes de mostrar este método, re
ordemos algunos 
on
eptos que ya se estudiaron en elCapítulo 1. Consideremos primero la e
ua
ión 1.14 y observemos que para τ > 0, podemos llegara una e
ua
ión diferen
ial para el propagador de Feynman derivando 
omo sigue:

i~
∂

∂τ
K(x′′, x′; τ ) = 〈x′′ | Ĥ exp

(

− i

~
Ĥτ

)

| x′〉. (2.1)Además, re
ordemos la rela
ión general entre operadores en el esquema de Heisenberg yS
hrödinger*:
X̂H(t) = e

iĤt
~ X̂Se− iĤt

~ (2.2)*Ver apéndi
e A
5



2.1. Des
rip
ión del método 6y, en nota
ión de brakets tenemos
| x, t〉S = e

iĤt
~ | x〉H ,

S〈x, t | = H〈x | e
iĤt

~ . (2.3)Ha
iendo uso de las e
ua
iones (2.2)-(2.3), podemos es
ribir la e
ua
ión (2.1) de las siguientemanera
i~

∂

∂τ
K(x′′, x′; τ) = 〈x′′ | e− iĤτ

~ ĤHe
iĤτ

~ e− iĤτ
~ | x′〉

= 〈x′′ | e− iĤτ
~ ĤHe

iĤ(0)
~ | x′〉

= 〈x′′, τ | ĤH(X̂(0), P̂ (0)) | x′, 0〉. (2.4)La e
ua
ión (2.4) es la e
ua
ión del Propagador de Feynman K(x′′, x′; τ) = 〈x′′, τ | x′, 0〉, enel esquema de Heisenberg. Podemos ver que para obtener el propagador 
on este método, seráne
esario integrar el lado dere
ho de esta e
ua
ión 
on respe
to al tiempo. Para poder realizardi
ha integral, ne
esitaremos obtener la expresión del Hamiltioniano del sistema en términos de
X(0) y P (0) e integrar. Además será ne
esario obtener la 
onstante de integra
ión aso
iada 
oneste pro
eso.2.1. Des
rip
ión del métodoNuestra inten
ión es obtener el propagador de Feynman para el os
ilador armóni
o usandoeste método. Para ello, pro
edemos ahora a expli
ar 
uales serían los pasos a seguir de manerageneral y, en la siguiente se

ión se llevarán a 
abo para el 
aso 
on
reto del os
ilador armóni
o.Paso I. Primero, ne
esitamos resolver las e
ua
iones de Heisenberg

i~
d

dτ
X̂(τ) = [X̂(τ), Ĥ ] (2.5)

i~
d

dτ
P̂ (τ) = [P̂ (τ), Ĥ ] (2.6)para los operadores X̂(τ) y P̂ (τ), y es
ribir las solu
iones sólo en términos de X̂(τ) y X̂(0).Paso II. A 
ontinua
ión usaremos las solu
iones obtenidas en el Paso I, para rees
ribir el ope-rador Hamiltoniano Ĥ 
omo una fun
ión de los operadores X̂(0) y X̂(τ), ordenados de talmanera que en 
ada término de Ĥ el operador X̂(τ) debe apare
er en el lado izquierdo,



2.1. Des
rip
ión del método 7mientras que el operador X̂(0) debe apare
er en el lado dere
ho. La �nalidad de este orde-namiento, es que al momento de 
al
ular el lado dere
ho de la e
ua
ión (2.4), se extraeránlos eigenvalores de los brakets formados 
on los operadores y sus estados temporalmente
orrespondientes. Este ordenamiento se ha
e 
on la ayuda del 
onmutador [X̂(0), X̂(τ)] quese puede 
al
ular fá
ilmente 
on ayuda de las solu
iones obtenidas en el Paso I. Al Hamil-toniano ordenado se le llamará Ĥord(X̂(τ), X̂(0)). Después del ordenamiento, el elementode matríz en el lado dere
ho de la e
ua
ión (2.4) se puede expresar 
omo:
〈x′′, τ | ĤH | x′, 0〉 = 〈x′′, τ | Ĥord(X̂(τ), X̂(0)) | x′, 0〉

≡ H(x′′, x′; τ)〈x′′, τ | x′, 0〉 (2.7)Sustituyendo el resultado anterior en la e
ua
ión (2.4) e integrando sobre τ , obtenemos elpropagador,
〈x′′, τ | x′, 0〉 = C(x′′, x′) exp

(

−i

~

∫ τ

H(x′′, x′, τ)dτ ′

) (2.8)donde C(x′′, x′) es una 
onstante de integra
ión arbitraria.Paso III. Finalmente, pro
ederemos al 
ál
ulo de C(x′′, x′) y para ello imponemos las siguientes
ondi
iones
〈x′′, τ | P̂ (τ) | x′, 0〉 = −i~

∂

∂x′′
〈x′′, τ | x′, 0〉 (2.9)

〈x′′, τ | P̂ (0) | x′, 0〉 = +i~
∂

∂x′
〈x′′, τ | x′, 0〉 (2.10)Estas 
ondi
iones provienen de utilizar las e
ua
iones de eigenvalores análogas a (2.3) parael operador de momento P̂ = −i~∇ y del he
ho de que para todo tiempo la rela
ión de
onmuta
ión entre el operador de posi
ión y momento es

[X̂(τ), P̂ (τ)] = [X̂(0), P̂ (0)] = i~. (2.11)La impli
a
ión de imponer las 
ondi
iones (2.9) y (2.10) sobre el propagador de Feynmanes, en la prá
ti
a, sustituir en sus lados izquierdos la expresión para 〈x′′, τ | x′, 0〉 dada por(2.8), mientras que en sus lados dere
hos usamos los operadores P̂ (τ) y P̂ (0), es
ritos entérminos de X̂(τ) y X̂(0) 
on el ordenamiento temporal apropiado.Después de usar las e
ua
iones (2.9) y (2.10), aún hay un fa
tor a determinar en C(x′′, x′).Este fa
tor se puede en
ontrar imponiéndole ahora una 
ondi
ión ini
ial al propagador de



2.2. Método de S
hwinger apli
ado al os
ilador armóni
o 8Feynman
ĺım

τ→0+
〈x′′, τ | x′, 0〉 = δ(x′′ − x′). (2.12)Al apli
ar esta 
ondi
ión obligamos a que el tratamiento del problema sea no relativista,ya que demandamos que para tiempos muy 
ortos no hay propaga
ión entre los puntos x′y x′′ (a través de la fun
ión Delta de Dira
). Si no demandáramos tal 
omportamiento,estaríamos permitiendo la propaga
ión de partí
ulas 
on velo
idades relativistas, lo 
ualesta fuera del presente estudio.2.2. Método de S
hwinger apli
ado al os
ilador armóni
oEl operador Hamiltoniano para el os
ilador armóni
o es independiente del tiempo, a pesar deque los operadores de posi
ión y de momento dependen explí
itamente de él. Esto quiere de
irque podemos usar

Ĥ =
P̂ 2(τ)

2m
+

1

2
mω2X̂2(τ), (2.13)ó

Ĥ =
P̂ 2(0)

2m
+

1

2
mω2X̂2(0), (2.14)
omo Hamiltoniano del os
ilador armóni
o. Como ya lo indi
amos en la nota
ión usada en lase

ión anterior, nosotros usamos (2.14).De a
uerdo al Paso I del método, tenemos que resolver las e
ua
iones de Heisenberg, dadaspor las expresiones (2.5) y (2.6). Desarrollando el lado dere
ho de la e
ua
ión (2.5),

[X̂(τ), Ĥ ] =
1

2m
X̂(τ)P̂ 2(τ) +

1

2m
ω2X̂3(τ) − 1

2m
P̂ 2(τ)X̂(τ) − 1

2m
ω2X̂3(τ)

=
1

2m
(X̂(τ)P̂ 2(τ) − P̂ 2(τ)X̂(τ))

=
1

2m
[X̂(τ), P̂ 2(τ)] (2.15)Además, usando la propiedad de los 
onmutadores

[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ],y
[Â, B̂] = −[B̂, Â], [X̂, P̂ ] = i~ (2.16)tenemos

[X̂(τ), Ĥ ] =
1

2m
{[X̂(τ), P̂ (τ)]P̂ (τ) + P̂ (τ)[X̂(τ), P̂ (τ)]}

=
i~

m
P̂ (τ) (2.17)



2.2. Método de S
hwinger apli
ado al os
ilador armóni
o 9Así la e
ua
ión (2.5) queda de la siguiente manera
d

dτ
X̂(τ) =

P̂ (τ)

m
. (2.18)Ahora ha
emos el mismo desarrollo, solo que esta vez usaremos la e
ua
ión (2.6). Para ellone
esitamos el 
onmutador

[P̂ (τ), Ĥ ] =
1

2m
P̂ 3(τ) +

1

2
mω2P̂ (τ)X̂2(τ) − 1

2m
P̂ 3(τ) − 1

2
mω2X̂2(τ)P̂ (τ)

=
1

2
mω2[P̂ (τ), X̂2(τ)]

=
1

2
mω2[P̂ (τ), X̂(τ)]X̂(τ) + X̂(τ)[P̂ (τ), X̂(τ)] (2.19)donde usamos

[P̂ (τ), Ĥ ] = −i~mω2X̂(τ). (2.20)De esta manera, la e
ua
ión (2.6) queda
d

dτ
P̂ (τ) = −mω2X̂(τ). (2.21)Para en
ontrar la forma de X̂(τ) y P̂ (τ), primero derivamos 
on respe
to a τ la e
ua
ión(2.18) para tener
d

dτ
P̂ = m

d2

dτ2
X̂(τ)y sustituyendo en la e
ua
ión (2.21) tenemos

d2

dτ2
X̂(τ) = −ω2X̂(τ), (2.22)
uya solu
ión es de la forma

X̂(τ) = C1 cos ωτ + C2 sin ωτ. (2.23)Para en
ontrar C1 usamos las 
ondi
ión ini
ial X̂(0) = X̂(τ) |τ=0,
X̂ |τ=0= X̂(0) = C1, (2.24)Ahora bien, para en
ontrar C2 evaluamos la e
ua
ión (2.18) en τ = 0:

d

dτ
X̂ |τ=0 =

P̂ (0)

m

(−ωC1 sin ωτ + ωC2 cos ωτ) |τ=0 =
P̂ (0)

m
, (2.25)lo 
ual impli
a que

C2 =
P̂ (0)

mω
. (2.26)



2.2. Método de S
hwinger apli
ado al os
ilador armóni
o 10Dados los valores obtenidos para C1 y C2, sustituyendo en la e
ua
ión 2.23 tenemos
X̂(τ) = X̂(0) cos ωτ +

P̂ (0)

mω
sin ωτ. (2.27)Por otro lado, podemos usar la solu
ión anterior en la e
ua
ión (2.6)

d

dτ
P̂ (τ) = −mω2X̂(0) cos ωτ − ωP̂ (0) sin ωτ, (2.28)e integrar
P̂ (τ) = −mωX̂(0) sin ωτ + P̂ (0) cos ωτ. (2.29)Con las e
ua
iones (2.27) y (2.29) tenemos las solu
iones a las e
ua
iones de Heisenbergque ne
esitamos para pro
eder al Paso II. Como se men
ionó en la se

ión anterior, ahorane
esitamos rees
ribir el Hamiltoniano en términos de X̂(τ) y X̂(0) y 
on un ordenamiento enparti
ular. Por ello, primero usamos las e
ua
iones (2.27) y (2.29) para rees
ribir P̂ (0) y P̂ (τ)
omo

P̂ (0) =
mω

sin ωτ
(X̂(τ) − X̂(0) cos ωτ) (2.30)

P̂ (τ) = mω cot(ωτ)(X̂(τ) − X̂(0) cos ωτ) − mωX̂(0) sin(ωτ) (2.31)Ahora podemos pro
eder, 
omo se indi
a en el Paso II, a rees
ribir el Hamiltoniano usandola e
ua
ión (2.30) en (2.14) para tener
Ĥ =

1

2m

(

mω

sin ωτ

)2[

X̂2(τ) + X̂2(0) cos2 ωτ − X̂(τ)X̂(0) cos ωτ

−X̂(0)X̂(τ) cos ωτ

]

+
1

2
mω2X̂2(0). (2.32)En el método de S
hwinger, el Hamiltoniano en términos de los operadores X̂(τ) y X̂(0) debeestar es
rito de tal forma que en 
ada uno de los términos del Hamiltoniano, el operador X̂(τ)debe estar en el lado izquierdo del término, y el operador X̂(0) en el lado dere
ho. Para orde-nar el Hamiltoniano de esta forma, usaremos el 
onmutador [X̂(0), X̂(τ)]. Para obtener di
ho
onmutador, usaremos el resultado (2.27) y la expresión (2.30) de la siguiente manera

[X̂(0), X̂(τ)] = [X̂(0), X̂(0) cos ωτ +
P̂ (0)

mω
sin ωτ ]

= X̂2(0) cos ωτ +
X̂(0)P̂ (0)

mω
sinωτ − X̂2(0) cos ωτ − P̂ (0)X̂(0)

mω
sin ωτ

=
sinωτ

mω
(X̂(0)P̂ (0) − P̂ (0)X̂(0))

=
sinωτ

mω
[X̂(0), P̂ (0)],
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ado al os
ilador armóni
o 11por lo que
[X̂(0), X̂(τ)] =

i~

mω
sin ωτ. (2.33)Este 
onmutador nos ayuda a rees
ribir el Hamiltoniano en (2.32) 
omo el Hamiltonianoordenado

Ĥord =
mω2

2 sin2 ωτ
(X̂2(τ) + X̂2(0) cos2 ωτ − 2X̂(τ) cos ωτ +

i~

mω
cos ωτ sin ωτ) +

1

2
mω2X̂2(0)

=
mω2

2 sin2 ωτ
(X̂2(τ) + X̂2(0) − 2X̂(τ)X̂(0) cos ωτ) − i~ω

2
cot ωτ (2.34)Ahora que tenemos el Hamiltoniano ordenado Ĥord podemos en
ontrar la fun
ión H(x′′, x′; τ)que nos ayudará a obtener el propagador de Feynman y que, según la e
ua
ión (2.7) satisfa
e

H(x′′, x′; τ) =
〈x′′, τ | Ĥord | x′, 0〉

〈x′′, τ | x′, 0〉y, al usar el Hamiltoniano ordenado tenemos
H(x′′, x′; τ) =

mω2

2 sin2 ωτ

(

〈x′′, τ | X̂2(τ) | x′, 0〉
〈x′′, τ | x′, 0〉 +

〈x′′, τ | X̂2(0) | x′, 0〉
〈x′′, τ | x′, 0〉

−2 cos ωτ
〈x′′, τ | X̂(τ)X̂(0) | x′, 0〉

〈x′′, τ | x′, 0〉

)

− i~ω

2
cot ωτ (2.35)Como sabemos que los eigenvalores del operador posi
ión satisfa
en X̂(t) | x, t〉 = x | x, t〉,enton
es

H(x′′, x′; τ) =
mω2

2
[(x′′2 + x′2) csc2 ωτ − 2x′′x′ cot ωτ csc ωτ ] − i~ω

2
cot ωτ. (2.36)Usando la e
ua
ión (2.8) y el resultado anterior, podemos es
ribir el propagador de Feynmandel os
ilador armóni
o de la siguiente manera

〈x′′, τ | x′, 0〉 = C(x′′, x′) exp

{

−i

~

∫ τ

dτ ′

[

mω2

2
(x′′2 + x′2) csc2 ωτ ′

− mω2x′′x′ cot ωτ ′ csc ωτ ′ − i~ω

2
cot ωτ ′

]

}

, (2.37)que, ha
iendo uso de
∫

csc2 udu = − cot u,

∫

csc u cot udu = − cscu y ∫

cot udu = ln | sin u|,nos queda
〈x′′, τ | x′, 0〉 = C(x′′, x′) exp

{

imω

2~
(x′′2 + x′2)[cot ωτ − 2x′′x′ csc ωτ ] − 1

2
ln | sin ωτ |

}(2.38)
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o 12o bién
〈x′′, τ | x′, 0〉 =

C(x′′, x′)√
sin ωτ

exp

{

imω

2~ sin ωτ
[(x′′2 + x′2) cos ωτ − 2x′′x′]

}

. (2.39)Ya tenemos aquí una expresión para el propagador de Feynman del os
ilador armóni
o quesólo requiere que espe
i�quemos la 
onstante de integra
ión C(x′′, x′). Para ello, pasamos a laimplementa
ión del Paso III del método de S
hwinger. Ahora, haremos uso de las expresiones(2.30) y (2.31) en donde obtuvimos P̂ (τ) y P̂ (0) (respe
tivamente) en términos de los operadores
X̂(τ) y X̂(0).Siguiendo 
on el Paso III ha
emos uso de (2.39) en el lado dere
ho de la e
ua
ión deeigenvalores para el operador de momento P̂ (τ) dada por

〈x′′, τ ′ | P̂ (τ) | x′, 0〉 = −i~
∂

∂x′′
〈x′′, τ | x′, 0〉 (2.40)para tener

〈x′′, τ ′ | P̂ (τ) | x′, 0〉 =

[

mω

2 sin ωτ
(2x′′ cos ωτ − 2x′)

]

〈x′′, τ | x′, 0〉

− i~√
sin ωτ

exp

{

imω

2~ sin ωτ
((x′′2 + x′2) cos ωτ − 2x′′x′)

}

∂

∂x′′
C(x′′, x′)(2.41)Por otro lado, en el lado izquierdo podemos usar la e
ua
ión (2.31) y así obtener una expresiónpara la derivada de C(x′′, x′)

[

mω cot ωτ(x′′ − x′ cos ωτ) − mωx′ sin ωτ

]

〈x′′, τ | x′, 0〉 =

=

[

mω

2 sin ωτ
(2x′′ cos ωτ − 2x′)

]

〈x′′, τ | x′, 0〉

− i~√
sin ωτ

exp

{

imω

2~ sin ωτ
((x′′2 + x′2) cos ωτ − 2x′′x′)

}

∂

∂x′′
C(x′′, x′) (2.42)lo que nos lleva a

−i~√
sin ωτ

exp[
imω

2~ sin ωτ
((x′′2 + x′2) cos ωτ − 2x′′x′)

∂

∂x′′
C(x′′, x′) = 0 (2.43)Para que la e
ua
ión (2.43), 
umpla 
on la igualdad al menos un término de esta, debe ser iguala 
ero. Sin embargo para una solu
ión no trivial, tendremos que es
oger C(x′′, x′) tal que:

∂

∂x′′
C(x′′, x′) = 0. (2.44)
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hwinger apli
ado al os
ilador armóni
o 13ya que de lo 
ontrario, es de
ir, en 
aso de que tomaramos la parte que involu
ra al exponen
ialigual a 
ero, se perdería la informa
ión que se ne
esita para obtener el propagador.Ha
iendo un ejer
i
io análogo a lo que se llevó a 
abo anteriormente de la e
ua
ión (2.40)a la (2.44), pero aprove
hando la e
ua
ión de eigenvalores para el operador de momento P̂ (0)dada por
〈x′′, τ ′ | P̂ (0) | x′, 0〉 = i~

∂

∂x′
〈x′′, τ | x′, 0〉 (2.45)y notando que la expresión para el propagador (2.39) es simétri
a en x′′ y x′, tendremos también

∂

∂x′
C(x′′, x′) = 0. (2.46)De (2.44) y (2.46) podemos 
on
luir que C es un parámetro que no depede ni de x′′ ni de x′.Ahora para 
ompletar el análisis del 
omportamiento de C solo resta tomar el límite τ+ → 0 dela expresión para el propagador (2.39). Utilizando las aproxima
iones en di
ha expresión, paradesplazamientos pequeños sin ωτ ≈ ωτ y cos ωτ ≈ 1, tenemos:

ĺım
τ+→0

〈x′′, τ | x′, 0〉 = ĺım
τ+→0

C√
ωτ

exp

[

im

2~τ
(x′′ − x′)2

]

= C

√

2πi~

mω
δ(x′′ − x′) (2.47)Si 
omparamos este resultado 
on la 
ondi
ión ini
ial de la e
ua
ión (2.12) obtenemos laexpresión para la 
onstante:

C =

√

mω

2πi~
(2.48)Finalmente sustituimos este resultado en la e
ua
ión (2.39), y así obtenemos el propagador deFeynman para el os
ilador armóni
o:

K(x′′, x′ : τ) =

√

mω

2πi~ sin ωτ
exp

{

imω

2~ sin ωτ
[(x′′2 + x′2) cos ωτ − 2x′′x′]

}

. (2.49)



Capítulo 3 Método Algebrai
o
E l origen del método algebrai
o data del 
omienzo de la Me
áni
a Cuánti
a, 
onla formula
ión matri
ial de Jordan, Heisenberg y Pauli, entre otros. En este 
apítuloutilizaremos di
ho método algebrai
o para 
al
ular el propagador de Feynman, lo 
ual impli
arála manipula
ión de operadores de posi
ión y momento, 
omo se verá a 
ontinua
ión.Re
ordemos de (1.14) y (1.15) que si queremos simplemente tomar un operador Hamiltonianodentro del operador de evolu
ión temporal y proye
tar en los estados | x〉 y | p〉, tendremos que
onsiderar varios detalles. Por ejemplo, el operador Hamiltoniano Ĥ para un sistema no relati-vista, usualmente se puede es
ribir 
omo una suma de términos que involu
ran los operadoresde posi
ión X̂ y de momento P̂ , los 
uales no 
onmutan. Además ne
esitaremos la fa
toriza
ióndel operador de evolu
ión temporal en un produ
to de simples operadores exponen
iales, lo 
ualinvolu
ra trabajo algebrai
o.Esta álgebra trata bási
amente 
on las rela
iones de 
onmuta
ión entre los operadores deposi
ión y momento, y el uso de las expresiones 
ono
idas 
omo de Baker-Campbell-Hausdor�(BCH)*. El uso de estas expresiones es la es
en
ia del método algebrai
o, ya que es mas sen
illo
al
ular la a

ión de estos operadores exponen
iales simples en los estados | x〉 y | p〉, que 
al
ularla a

ión sobre los mismos estados pero del operador de evolu
ión temporal original.3.1. Des
rip
ión del métodoComo men
ionamos anteriormente, queremos obtener el propagador de Feynman para el os-
ilador armóni
o usando el método algebrai
o. Enton
es, a 
ontinua
ión expli
aremos de manerageneral 
uales serían los pasos a seguir y, en la siguiente se

ión, se llevarán a 
abo para el 
aso
on
reto del os
ilador armóni
o.Podemos resumir el método algebrai
o en los siguientes pasos:Paso I. Lo primero que ne
esitamos es poder rees
ribir el operador de evolu
ión temporal Û de*Ver apéndi
e B 14



3.1. Des
rip
ión del método 15la e
ua
ión (1.15) 
omo un produ
to de exponen
iales de los operadores X̂, P̂ y P̂ X̂. Estafa
toriza
ión se logra 
on ayuda de la fórmula BCH, en donde se tiene una rela
ión entre
ualesquiera dos operadores A y B dada por
e ÂB̂e−Â = Ĉ (3.1)donde

Ĉ = B̂[Â, B̂] +
1

2!
[Â, [Â, B̂]] +

1

3!
[Â, [Â, [Â, B̂]]] + ... (3.2)Podemos ver que usando las expresiones anteriores obtenemos

Ĉ2 = (e ÂB̂e−Â)(e ÂB̂e−Â) = e ÂB̂2e−Â , (3.3)o en general
Ĉn = e ÂB̂ne−Â. (3.4)Si desarrollamos e Ĉ en serie de poten
ias y rees
ribimos 
ada término de esta serie utili-zando las e
ua
iones (3.2) y (3.4), en
ontramos
e Ĉ = e Âe B̂e−Â, (3.5)que puede invertirse para tener
e B̂ = e−Âe Ĉe Â. (3.6)Podemos ver que si B̂ = −iτĤ/~ en la e
ua
ión (3.6), tenemos una expresión que nosayudará a fa
torizar el operador de evolu
ión temporal en (1.15) eligiendo un operador

Â de manera 
onveniente. La ele

ión espe
í�
a de Â depende de la forma explí
ita delHamiltoniano.Es importante enfatizar que esta fa
toriza
ión puede ser repetida tantas ve
es 
omo seane
esaria.Paso II. Ahora sustituimos el operador de evolu
ión temporal fa
torizado (
on las herramientasdesarrolladas en el Paso I) en la de�ni
ión (1.14) del propagador de Feynman K(x′′, x′ : τ)y 
al
ulamos la a

ión de las exponen
iales de los operadores X̂, P̂ y P̂ X̂ en el estado
| x〉. Para el operador X̂ este 
ál
ulo es trivial y para P̂ solo ne
esitamos usar la rela
ión
1 =

∫

dp | p〉〈p | y el elemento de matriz 〈x | p〉 = (1/2π~)1/2 exp(ixp).
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o apli
ado al os
ilador armóni
o 16Sin embargo, pueden existir términos 
on produ
tos de ambos operadores P̂ X̂ y para di
hostérminos usaremos**:
〈p′′ | exp{−iγP̂ X̂/~} | p′〉 = e−γ δ

(

p′′ − e−γp′
) (3.7)donde γ es un parámetro arbitrario que es sele

ionado dependiendo del 
aso en 
uestión.3.2. Método algebrai
o apli
ado al os
ilador armóni
oConsiderando (2.13) y (1.15) podemos ver que el operador de evolu
ión temporal para el 
asodel os
ilador armóni
o es

Û(τ) = exp

{

−iτ

~

(

P̂ 2

2m
+

1

2
mω2X̂2

)}

. (3.8)De a
uerdo al Paso I del método, tenemos que fa
torizar el operador de evolu
ión temporal,eligiendo un operador Â de manera 
onveniente. Como veremos a 
ontinua
ión, es 
onvenienteusar Â = αX̂2 donde α es un parametro arbitrario y B̂ = −iτĤ/~. Si 
onsideramos esta ele

iónen las e
ua
iones (3.1) a (3.7) tenemos
e Ĉ = exp (αX̂2) exp (

−iτĤ

~
) exp (−αX̂2)

= exp

{

−iτĤ

~
− −iτĤ

~
[αX̂2, Ĥ ] +

1

2!
(
−iτĤ

~
)2[αX̂2, [αX̂2, Ĥ]] · · ·

} (3.9)Podemos observar que tenemos varios 
onmutadores que 
al
ular. Los primeros términos de laserie involu
ran los siguientes:
[X̂2, Ĥ] =

i~

m
(X̂P̂ + P̂ X̂), (3.10)

[X̂2, [X̂2, Ĥ]] = [X̂2,
i~

m
(X̂P̂ + P̂ X̂)]

=
i~

m
(X̂3P̂ + X̂2P̂ X̂ − X̂P̂ X̂2 − P̂ X̂3)

=
i~

m
(3i~X̂2 + X̂(X̂P̂ − P̂ X̂)X̂)

=
i~

m
(4i~X̂2) (3.11)Los siguientes 
onmutadores son igual a 
ero, ya que todos estan en fun
ión del operador X̂ ,**Ver apéndi
e C
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ado al os
ilador armóni
o 17por lo tanto:
exp(αX̂2) exp(

−iτĤ

~
) exp(−αX̂2) = exp

{

−iτ

~

(

P̂ 2

2m
+

i~α

m
(X̂P̂ + P̂ X̂)

+
m

2

[

ω2 −
(

2α~

m

)2
]

X̂2

)} (3.12)Como ne
esitamos fa
torizar el operador de evolu
ión es
ogemos una α tal que
α =

mω

2~
(3.13)de tal manera que los términos 
on X̂2 se 
an
elen, para tener

exp(αX̂2) exp(
−iτĤ

~
) exp(−αX̂2) = exp

{

−iτ

~

[

P̂ 2

2m
+

iω

2

(

X̂P̂ + P̂ X̂
)

]}

. (3.14)Usando la rela
ión de 
onmuta
ión [X̂, P̂ ] = i~ (i.e. X̂P̂ = P̂ X̂ + i~) tenemos:
exp(αX̂2) exp(

−iτĤ

~
) exp(−αX̂2) = exp

{

−iτ

~

[

P̂ 2

2m
+ iωP̂ X̂

]

+
iωτ

2

} (3.15)De la expresión anterior podemos obtener la exponen
ial del lado izquierdo que tiene el opera-dor Hamiltoniano y 
on ello lograremos la fa
toriza
ión del operador de evolu
ión temporal dea
uerdo al Paso I del método algebrai
o:
exp(

−iτĤ

~
) = exp

(

iωτ

2

)

exp
(

−αX̂2
)

exp

{

− iτ

~

[

P̂ 2

2m
+ iωP̂ X̂

]}

exp(αX̂2). (3.16)Vemos que podemos fa
torizar todavia más este operador si ahora repetimos el Paso I delmétodo algebrái
o pero para los operadores Â = βP̂ 2 y B̂ = P̂ 2

2m + iωP̂ X̂ . De a
uerdo a lase
ua
iones (3.1) a (3.7), tenemos que:
exp

(

βP̂ 2
)

(

P̂ 2

2m
+ iωP̂ X̂

)

exp
(

−βP̂ 2
)

=
P̂ 2

2m
+ iωP̂ X̂ +

[

βP̂ 2,
P̂ 2

2m
+ iωP̂ X̂

]

+ · · · (3.17)
al
ulando el 
onmutador [βP̂ 2, P̂ 2

2m + iωP̂ X̂]:
[βP̂ 2,

P̂ 2

2m
+ iωP̂ X̂ ] = βiωP̂ (P̂ 2X̂ − X̂P̂ 2)

= −βiωP̂ [X̂, P̂ 2] = −βiωP̂ ([X̂, P̂ ]P̂ + P̂ [X̂, P̂ ]) = 2βω~P̂ 2 (3.18)Como el resultado de 
al
ular el 
onmutador anterior, solo tiene que ver 
on P̂ , los términosque involu
ran 
onmutadores anidados en la formula de Baker-Campbell-Hausdor�, para estosoperadores, son iguales a 
ero. Enton
es:
e βP̂ 2

(
P̂ 2

2m
+ iωP̂ X̂)e−βP̂ 2

= (
1

2m
+ 2ω~β)P̂ 2 + iωP̂ X̂ (3.19)
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o apli
ado al os
ilador armóni
o 18para eliminar el término propor
ional a P̂ 2 en el lado dere
ho de la e
ua
ión, tomamos:
β = − 1

4mω~
(3.20)así

e βP̂ 2
(
P̂ 2

2m
+ iωP̂ X̂)e−βP̂ 2

= iωP̂ X̂ (3.21)de a
uerdo a la e
ua
ión (3.5) , tenemos:
e βP̂ 2

e ( P̂2

2m
+iωP̂ X̂)e−βP̂ 2

= e iωP̂ X̂ (3.22)esto impli
a que:
e ( P̂2

2m
+iωP̂ X̂) = e−βP̂ 2

e iωP̂ X̂e βP̂ 2 (3.23)Sustituyendo este resultado en la e
ua
ión (3.15)
exp(

−iτĤ

~
) = e

iωτ
2 exp(−αX̂2) exp(−βP̂ 2) exp(iωP̂ X̂) exp(βP̂ 2) exp(αX̂2) (3.24)De esta manera el operador de evolu
ión temporal es expresado 
omo un produ
to de operadores.Ahora en el Paso II usamos la expresión (3.24) sustituyendola en el propagador de Feynman:

K(x′′, x′; τ) = e
iωτ
2 e−αx′′2

e αx′2〈x′′ | e−βP̂ 2
e

−i
~

(iωτ)P̂ X̂e βP̂ 2 | x′〉 (3.25)Introdu
iendo el desarrollo de la unidad tenemos:
K(x′′, x′; τ) = e

iωτ
2 e−αx′′2

e αx′2

∫ ∞

−∞

dp′dp′′〈x′′ | p′′〉〈p′′ | e−βP̂ 2
e

−i
~

(iωτ)P̂ X̂e βP̂ 2 | p′〉〈p′ | x′〉(3.26)usando 〈x | p〉 = (1/2π~)1/2 exp(ixp) tenemos:
K(x′′, x′; τ) = exp

[

−α(x′′2 − x′2) +
iωτ

2

]

∫ ∞

−∞

dp′dp′′

2π~

× exp

[

i

~
(p′′x′′ − p′x′) − β(p′′2 − p′2)

]

×〈p′′ | e
−i
~

(iωτ)P̂ X̂ | p′〉 (3.27)tomando γ = iωτ , las formas explí
itas de α y β y usando la e
ua
ión (3.7) , tenemos:
K(x′′, x′; τ) = exp

[

−mω

2~
(x′′2 − x′2) +

iωτ

2

]

∫ ∞

−∞

dp′dp′′

2π~

× exp

[

i

~
(p′′x′′ − p′x′) +

1

4mω~
(p′′2 − p′2)

]

× exp(−iωτ)δ(p′′ − e−iωτ ) (3.28)
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ado al os
ilador armóni
o 19Integrando sobre p′′ y utilizando:
∫ ∞

−∞

δ(x − a)f(x) = f(a) (3.29)tenemos:
K(x′′, x′; τ) = exp

[

−mω

2~
(x′′2 − x′2) − iωτ

2

]

∫ ∞

−∞

dp′

2π~

× exp

[

i

~
p′(e−iωτx′′ − x′) − 1

4mω~
p′2(1 − e−2iωτ )

]

= exp

[

−mω

2~
(x′′2 − x′2) − iωτ

2

]

∫ ∞

−∞

dp′

2π~

× exp

{

−
[

1 − e−2iωτ

4mω~

]

×
[

p′2 − 4imω

(

e−iωτx′′ − x′

1 − e−2iωτ

)

p′

]} (3.30)
ompletando el 
uadrado [(a + b)2 = a2 + 2ab + b2, tenemos que para nuestro 
aso:
a = p′

2ab = −4imω

(

e−iωτx′′ − x′

1 − e−2iωτ

)

p′por lo tanto:
b = −2imω

(

e−iωτx′′ − x′

1 − e−2iωτ

)enton
es:
p′2 − 4imω

(

e−iωτx′′ − x′

1 − e−2iωτ

)

=

[

p′ − 2imω

(

e−iωτx′′ − x′

1 − e−2iωτ

)]2

+ 4m2ω2

(

e−iωτx′′ − x′

1 − e−2iωτ

)2 (3.31)Sustituyendo este resultado en la e
ua
ión (3.30)
K(x′′, x′; τ) = exp

[

−mω

2~
(x′′2 − x′2) − iωτ

2
− mω

~

(e−iωτx′′ − x′)2

1 − e−2iωτ

]

×
∫ ∞

−∞

dp′

2π~
exp

{

−
[

1 − e−2iωτ

4mω~

][

p′ − 2imω

(

e−iωτx′′ − x′

1 − e−2iωτ

)]2} (3.32)La integral que tenemos es una integral de Gauss, que 
umple 
on:
∫ ∞

−∞

e−ax2
dx =

√

π

a
(3.33)
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o 20así:
K(x′′, x′; τ) =

1

2π~

√

4πmω~

1 − e−2iωτ
exp

[

−mω

2~

(

x′′2 − x′2 + 2
(e−iωτ x′′ − x′)2

1 − e−2iωτ

)

− iωτ

2

](3.34)Usando 1 − e−2iωτ = 2ie−iωτ sin ωτ , tenemos:
1

2π~

√

4πmω~

1 − e−2iωτ
=

√

mω

2πi~ sin ωτ
exp

(

iωτ

2

) (3.35)Sustituyendo (3.35) en (3.34):
K(x′′, x′; τ) =

√

mω

2πi~ sin ωτ

× exp

[

−mω

2~

(

x′′2 − x′2 + 2
(e−iωτx′′ − x′)2

1 − e−2iωτ

)]

=

√

mω

2πi~ sin ωτ

× exp

[

imω

2~ sin ωτ

(

i sin ωτ(x′′2 − x′2)

+
(e−iωτx′′ − x′)2

e−iωτ

)] (3.36)Usando:
i sin ωτ =

e iωτ − e−iωτ

2
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ilador armóni
o 21tenemos:
K(x′′, x′; τ) =

√

mω

2πi~ sin ωτ

× exp

[

imω

2~ sin ωτ

((

e iωτ − e−iωτ

2

)

(x′′2 − x′2)

+
e−2iωτx′′2 − 2x′′x′e−iωτ + x′2

e−iωτ

)]

=

√

mω

2πi~ sin ωτ

× exp

{

imω

2~ sin ωτ

[(

e iωτ − e−iωτ

2
+ e−iωτ

)

x′′2

+

(

e−iωτ − e−iωτ

2
+ e iωτ

)

x′2 − 2x′x′′

]}

=

√

mω

2πi~ sin ωτ

× exp

{

imω

2~ sin ωτ

[(

e iωτ + e−iωτ

2

)(

x′′2 + x′2

)

− 2x′x′′

]} (3.37)Finalmente ha
iendo uso de cos ωτ = e iωτ+e−iωτ

2 , en
ontramos el propagador de Feynman parael os
ilador armóni
o unidimensional:
K(x′′, x′; τ) =

√

mω

2πi~ sin ωτ
exp

[

imω

2~ sin ωτ

(

(x′′2 + x′2) cos ωτ − 2x′x′′

)]

. (3.38)Vemos que este método también nos permite obtener la expresión del propagador que ya seobtuvo en el Capítulo 2. La diferen
ia es que 
on el método algebrai
o, no fue ne
esario resolvere
ua
iones diferen
iales a
opladas, pero es ne
esario ha
er una propuesta de fa
toriza
ión quepermita que la serie in�nita que surge de la fórmula de BCH, se 
orte.



Capítulo 4 Método de Integral deCamino
E l formalismo de la integral de 
amino fue introdu
ido por Feynamn en 1948, siguien-do las ideas desarrolladas por Dira
. Este método 
onsiste en evaluar la integral de
amino explí
itamente, sin ha
er uso de aproxima
iones semi
lási
as y 
onstituye esen
ialmenteel entendimiento de la me
áni
a 
uánti
a, permitiendo una deriva
ión de e
ua
iones exa
tas enla teoría 
uánti
a de 
ampo. Para introdu
irnos al 
on
epto de integral de 
amino, es ne
esarioinvolu
rar a la a

ión 
lási
a, ya que juega un papel 
entral en el formalismo de éste.[6℄ Unades
rip
ión elegante para el 
aso de la partí
ula 
lási
a, es ofre
ida por el prin
ipio de a

ión deHamilton. El punto de partida es la fun
ional de la a

ión. Siendo L la Lagrangiana del sistemay t0 y tN los dos tiempos �jos, se de�ne la a

ión fun
ional:

S[xN , x0] ≡ S[x(tN ), x(t0)] =

∫ tN

t0

dt′L

(

x(t′), ẋ(t′), t′

) (4.1)la 
ual asigna el valor de�nido para 
ualquier 
amino x(t) que 
one
te los puntos �jos x0 = x(t0)y xN = x(tN ). De un número in�nito de tales 
aminos, la teoría 
lási
a de una partí
ula estárepresentada por el 
amino espe
ial x(t), para el 
ual la e
ua
ión (4.1) toma el valor extremo.La 
ondi
ión ne
esaria para ésto es:
δS = S[x + δ] − S[x] = 0 (4.2)Las impli
a
iones de la expresión (4.2) en la Lagrangiana nos permiten obtener las e
ua
ionesde Euler-Lagrange para la traye
toría 
lási
a. Partiendo de (4.1), podemos es
ribir:

δS =

∫ tN

t0

dt′[
∂L

∂x
δx +

∂L

∂ẋ
δẋ] (4.3)rede�niendo la derivada 
on respe
to al tiempo, tenemos:

dx

dt
⇒ d(x + δx)

dt
=

dx

dt
+ δẋ (4.4)22
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∂L

∂ẋ
δẋ =

∂L

∂ẋ

d

dt
(δx) (4.5)pero:

d

dt

[

∂L

∂ẋ
δx

]

=
∂L

∂ẋ
δẋ + δx

d

dt

∂L

∂ẋ
(4.6)de aquí:

∂L

∂ẋ
δẋ =

d

dt

(

∂L

∂ẋ
δx

)

− δx
d

dt

∂L

∂ẋ
(4.7)Enton
es sustituyendo (4.7) en (4.3) y usando el teorema fundamental del 
ál
ulo tenemos:

δS =

∫ tN

t0

dt′

[

∂L

∂x
δx +

d

dt

(

∂L

∂ẋ
δx

)

− δx
d

dt

∂L

∂ẋ

]

= δ
∂L

∂ẋ
|tNt0 +

∫ tN

t0

dt′

[

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

]

δx (4.8)Para puntos extremos �jos δx(t0) = δx(tN ) = 0 se debe 
umplir para la traye
toria 
lási
a de(4.2) y (4.8) que:
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0 (4.9)que son las e
ua
iones de Euler-Lagrange y solo se 
umplen para la traye
toria 
lási
a x(t). En lame
áni
a 
lási
a, lo que es interesante enton
es es la fun
ional de la a

ión (la forma que tiene)y no ne
esariamente su valor. Así, podemos 
onsiderar de (4.1) y (4.2) a la a

ión a lo largo deuna traye
toria 
lási
a 
omo fun
ión de una 
ota superior.

Sclas[x(t)] =

∫ t

t0

dt′L(x(t′), ẋ(t′), t′) (4.10)enton
es de (4.10) y (4.8), tenemos que:
δSclas = δx

∂L

∂ẋ

∣

∣

∣

∣

∣

tN

t0

+ 0 (4.11)además ∂L
∂ẋ = p enton
es:

δSclas = δx · p
∣

∣

∣

∣

∣

tN

t0

(4.12)si δx(t0) = 0 enton
es δSclas = pδx y por lo tanto:
p =

∂Sclas

∂x
(4.13)Por otro lado de (4.1) y (4.2) podemos de
ir que:

dSclas

dt
= L

[

x(t), ẋ, t

] (4.14)
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Figura 4.1: Diagrama que muestra el 
amino 
lási
o y otros 
aminos que 
ontribuyen a la des-
rip
ión de la me
áni
ua 
uánti
a.y la derivada total es: tomando Sclas = Sclas(x, t)

dSclas

dt
=

∂Sclas

∂t
+

∂Sclas

∂x
ẋ (4.15)enton
es:

∂Sclas

∂t
= L − pẋ = −E (4.16)es de
ir:

E = −∂Sclas

∂t
(4.17)En me
áni
a 
uánti
a no solo la traye
toria 
on la mínima a

ión 
ontribuye a la amplitud deprobabilidad K(xN , x0) (Fig.4.1), 
on la que una partí
ula se propaga del punto x0 al punto xN ,sino que también 
ontribuyen todas las otras traye
torias que unen a di
hos puntos. Esto noslleva a los siguientes postulados:1. Todos los 
aminos posibles 
ontribuyen de igual manera; pero 
aminos diferentes 
ontribu-yen 
on fases diferentes.2. La fase de la 
ontribu
ión de un 
amino dado esta determinado por la a

ión S a lo largodel 
amino (medido en ~).



4. Método de Integral de Camino 25La probabilidad de aproximarnos a un punto xN al tiempo tN desde un punto x0 al tiempo
t0 esta de�nido 
omo P (xN , x0) = |K(xN , x0)|2. Además la amplitud esta dada por la suma delas 
ontribu
iones φℓ de todos los 
aminos que unen a los puntos xN y x0, es de
ir

K(xN , x0) =
∑

ℓ

φℓ[xN , x0] (4.18)donde
φℓ[xN , x0] = C exp

{

i

~
Sℓ[xN , x0]

} (4.19)donde C es una 
onstante de normaliza
ión que se tiene que determinar sabiendo, gra
ias alpostulado (1), que C es la misma para todos los 
aminos, ya que todos tienen el mismo peso.Por otro lado para a
larar la importan
ia del 
amino espe
ial en el límite 
lási
o notemos que:El límite 
lási
o signi�
a S ≫ ~, por lo tanto para el 
amino 
lási
o x(t) = φclas tenemosque la rela
ión S/~ ≫ 1

φclas es aquel en el 
ual (4.19) se vuelve esta
ionaria, lo 
ual impli
a que 
aminos que seanve
inos en una ǫ-ve
indad, tendrán la misma fase, a primer orden.Comparado 
on el 
amino 
lási
o, todos los otros 
aminos llevan a fases que os
ilan fuertemente,así las 
ontribu
iones 
orrespondientes en (4.18) inter�eren destru
tivamente y se 
an
elan unas
on otras. Por lo tanto la amplitud (4.18) esen
ialmente se redu
e a:
K(xN , x0) ≈ f(xN , x0) exp

(

i

~
Sclas

)

, (4.20)donde f(xN , x0) surge de la aproxima
ión de tomar 
aminos en la ve
indad del 
amino 
lási
o, demanera que la fase se fa
toriza y nos queda una 
antidad parametrizada en términos de los extre-mos �jos x0 y xN . Ahora dis
utiremos 
on mayor detalle la suma 
ontenida en la e
ua
ión (4.18)apoyandonos 
on la analogía de la de�ni
ión Riemanniana de integral. Para esto dis
retizamosel intervalo de tiempo τ = tN − t0 en N intervalos iguales de longitud ǫ:
Nǫ = tN − t0 , tN > t0,

ǫ = ti+1 − ti , i = 0, ..., N − 1, (4.21)Ahora 
onstruiremos 
ierto 
amino es
ogiendo los puntos espe
iales xi para todos los tiemposintermedios ti y 
one
tando estos puntos 
on líneas re
tas, 
omo se muestra en la Fig. 4.2.Eventualmente podemos ha
er ǫ → 0, es de
ir redu
ir el intervalo de tiempo entre los puntosintermedios, para re
uperar el 
amino original.
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Figura 4.2: Diagrama que muestra la dis
retiza
ión del 
amino utilizado para integrar en lae
ua
ión (4.22)Es así 
omo podemos de�nir la suma sobre todos los 
aminos 
omo una integral múltiplesobre todos los valores de xi (i = 1, ..., N − 1;x0, xN �jos):
K(xN , x0) ≈

∫

dx1...dxN−1φ[x(t)] (4.22)Ahora de�niremos las suma impli
ada en (4.18) mas detalladamente. En la integral de Riemannel intervalo ǫ puede ser 
ada vez más pequeño. Para garantizar la 
onvergen
ia ante esta situa
ión,se tiene que introdu
ir un fa
tor de normaliza
ión A(ǫ) por 
ada integral sobre xi (porque hayuna in�nidad de op
iones donde lo
alizar 
ada uno de di
hos puntos internos) y un fa
tor denormaliza
ión extra, porque 
uando N → ∞ habrá una in�nidad de integrales anidadas. Así lasuma nos lleva a la integral de 
amino*:
K(xN , x0) = ĺım

ǫ→0,N→∞

1

A

∫

dx1

A
...

dxN−1

A
exp

{

i

~
S[xN , x0]

} (4.23)*En algunas referen
ias la expresión de la integral de 
amino para un propagador 
uánti
o se muestra de lasiguiente manera
K(xN , x0; τ ) =

Z x(τ)=xN

x(0)=x0

[Dx]e iS(x)/~
,donde

[Dx] ≡
1

A

Y

i

dxi

Aes la medida fu
ional.
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S[xN , x0] =

∫ tN

t0

[

1

2
mẋ2(t) − V (x(t))

]

dt. (4.24)Considerando la dis
retiza
ión en el tiempo antes men
ionada, tendremos el propagador deFeynman en la e
ua
ión (4.23) 
omo:
K(xN , x0; τ) = ĺım

N→∞,ǫ→0

√

m

2πi~ǫ

∫ N−1
∏

j=1

(

√

m

2πi~ǫ
dxj

)

× exp

{

iǫ

~

N
∑

k=1

[

m

2

(

xk − xk−1

ǫ

)2

−V

(

xk + xk−1

2

)]} (4.25)donde Nǫ = τ y A(ǫ) =
√

2πi~ǫ
m .Con esta pres
rip
ión, el panorama es el siguiente: sumar sobre todas las fun
iones x signi�
asumar sobre todos los polinomios en el plano (t, x(t)), empezando en (x0, t0) y terminando en

(xN , tN ), los 
uales dan paso a las integra
iones sobre las variables xj ≡ x(tj) desde −∞ hasta
∞, donde tj = t0 + jε, 
on j = 1, 2, ..., N − 1. Enton
es, evaluar la integral de 
amino signi�
a
al
ular un número in�nito de integrales ordinarias, las 
uales requieren un tipo de rela
ión dere
urren
ia. Cuando los poten
iales ele
tromagnéti
os estan ausentes, es ine
esario adoptar laregla del punto medio para el poten
ia V (x) 
omo esta expresado en la e
ua
ión (4.25), asi otrasop
iones pueden ser elegidas. En lugar de usar la regla del punto medio, es
ribiremos la versióndis
retizada de la a

ión 
omo:

S ∼=
N
∑

j=1

m(xj − xj−1)
2

2τj
− τj

1

2

(

V (xj) + V (xj−1)

) (4.26)donde se toma τj 
omo el j−ésimo intervalo de tiempo tal que τ =
∑N

j=1 τj. Después es
ribimosel propagador de Feynamn en la forma:
K(xN , x0; τ) = ĺım

N→∞

∫ N
∏

j=1

K(xj , xj−1; τj)

N−1
∏

k=1

dxK (4.27)donde el propagador para un intervalo de tiempo in�nitesimal está dado por:
K(xj, xj−1; τj) =

√

m

2πi~τj
exp

{

i

~

[

m(xj − xj−1)
2

2τj

−τj
1

2

(

V (xj) + V (xj−1)

)]} (4.28)
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ado al Os
ilador Armóni
o 284.1. Método de Integral de Camino Apli
ado al Os
ilador Armó-ni
oTenemos que la Lagrangiana para el os
ilador armóni
o es:
L(x, ẋ) =

1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 (4.29)De a
uerdo 
on la e
ua
ión anterior el propagador in�nitesimal toma la forma:

K(xj , xj−1; τj) =

√

m

2πi~τj
× exp

{

i

~

[

m(xj − xj−1)
2

2τj

−τj
1

2

(

1

2
mω2x2

j +
1

2
mω2x2

j−1

)]}

=

√

m

2πi~τj
× exp

{

i

~

[

m(x2
j + x2

j−1 − 2xjxj−1)

2τj

−τj
1

2

(

1

2
mω2x2

j +
1

2
mω2x2

j−1

)]}

=

√

mω

2πi~

√

1

ωτj
exp

{

imω

2~

1

ωτj

[

x2
j + x2

j−1 − 2xjxj−1

−
τ2
j ω2

2

(

x2
j + x2

j−1

)]}

=

√

mω

2πi~

√

1

ωτj
exp

{

imω

2~

1

ωτj

[(

1 − ω2τ2

2

)(

x2
j − x2

j−1

)

−2xjxj−1

]} (4.30)Para 
al
ular el propagador in�nitesimal de�nimos las nuevas variables φj tal que:
sinφj = ωτj (4.31)lo 
ual impli
a que φj

∼= ωτj y cos φ ∼= 1 − ω2τ2
j /2 introdu
iendo la fun
ión F:

F (η, η′;φ) =

√

mω

2πi~

√

1

sin φ
exp

[

imω

2~

1

sin φ

×
(

cos φ(η2 + η′2) − 2ηη′

)] (4.32)Usando esta fun
ión podemos es
ribir el propagador 
omo:
K(xN , x0; τ) = ĺım

N→∞

∫ N
∏

j=1

F (xj , xj−1;φj)

N−1
∏

k=1

dxk (4.33)
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ado al Os
ilador Armóni
o 29La fun
ión F tiene la siguiente propiedad:
∫ ∞

−∞

F (η′′, η;φ′′)F (η, η′;φ′)dη = F (η′′, η′;φ′′ + φ′) (4.34)Usando la propiedad (4.34) y la e
ua
ión (4.32) tenemos:
F (η′′, η′;φ′′ + φ′) =

mω

2πi~

√

1

sin φ′′ sin φ′

∫ ∞

−∞

exp

[

imω

2~

1

sin φ′′

×
(

cos φ′′(η′′2 + η′2) − 2η′′η

)]

exp

[

imω

2~

1

sin φ′

×
(

cos φ′(η2 + η′2) − 2ηη′

)]

dη

=
mω

2πi~

√

1

sin φ′′ sin φ′

∫ ∞

−∞

exp

[

imω

2~

(

cos φ′′

sin φ′′
η′′2

+
cos φ′

sinφ′
η′2

)

+

(

cos φ′′

sinφ′′
+

cos φ′

sin φ′

)

η2

−2η

(

η′′

sin φ′′
+

η′

sinφ′

)]

dη

=
mω

2πi~

√

1

sin φ′′ sin φ′

× exp

[

imω

2~

(

cos φ′′

sin φ′′
η′′2 +

cos φ′

sin φ′
η′2

)]

×
∫ ∞

−∞

exp

[

imω

2~

(

cos φ′′

sinφ′′
+

cos φ′

sin φ′

)

η2

−2η

(

η′′

sin φ′′
+

η′

sinφ′

)]

dη

=
mω

2πi~

√

1

sin φ′′ sin φ′

× exp

[

imω

2~

(

cos φ′′

sin φ′′
η′′2 +

cos φ′

sin φ′
η′2

)]

×
∫ ∞

−∞

exp

[

imωα

2~

(

η2 − 2ηβ

α

)]

dη (4.35)Donde se de�nió:
α =

sin(φ′′ + φ′)

sin φ′′ sin φ′
, β =

η′′ sin φ′ + η′ sin φ′′

sinφ′′ sin φ′
(4.36)Completando el 
uadrado del exponen
ial que esta dentro de la integral en la e
ua
ión (4.35)

(

η − β

α

)2

= η2 − 2η
β

α
+

(

β

α

)2 (4.37)
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ado al Os
ilador Armóni
o 30para poder es
ribir de esta manera el exponen
ial basta agregar el término de −(β/α)2, así:
F (η′′, η′;φ′′ + φ′) =

mω

2πi~

√

1

sin φ′′ sin φ′

× exp

[

imω

2~

(

cos φ′′

sin φ′′
η′′2 +

cos φ′

sin φ′
η′2

−β2

α

)]

×
∫ ∞

−∞

dη exp

[

−mωα

2i~

(

η − β

α

)2]

=

√

mω

2πi~α

√

1

sinφ′′ sin φ′

× exp

[

imω

2~

(

cos φ′′

sin φ′′
η′′2 +

cos φ′

sin φ′
η′2 − β2

α

)] (4.38)Usando las de�ni
iones de α y β tenemos:
F (η′′, η′;φ′′ + φ′) =

√

mω

2πi~

√

1

sin(φ′′ + φ′)

× exp

[

imω

2~

1

sin(φ′′ + φ′)

(

sin(φ′′ + φ′)
cos φ′′

sin φ′′
η′′2

+ sin(φ′′ + φ′)
cos φ′

sin φ′
η′2

−(η′′ sin φ′ + η′ sin φ′′)2

sin φ′′ sinφ′

)] (4.39)Usando las identidades:
sin(u + v) = sin u cos v + cos u sin v

cos(u + v) = cos u cos v − sinu sin v

sin2 u = 1 − cos2 uy de�niendo:
A = sin(φ′′ + φ′)

cos φ′′

sin φ′′
η′′2 + sin(φ′′ + φ′)

cos φ′

sin φ′
η′2

−(η′′ sin φ′ + η′ sin φ′′)2

sin φ′′ sin φ′
(4.40)



4.1. Método de Integral de Camino Apli
ado al Os
ilador Armóni
o 31tenemos que:
A = cos φ′′ cos φ′

(

η′′2 + η′2

)

+
sin φ′ cos2 φ′′

sinφ′′
η′′2

+
sinφ′′ cos2 φ′

sinφ′
η′2 − sinφ′

sin φ′′
η′′2 − sinφ′′

sinφ′
η′2

−2η′′η′

=
sin φ′(cos2 φ′′ − 1)

sin φ′′
η′′2 +

sinφ′′(cos2 φ′ − 1)

sinφ′
η′2

cos φ′′ cos φ′

(

η′′2 + η′2

)

− 2η′η′′

= cos φ′′ cos φ′

(

η′′2 + η′2

)

− sin φ′′ sin φ′

(

η′′2 + η′2

)

−2η′η′′

= cos(φ′′ + φ′)(η′′2 + η′2) − 2η′η′′ (4.41)Sustituyendo este resultado en la e
ua
ión (4.39) tenemos:
F (η′′, η′;φ′′ + φ′) =

√

mω

2πi~

√

1

sin(φ′′ + φ′)
exp

[

imω

2~

1

sin(φ′′ + φ′)

×
(

cos(φ′′ + φ′)(η′′2 + η′2) − 2η′η′′

)] (4.42)De�niendo ahora x′′ = xN , x′ = x0 , y usando el he
ho de que
ĺım

N→∞

N
∑

j=1

φj = ωτy el resultado obtenido en la e
ua
ión (4.33) obtenemos �nalmente el propagador deseado:
K(x′′, x′; τ) = F (x′′, x′;ωτ)

=

√

mω

2πi~ sin ωτ
exp

[

imω

2~ sin ωτ

(

cos ωτ(x′′2 + x′2) − 2x′′x′

)] (4.43)Este resultado es el mismo que se obtuvo en las se

iones anteriores para el os
ilador armóni
o.



Capítulo 5 Apli
a
iones
E n esta se

ión se mostrarán algunos ejemplos en donde el propagador de Feynmandel os
ilador armóni
o es apli
ado para obtener otras 
antidades relevantes, tales 
omolos estados esta
ionarios y sus niveles de energía 
orrespondientes, la fun
ión de parti
ión parael os
ilador armóni
o 
uánti
o, y el propagador de Feynman para un poten
ial lineal. Además seexpondrá un análisis para el poten
ial del os
ilador armóni
o 
on un término 
uárti
o, usandodos de los métodos 
on los que obtuvimos el propagador para el os
ilador armóni
o, esto 
on elobjetivo de observar 
asos en donde los métodos utilizados en este trabajo no son los ade
uados.5.1. Eigenfun
iones y EigenvaloresPara obtener la energía de los eigenestados y los eigenvalores, ne
esitamos rees
ribir el pro-pagador en una forma que permita una dire
ta 
ompara
ión 
on la representa
ión espe
tral parael propagador de Feynman dada por:

K(x′′, x′; τ) = Θ(τ)
∑

n

φn(x)φ∗
n(x′)e−iEnτ/~ (5.1)De�niendo la variable z = e−iωτ podemos es
ribir:

sin(ωτ) =
e iωτ − e−iωτ

2i
=

1

2i

1 − z2

z
(5.2)

cos(ωτ) =
e iωτ + e−iωτ

2
=

1

2

1 + z2

z
(5.3)Además de�nimos las variables ξ′ =

√

mω/~x′ y ξ′′ =
√

mω/~x′′, así la expresión para elpropagador de Feynman del os
ilador armóni
o queda:
K(x′′, x′; τ) =

√

mω

2πi~ sin ωτ
exp[

imω

2~ sin ωτ
(cos ωτ(x′′2 + x′2) − 2x′′x′)]

=

√

mωz

π~
(1 − z2)−

1
2 exp[−mω

~

1

1 − z2
(
1 + z2

2
(x′′2 + x′2) − 2x′′x′z)]

=

√

mωz

π~
(1 − z2)−

1
2 exp{ 1

1 − z2
[2ξ′ξ′′z − (ξ′2 + ξ′′2)(

1 + z2

2
)]}32
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ión 33
=

√

mωz

π~
(1 − z2)−

1
2 exp[

2ξ′ξ′′z

1 − z2
− (ξ′2 + ξ′′2)(

1 + z2

2(1 − z2)
)} (5.4)usando indentidad:

1 + z2

2(1 − z2)
=

1

2
+

z2

1 − z2
(5.5)tenemos que:

K(x′′, x′; τ) =

√

mωz

π~
(1 − z2)−

1
2 exp[

2ξ′ξ′′z

1 − z2
− (ξ′2 + ξ′′2)(

1

2
+

z2

1 − z2
)]

=

√

mωz

π~
(1 − z2)−

1
2 exp[

2ξ′ξ′′z − (ξ′2 + ξ′′2)z2

1 − z2
− 1

2
(ξ′2 + ξ′′2)]

=

√

mωz

π~
(1 − z2)−

1
2 exp[−1

2
(ξ′2 + ξ′′2)] exp[

2ξ′ξ′′z − (ξ′2 + ξ′′2)z2

1 − z2
] (5.6)Considerando la fórmula de Mehler [1℄

(1 − z)−
1
2 exp

[

2xyz − (x2 + y2)z2

1 − z2

]

=

∞
∑

n=0

Hn(x)Hn(y)
zn

2nn!
(5.7)donde Hn(x) son los polinomios de Hermite, estan de�nidos 
omo:

Hn(x) = (−1)ne x2/2 dn

dxn
e−x2/2 (5.8)Comparando 
ada término 
on la e
ua
ión anterior tenemos:

K(x′′, x′; τ) =

√

mω

π~
exp

[

−mω

2~
(x′′2 + x′2)

]

×
∞
∑

n=0

Hn(

√

mω

~
x′′)Hn(

√

mω

~
x′)

e−iωτ(n+ 1
2
)

2nn!
(5.9)donde tenemos x = ξ′′ =

√

mω/~x′′ y y = ξ′ =
√

mω/~x′. Comparando la e
ua
ión anterior
on la representa
ión espe
tral tenemos la eigenfun
ión de la energía y los niveles de la energía:
φn(x) =

1√
2nn!

(

mω

π~

)

exp

(

−mω

2~
x2

)

Hn

(

√

mω

~
x

) (5.10)y
En = (n +

1

2
)~ω. (5.11)5.2. Fun
ión de Parti
iónPara 
al
ular la fun
ión de parti
ión aso
iada al modelo de os
ilador armóni
o, partimos dela expresión general dada por

Z(β) = Tre−βĤ , (5.12)



5.2. Fun
ión de Parti
ión 34donde la opera
ión de la traza puede ser tomada sobre una base dis
reta, sobre las eigenfun
ionesdel mismo Hamiltoniano, o sobre el 
onjunto 
ontinuo de eigenestados del operador de posi
ión(denotado por | x〉):
Z(β) =

∫ ∞

−∞

dx〈x | e βĤ | x〉. (5.13)Si x′′ = x′ = x y β = iτ/~, podemos identi�
ar este integrando 
omo el propagador de Feynmanen la representa
ión de 
on�gura
ión que ya hemos obtenido 
on tres diferentes métodos, demanera que
Z(β) =

∫ ∞

−∞

dxK(x, x;−i~β). (5.14)Enton
es, de la expresión para el propagador del os
ilador armóni
o que ya en
ontramos 
on tresmétodos, tenemos:
K(x, x;−i~β) =

√

mω

2πi~ sin(−ωi~β)

× exp

[

imω

2~ sin(−ωi~β)

(

cos(−ωi~β)(2x2) − 2x2

)]

=

√

mω

2πi~ sinh(ω~β)

× exp

[

− mω

2π~ sinh ωβ~
(cosh ωβ~ − 1)x2

] (5.15)Donde se hizo uso de sin(−iα) = −i sinh α y cosh(iα) = cosh(α). Sustituyendo la e
ua
ión (5.15)en la e
ua
ión (5.14) y usando cosh(α) − 1 = 2 sinh2(α/2) y sinh(α) = 2sinh(α/2) cosh(α/2),tenemos:
Z(β) =

√

mω

2π~ sinh(ωβ~)

×
∫ ∞

−∞

exp

[

−mωx2

~
tanh

(

ωβ~

2

)]

dx

=
1

2 sinh(1
2ωβ~)

(5.16)Esta e
ua
ión es la fun
ión de parti
ión para el os
ilador armóni
o unidimensional, que es puntode partida de 
ualquier análisis que requiera de un modelo de os
ilador armóni
o, en un 
ontextoestadísti
o.



5.3. Propagador de os
ilador armóni
o 
on términos nuevos en el poten
ial 355.3. Propagador de os
ilador armóni
o 
on términos nuevos en elpoten
ial5.3.1. Término linealDebido a que en la naturaleza hay fenómenos en los que se involu
ran movimientos en 
amposelé
tri
os y gravita
ionales uniformes, el estudio de poten
iales lineales y por lo tanto el propaga-dor de Feynman para estos, toman gran importan
ia en la Físi
a. Existen diferentes maneras deobtener este propagador, y en este 
aso usaremos el resultado obtenido en las se

iones anteriores,partiendo análogamente de la idea de 
orresponden
ia entre un os
ilador armóni
o perturbadopor un poten
ial lineal y un os
ilador 
on la misma fre
uen
ia pero 
on energía y 
oordenadasoriginales modi�
adas. En físi
a 
lási
a esto se puede demostrar partiendo de la Lagrangiana deun os
ilador armóni
o:
L =

1

2
mż2 − 1

2
mω2z2 (5.17)donde ω es la fre
uen
ia del os
ilador. Introdu
iendo una perturba
ión lineal en la e
ua
ión (5.17)tenemos:

L =
1

2
mż2 − 1

2
mω2z2 − mgz (5.18)Ahora ha
iendo el 
ambio de variable z′ = z + g/ω2 enton
es:

L =
1

2
mż′

2 − 1

2
mω2z′2 +

1

2

mg2

ω2
(5.19)que es la Lagrangiana para el os
ilador armóni
o 
uyas 
oordenadas y energía ini
iales estandesplazadas por ∆z = g/ω2 y ∆E = 1

2mg2/ω2. Siguiendo esta misma idea podemos es
ribir elpropagador de Feynman para un os
ilador armóni
o agregandole un poten
ial lineal. La e
ua
ión(4.43), se puede es
ribir de la siguiente manera:
K(x′′, x′; τ) =

√

mω

2πi~ sin ωτ

× exp

[

imω

2~

(

cot ωτ(x′′2 + x′2) − 2x′′x′ csc ωτ

)] (5.20)Agregando el poten
ial lineal tenemos:
KOA+LIN(x′′, x′; τ) =

√

mω

2πi~ sin ωτ
exp

im

2~

[

g2

ω2
τ

+ω

(

cot ωτ(x′′2 + x′2) − 2x′′x′ csc ωτ

)] (5.21)



5.3. Propagador de os
ilador armóni
o 
on términos nuevos en el poten
ial 36Tomando el límite ω → 0 en la e
ua
ión (5.21), obtenemos el propagador para el poten
ial lineal,el 
ual puede ser derivado ha
iendo uso de los desarrollos:
x cot x = 1 − 1

3
x2 − 1

45
x4 + ...

x csc x = 1 +
1

6
x2 +

7

360
x4 + ...

KOA+LIN ≈
√

m

2πi~τ
exp

(

i
mg2

2ω2
τ

)

× exp i

[

m

2τ

(

(x′′ − x′)2 +
2g

ω2
(x′′ + x′)

×
(

1 − 1

3
ω2τ2 − 1 − 1

6
ω2τ2

)

+
2g2

ω4

(

1 − 1

3
ω2τ2 − 1

45
ω4τ4 − 1

−1

6
ω2τ2 − 7

360
ω4τ4

))]

=

√

m

2πi~τ
exp i

[

m

2

(x′′ − x′)2

τ2
− mg

2
(x′′ + x′)τ

−mg2

24
τ3

]

+ O(ω2) (5.22)Esta última e
ua
ión es la expresión para el propagador de Feynman de un poten
ial lineal.5.3.2. Término 
uárti
oCon el objetivo de obtener el propagador para el poten
ial del os
ilador armóni
o 
on untérmino 
uárti
o se utilizaron el método de S
hwinger y el método algebrai
o. El Hamiltoniano
orrespondiente a este poten
ial es:
Ĥ =

P̂ 2

2m
+ α′X̂2 + β′X̂4 (5.23)En el método de S
hwinger, 
uando resolvimos las e
ua
iones de Heisenberg, 
on
luimos quepara el operador X̂ , la e
ua
ión es la misma que se obtuvo para el 
aso del os
ilador armóni
o(2.27), pero para el operador P̂ , la e
ua
ión que se tiene que resolver es de la siguiente forma:

d2X̂

dτ2
+ 2β′X̂ + α′X̂3 = 0 (5.24)
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ilador armóni
o 
on términos nuevos en el poten
ial 37identi�
amos a esta expresión 
omo la e
ua
ión de Painlevé. A diferen
ia de lo que o
urrióen el Capítulo 2 para el os
ilador armóni
o, en este 
aso habría que utilizar otros métodosde resolu
ión de las e
ua
iones diferen
iales de Painlevé resultantes. Para el método algebrai
ousamos el resultado obtenido en el 
aso del os
ilador armóni
o, 
uando apli
amos la formulade Baker-Campbell- Haussdorf. Esto nos lleva a la primera versión del operador de evolu
ióntemporal para el poten
ial 
on el término 
uárti
o:
e− i

~
Ĥτ = e−~

q

α′

2m e−(ηX̂2+µX̂4) exp

{

− iτ

~

[

P̂ 2

2m
+ i

√

2α′

m
P̂X̂

−
(

iβ′

~
τ − iµτ

√

32α′

m

)

X̂4 +
8i~µ2

m
τX̂6

]}

×e (ηX̂2+µX̂4) (5.25)donde η y µ son 
onstantes del operador que se es
ogió 
omo A′. De�niendo:
η =

1

~

√

mα′

2
(5.26)Observemos que los primeros dos términos del exponen
ial grande en la e
ua
ión 5.25 y 3.16tienen el mismo orden, que es lo que esperabamos debido a la forma del Hamiltoniano. Lostérminos extra son 
onse
uen
ia de los propor
ionales a X̂4. Al usar de nuevo la fórmula deBaker-Campell-Haussdorf, esta vez para eliminar P̂ 2 se es
ogieron lo operadores siguientes:

B′′ =
P̂ 2

2m
+ i

√

α′

2m
(i~ + 2P̂ X̂) +

2µ

m
τ(3i~X̂2 + 2P̂ X̂3)

+(iµτ

√

32α′

m
− β′

)

X̂4 +
8i~µ2

m
τX̂6 (5.27)

A′′ = ξP̂ 2 (5.28)donde ξ es una 
onstante arbitraria. Con esto en
ontramos que la serie del operador C ′, se 
ortahasta el sexto 
onmutador:
[A′′, [A′′, [A′′, [A′′, [A′′, [A′′, B′′]]]]]] = 184320

~
7ξ4µ

m
τ(iP̂ 6 + ~P̂ 3) (5.29)Sin embargo al llegar a este punto se puede notar que las poten
ias para operadores X̂ y P̂ dentrode los 
onmutadores, aumentan 
ada vez mas, di�
ultando la simpli�
a
ión que se requiere, para
ontinuar apli
ando el método.



Con
lusiones
D ebido a que el propagador de Feynman (K) es una 
antidad 
ompleja, es ne
esarioanalizar por separado su parte real (Re{K}) y su parte imaginaria (Im{K}). Paraque esto sea posible, debemos 
ono
er la forma explí
ita de ambas partes, es de
ir, rees
ribir laexpresión del propagador en la forma f(z) = Re[f(z)] + iIm[f(z)].[7℄Ha
iendo m = 1, ω = 1, ~ = 1 y x′ = x” = x en la expresión que hemos obtenido pordiferentes métodos para el propagador de Feynman (4.43) podemos simpli�
ar di
ha expresión,
omo:

K(x, t) =

√

− i

2π sin(t)
exp

[

ix2(cos(t) − 1)

sin(t)

] (6.1)Tomando en 
uenta que los valores que puede tomar la fun
ión sin(t) in
luyen 
antidades nega-tivas, introdu
imos la de�ni
ión: sgn(sin(t)) ≡ sin(t)

| sin(t) | (6.2)
on la �nalidad de expresar la parte real y la parte imaginaria del propagador, de tal maneraque el rango de las variables sea in�nito. Con esto podemos es
ribir la parte real del propagador
omo:
Re{K} =

1

2
√

π

(

1

sin2(t)

)1/4[

cos

(

x2(cos(t) − 1)

sin(t)

)

+ sgn(sin(t)) sin

(

x2(cos(t) − 1)

sin(t)

)](6.3)y la parte imaginaria:
Im{K} =

1

2
√

π

(

1

sin2(t)

)1/4[sgn(sin(t)) cos

(

x2(cos(t) − 1)

sin(t)

)

− sin

(

x2(cos(t) − 1)

sin(t)

)]

.(6.4)En la Fig. 6.1, se muestran tres grá�
as*. La grá�
a superior muestra Re{K}, 
ontra eltiempo y el desplazamiento. En la parte inferior la grá�
a de la izquierda muestra Re{K} 
ontra
t para valores de x �jos y la de la dere
ha muestra Re{K} 
ontra x para valores de t �jos.*Las grá�
as elaboradas en este 
apítulo se generaron utilizando Maple 9.5 [7℄38



Con
lusiones 39Podemos observar que en t = 0, para toda x, el valor de Re{K} tiende al in�nito, mostrandoel 
omportamiento de la Delta que se impone en el límite t → 0. Además para x (t) 
ada vezmayores las amplitudes de las os
ila
iones aumentan (disminuyen) y las fre
uen
ias aumentan(aumentan).
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Figura 6.1: La grá�
a superior muestra Re{K}, 
ontra el tiempo y el desplazamiento. En laparte inferior la grá�
a de la izquierda muestra Re{K} 
ontra t para valores de x �jos y la de ladere
ha muestra Re{K} 
ontra x para valores de t �jos.El 
omportamiento de la parte imaginaria para ambos 
asos (x o t 
onstantes) es similar alde la parte real, 
omo se puede apre
iar en la Fig. 6.2.Hasta aquí hemos analizado el propagador 
onsiderando m = 1, ω = 1, ~ = 1 y x′ = x” = xen la expresión (4.43). Ahora tomamos 
asos donde m 6= 1, para estudiar la parte real del
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Figura 6.2: Esta grá�
a muestra Im{K}, 
ontra el tiempo y el desplazamiento.propagador
K(x, t) =

√

− im

2π sin(t)
exp

[

imx2(cos(t) − 1)

sin(t)

]

. (6.5)Como se puede observar en las siguientes grá�
as de Re{K} para m = 0.01, 0.1, 1, 10,
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10 1.6para masas 
ada vez mayores, las os
ila
iones en el propagador son 
ada vez mas fuertes. También



Con
lusiones 41en ellas vemos que se 
onserva el 
omportamiento para t → 0. El 
omportamiento de la parteimaginaria del propagador es similar a lo que se muestra en las �guras anteriores. Para apre
iarel efe
to de disminuir o aumentar la masa m en el propagador de Feynman, vemos en la Fig. 6.3que para valores de m 
ada vez mayores las amplitudes y las fre
uen
ias de las os
ila
ionesaumentan.

-2 0 2
-0.5

0

0.5

1

0 0.5 1 1.5
-1

0

1

2

Figura 6.3: En la grá�
a de la izquierda se muestra, para distintos valores de m, Re{K} 
ontra
x, para t 
onstante y en la dere
ha se muestra la dependen
ia en t, para x 
onstante.En síntesis, vemos que el 
omportamiento del propagador es 
omo lo esperábamos en fun
iónde las 
ondi
iones ini
iales o de frontera que implementamos durante su 
onstru

ión, pararealizar la des
rip
ión 
onsistente del os
ilador armóni
o 
uánti
o no relativista.Finalmente es importante men
ionar lo siguiente: En el trans
urso de este trabajo, implemen-tamos tres métodos diferentes y logramos obtener el propagador de Feynman para el os
iladorarmóni
o. El haber es
ogido el os
ilador armóni
o nos permite mostrar todos los detalles detrásde los diferentes métodos y ha
erlo de manera que los le
tores puedan familiarizarse 
on ellosusando un modelo bási
o, tal 
omo lo es el os
ilador armóni
o. Si bien en 
ierto que los métodosse apli
aron a este ejemplo bási
o, también es 
ierto que el método de S
hwinger y el de Integralde Camino, son impres
indibles, ya que permiten 
onstruir los propagadores de partí
ulas enpresen
ia de 
ampos externos y otras 
ondi
iones que ha
en imposible su obten
ión 
on otrosmétodos, en investiga
iones a
tuales y de frontera. Lo anterior, ha
e de este trabajo, un estudiodidá
ti
o que bus
a a
er
ar a los le
tores ha
ia métodos de investiga
ión de frontera 
on unejemplo que bien puede implementarse en el nivel li
en
iatura.



Apéndi
e A Representa
iones de laMe
áni
a Cuánti
a
La me
áni
a 
uánti
a puede ser representada de distintas maneras. Las representa
iones másutilizadas son las representa
iones de S
hrödinger, Heisenberg y la de Intera

ión (o de Dira
).Estas representa
iones están rela
ionadas a través de transforma
iones unitarias de los estadosy operadores (U † = U−1), logrando que la probabilidad 〈β | Ô | α〉 sea independiente de larepresenta
ión.En la representa
ión de Heisenberg los operadores Ô tienen dependen
ia temporal, mientrasque los estados | α〉 permane
en 
onstantes. La e
ua
ión de movimiento 
orrespondiente a estarepresenta
ión es:

i
∂Ô(t)

∂t
= [Ô(t), Ĥ ] (A.1)y sus solu
iones son de la forma:̂

OH(t) = exp[iĤt]Ô(0) exp[−iĤt] (A.2)que así mismo es la manera en la que se transforman operadores del esquema de Heisenberg alesquema de S
hrödinger.En la representa
ión de S
hrödinger la e
ua
ión de movimiento es:
i
∂

∂t
| α, t〉S = Ĥe−iĤt | α〉H = Ĥ | α, t〉S (A.3)La transforma
ión de operadores de la representa
ión de S
hrödinger a la de Heisenberg estadada por:
ÔS = exp[−iĤt]Ô(t) exp[iĤt] (A.4)y la transforma
ión 
orrespondiente a los eigenvalores es:
| α, t〉S = exp[−iĤt] | α〉H (A.5)
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Representa
iones de la Me
áni
a Cuánti
a 43Ha
iendo uso de las transforma
iones de operadores y estados podemos darnos 
uenta que lasrepresenta
iones son equivalentes ya que 〈β | Ô | α〉 es invariante:
〈β, t | ÔS | t, α〉S = 〈β | e iĤte−iĤtÔ(t)e−iĤte iĤt | α〉H

= 〈β | ÔH | α〉H (A.6)Además se preserva la transforma
ión 
anóni
a:
[ÂS , B̂S ]± = ĈS

[ÂH , B̂H ]± = ĈH (A.7)La representa
ión de intera

ión es un esquema intermedio entre la representa
ión de S
hrödingery la representa
ión de Heisenberg. En 
ompara
ión 
on las otras dos representa
iones en las 
ualeslos operadores o los estados tenian dependen
ia temporal, en la de intrea

ión ambos tienen unaparte dependiente del tiempo.Para 
ambiar a esta representa
ión es ne
esario 
onsiderar al Hamiltoniano 
omo una 
om-bina
ió en la 
ual una parte es el Hamiltoniano 
orrespondiente al sistema libre mas la parte enla 
ual se in
luye algún tipo de perturba
ión:
Ĥ = Ĥ0 + ĤI (A.8)La transforma
ión para operadores entre la representa
ión de S
hrödinger y la representa
ión deintera

ión está dada por:

ÔI(t) = exp[iĤS
0 t]ÔS exp[−iĤS

0 t] (A.9)y la transforma
ión entre estados es:
| α, t〉I = exp[iĤS

0 t] | α, t〉S (A.10)donde ĤS
0 ≡ Ĥ0(t = 0)La transforma
ión para operadores entre la representa
ión de Heisenberg y la representa
iónde intera

ión está dada por:

ÔI(t) = exp[iĤS
0 t] exp[−iĤt]ÔH(t) exp[iĤt] exp[−iĤS

0 t] (A.11)y la transforma
ión entre los estados es:
| α, t〉I = exp[iĤS

0 t] exp[−iĤt] | αH (A.12)



Representa
iones de la Me
áni
a Cuánti
a 44De las e
ua
iones A.11 y A.12 podemos observar que para el 
aso donde no hay intera

iones, esde
ir ĤI = 0, los operadores en la representa
ión de intera

ió equivalen a los operadores en larepresenta
ión de Heisenberg:
ÔI = ÔH(t)

| α, t〉I =| α〉H (A.13)Por otro lado para la 
ondi
ión in
ial t = 0, los operadores de las tres representa
iones sonequivalentes:
ÔI = ÔH = ÔS (A.14)La e
ua
ión de movimiento para esta representa
ión se puede en
ontrar partiendo de la e
ua
iónA.10:

i
∂

∂t
| α, t〉I = i

∂

∂t
[e [iĤS

0 t | α, t〉S ]

= −ĤS
0 e iĤS

0 t | α, t〉S + e iĤS
0 t[i

∂

∂t
| α, t〉S (A.15)ha
iendo uso de la e
ua
ión de S
hrödinger en el segundo termino de la e
ua
ión A.15, podemoses
ribir:

i
∂

∂t
| α, t〉I = −ĤS

0 | α, t〉I + e iĤS
0 tĤ | α, t〉S

= −ĤS
0 | α, t〉I + e iĤS

0 tĤe−iĤS
0 te iĤS

0 t | α, t〉S

= −ĤS
0 | α, t〉I + ĤI | α, t〉I

= (ĤI − ĤS
0 ) | α, t〉I (A.16)tomando en 
uenta que ĤS

0 = e iĤS
0 tĤS

0 e−iĤS
0 t = ĤI

0 enton
es:
i
∂

∂t
| α, t〉I = (ĤI − ĤI

0 ) | α, t〉I

= ĤI
I | α, t〉I (A.17)A.0.1. El Operador de Evolu
ión TemporalEl operador de evolu
ión temporal (también llamado operador de Dyson) des
ribe la 
onexiónentre eigenestados entre tiempo ini
ial y tiempo �nal en los que se desarrolla una propaga
iónde alguna partí
ula. La manera en que en
ontramos este operador es la siguiente:

| α, t1〉 = exp[iĤ0t1] | α, t1〉S

= exp[iĤ0t1] exp[−iĤ(t1 − t0)] | α, t0〉S

= exp[iĤ0t1] exp[−iĤ(t1 − t0)] exp[−iĤ0t0] | α, to〉I (A.18)



Representa
iones de la Me
áni
a Cuánti
a 45donde t0 es el tiempo in
ial y t → t − t0 es el timpo �nal. Por lo tanto el operador que 
one
talos estados entre t1 y t0 esta dado por:
Û(t1, t0) = e iĤ0t1e−iĤ(t1−t0)e−iĤ0t0 (A.19)Como en general los operadores Ĥ y Ĥ0 no 
onmutan se tiene que respetar el orden de losfa
tores. Este operador tiene algunas propiedades importantes:Condi
ión de fronteraSi t1 = t0 enton
es

Û(t0, t0) = 1Sî
U(t2, t1)Û(t1, t0) = Û(t2, t0)enton
es 
uando t2 = t0

Û(t0, t1)Û(t1, t0) = Û(t0, t0) = 1Por lo tanto:
[Û(t1, t0)]

−1 = Û(t0, t1)Para que la normaliza
ión de los eigenestados no dependa de t obligamos que Û sea unitario:
Û †(t1, t0) = Û−1(t1, t0)



Apéndi
e B Fórmula de Baker-Campbell-Hausdor�
La fórmula de Baker-Campbell-Hausdor�:

e ÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] +
1

2!
[Â, [Â, B̂]] + ... (B.1)es la solu
ión a la e
ua
ión:

Ĉ = log(e Âe B̂) (B.2)donde Â y B̂, en general, son elementos que no 
onmutan. Fue nombrada por Henry Frederi
kBaker, John Edward Campbell, y Felix Hausdor�. Se observó por primera vez en impresión porCampbell, elaborada por Henri Poin
aré y Baker; y sistematizada geométri
amente, y vin
uladaa la identidad de Ja
obi por Hausdor�. [8℄Para obtener esta expresión (B.1), es
ogemos el operador:
Û(x) = e xÂB̂e−xÂ (B.3)donde x es un parámetro auxiliar 
ontinuo. El operador Û(x) satisfa
e una e
ua
ión integral
uyas solu
iones iteradas en el punto x = 1 nos llevarán a la fórmula de BCH (B.1). Para esto,diferen
iamos (B.3) 
on respe
to al parámetro x:

dÛ(x)

dx
= Âe xÂB̂e−xÂ − e xÂB̂e−xÂÂ

= ÂÛ(x) − Û(x)Â

= [Â, Û (x)] (B.4)La solu
ión a esta e
ua
ión se �ja úni
amente a través de la 
ondi
ión in
ial que se obtieneevaluando la e
ua
ión (B.3) en x = 0:
Û(0) = B̂ (B.5)Así la e
ua
ión integral 
orrespondiente a la e
ua
ión (B.4) es:

Û(x) = B̂ +

∫ x

0
dy[Â, Û(y)] (B.6)46



B. Fórmula de Baker-Campbell-Hausdor� 47Esta e
ua
ión integral puede ser resuelta de forma iterativa, que es equivalente a 
onstruir laserie de Neumann.. En el primer paso pordemos identi�
ar:
Û (0)(x) = B̂ (B.7)posteriormente:

Û (1)(x) = B̂ +

∫ x

0
dy[Â, Û (0)(y)]

= B̂ + [Â, B̂]x (B.8)el siguiente paso es:
Û (2)(x) = B̂ +

∫ x

0
dy[Â, Û (1)(y)]

= B̂ +

∫ x

0
dy[Â, B̂ + [Â, B̂]y]

= B̂ + [Â, B̂]x + [Â, [Â, B̂]]
1

2
x2 (B.9)repitiendo este pro
edimiento n ve
es, tenemos:

Û(x) = B̂ + [Â, B̂]x + [Â, [Â, B̂]]
1

2
x2 + ... + [Â, [..., [Â, B̂]]]

1

n!
xn (B.10)Finalmente tomando x = 1 y apli
ando el límite n → ∞, obtenemos la fórmula de Baker-Campbell-Hausdor�

Û(1) = e ÂB̂e−Â

= B̂ + [Â, B̂] +
1

2!
[Â, [Â, B̂]] + ... (B.11)



Apéndi
e C Cál
ulo de 〈p′′ |
exp(−iγP̂ X̂/~) | p′〉

En la se

ión del método algebrái
o se hizo uso de la rela
ión:
〈p′′ | exp(−iγP̂ X̂/~) | p′〉 = e γδ(p′′ − e−γp′) (C.1)Esta e
ua
ión viene de la rela
ión:

exp(−iγP̂ X̂/~) | p〉 = e γ | e−γp〉 (C.2)Para demostrar que la expresión anterior es válida partimos de la expresión:
exp(−iγP̂ X̂/~)P̂ | p〉 = p exp(−iγP̂ X̂/~) | p〉 (C.3)que se trata, apli
ando P̂ al estado | p〉, de una e
ua
ión de eigenvalores.Intro
u
iendo 1 =

e
iγ
~

P̂ X̂e− iγ
~

P̂ X̂ entre el operador P̂ y el estado | p〉, en el lado izquierdo de la e
ua
ión tenemos:
[

e− iγ
~

P̂ X̂ P̂ e
iγ
~

P̂ X̂

]

e− iγ
~

P̂ X̂ | p〉 = pe− iγ
~

P̂ X̂ | p〉 (C.4)Este paso es ne
esario, para rees
ribir el término entre 
or
hetes 
uadrados usando la formulade Baker-Campbell-Hausdor�:
C = e ABe−A

= B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + ... (C.5)Tomando:

B = P̂ , A = − iγ

~
P̂ X̂ (C.6)Podemos es
ribir:

e−
iγ
~

P̂ X̂ P̂ e
iγ
~

P̂ X̂ = P̂ +

[

−iγ

~
P̂ X̂, P̂

]

+
1

2!

[

− iγ

~
P̂ X̂,

[

−iγ

~
P̂ X̂, P̂

]]

+ ... (C.7)48



C. Cál
ulo de 〈p′′ | exp(−iγP̂ X̂/~) | p′〉 49Cal
ulando el primer 
onmutado tenemos:
− iγ

~
[P̂ X̂, P̂ ] = − iγ

~
[P̂ X̂P̂ − P̂ 2X̂]

= − iγ

~
P̂ [X̂P̂ − P̂ X̂]

= − iγ

~
P̂ [X̂, P̂ ]

= − iγ

~
P̂ (i~)

= γP̂ (C.8)Para 
al
ular el segundo 
onmutador ha
emos uso del resultado anterior:
[− iγ

~
P̂ X̂, [

−iγ

~
P̂ X̂, P̂ ]] = − iγ

~
[P̂ X̂, γP̂ ]

= − iγ2

~
[P̂ X̂, P̂ ]

= γ2P̂ (C.9)Con esto llegamos a la 
on
lusión de que:
e− iγ

~
P̂ X̂ P̂ e

iγ
~

P̂ X̂ =

(

1 + γ +
1

2!
γ2 + ...

) (C.10)Pero el término entre paréntesis es el desarrollo en serie de la fun
ión exponen
ial:
e γ =

∞
∑

n=0

γn

n!

=

(

1 + γ +
1

2!
γ2 + ...

) (C.11)
on esto la e
ua
ión (C.7) se puede es
ribir de la siguiente manera:
e−

iγ
~

P̂ X̂ P̂ e
iγ
~

P̂ X̂ = e γP̂ (C.12)Sustituyendo este resultado en la e
ua
ión (C.1) tenemos:
e γP̂ e− iγ

~
P̂ X̂ | p〉 = pe− iγ

~
P̂ X̂ P̂ | p〉

P̂ [e−
iγ
~

P̂ X̂ P̂ | p〉] = e−γp[e−
iγ
~

P̂ X̂ P̂ | p〉] (C.13)esto nos muestra que [e−
iγ
~

P̂ X̂ P̂ | p〉] es un eigenestado del operador P̂ 
on eigenvalor pe−γ .Tomando esto en 
uenta podemos es
ribir:
exp(−iγP̂ X̂/~) | p〉 = Cγ | e−γp〉 (C.14)



C. Cál
ulo de 〈p′′ | exp(−iγP̂ X̂/~) | p′〉 50que es una regla de transforma
ión, donde Cγ es una 
onstante a de terminar. Ahora tomamosel Braket 
ompleto usando el 
onjugado de la expresión anterior:
〈p′′ | e iγX̂P̂ /~e−iγP̂ X̂/~ | p′〉 = 〈p′′ | e

iγ
~

[X̂P̂ ] | p′〉

= e−γδ(p′′ − p′) (C.15)por otro lado:
〈p′′ | e iγX̂P̂ /~e−iγP̂ X̂/~ | p′〉 = | Cγ |2 〈e−γp′′ | e−γp′〉

= | Cγ |2 δ[e−γ(p′′ − p′)]

= e γ | Cγ |2 δ(p′′ − p′) (C.16)igualando ambas expesiones tenemos que:
e−γδ(p′′ − p′) = e γ | Cγ |2 δ(p′′ − p′)

e−2γ = | Cγ |2

Cγ = e−γ (C.17)Así la e
ua
ión (C.11) toma la forma:
exp(−iγP̂ X̂/~) | p′〉 = e−γ | e−γp′〉 (C.18)Agregando por el lado izquierdo 〈p′′ | tenemos:

〈p′′ | exp(−iγP̂ X̂/~) | p′〉 = 〈p′′ | e−γ | e−γp′〉

= e−γ〈p′′ | e−γp′〉

= e−γδ(p′′ − e−γp′) (C.19)que es la expresión que bus
abamos.
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