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Introduccidon

En mecdanica clédsica newtoniana existe un problema que consiste en una

particula sujeta a una barra de longitud € que oscila en un plano en torno a
un origen, este problema es el del péndulo simple, y su solucién se estudia en
los cursos de mecanica de la licenciatura utilizando las diferentes

formulaciones de la mecanica clasica. Para pequefias oscilaciones, es decir

para angulos cuya condicién sea 6~0, el problema se reduce a resolver una

ecuacién de segundo grado cuya solucién es exacta.

Para el caso mds general en que el péndulo presenta oscilaciones finitas, es
decir en el rango 0 < 8 < 2m, el problema ya no es tan sencillo, y se tiene
que hacer uso de la teorfa de las funciones elipticas para obtener la solucién
exacta. A este caso se le suele llamar el problema del péndulo no lineal. Este
problema se ha resuelto de diferentes formas y las vamos a discutir a lo largo

del trabajo.

El interés por tomar este problema y desarrollarlo ampliamente surge al
observar el comportamiento de un cristal liquido (CL) tipo colestérico en
presencia de un campo eléctrico externo. Esta fase de la materia tiene ciertas
propiedades que se diferencian de las fases solida y liquida de la materia, es a
lo que se le da el nombre de cristal liquido. Los cristales liquidos son un tipo
especial de estado de agregacién de la materia que tiene propiedades de las
tases liquida y sélida. Los cristales liquidos se clasifican en termotrépicos y
liotrépicos. Los llamados cristales liquidos termotrépicos estdn compuestos
generalmente por moléculas con formas de cilindros o discos. Segtn la
temperatura y tipo de moléculas, los cristales liquidos termotrépicos pueden
organizarse en diferentes fases: nematicas esta fase presenta una ordenacién

uniaxial a largo alcance, tiene una viscosidad relativamente baja, lo que le
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confiere respuestas rapidas a campos eléctricos externos, colestéricas
presenta apilamiento de planos moleculares nematicos con el eje director
girado en cada plano de forma helicoidal. El paso de esta hélice depende de la
temperatura, esmécticas son como las nemadticas pero con moléculas
ordenadas también en capas normales al eje director o columnares estos
generalmente son discéticas apiladas unas encima de otras. El otro tipo de CL
en cuanto a esta clasificacién es el liotropico, el cual obtiene distintas

colocaciones en funcién del nimero de moléculas que lo compongan.

El cristal liquido colestérico tiene estructura helicoidal, como el que se

presenta en la imagen I

Paso de

hélice

Imagen I

La estructura molecular del CL colestérico cambia su configuracién
orientacional cuando es sometido a la presencia de un campo eléctrico, el eje
de rotacion se encuentra localizado en el centro de masa de las moléculas que
forman esta fase. El cambio en la orientacién en la configuracién en torno al
eje del centro de masa de la molécula es el que vamos a modelar utilizando la

teorfa del péndulo no lineal de la mecénica clésica newtoniana.



Se considera que el CL en fase colestérica se puede aproximar a un sélido
deformable, y dado que las condiciones de estabilidad en la estructura
dependen de la temperatura, nuestro régimen de estudio es también un
sistema termodinamico. Para el analisis de la configuracién del CL colestérico
partimos tomamos como funcién termodinamica la enerfa libre de Helmholtz,
la cual dependera del vector director que caracteriza a los CL colestéricos.
Incluiremos la contribucién debida al campo eléctrico en la densidad de
energfa libre, obteniendo una expresién total densidad de energfa libre.
Utilizamos la funcién de densidad de energia libre y las ecuaciones de Euler-
Lagrange para los medios continuos, para obtener la ecuacién diferencial que
nos describe el cambio en la configuracién de la orientacién del vector

director cuando se encuentra en presencia del campo eléctrico.

Aplicando el formalismo de Lagrange y Hamilton resolvemos el problema del
péndulo simple para oscilaciones finitas, observando que para obtener la
soluciéon exacta tenemos que hacer referencia a la teorfa de las funciones
elipticas. Teniendo la ecuacién diferencial para el problema del péndulo
simple sin restricciéon en su oscilacién, vamos a continuar el tratamiento del
problema haciendo las respectivas analogfas que se presentan entre este
problema y el del CL colestérico en presencia de un campo eléctrico, cuya

ecuacion diferencial obtuvimos previamente.

La motivacién para realizar este estudio nace por la abundancia en la que
encontramos este tipo de materiales en la naturaleza, junto con los grandes
progresos en la creacién de nuevas estructuras en los materiales avanzados y

sus posibles aplicaciones.

Para ubicar el problema que vamos a tratar, en el primer capitulo se da una

introduccién basta sobre la fenomenologia de los cristales liquidos, que nos



conducird a la formalizacién de la estructura del CL colestérico que vamos a

modelar.

Debido a que la teorfa que describe la configuracién del CLC necesita de una
funcién que es la energia libre de Helmholtz, en el segundo capitulo se
presentan las ideas bésicas de la termodindmica que nos serdn utiles al

momento de especificar la naturaleza termodinamica de nuestro sistema.

En el capitulo tercero se muestra la teorfa para tratar a la fase colestérica, que
por su caracteristica de estructura helicoidal, se supone que se comportan
como un sé6lido deformable. Con estas suposiciones podemos utilizar la teorfa

de elasticidad para su descripcion.

Puesto que se trata de una teoria de la elasticidad, el formalismo matematico
de la mecanica de los medios continuos se muestra en el capitulo cuarto,
analizamos la forma para pasar de la mecénica clasica de los medios discretos
a la formulacién de Lagrange y Hamilton cuando tenemos un medio material,

es decir, un medio continuo.

En el quinto capitulo desarrollamos los conceptos de la energia eldstica de
Frank y Oseen y deducimos la ecuacién diferencial que nos proporciona la
informacién de los cambios en la configuracién del CL colestérico, cuya
solucién la presentaremos en el capitulo siete en forma grafica, teniendo en

cuanta las condiciones iniciales del problemas.

En el capitulo seis nos enfocamos a resolver el problema del péndulo simple,
haciendo referencia al apéndice A en el que se plantea una introduccién a la
teorfa de las funciones elipticas que utilizaremos en la solucién de la ecuacién
diferencial para oscilaciones finitas (péndulo no lineal). También discutimos

en una secciéon el enfoque dado por Brizar para el péndulo simple.



Finalmente concluimos el trabajo de tesis con el capitulo séptimo, aqui
presentamos las graficas obtenidas mediante el enfoque numérico de Runge-
Kutta de cuarto orden, para la solucién de la ecuacién diferencial del péndulo
simple con oscilaciones finitas. Discutimos los resultados que se obtuvieron
mediante este método y la analogia que existe con el cambio en la
configuracién del CL colestérico sometido a campos eléctricos uniformes y se

termina con las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 1

Fenomenologia de los cristales liquidos

1.1 :Qué es un cristal liquido?

Hasta finales del siglo XIX se pensaba que la materia se mostraba en tres
estados o fases: sélido, liquido o gas. Sin embargo, en 1888 el botanico y
quimico austriaco Friedrich Reinitzer hizo un descubrimiento que iba a
cambiar esta concepcién. Reinitzer noté un comportamiento anémalo del
colesterilbenzoato cuando este pasaba del estado sélido al liquido. El 14 de
marzo de 1888 escribi6 al cristalégrato Otto Lehmann:

La sustancia tiene dos puntos de fusion, st se pueden describir de esa
Sorma. A 145.5 °C se funde en un fluido neblinoso pero perfectamente

liquido, el cual a 178.50 °C se vuelve bruscamente claro.

Tras los posteriores trabajos de Lehmann, Schenk, Vorlinder y Friedel,
qued6 finalmente establecido que las fases intermedias de este y otros
compuestos similares constituyen nuevos estados de la materia entre el
estado liquido y el estado sélido. Lehmann dio el nombre de cristales liquidos
(CL) a estas fases, debido a que en su aspecto externo tienen muchas de las
propiedades de los liquidos, mientras que estructuralmente poseen parte de la
ordenacién que caracteriza los cristales. Aunque éste es el nombre con el que
se han popularizado, Friedel propuso la denominacién, tal vez mas
descriptiva, de estados mesomoérficos o mesotfases, como finalmente se ha
dado en llamar técnicamente a la amplia fauna de fases que se catalogan como
CL. Para entender el significado de estos nuevos estados de la materia
conviene recordar la distincién que existe entre un cristal y un liquido. En un
cristal, sus componentes (4tomos, moléculas, agregados moleculares, etc.)
estdn dispuestas de modo que sus centros de gravedad ocupan los nodos de
una red peridédica tridimensional; en un liquido, por el contrario, no existe
ningtn tipo de ordenacién posicional de los centros de gravedad de sus
componentes. Mecédnicamente esto se traduce en que un liquido fluye,
mientras que un cristal es una estructura rigida. La distincién entre ambos es
muy clara a la vista de sus respectivos espectros de difraccién de rayos X: el



de un cristal muestra unos picos muy definidos denominados picos de Bragg,
caracteristicos de la red, que no aparecen en el de un liquido.

A la vista de las propiedades que caracterizan los liquidos y los sélidos
podemos inferir dos mecanismos para la aparicién de fases intermedias:

a) Imponiendo un orden posicional en una o dos dimensiones en lugar de
en tres. En el primer caso, el que mds comtinmente se encuentra en la
naturaleza, tendremos un conjunto de capas liquidas equiespaciadas,
mientras que en el segundo tendrfamos un cristal bidimensional
formado por columnas liquidas.

b) Introduciendo algin grado de libertad adicional como, por ejemplo, la
orientacién molecular en el caso de un fluido de moléculas no estéricas.
Una transicién, sin embargo, puede producirse tanto en un cristal
como en un liquido. Disminuyendo atin mas la temperatura podemos
conseguir que, ademds, las moléculas se orienten en una misma
direccién y formen un cristal perfecto. Cuando la anisotropia de las
moléculas es muy grande, la transicién orientacional se produce siendo
la sustancia todavia un liquido, dando lugar a lo que se denomina fluido
nematico:

Ademas de estos dos mecanismos Intuitivos por los que pueden aparecer
mesofases, la forma particular de las moléculas constituyentes del fluido
puede dar lugar a nuevos tipos de mesofases de estructura mas compleja.
Como criterio general podemos buscar en las asimetrfas de las moléculas el
origen de nuevas mesofases (una asimetria molecular puede inducir una
ruptura de simetrfa a escala macroscépica y originar asf una nueva fase).

1.2 Componentes estructurales

Para obtener un cristal liquido es preciso construir un sistema cuyos
componentes tengan un alto grado de anisotropfa. Hasta el momento, todos
los experimentos realizados sobre CL estin basados en tres tipos de
componentes fundamentales: pequefias moléculas orgénicas; largas cadenas y
agregados moleculares dispuestos en forma de varilla, y estructuras
complejas formadas por asociados de moléculas e iones.

Entre las pequefias moléculas organicas los ejemplos clésicos son el p-
azoxianisol (PAA) y la p-metoxibencilideno, p-n-butilanilina (MBBA), cuyas
térmulas aparecen en la figura 1.1. Ambas moléculas dan lugar a una fase
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nematica en algtin rango de temperaturas (por ejemplo, la MBBA produce un
fluido nemaético entre ~20°C y 47 °C, lo que la hace muy cémoda para la
experimentacién) y por este motivo reciben el nombre de “nematégenas”. En
general, toda una clase de moléculas que satistacen el patrén de la figura 1.1c
(dos anillos aromdticos para-sustituidos, rigidamente unidos por una doble o
triple enlace A—DB dan lugar a mesofases.

(a) CH;—O-—@—T=N—©—0—CH3
0

(b)  CH, —~o—©—cn=m—©—cmg

(c) | R—@ A=B @'—R’

Figura 1.1: Ejemplos de moléculas orgénicas que dan lugar a una fase nematica: (a) p-
azoxianisol (PAA), (b) p-metoxibencilideno p-n.butilanilina (MBBA) y (c) estructura
general de una clase de nematégenos.

Otro tipo muy estudiado de moléculas que dan lugar a CL son los
ésteres del colesterol (ver figura 1.2), aunque el propio colesterol, con un H
en lugar de R—CO— no origina mesofases. El hecho de que los anillos en
este caso no sean aromaticos hace que la estructura de la molécula no sea
plana, asf que su aspecto es el de un cuerpo rigido en forma de varilla con la
cadena saturada C y el radical R colgando como colas flexibles de sus dos
extremos.



o
R— CO~

Figura 1.2: Férmula general de los ésteres del colesterol (C es una cadena saturada y R
el radical que define el éster).

Por altimo, hay que destacar otro tipo de moléculas completamente
distintas, cuya forma no es alargada sino esencialmente plana, parecida a un
disco. Hasta finales de los afios 70 del siglo XX toda la evidencia
experimental acumulada parecia indicar que las moléculas debfan ser
alargadas para generar mesofases. Fue entonces cuando se descubrié que
también moléculas con forma de disco podian dar lugar a fluidos neméticos
(que reciben el nombre de neméticos discéticos) e incluso originaban nuevos
tipos de mesofases. Algunos ejemplos de estas moléculas son los hexa-n-
alcanoatos de benceno, los hexa-n-alcanoatos de trifenileno y los hexa-n-
alcanoxitrifenilenos (ver figura 1.3).

R
] C
L T
R/ \O o O

Figura 1.3: Dos ejemplos de estructuras moleculares que originan una fase nematica
discotica: (a) hexa-n-alcanoatos de benceno y (b) hexa-n-alcanoatos de trifenileno y hexa-
n-alcanoxitrifenilenos .



En todos los ejemplos de CL mencionados hasta el momento la forma mas
simple de inducir las transiciones de fase es variando la temperatura. Por este
motivo estos CL reciben el nombre genérico de termotrépicos.

En el segundo grupo de componentes fundamentales encontramos un gran
nimero de polipéptidos sintéticos, los cuales adoptan la configuracién de

varillas de longitud ~300A y anchura 20 A cuando son disueltos en
determinados disolventes. Si la concentracién de estas estructuras es
suficientemente grande estos sistemas originan mesofases. También a este
grupo pertenecen las cadenas de 4cido desoxirribonucleico (ADN) y ciertos
virus, de entre los cuales el ejemplo clésico es el virus del mosaico del tabaco
(longitud 3000 A, anchura 200 A). Por tltimo, las estructuras mas grandes
se consiguen en suspensiones de fibras de vidrio o plastico (longitud 100 pm,
grosor 100 pm) en algin liquido. En todos estos sistemas las variaciones de
temperatura pueden producir alteraciones serias, llegando incluso a
destruirlos; por ello, en lugar de la temperatura, el parametro que permite
controlar las transiciones es la concentracién de varillas. Estos CL reciben el
nombre genérico de liotrépicos.

El dltimo grupo de componentes fundamentales es el de las estructuras
asociadas. Tales estructuras se encuentran, por ejemplo, en el agua con jabén.
En ellas aparece el ani6n alifitico CH3; — [CH,],_, —CO3 (12 < n < 20)
con un catién del tipo Na*, K*, NH, etc. La cabeza polar del 4cido (el grupo
—CO7) se asocia con las moléculas de agua, mientras que la cadena alifatica
apolar huye de ellas (los materiales que presentan este comportamiento
ambivalente reciben por ello el nombre de compuestos anfifilicos). Una tnica
molécula no puede, obviamente, satisfacer ambas tendencias, pero si puede
hacerlo un grupo de ellas. Son estos agregados de moléculas los que pueden
originar comportamiento mesomoérfico cuando adquieren formas alargadas o
planas. Estos sistemas son claramente liotrépicos. Otro ejemplo de cadenas
anfifilicas que originan el mismo tipo de geometrias son los bloques
copoliméricos. Estos sistemas, sin embargo, pueden ser termotrépicos.

1.8 Clasificacion de las fases

La primera clasificacién de las mesofases la hizo Friedel, introduciendo en
ella la terminologia basica que actualmente se utiliza. Segtin él, los CL
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pueden agruparse en tres clases: nematicos, colestéricos y esmécticos. En la
actualidad se han catalogado catorce fases esmécticas diferentes, se ha
probado la existencia de las llamadas fases neméticas biaxiales y se han
descubierto nuevos tipos de mesofases, como la fase columnar y las fases
azules. En lo que sigue vamos a comentar las caracterfsticas principales de las
mesofases conocidas.

1.3.1 Fase nematica

La palabra “nemaético” viene del griego vnua, que significa hilo. E1 nombre
alude a las estructura en forma de hilo de ciertos defectos (lineas de
disclinacién) observados en los materiales nematicos. En la fase nematica, los
centros de gravedad de las moléculas carecen de cualquier tipo de ordenacién
(no hay picos de Bragg en los espectros de rayos X). Las correlaciones entre
las posiciones de las moléculas son similares a las de un liquido convencional
y, de hecho, un nemético fluye igual que un liquido. Sin embargo, sf hay una
ordenacién macroscépica en las orientaciones de las moléculas, que tienden a
alinearse en torno a un eje comin arbitrario, descrito por la direccién del
vector unitario i, conocido como director. Todas las propiedades tensoriales
de un nemdtico estdn afectadas por este hecho. Asi por ejemplo, una de las
propiedades que mas caracteriza a los nemadticos es la existencia de un eje
6ptico en la direccién de fi, (birrefringencia), con una diferencia entre indices
de refraccion medidos con polarizaciones paralela y normal a A, bastante
apreciable (una diferencia tipica es de 0.2, para el PAA). Por lo deméds, los
nemadticos poseen perfecta simetrfa rotacional en torno a fi; ademads, tienen
simetrfa cuadrupolar en la direccién 1, es decir, los estados de director A, y
—f, son indistinguibles (si las moléculas son dipolares esto implica que la
fase nematica es paramagnética).

Los fluidos neméticos dispersan intensamente la luz visible, debido a
fluctuaciones de larga longitud de onda del director. La distancia media que
un fotén puede recorrer en un nematico sin ser dispersado es ~ 1mm, por lo
que los nematicos muestran una apariencia turbia.

La tase nemadtica s6lo se presenta en materiales aquirales (que no distinguen
entre derecha e izquierda), bien porque sus moléculas lo son, bien porque el

sistema es una mezcla de moléculas dextrégiras y levégiras. Estas moléculas
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pueden ser tanto de forma alargada (PAA, MBBA, etc.) como planas, con
forma de disco. Sin embargo, hay una distincién importante entre ambas: en
el primer caso el eje molecular tiende a estar paralelo al director fi, mientras
que en el segundo es el eje perpendicular al plano molecular el que tiende a
alinearse con fi; esto se refleja macroscépicamente en el signo de la
birrefringencia (o equivalentemente del pardmetro de orden), positivo en el
primer caso y negativo en el segundo. Un esquema de la fase nemdtica
aparece en la figura 1.4.

Figura 1.4: Aspecto microscépico de las fases neméticas de moléculas (a) alargadas o (b)
planas.

1.3.2 Fase colestérica

La fase colestérica es localmente igual a la nematica, esto es, los centros de
masa de las moléculas estdn completamente desordenados, mientras que sus
orientaciones se concentran preferentemente en torno a un eje marcado por
un director fi. Sin embargo, en esta fase fi no es constante en el espacio, como
ocurre en la fase nemadtica; sino que adopta una configuracién helicoidal (ver
figura 1.5). Asf, si tomamos el eje helicoidal paralelo al eje Z, el director
queda parametrizado de la forma:

Ny = €0s o (z — Zo)
n, = sen qo(z — zq)
n, =20
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Tanto el eje helicoidal como zy son arbitrarios, como ocurria en la fase
nematica con la direccién del director y como ocurre siempre que un grupo
continuo de simetrias se rompe espontaneamente. Debido a la equivalencia de
los estados il y —1 el sistema es periédico con periodo igual a la mitad del
paso de la hélice, esto es L = 1/|qg|. Cabe aclarar que se le llama paso de la
hélice a la distancia que necesitamos recorrer para encontrar la misma
orientacién entre dos vectores 1 sin que entre ellos exita otro que comparta
la misma orientacién (ver figura 1.5). L es siempre mucho mayor que las
dimensiones moleculares (tipicamente 3000 A) y comparable a las longitudes
de onda Opticas, lo que produce dispersién Bragg de los haces de luz. En
todas las restantes propiedades la fase colestérica es similar a la nematica, por
lo que ésta Gltima puede considerarse un caso particular de fase colestérica,
con qqy = 0.

= 1

&
\!
N\
AWy
A\
W\

\

Figura 1.5: Esquema de una fase colestérica.

Encontramos fases colestéricas solamente en sistemas esencialmente quirales,
bien constituidos por moléculas quirales, bien formados por mezclas no
racemicas. Esto se traduce en que el signo de g no es arbitrario, sino que
depende de la quiralidad del sistema; asi, podemos encontrar materiales
colestéricos con la hélice a izquierdas o a derechas (siempre en el mismo
sentido y a la misma temperatura). Ejemplos tipicos de materiales
calestéricos son los ésteres del colesterol (figura 1.2), de los que esta mesofase
recibe su nombre.
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1.3.3 Fases esmécticas

El término esméctico, procedente del griego ounypa, que significa jabén, fue
acuiado por Friedel para denotar ciertas mesofases cuyas propiedades
estructurales recordaban las de los jabones. Basicamente las fases esmécticas
se caracterizan por poseer una estructura de capas con un espaciado muy bien
definido, de modo que puede observarse un pico muy acusado en los espectros
de difracciéon de rayos X. Asi pues, las fases esmécticas son mas ordenadas
que las fases nemdtica y colestérica porque, ademds de la ordenacién
orientacional de los constituyentes del sistema, presentan un grado
intermedio de orden posicional.

Aunque Friedel reconocié una tnica fase esméctica, enseguida empezd
a verse que habia varias fases diferentes que posefan la misma propiedad
estructural de formar capas. Se las empez6 a clasificar afiadiendo una letra al
nombre de esméctico. Hoy dfa hay identificadas catorce fases esmécticas y
nada permite suponer que la lista se vaya a cerrar ahi. De entre todas ellas,
las tres mas importantes son denotadas con las letras A, By C.

Esméctica A

Esta fase presenta una estructura en capas de un grosor similar a la longitud
de los constituyentes (ver figura 1.6). Los centros de gravedad de las
moléculas de cada capa se distribuyen sin ningin orden posicional; ademds, la
correlacién entre capas es despreciable, por lo que cada capa puede ser
considerada un liquido bidimensional. Por otra parte, las moléculas estidn
orientadas en torno a la direccién perpendicular al plano de la capa (eje Z), de
modo que el sistema es Opticamente uniaxial, siendo el eje éptico el normal a
las capas. La simetria de la fase queda completamente definida afiadiendo que

las direcciones +z y - Z son equivalentes.

] g

_“
anp=
——
Wiy, | "y,
e

h_f

Hh’

oy | S, | gy,

111

Figura 1.6: Esquema de una fase esmética A.
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Esméctica C

La tnica diferencia entre esta fase y la anterior es que el eje en torno al cual
se orientan las moléculas no es el normal a las capas, sino que forma con él un
angulo 0 (ver figura 1.7). De este hecho resulta un espaciado entre las capas
d =1cos 0, siendo 1 la longitud de los constituyentes. Esta fase es, pues,
6pticamente biaxial.

La existencia de la fase esméctica C requiere que los constituyentes del
sistema sean Opticamente inactivos o que se trate de una mezcla racémica. Si
no es asi, en lugar de esta fase se obtiene una equivalente en la que el vector
director de la orientacién molecular i precesa en torno al eje normal a las
capas, dotando a la fase de una estructura helicoidal cuyo paso de hélice, p, es

mucho mayor que el espaciado entre las capas (tipicamente, p/d ~ 103). Esta

fase recibe el nombre de fase esméctica C*.
/1 /771 11

/
AV AV I BB
/S /7 /L VT /T

Figura 1.7: Esquema de una fase esméctica C.

Esméctica B

Lo que diferencia esta fase de las dos anteriores es la ordenacién posicional
dentro de las capas. Tanto el esméctico A como el C (o el C*) consisten de un
apilamiento de capas liquidas bidimensionales; en el esméctico B las capas
estdn formadas por sélidos bidimensionales con estructura de red triangular
o bien por otro tipo de tase bidimensional, entre el liquido y el sélido, llamada
tase hexatica. Esta fase se caracteriza porque la correlacién entre posiciones
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de las moléculas en el plano es de corto alcance, mientras que la orientacién
de los vectores de la red es constante a lo largo del sistema. Por este motivo,
el tipo de orden que exhibe esta fase se denomina orden orientacional de
enlaces.

La existencia teérica de la fase hexatica es una consecuencia de la teorfa de
Kosterlitz-Thouless aplicada a la transicién sélido-liquido en 2D. La teorfa
predice una transicién continua mediada por la disociacién de pares de
dislocaciones. Halperin, Nelson y Young, elaboraron los detalles de esta
teorfa y predijeron la existencia de la fase hexatica entre el sélido y el liquido.
Birgeneau y Litster sugirieron la posibilidad de encontrar un cristal liquido
3D formado por capas hexaticas 2D cuya interaccién diera lugar a una
ordenacién orientacional de enlaces 3D de largo alcance. La existencia de esta
tase quedd establecida inequivocamente tras los experimentos de difraccién
de rayos X de Pindak. Esta fase recibe actualmente el nombre de fase
hexatica B para diferenciarla de la fase esméctica formada por capas de
cristales 2D, también denominada cristal B. La tase hexdtica B aparece entre
la esméctica A y alguna fase liquido-cristalina con orden posicional en las tres
dimensiones (como por ejemplo, la fase cristal B).

Esmécticos “exdéticos”

El rango de fases esmécticas que no se clasifican en los tres grupos anteriores
va desde la D a la K (incluyendo algunas variedades “estrella”). En conjunto
reciben el nombre genérico de esmécticos exéticos. Algunas de estas fases
parecen ser auténticos cristales con orden 3D de largo alcance, y por lo tanto
no pertenecen al ambito de las mesofases. La mayorfa, sin embargo,
constituyen variedades de la fase esméctica B que incluyen la inclinacién del
director de las capas con respecto a la normal (y en algunos casos su
precesion) y posibles distorsiones de la red cristalina hexagonal.
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Capitulo 2

Termodinamica

2.1 Primera ley de la termodinamica y Equilibrio

La primera ley se refiere a la energfa interna. La cantidad, a la cual damos el
simbolo E, es detfinida como la energfa total del sistema. Postulamos que esto
obedece dos propiedades. La energfa interna es extensiva. Esto quiere decir
que si E; y E, son las energfas respectivas de dos sistemas fisicos, la energifa
E del sistema compuesto por ambos es la suma:

E=E, +E, (1)

Debido a esta aditividad, propiedades extensas dependen directamente del
tamariio del sistema. En otras palabras, si doblamos el tamario del sistema que
mantiene otras cosas fijas, la energfa del sistema se duplicara.

La propiedad fundamental del segundo postulado es la afirmacién de que la
cantidad total de energfa en cualquier sistema aislado (sin interaccién con
ningln otro sistema) permanece invariable con el tiempo. Esto quiere decir
que si la energfa de un sistema cambia, debe ser como consecuencia de influir
sobre el sistema, es decir, que se permite el flujo de alguna forma de energfa
hacia o a partir del sistema. Una cosa que podemos hacer es realizar trabajo
mecanico. Empiricamente sabemos que la energfa de un sistema puede ser
cambiada si se hace trabajo sobre el sistema, o si se permite el flujo de calor
hacia el sistema. Por lo tanto, escribimos como una definicién de calor:

dE = dQ + dW (2)

Esta es conocida generalmente como la primera ley. La dW es la diferencial
de trabajo realizado por el sistema (manipulando las limitaciones mecanicas),

y €Q es el diferencial del flujo de calor del sistema. Estamos denotando con €
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al diferencial inexacto, esto es que depende del camino por el cual se realizo el
proceso. El término del trabajo se puede escribir en forma general de la forma

dw = f - dX (3)

donde f es "la fuerza" aplicada, y X representa una variable mecdnica
extensiva. Un ejemplo familiar es

dW = —pdV (4)

Donde V es el volumen global del sistema, y p es la presién externa ejercida
sobre nuestro sistema. Otro ejemplo

dW = fdL (5)

Donde f es la tensién aplicada a una banda elastica y L es la longitud de
aquella banda. En general, hay muchas variables mecanicas extensivas, y sus
cambios implican trabajo. La notacién vectorial abreviada, f - dX, es usada

para indicar todos los términos de trabajo asociados al sistema, f;dX; +
fz dXZ + AR

La definicién de calor estarda completa solamente si postulamos una forma de
controlar su transferencia de un sistema fisico a otro. Para eso damos la
definicién siguiente: se llama paredes adiabdticas a las que prohiben el paso de
calor de un sistema a otro. Asi, cuando un sistema pasa de un estado A con
energfa E,, a otro estado B con energfa Ep, lo hace mediante un proceso
mecanico en el que las paredes adiabaticas impiden cualquier otra forma de
transferencia de energfa distinta a la del trabajo mecanico. Entonces el
cambio en la energia del sistema fisico serd E, — Ep. En cambio, si el mismo
proceso se realiza cuando ha sido retirada al menos una de las paredes
adiabdticas, y sucede que el cambio de energia ya no es E, — Ep, habrd que
reconocer que estd presente otra clase de transferencia de energfa distinta.
Esa diferencia es la que llamamos calor. De ser asf, hay que reconocer,
ademas, que el proceso ya no es puramente mecéanico.

En esta observacién sobre la medicién de la energia, asumimos que hay un
medio experimental para caracterizar "el estado" de un sistema.
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Experimentalmente sabemos que los sistemas aislados tienden a evolucionar
espontdneamente hacia estados simples terminales. LLlamaremos estados de
equilibrio a estos estados. Por "simple" significamos que macroscépicamente
puede ser caracterizado por un pequeiio nimero de variables. En particular,
el estado de equilibrio de un sistema estd completamente caracterizado
macroscépicamente especificando las variables E y X. Para un sistema en el
cual las variables mecanicas relevantes extensivas son el volumen y los
ntimeros de moléculas, las variables que caracterizan el sistema son

E,V,nl,...,n]-,...,nr (6)

Donde E es la energfa, V el volumen, n; numero de moles de la especie j, y n,

el subindice r se refiere a las componentes.

S1 un campo eléctrico es aplicado, el dipolo total del sistema debe ser afiadido
a la lista de variables relevantes.

A propdésito, en un desarrollo completamente deductivo de la termodinamica
macroscépica, habrfa que distinguir entre variables de composicién
N, Ny, ..., Ny, el nimero de moles y las variables mecanicas extensivas como
el volumen, V. Esta observacién puede ser usada para verificar que las
variables de composicién juegan un papel matematicamente equivalente a las
variables mecénicas estdndar extensivas.

La lista completa de variables relevantes es a veces una cuestién dificil a nivel
experimental. Pero independiente de la lista, el rasgo més importante del
estado de equilibrio macroscépico es que es caracterizado por un pequeno
nimero de variables, pequefio comparado al nimero de grados de libertad
mecdnicos que son necesarios para describir en general un estado de no
equilibrio arbitrario de un sistema macroscépico de muchas particulas.

Practicamente ningtn sistema de interés fisico es rigurosamente un estado en
equilibrio. Sin embargo, muchos estan en equilibrio metaestable, que por lo
general puede ser tratado con la termodindmica de estados en equilibrio. Si
en el transcurso de la observaciéon del sistema, aparece que el sistema es
independiente del tiempo, independiente de su historia, y no hay ningtn tlujo
de energfa o materia, entonces el sistema puede ser tratado como uno que se
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encuentra en equilibrio, y las propiedades del sistema pueden ser

caracterizadas solo por las variables E, V,nq, ..., n,.

2.2 Segunda ley de la termodindmica

Postulado de la segunda ley de la termodindmica, que establece lo siguiente:

Existe una funciéon de estado extensiva, S(E,X), la cual es
mondtona creciente de E, y si el estado B es realizado

adiabédticamente desde el estado A, entonces Sg = Sp.

Note que si el estado B es reversible y llevado al estado A, entonces el
proceso B = A podra ser realizado también adiabaticamente. En este caso, el
postulado implica que Sy = Sg. De ahi, si dos estados, A y B, son accesibles a
un proceso adiabatico reversible, entonces Sy = Sg. En otras palabras, el
cambio en el sistema es entonces AS = Sg — S, = 0 es cero para un proceso

reversible adiabatico, y en otro caso AS es positivo para cualquier proceso
adiabético naturalmente irreversible. Es decir

(As)adiabético =0 (7>
donde la igualdad se tiene sélo para cambios reversibles.

Las palabras "reversible" e "irreversible" merecen un comentario. Un proceso
reversible es aquel que exactamente puede ser restablecido por cambios
infinitesimales en las variables de control. Como tal, esto es un proceso
termodindmico cuasi estatico realizado arbitrariamente bastante despacio de
modo que en cada etapa el sistema esté en equilibrio. En otras palabras, un
proceso reversible progresa dentro de miultiples estados de equilibrio. Estos
estados simplemente son caracterizados por unas variables, cualquiera de
estos procesos puede ser invertido controlando aquellas variables; de ahi el
nombre "reversible". Otros procesos naturales, por otra parte, requieren
multiples cambios de estado no-equilibrio infinitamente mas complejo, en
general, el registro de un enorme nimero de variables para caracterizar estos
estados. Sin controlar todas estas variables, es sumamente improbable que en
una tentativa de invertir tal proceso, uno observara al sistema pasar por los
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mismos puntos en el espacio de estados. De ahi, que el proceso es

"irreversible". La funcién extensiva de estado, S(E, X), se llama Entropfa.

La entropia obedece también otras propiedades importantes. Para
encontrarlas, consideremos su forma diferencial

as as
ds = (E)x dE + (&)E - dX (8)
donde el segundo término es una abreviatura para (9S/0X;)dX; +
(0S/0X,) dX, + - - -. Para un proceso reversible, también tenemos
dE = (dQ)rey + f - dX (9)

Aqui, debido a la reversibilidad, "la fuerza", f, es una caracteristica del

sistema. Por ejemplo, en el equilibrio, las presiones aplicadas por fuera, pext,
son las mismas que la presién del sistema, p.

La combinacion de las dos Gltimas ecuaciones da
aS aS aS
ds = (5), (4Qrev +|(55), + (55), £ - ax  (10)

Para un proceso adiabdtico reversible se cumple que tanto dS como (€dQ) ey
son cero. Ya que la Gltima ecuacién debe cumplirse para todos los procesos
reversibles, esto debe contener a los procesos reversibles adiabaticos. Para
asegurar este comportamiento, el término en corchetes en la tltima ecuacién
debe ser idéntico a cero. De ahfi

aS as
(5); =~ o), ! ()
0X/E 0E/x
Todas las cantidades implicadas en esta ecuacién son las funciones de estado.

Por lo tanto, la igualdad se verifica para procesos no adiabaticos asi como
adiabdticos.

Se postula que S es una funcién monétona creciente de E; es decir
(0S/0E)x > 0, o (0E/0S)x = 0. Este ultimo termino se define como la

temperatura, T. Es decir

T

(Z—};)X >0 (12)
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Tanto E como S son variables extensivas, la temperatura es intensiva. Es
decir T es independiente del tamario del sistema.

Las dos tltimas ecuaciones se combinan para obtener
(0S/0X)g = —f/T (18)

Por lo tanto, considerando dS = (3S/ OE)xdE + (3S/ 0X)g - dX, tenemos
ds = () dE — (3) - dX (14)
o bien
dE = TdS + f - dX (15)

Segin esta ultima ecuacién, la energfa para estados en equilibrio es

caracterizada por S y X, es decir
E = E(S,X) (16)

Las ecuaciones presentadas en esta seccién son las relaciones fundamentales
que constituyen la afirmacién matemadtica de la segunda ley de la
termodindmica.

2.3 Transformaciones de Legendre y Funciones

Auxiliares

La simplicidad con la cual se pueden realizar los analisis es mejor si se
introducen ciertos conceptos matematicos y métodos.

Uno de estos métodos es el procedimiento de las transformaciones de
Legendre. Para ver por qué este método es util, vamos a utilizar la forma
apropiada del diferencial de trabajo reversible. En este caso, para
desplazamientos reversibles

f-dX = —pdV + 2{;1 uidni (17>
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donde p es la presién del sistema, V es el volumen del sistema, n; es el
nimero de moles de especie i (de los cuales hay r especies), y U; es el
potencial quimico de la especie 1. El potencial quimico es definido por la
ecuacién anterior. Expresa la razén de cambio reversible de la energfa interna
provocado por el cambio en el nimero de moles n; manteniendo los otros

nameros de moles a S y V, constantes. El potencial quimico es la propiedad
intensiva que controla la masa o el equilibrio de particulas tal como la
temperatura controla el equilibrio térmico. Los gradientes de los potenciales
quimicos inducirdn el flujo de masa o cambios de atomos y moléculas, y la
ausencia de tales gradientes asegura el equilibrio de la materia en el sistema.
Los procesos de flujo de 4tomos y moléculas del sistema con el ambiente son
por los cuales el equilibrio entre las fases diferentes de materia y entre las
diferentes especies quimicas es establecido.

En vista de la forma para f - dX, tenemos
dE = TdS — pdV + Z{=1 uidni (18)

Asi, E=E(,V,ny,..,n.) es funciéon natural de S, V y las n;. Por
consiguiente, los principios variacionales (AE)gy, > 0y (8E)gy, = 0 nos
dicen los hechos sobre los estados de equilibrio caracterizados por S, V, y las
n;. Se utiliza la transformacién de Legendre para utilizar variables de estado
que no sean E, Vyn o S, Vy n las cuales sean mas faciles de manejar en el

experimento para caracterizar los estados de equilibrio. Veamos el siguiente
caso:

Supongamos f = f(X4...,X;) es una funcién natural de X;...,X,. Entonces

df = in=1 uidxi , u; = (af/aXi)Xj (19)
Definimos
g=f— il WXy (20)

Claramente
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n

dg = df — 2 [u;dx; + x;du]

i=r+1
n n n
= Zuidxi — z u;dx; — z x;du;
i=1 i=r+1 i=r+1
r n
= Z u;dx; + z (—x;) duy;
i=1 i=r+1

Asi, g = g(Xy, ..., Xp, Upgq, -, Uy) €s una funcién natural de Xq...,X, y las
variables conjugadas a Xy4q...,X,, a saber, Up;q...,u,. La funcién g es
llamada la transformacién de Legendre de la funcién f. Esto transforma la
dependencia sobre X;y;q...,X;, a una dependencia sobre Upiq,...,Uy.
Entonces resulta que este tipo de construccién proporciona un esquema para
introducir una funcién natural de T, V, y n ya que T es simplemente la
variable conjugada de S. Pero para el esquema de proporcionar una solucién
satisfactoria, la transformacién de Legendre, g = g(Xq, ..., Xp, Upgq, -, Up),
no debe contener mas informacién que f = f(x;...,X,). Esta equivalencia se
establece notando que siempre nos podemos regresar a la funcién f original

f=f(x1...,X,). Geométricamente, esta observacién corresponde al hecho
que dentro de una constante, una funcién equivalentemente puede ser
representada sobre una familia de lineas tangentes o por el lugar de puntos

que satisfacen f = f(x4...,Xp).

Para construir una funcién que tenga como variables naturales a T, V, y n, se
procede como sigue:

F=E—-TS=F(T,V,n) (21)
Esta funcién se llama la energfa libre de Helmholtz. Claramente

dF = —SdT — pdV + Y{_, w;dn; (22)
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La transformacién de Legendre nos permite cambiar una variable
termodindmica por su variable conjugada. Los cambios entre pares no
conjugados no son posibles en este enfoque.

Otra posible transformacién de Legendre que especifique el estado de
equilibrio de un sistema es

G=E—TS—(—pV)

=E—-TS+ pV = G(T,p,n)

H=E—-(-pV) =E+pV

= H(S,p,n)

que se llaman la energifa libre de Gibbs y la entalpia, respectivamente. Sus
calculos diferenciales son

dG = —SdT + Vdp + )}j_; nidn; (23)

dH = TdS + Vdp + Z{=1 uidni (Q4<>

2.4 Relaciones de Maxwell

Una vez que se dispone de las funciones auxiliares, hay muchas variables que
pueden ser relacionadas. Por ejemplo se puede considerar

(3S/0V) (25)
En la cual vemos a S como funcién de v, T, n.

Para analizar esta expresion, nos fijamos en la siguiente diferencial que tiene

como funciénes naturalesa T,V,y n:

dF = —SdT — pdV + pdn
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Nétese que si df =adx+bdy, entonces (da/dy)x = (db/0dx),. Por

consiguiente, la forma diferencial para F implica
(as/aV)T,n = (ap/aT)V,n (QG)
que es una de las relaciones de Maxwell.

Como otro ejemplo, considere (0S/ dp)ty, en la cual se ve a S como funcién

de p, T,y n. la forma diferencial para G
dG = —SdT + Vdp + pdn

Otra vez, si adx+ bdy es una diferencial exacta, entonces (da/dy)y =
(0b/0x)y; por consiguiente, el diferencial de G implica la relacion

(0S/0p)1n = (OV/0T)pn (27)

que es otra de las relaciones de Maxwell.
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Capitulo 3

Teoria de la elasticidad

3.1 Cinematica

En este trabajo abordaremos a los cristales liquidos como cuerpos elasticos.
Se entiende por un cuerpo eldstico a aquél que tiene la propiedad de regresar
a su forma original después de sufrir una fuerza externa, que en este contexto
se llaman esfuerzos. La caracteristica principal del régimen elastico es que se
establecen relaciones lineales entre los esfuerzos aplicados y las
deformaciones observadas, que aqui llamaremos desplazamientos. Esta
relacién lineal resulta valida para ciertos valores de los esfuerzos y de las
deformaciones.

Esta relacion lineal involucra ciertas constantes, que reciben el nombre de
modulos de elasticidad. Entre estos se pueden mencionar, por ejemplo, el
moédulo de Young, el de rigidez y el médulo de bulto.

También estdn el cociente de Poisson, el primer pardmetro de Lamé y el
modulo de ondas P, entre otros ejemplos.

En general, los desplazamientos y los esfuerzos se pueden expresar mediante
vectores y el conjunto de constantes (o médulos) mediante una matriz. En
esta seccion utilizaremos el convenio de suma de Einstein, en el cual se
eliminan los sfmbolos de sumatoria y entendiendo que los indices repetidos
en la expresion resultante indican suma sobre todos los posibles valores del
indice.

Tensor de deformaciones

Los sistemas materiales en general sufren desplazamientos. Deberemos
distinguir por lo tanto entre un desplazamiento sin deformacién de otro en el
que ademds se pueda producir una alteracién del sistema, que denominaremos
deformacién. Se dice que un medio continuo sufre deformaciones si las
distancias relativas entre puntos cambian a lo largo del tiempo.
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Si consideramos un punto del sistema que en el instante t = 0 se encuentra
en el punto de coordenadas (X;,X,,X3) y que en el instante t se halla en
(X1,X3,X3) que de acuerdo con la dindmica del sistema se puede expresar en

términos del punto anterior mediante x; = f;(X,t), entonces un punto que
distaba dX; del X distara dx; del x dado por

of;
dx; = —

i = 5, (X, ) dX; (28)

Esta diferenciacién se realiza a t constante y en el instante t. A la matriz
Fj; = 0f;/0X; se le da el nombre de gradiente de la deformacién en el punto X
y en el instante t. Andlogamente, si tenemos otro punto préximo al X que
dista 6X; entonces distara del X en el instante t un valor 6x; dado por

5Xi = Fl] (X, t)SX] (29)

Para determinar la deformaciéon no basta con medir las diferencias entre las
componentes dX; y dx; pues en general una rotacién las modifica. Una
posibilidad es comparar los moédulos |dX|y |dx|, pero en este caso una

rotaciéon del sistema material tampoco los alterarfa. Por eso se define la
deformacién estudiando la variacién del producto escalar entre dos elementos
arbitrarios

dx-o0x —dX: 86X = dXiSXi - kaSXk = Fl] dX] FiISXl - kaSXk

pero los tltimos elementos los podemos poner

ka = 81(] dX], 6Xk = 8k18X1, kaSXk == 81(] dX] 6k18X1 == SJIdX] 8X1

Con lo que
(Fi;Fi — 8;1)dX;8X; = 2R;dX;8X; (30)
Al tensor Cj = FyjFy; se le denomina tensor de las dilataciones, ya que

establece en cada punto como se expresa dX - 0X en términos de dX - 6X. El
tensor R;; = (Cij — Sij)/Z recibe el nombre de tensor de deformaciones. Esta
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definido en cada punto del medio material y sirve para calcular alrededor de
cada punto cémo han variado los diferentes productos escalares entre pares
de vectores con origen en ese punto. Si todas sus componentes R;;(X,t) son
nulas en un punto, es que no ha habido deformacién alrededor de ese punto.

Teorema La condicién necesaria y suficiente para que no exista deformacién
en el punto X desde el instante inicial t = 0 hasta el tiempo t, con respecto a
la configuracién inicial es que el tensor de deformaciones Rj;(X,t) = 0, en el
punto X.

Diagonalizacion del tensor de deformaciones

El tensor de dilataciones Cj; = Cj; es simétrico y definido positivo por lo que
sus valores propios son reales positivos.

El tensor de deformaciones Rj; = R;j; es simétrico y posee los mismos
vectores propios que el Cj; y sus valores propios Rj estdn ligados con los de
éste C; mediante R} = (C] — 1)/2 >—1/2.

Los valores propios Rj, en el caso de ser pequefios comparados con la
unidad, representan la deformacién relativa de los correspondientes
elementos de longitud, pues a lo largo de la correspondiente direccién

principal se tiene dx* — dX? = ZR]-dXZ, con lo que dx/dX =,/1+ 2R} =
1+Ry+ O(RJZ), y asf dx = dx + R;dX. Si inicialmente tenemos un elemento

de volumen de lados dX, dY y dZ, y después de la evolucién se transforma en
el elemento de lados dx, dy y dz, el volumen del sistema se obtiene

dV’ = dxdydz = (1 + R,)(1 + R,)(1 + R;)dXdYdZ
~ (1+ R, + R, 4+ R;)dXdYdZ = (1 + R;)dV

a primer orden en las deformaciones, ya que la traza de un tensor es

invariante bajo los cambios de coordenadas. Despejando la traza Rj;

dv’—av
Rii = — (31)
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La traza del tensor de deformaciones nos mide la variacién relativa del
volumen del sistema en cada punto. Por eso un tensor de deformaciones de
traza nula corresponde a una deformacién sin cambio local de volumen.

Si un valor propio R; < 0, entonces en la correspondiente direccién
principal

dx = /1 + 2RdX < dX

y por lo tanto existe una contraccién, en tanto que existe una dilatacién si

R; > 0. Si el valor propio es nulo, entonces no existe modificacién del
elemento de arco que tiene esa direccion.

Sin es un vector unidad, la magnitud

dxN = / 2niRi]- n]- dX

nos mide la deformacién del elemento de arco dX = ndX. Efectivamente, si
dx es el transformado del dX, con dX; = n;dX, el calculo de dx? — dX? =
2R;;dX;dX; = ZRi]-ninj(dX)z. Podemos pues interpretar que 2R;n;dX es el
elemento deformado del n;dX, que proyectado sobre sf mismo, nos da el valor

de la deformacion normal.

Tensor de deformaciones linearizado

Si llamamos u = X — X al desplazamiento sufrido por el punto X, resulta que
Xj = Xi + ui(X, t)

y de aqui Fj; = &; + du;/dX;, con lo que

1(0u; , Ouj 1 duy duyg
1 2 \ 0% + 0X; + 2 0X; 0Xj (3 >

que contiene una parte lineal en el desplazamiento y otra cuadratica. Si las

variaciones de los desplazamientos |0ui/de| &1 son muy pequenas
entonces es buena la aproximacién del tensor de deformaciones por el tensor
de deformaciones linearizado en la formulacién Lagrangiana
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1(0u; dy 1
Lij =5 a_xj+a_xi =5 (Fy + Fji) — 8

o en su formulacién Euleriana
B 1 (0y; N du;
by 2 aX] aXi

En este caso de pequenos desplazamientos, si u(x,t) es lo que se ha
desplazado el punto X, entonces du; = du;/0%; dx; = Ujdx;. Al tensor Uy le
denominamos tensor gradiente de los desplazamientos. Si esta modificacién
que es lineal en los dx; se puede poner como du; = €,k (X 1)dx;, la
modificacién en el punto X de la variacién du = w X dX, corresponde a una
rotacién local. En este caso Uj = Uj;. El tensor de deformaciones es,
precisamente, la parte simétrica del tensor U

1
Ryj =~ (Uy + Uji)

dat
N +

1
xt+dx //

X 'y

Figura 3.1 Representacion vectorial de los desplazamientos de x y u.

en tanto que la parte antisimétrica de Uj; contiene informacién local de como
ha rotado el medio alrededor del punto. Por eso, si el gradiente de
desplazamientos Uj; es un tensor antisimétrico entonces Rj; = 0.

Segtn la figura, si dos puntos préximos distan dx;, bajo una pequena
deformacién distaran dx’; = dx; + du;, por lo que

2 2 aui aui aui
dx'* = dx* + 2 —dx;dxy +
an

El segundo término se puede escribir de forma mas simétrica
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aui
an dXi ka =

(aui duy

an + 6_x1> dXika

Con lo que

dx'? = dx? + 2e;. dx;dx e = 1 ou; + Ou + 9u; O
AT k™ 2\ox,  0x;  0x; 0%y

Si el gradiente del desplazamiento es pequefo, por ejemplo en las
deformaciones de los soélidos, el término de primer orden en los
desplazamientos

1 au; (’)uk) _
elk - 2 (an + l):d] - ekl (33)

Estados de deformacion planos

Otra de las caracteristicas de las matrices n X n simétricas es que sus valores
propios son reales y los correspondientes vectores propios son vectores
ortogonales. Si escogemos como base del espacio vectorial estos vectores
propios, entonces en esta base la matriz queda representada como una matriz
diagonal en la que los elementos de la diagonal son precisamente sus valores
propios. Esto mismo es vélido para los tensores simétricos. Cuando uno de
los valores propios del tensor de deformacién en un punto es nulo, entonces
se dice que en ese punto el estado de deformaciones es plano y el tensor
adopta la forma matricial

Ri1 Rz O
Rij =|Riz Ry O
0 0 0

Tensor de velocidad de deformacion

Vamos a expresar como se deforma un medio por unidad de tiempo. Lo que
interesa medir es con qué velocidad cambian estos cambios de posicion. Esto
contrasta con el analisis de la deformacién de un sélido que practicamente
permanece estdtico, del cual interesa medir su deformacién global. Si
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consideramos como anteriormente la variacién del producto escalar dx - 8x —
dX-8X de dos elementos infinitesimales ahora lo que queremos es
determinar c6mo cambian por unidad de tiempo, esto es la

d(dx - 8x — dX - 8X)/dt = d(dx - 8x)/dt, ya que tanto dX como 8X no son

funciones de t. Entonces

d(dx) _ a(af(Xt) dX]> 2 (M) dX; = viXH) dX; = vikY 4% Xk (84)
]

dt at\ 9 ot 0X; 0
pues
dv; Wi 4% _ 0v; 0%y Pk ax, _ 0y q
ox; X = 5% axX; T ax K
Si ahora calculamos
d(dx-dx) 0dvi(xt) ovi(x,1) av; 0vy
= dx 6x; + dxy———86 -=( )d 8x;
dt x CXROXi + AXk T 0K = \Gh T Bk, ) AXKOK
= ZDikkaSXi

El gradiente espacial del campo de velocidad instantdneo define un tensor
que lo llamamos tensor gradiente de velocidad Yj; = dv; / 0x;, el cual puede
descomponerse en sus partes simétricas y antisimétricas Dy y Vj
respectivamente. Y = D + V. Al tensor simétrico

D _1 aVi+an D _dRij
U 2\ex  ox ) T dt

donde vi(x,t) es el campo de velocidad en el punto x en el instante t, se le
denomina tensor de velocidad de deformacién y estd descrito en términos de
las variables Eulerianas, y como acabamos de ver contiene la informacién que
da cuenta de la velocidad de deformacién (o deformacién por unidad de
tiempo) de dx-d8X, para cada par de elementos dx y &8x alrededor de
cualquier punto.

Al tensor antisimétrico

Vi = 1 aVi n aV] — vy
by aX] aXi B i

se le denomina tensor de vorticidad o giro y representard la velocidad
angular de giro del medio alrededor de cada punto.
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Teorema La condicién necesaria y suficiente para que no exista deformacién
de una cierta regién R entre los instantes t; y t, es que el tensor de velocidad
de deformacién D(x,t) = 0, en todo punto x € R de la regién y para todo

te (ty, tz).

3.2 Tensiones

Campo de densidad

Es un campo escalar. Si consideramos un cierto elemento de volumen
dV = dxdydz alrededor de un punto r y en el instante t, el campo de densidad
p(r,t) es aquella funcién continua de r y de ttal que en cada punto

p(r,t)dV = dm representa el valor de la masa del sistema en ese elemento de
volumen.

Campo de tensiones

Un medio continuo en general, en el que los distintos componentes
interaccionan entre si deberemos conocer cudl es la fuerza que una parte del
sistema hace sobre otra en los distintos puntos del mismo. Para ello es
necesario definir cudl es el sistema sobre el cual vamos a considerar la fuerza
que hace el resto del material, que se considera como el exterior al sistema.

Pueden existir dos tipos de fuerza: Una fuerza de tipo volumétrica que
actlia sobre cada elemento de volumen que también recibe el nombre de
fuerza mésica (como la gravitatoria y electromagnética) y otro tipo de fuerza
que actia sobre cada elemento de superficie, bien sobre la superficie exterior
de la frontera del medio continuo, bien sobre cada elemento de superficie de
una parte del sistema por parte de otra como fuerza de contacto.

Supongamos pues una pequefia porcién del medio continuo y fijémonos
en su superficie exterior. Cada elemento de superficie de valor dS tiene una
orientacién caracterizada por un vector unidad n perpendicular al plano
tangente en ese punto. A veces solemos representar dicho elemento de
superficie por el vector dS = ndS. La fuerza de contacto que la materia
exterior hace sobre este elemento de superficie dependerd tanto de la
extensiéon dS como de la orientacién n. El Principio de tensién de Cauchy
establece que en el limite cuando dS — 0 existe una fuerza resultante
definida por unidad de 4rea en dicho punto que solamente depende del punto
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y de la orientacién, y que el momento de las fuerzas sobre el elemento,
respecto del punto, es cero.

Debemos por lo tanto definir en cada punto r de un medio continuo (y
en cada instante t en el caso de una evolucién dindmica), una fuerza por
unidad de érea f(r,n) para cada posible valor de la orientacién n. De esa
manera, sobre cada elemento de superficie de valor dS y orientacién n se
ejercera por parte de la materia exterior una fuerza de valor dF = f(r,n)dS.

Aunque la expresién general de f(r,n) pudiera parecer muy
complicada, pues cada una de sus tres componentes depende de seis variables
Xijyn; i,j = 1,2,3, sin embargo la dependencia de la orientacién es simple:
es una dependencia lineal.

fi(r, n) = Gi]-(r)n]- (35)

A las 9 funciones (luego veremos que solo 6 son independientes) 0j; (r) se les
conoce con el nombre de componentes del tensor de tensiones o en el
punto r. EI conocimiento de esas 9 funciones en cada punto, junto con (35),
nos sirve para calcular en cada punto de un medio continuo la fuerza que una
parte del sistema ejerce sobre otra. Tenemos asi definido sobre el sistema
material el campo tensorial de tensiones.

La expresién (35) también admite la representacién matricial

£ 011 012 O13\ /My
f, | =021 022 O33Ny
f5 031 032 033/ \N3

Si denominamos por €; al vector unidad en la direccién X; y por 6 queremos
representar el tensor de tensiones en forma matricial, resulta que las
componentes del tensor se pueden calcular, mediante

O'i]-=e;F-0'-ej

Esto nos servird para calcular las componentes del tensor de tensiones en
cualquier otro sistema de referencia ortogonal, como es el caso de usar
coordenadas esféricas o cilindricas. En efecto, si hacemos un cambio de base,

e’; = Rjje;, siendo Rjj la matriz de rotacién de cambio de base, entonces

4 — ,T 7 — T —
0’y =e’j -0-ej = Rykey - 0 Rje; = RikRjj09
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que es la forma de transformar de un tensor.
Podemos observar, que la relacién (35) entre la tensiéon f y la
orientacién de la superficie n, hace que si consideramos la superficie

orientada en sentido contrario —n, la fuerza sea la opuesta —f, lo que
garantiza que se verifica localmente la tercera ley de Newton, puesto que se
intercambian los papeles de interior y exterior del elemento infinitesimal.

Equilibrio estatico. Simetria del tensor de tensiones

Si cada elemento de volumen dVestd en equilibrio, las ecuaciones
tfundamentales de la dindmica establecen que la suma de las fuerzas exteriores
y los momentos de las fuerzas exteriores respecto de un punto cualquiera
deben ser cero.

Sea V un volumen arbitrario. La suma de fuerzas externas sobre él es

j pkdV + f fds
1% SV)

siendo K la fuerza externa por unidad de masa (si se trata Gnicamente del
campo gravitatorio como en muchos ejemplos, tomaremos k = g). Como
fidS = on;dS, la Gltima integral extendida a la superficie cerrada §(V) es en

realidad el flujo exterior del campo oj;, por lo que el teorema de Gauss nos

permite transformarla en una integral extendida al volumen V, de la
divergencia del campo. Asf, la componente 1 de la fuerza total que actia sobre

K + 2% qy
Lpi ox;

Como el volumen de integracién es arbitrario, ya que la condicién anterior se

el volumen V se escribe:

verifica para todo V, entonces, en cada punto de un medio continuo se debe
satisfacer

aO'ij
an

pk; + =0 (86)

son las ecuaciones de equilibrio que satisfacen el tensor de tensiones o, el
campo de densidad p y el campo exterior masico K. Cuando el sistema no sea
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estatico, y exista por lo tanto una evolucién, el segundo miembro de la
ecuacién (86) ya no sera cero, sino que dependera de la masa por unidad de
volumen y de la aceleracién del medio, de acuerdo con la segunda ley de
Newton.

Los momentos de las fuerzas externas respecto del origen de
coordenadas son

Jprxde+j r x fdS
v S(W)

Si usamos (36)

aﬁlk
p(r x K); = pejjixjk; = —€j5 5—
an
La componente i de la segunda integral, como €;xX;fx = €;xX;0Kny, se
expresa como un flujo y usando el teorema de Gauss nos lleva a

aolk

f dv + j 0 ( )dv =0
. €ijl %, o €ijkXjO0Kl =

Nos resulta

jeilkckldV =0
v

que como el volumen es arbitrario, se tiene que en cada punto de un medio

continuo estatico, €0k = 0, es decir 0y = Oy y el campo tensorial o es
necesariamente simétrico.

Direcciones principales. Tensiones principales

El tensor de tensiones ©, considerado como matriz es una matriz real
simétrica. Por lo tanto posee tres valores propios reales y sus vectores
propios correspondientes son ortogonales. A las tres direcciones de sus
vectores propios se les da el nombre de direcciones principales y a los
correspondientes valores propios el nombre de tensiones principales. Si
tomamos como ejes coordenados tres ejes paralelos a las direcciones
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principales en un punto, entonces en ese punto el tensor de tensiones se
escribe en la forma diagonal

0(1) 0 0
o= 0 0'(2) 0
0 0 0'(3)

siendo 0,1 = 1,2,3 las tres tensiones principales. En esas direcciones el
estado de tensién del material en ese punto es solamente de traccién o
compresion (segln que la correspondiente 0(j) sea positiva o negativa) ya que
la fuerza por unidad de 4rea tiene la misma direccién que el correspondiente
vector propio Ngj.

Vemos pues que para calcular el estado de tensiones en un punto de un
medio continuo, hay que medir solamente tres fuerzas en tres direcciones
perpendiculares. Si los vectores unidad de los ejes coordenados son
eq, €, Yy €3, entonces midiendo las fuerzas por unidad de area que se ejercen
sobre cada seccién transversal a las direcciones dadas por los vectores
anteriores, y llamamos fi, f, y f3 a las correspondientes fuerzas por unidad de
area, el tensor de tensiones se construye escribiendo por filas (o por
columnas, debido a la simetria del tensor) sus nueve componentes:

fi; fip fi3 fi; fp1 f31
o= f21 fzz f23 = f12 fzz f32
3, f3 f33 fi3 fy3 f33

De alguna manera el tensor de tensiones 0 es equivalente a la medida de tres
vectores segln tres direcciones ortogonales, con la restriccién de que fj; = f;;.

Tensor de tensiones del campo electromagnético

Si en un medio material establecemos un campo electromagnético, estamos
aplicando unas fuerzas que se superponen a las fuerzas electromagnéticas de
cohesion de la propia estructura molecular del sistema. El tensor de tensiones
asoclado al campo electromagnético en el vacio, en el sistema internacional de
unidades, viene dado por

1
Oy = €oC° (—FWFS‘ + ZngaBF“B>
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donde de las componentes con subindices 0 llamados subindices temporales,
h = o0y representa la densidad de energia del campo y g; = 0% /c=06'"/c
la densidad de momento lineal y las componentes o5 , 1, ] = 1, 2, 3 son
propiamente las componentes del tensor de tensiones de Maxwell. T}, =

diag (1,—1,—1,—1) es el tensor métrico de Minkowski.
El tensor campo electromagnético viene dado por:

_0Ag  0A,

Fog = o a_XB' Aq = (p/c,—A)

siendo ¢ el potencial escalar y A el potencial vector. Con el indice 0 la
variable Xy = ct. En forma matricial y en términos del campo eléctrico y
magnético, resulta:

/ 0 Ex/c E,/c Ez/c\ /O —E,/c —Ey/c —EZ/C\

e Ex/c 0 -B, By | pep = E./c 0 —-B, By |
=1 -E/c B, 0 -By [ ~ | E;/c B, 0 —B,
—E,/Jc -B, B, 0 E,/c —By B, 0 /

€ :
h=06 = (E*+c’B?), g =0%/c=e(ExB)

1
Gij = —¢€p <E1E] + CZBiBj - ESIJ(EZ + CZBZ)>

3.3 Dinamica Leyes fundamentales

Ecuacion de continuidad de la masa

La masa de un medio continuo viene descrita por el conocimiento del campo
de densidad p. Si la densidad es py(X,0) en el instante inicial y ocupa un
volumen V y al cabo del tiempo t tiene una densidad p(x,t) y ocupa un
volumen V |, resulta

m = fVo pPo(X,0)dV, = [ p(x t)dV (37)
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Vamos a admitir que la masa de un medio continuo se conserva en el tiempo.
La derivada material de (87) se debe anular

d dp(x, d
ajvp(x,t)dv=fv< pgi t)+Vp(x,t)-v> dV+ij(x,t)adV

= f <6p(x, v + Vp(x,t) - v+ p(x,t)V - v) dv=0
Aot

Esto debe ser vélido para todo el sistema y para cualquier parte del mismo. Si
consideramos un volumen dV , arbitrario e infinitesimal, obtenemos

dp(x.t)
ot

+Vp(x ) VHPE OV V=24V (pv) =0  (35)
que también se puede poner

dp+ Vv =0
ac T PVVE

La evolucién del sistema se dice que es incompresible si cada particula
material (cada elemento infinitesimal) de volumen no cambia su densidad, es

decir dp/dt = 0, por lo que en este caso de sistema incompresible la
ecuacién de continuidad de la masa queda pV-v =0, y como la densidad,
aunque sea funcién de punto, es en general definida positiva resulta V- v = 0:
el campo de velocidad es necesariamente de divergencia nula y se dice que es
solenoidal. Las lineas del campo de velocidad o bien se cierran sobre ellas
mismas o su origen y final tiene lugar sobre la superficie de contorno del
medio continuo.

Si la evolucién es estacionaria, p no es funcién explicita de t y la
ecuacién de continuidad se escribe:

V-(pv) =0

en la que la evolucién no es necesariamente solenoidal, puesto que en general
la densidad no tiene por qué ser independiente del punto, por ejemplo en un

gas.
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Segunda ley de Newton

Es la segunda Ley de Newton la que establece que si las fuerzas internas de
un sistema material obedecen a la tercera Ley de Newton (Principio de accién
y reaccién) entonces la variacién por unidad de tiempo del momento lineal
del sistema (cantidad de movimiento) es igual a la suma de las fuerzas
externas que actian sobre el sistema.

Como por sistema material podemos considerar cualquier parte de
nuestro medio continuo. Consideremos la materia que estd dentro del

volumen V de frontera o superficie exterior S(V), que estd en contacto con el
medio continuo que le rodea. Supongamos que el exterior hace sobre el medio

material una fuerza masica por unidad de volumen K, entonces la segunda
Ley de Newton nos lleva a

d
—jpvdefpde+j fdS
dtJy v S(V)

donde la dltima integral estd extendida a la superficie exterior de nuestro
volumen S(V), y representa la fuerza de contacto f; = ojn; que el resto del

material hace sobre nuestro sistema. Usando el teorema de Gauss para
convertir la integral de superficie en una de volumen, y como lo anterior se

verifica para cualquier V del medio material, esto implica que en cada punto
de nuestro medio continuo se satisface

60'1]' _ %
a—xj+pki—p ac (39)

Si el material estuviera eléctricamente cargado, por ejemplo un plasma y
tuviera una densidad volumétrica de carga pe, si se aplica un campo eléctrico
externo E, ademds de la fuerza maésica K, en el miembro de la izquierda de
(39) existiré otro término de la forma p,E.

Momento de la cantidad de movimiento. Simetria de oj;

Si cada par de fuerzas internas que satisfacen el principio de accién y reaccién
estan aplicadas en el mismo punto, entonces sus momentos respecto de un
punto arbitrario son nulos y nos lleva a que la variacién por unidad de tiempo
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del momento angular de un sistema respecto de un punto fijo es igual al
momento, respecto de ese punto fijo, de todas las fuerzas externas.

Si consideramos como en el apartado anterior el mismo volumen del
medio continuo y consideramos como punto fijo el origen del sistema de
coordenadas se llega a:

d
—fervdeJprxde+f r X fdS
dtJ, v S(V)

Esta ecuacién no suministra ninguna ecuacién diferencial adicional, pero nos
lleva a que o0j = 0j; y el tensor de tensiones del medio material es
necesariamente simétrico.

En efecto, si la integral de superficie la transformamos en una integral de
volumen, y de todo lo anterior analizamos una de sus componentes, resulta:

dr;

d dp , dvic
aL(pI‘ X v)idV = jv aeijkr]—Vk + pEiikEVk + pei]-kr]- E + pEijkI'ijVl’l dv

Ahora bien, el primero y el cuarto término dan lugar a

dp
eijkrjvk a + le,l =0

debido a la ecuacién de continuidad de la masa. El segundo es también cero
pues drj/dt = v; y €;jxVjVi. El término que sobrevive es el

J de av
pe..kr. —_—
B LT
En el segundo miembro, la componente i resulta ser
0
Peijkrjkl + a— (eijkr]- le) dv
\4 |

Pero

i(e ;o )—e 0;101 + € r%
arl ijk'jPkl ijkYj1Vkl ijktj arl
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con lo que

de Bakl
€ikTiP g = €ij1TjPK] + €T o + €1k0K

que si utilizamos la ecuacién de la dindmica (89) el Unico término que
sobrevive es el €0y = 0.

Esto no serfa asi si por ejemplo el exterior aplicara momentos pero no
fuerzas, como es el caso de un material ferromagnético en un campo
magnético exterior uniforme. Ademds de los momentos de las fuerzas
externas, habrfa que haber incluido en el segundo miembro de la ecuacién
anterior un término de la forma f p X BdV, donde p es la densidad

volumétrica de momento magnético del material y B el campo magnético
exterior aplicado.

Conservaciéon de la energia. Primer principio de la
Termodinamica

Si la tnica interaccién es de tipo mecédnico y no hay aporte energético en
forma de calor sobre el sistema, entonces a partir de las ecuaciones de la
dindmica (89), multiplicando escalarmente por el desplazamiento dr de cada
punto (o bien por el vector velocidad de cada punto si lo que queremos es
determinar el trabajo por unidad de tiempo) se define el trabajo por unidad de
volumen (o por unidad de volumen y de tiempo) como el trabajo de las
fuerzas volumétricas externas y las fuerzas de tensién

003 dv; 1 dv?
vi— t+pviki=p—vVvi=p=-— 40

que se iguala a la variacién por unidad de tiempo de la energia cinética por

unidad de volumen. La ecuacién local anterior la integramos a todo el medio
continuo, y llamando

pv? dK 1 dv?
K= [ Z—dv, p=——dV (41)
2
v v

d_t=
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aO'ij _ a(ViGij)
axj T Ox y por

j
avj 0vj ..
otra parte 6_‘)2 =Yj; = Dj + Vj, resulta B_Z;O-ij = Djj0jj, ya que la vorticidad

a la variacién de la energifa cinética del sistema, y como v;j

0(vio;;

Vij = —Vji. Al hacer la integral de volumen de la divergencia (i) se nos
aX]'

transforma en una integral de superficie extendida a la superficie exterior del

medio, del flujo del campo vectorial v;0j;. Separando términos obtenemos

dK
—+ j DIJGIJdV = J ViGi]'nde + j pVikidV (42)
e = Jy s() v

que se puede resumir diciendo que en el miembro de la derecha tenemos el
trabajo por unidad de tiempo de las fuerzas externas que acttian sobre la

superficie del medio continuo S(V) y el trabajo de las fuerzas volumétricas,
que es igual a los términos del primer miembro que representan la variacién
por unidad de tiempo de la energfa cinética del sistema y la variacién por
unidad de tiempo del trabajo de las fuerzas internas, que se suele llamar
energfa mecanica interna U.

dK dU

— + — = Trabajo de las fuerzas externas
dt dt

Llamemos ua la funcién que nos define la energfa interna por unidad de
masa, de tal manera que

U= fvpudV (43)

Si hubiera un aporte de energfa térmica por unidad de tiempo y unidad de
volumen mediante una generacién interna de calor q y a su vez un aporte de
un flujo externo de calor a través de la superficie exterior mediante un campo

j entonces

6Q
—~=|qdv- f j - nds
6t Jy s)

donde la segunda integral se extiende a la superficie del medio siendo n el
vector unidad perpendicular a la superficie y dirigido hacia el exterior con lo
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que el signo menos indica que calculamos el flujo de calor que “entra”. Por
ejemplo, el flujo de calor j en un medio homogéneo e isétropo estd

relacionado con la temperatura mediante j = —kVT, siendo k la
conductividad del medio.

La ecuacién de conservacién de la energfa (por unidad de tiempo) o
primer principio de la Termodindmica se expresa de forma global:

dk  dU_ 8w 8Q
dtdt st st

A las magnitudes W y Q los términos de la forma 8W/8t no quieren
representar derivadas temporales, ya que las funciones W y Q no son campos
o propiedades globales que se puedan derivar como es el caso de Ky de U o
de sus campos locales pv2(x,t)/2 y pu(x; t).

Si las integrales de superficie las ponemos como integrales de volumen
podemos recuperar la forma local de la ley de conservacién de la energfa:

d V2+ _a(ViGi]')-I_ k + v.i
pdtZ u)= axj pViKi T q )

y utilizando (89) se llega a

du 1 .
a=5(01jDij+q—V'l) (44)

que la podemos enunciar como: La variacién de la energfa especifica interna
por unidad de tiempo es igual al trabajo por unidad de volumen y de tiempo
de las fuerzas internas de tensién mas el aporte de calor por unidad de
tiempo.

Segundo Principio de la Termodinamica

Si admitimos que ademds de energfa mecénica se intercambia calor con el
exterior, deberemos tener presente el Segundo Principio de la
Termodindmica. Puesto que la evolucién no pasa necesariamente por estados
de equilibrio termodindamico entonces la variacién de la entropia del sistema
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debe ser mayor o a lo sumo igual a la entropia que entra en el sistema por su
superficie exterior mds la entropfa que se genera en su interior. Asf:

df v > j'nds+f av (45)
— | psdV=>—| — pe
dt v v T 1%

siendo s la entropfa especifica y e la produccién interna de entropia por
unidad de masa y unidad de tiempo que estard expresada en términos del

aporte volumétrico de calor q y de la temperatura del medio. Si la dltima
integral la transformamos en una integral de volumen, obtenemos la
desigualdad local conocida como desigualdad de Clausius-Duhem:

I 1_)
5t oo (1) 20 (19

Ecuaciones constitutivas

Ecuaciéon de continuidad

oo 9pvj) _ 0

Ecuacién del movimiento
% + pkl = p\./i, i= 1,2,3
an
Primer principio de la Termodindmica
du 1 .
E:E(O—ijDij‘l'q_v']) (48)
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Si suponemos conocidas las fuerzas volumétricas externas K; y los aportes de
calor g, las incégnitas son las 14 variables o campos p, vj, 0jj , j; y u. Como
ademas se ha de cumplir el Segundo principio de la Termodindmica

ds _ ,, 190 i_i)
= e+paxi(T >0 (49)

tenemos una desigualdad que aflade dos variables mas s y T. Como hay un
total de 16 variables o campos y 5 ecuaciones mas una desigualdad, es
necesario suministrar once condiciones o ecuaciones adicionales que
dependan de la estructura del medio continuo. Tres serdn del tipo j; =

oT . .
—Kjj 55, due nos relacionan el flujo de calor con la temperatura y con unos
j

pardmetros fisicos, la conductividad térmica kj; del medio. Dos serédn las
ecuaclones termodindmicas de estado del medio continuo que nos ligaran la
densidad p, el estado de tensiones 0jj, la energia interna y la entropia con la
temperatura T. Las otras seis restantes que reciben el nombre de ecuaciones

constitutivas, reflejaran la estructura y propiedades fisicas del medio
continuo.

3.4 Elasticidad

Moédulo de Young (Y): En un medio material elastico de longitud 1 si lo
sometemos a una fuerza por unidad de area o tensiéon F/A, se deformara en la
direccién de aplicacién de la fuerza una longitud Al tal que

Coeficiente de Poisson (0): Generalmente, en las direcciones perpendiculares
a la de la fuerza aplicada, sufrird una deformacién de sentido contrario
(contracciébn o extensién), tal que la deformacién Ah en una direccién
transversal de longitud original h

A Al
h-  °1

El signo menos hace referencia a la deformacién en sentido contrario. Los dos
parametros Y y o dependen de la naturaleza del material y no de sus
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dimensiones o forma. Y tiene dimensiones de fuerza por unidad de area en
tanto que o es adimensional. Generalmente 0 < 0 < 1/2.

Ley de Hooke generalizada

En el caso de pequefias deformaciones, si representamos por €;; el tensor de
deformaciones linearizado en la descripcién Euleriana, la Ley de Hooke
generalizada establece que existe una relacién lineal entre el tensor de
tensiones y el tensor de deformaciones. La expresiéon general de esta relacién
es

_ 10y auj
0jj = Cijki€k e =3 (a_x] + a_xi> (50)

Tensor elastico. Constantes elasticas

Al tensor Cjjy se le denomina tensor eldstico. En principio tiene 3% =
81 componentes, pero debido a que 6 y e por ser simétricos solamente
tienen 6 componentes independientes cada uno, se reduce a un conjunto de 36
componentes independientes.

Si es posible expresar la densidad de energfa de deformacién, por
unidad de volumen

1
u* = pu = ECijkleijekl = ECKLeKeL' K,L = 1, ...,6, CKL = CLK

entonces el tensor eldstico tiene 21 componentes independientes, que se
corresponde con un sélido cristalino del sistema triclinico.

Teorema La condicién necesaria y suficiente para que exista una funcién de

energfa de deformacién u es que los coeficientes del tensor eléstico satisfagan
las condiciones

Cijxi = Cyaij
en Cuyo caso
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1 ) _ du S 0%u
R LA R R A P P ey dey

Si los efectos térmicos no juegan un papel importante y los procesos que
analizamos los podemos considerar como adiabdticos, entonces el primer
principio de la termodindmica nos lleva a que si la energfa interna es una
funcién del estado de deformacién del medio, y por lo tanto una funcién del

tensor de deformaciones ej; , se tiene de (44)

du 1 1 dei]- du du dei]-
— =—oDyj=—oy—,  —=
dt p p 7 dt dt  dej; dt
con lo que
du du 1
Oj; =P aei]-’ = PE = Cijxi€k u= 2_pcijkleijekl

En el caso de medios is6tropos de las 36 componentes solamente 2 son
independientes, por lo que las caracteristicas eldsticas de un material

dependen solamente dos constantes: El médulo de Young Y (o médulo
elastico) y el coeficiente de Poisson ©.

1

1
u= %Cijkleij €kl = 2_p (Cxxxxe)z(x + Cxxxyexxexy + )

Si la energia interna del medio elastico viene expresada por la relacién

1

1
u= %Cl]klel] €x1 = Z_p (CXXXXe)Z(X + CXXXyeXXeXy + ...)

y el sistema tiene simetrfa de reflexién en la direccién OY , entonces una
deformacién en esa direccién, seguida de una inversién espacial, produce un
valor de €y, = —€yy, por lo que como la energfa interna debe ser invariante,
resulta que los coeficientes Cyyyy = Czzzy y en general aquellos que
contengan un nimero impar de y’s y lo mismo para el resto de las variables.
Si el medio material posee simetria ctbica, ademés de las tres retlexiones

segln los tres ejes, también posee simetrfa en las permutaciones X = y — Z
de forma ciclica, por lo que los tnicos coeficientes distintos de cero seran:

Cxxxx = nyyy = CZZZZ = CXxyy = Cxxzz = nyxx =, nyxy = szxz -
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Czyzy = **+ con lo que la energfa por unidad de volumen y de masa tendré la
forma

1
u= —{Cxxxx(e,z(X + ey + e%z) + ZCXX_W(eXXeyy + €4y €y, + ezzeyy)

2p
+ 4Cnyy(e)2(y +eZ, + ef,z)}

Si enumeramos las componentes del tensor de tensiones y de deformaciones
de acuerdo con los seis indices 0; = 611,07 = 055,03 = 033,04 = Oy3,05 =
031,06 = 0712, y lo mismo para e la relacion mds general en el caso de
simetria ctibica sera de la forma o7 = CHe], LLJ=1,..,6.

04 Cxxxx Cxxyy C‘Ixxyy 0 0 0 e
/ 0'2\ Cxxyy Cxxxx C‘Ixxyy 0 0 0 ( ez\
| O3 | _ | Cxxyy Cxxyy Crxxx 0 0 0 | €3
o |T| 0 0 0 26, O 0 |]e]|
\05/ \ 0 0 0 0 ZCnyy 0 /\65/

%6 0 0 0 0 0 2Cqyy/ 6

La ultima parte diagonal proviene de que el Gltimo sumando debe escribirse
en la notacién indicial Como

2 2 2 ) — (a2 2 2 2 2 2
4Cyyxy(e2y + €2, + €2,) = 2(e2, + €2, + €2, + e% + eZ, + eXy)
En el caso isétropo, como la traza es una propiedad invariante, resulta que

Tr(ci]-) = 041 + 0y, + 033 = (CXXXX + ZCXny)Tr(eij)

con lo que esta suma define un tnico coeficiente fisico, y el otro independiente
tiene que ser el Cyyyy. Por lo tanto existird una relacién
f(Cxxxx» Cxxyy» Cxyxy) = 0. El tensor eldstico tiene los tres coeficientes el
Cxxxx = A+ 21, Cyyyy = K, que no son independientes pues Cyyxx = Cyyyy +

2Cyyxy» por lo que solamente dos de ellos son independientes.
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04 A+ 2 A A O 0 O e,
(o)) A A+ 2 A 0 0 0 /ez\
O3 | _ A A A+20 0 O O €3
o4 | 0 0 0 2 0 O €4
Os 0 0 0 0 2n O €5
O¢ 0 0 0 0 0 2w \&e

Se suelen tomar como componentes independientes las componentes
Cxxyy = A, ¥ Cyyxy = W de tal manera que , A y [ se conocen como

coeficientes de Lamé del medio isétropo. La relacién entre ambos tipos de
coeficientes es

Y o Y
Cryy = 2= 175 (153): Crxyy = 1= 3050y (51)

Cuando sometemos un cuerpo a cortadura pura, la relacién entre la tensién
de cortadura T y la deformacién angular del material 0, viene dada por
T = b, y al coeficiente de proporcionalidad p se le llama médulo de torsién
(o médulo de rigidez) y es precisamente el coeficiente p de Lamé.

Ley de Hooke de medios isotropos

Que en los medios is6tropos solamente dos coeficientes son suficientes se ve
ya que la relacién debe ser lineal e independiente de la orientacién. Una

posibilidad es que oj; = Ke;jj , pero como la traza del tensor ej;, es también
una funcién lineal e invariante del tensor, la posibilidad es que oj; = Key; +
L(ewi) 5.

En los medios is6tropos, los coeficientes Cjj;; = A 1 # j, Cyjii = A + 2y,
y los Gjji; = i 1 #j, de tal manera que los que no son de esta forma, son
nulos.

Gi]' = lSijekk + 2uei]-

Esta ecuacién se puede invertir para obtener el tensor de deformaciones
linearizado en términos del tensor de tensiones

—A 1 1+o0 o
% = 2uGEn 2 1O T 2o %= Ty % Ty liok
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Si las deformaciones producidas en un medio isétropo no modifican su
volumen, entonces como hemos visto esto trae consigo que la traza ey, = 0,
el coeficiente , no juega ningtin papel pues oj; = 2pej;, y esto traerd consigo
que la velocidad de propagacién de las perturbaciones dependa solamente de
L.

Resumiendo, en un medio homogéneo e isétropo el tensor eldstico tiene
la forma:

Cijk1 = A8;;81 + M(Siijl + 5115jk)

y la energia de deformacién queda

= L (e + 21?0
u_Zp €kk HLE™ Jkk

La forma explicita de las distintas componentes del tensor de tensiones y del
tensor de deformaciones son:

_ Y
% =1+ 0)(1 - 20) [

(1—0)ey + c(eyy + ezz)]

Oyy = A+ o)1= 20) [(1 — G)eyy + o(eyy + ezz)]

Y
% = T r oy — 2oy |~ Do+ olent )]

Y Y Y

T Tretr TGt O TG

y reciprocamente
1 1
Cxx = Y [Gxx - G(ny + GZZ)]' Cyy = Y [(’yy - G(GYY + GZZ)]’
1
€z = § [ny - G(ny + GZZ)]

Y Y Y

% TTig0w T Tig0m ST yg0
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Consideraciones termodinamicas

La variacién de la energfa interna de un medio continuo se expresa como
dU = TdS + 0j; €ij (52)

como la variacién debida al cambio de entropfa y el cambio debido a la
deformacioén, supuesta ésta pequena.
En el caso de un fluido, oj; = —p6;j; y la traza del tensor de

deformaciones ej; = dV/V, por lo que por unidad de volumen

dU = TdS — pdV (53)
Si definimos la energfa libre de Helmholtz de un medio material mediante
F = U —T§, resulta que la variacién de la energfa libre

dF = —SdT + Gi]-ei]- (544)

En términos de las deformaciones la energfa libre de Helmholtz se expresa:
2

1. 1 1,
F=Fy+ E}\(eii) + u(ejje;) = Fo + (eij - §8ijekk> + EKekk

1 2 1
F=Fo+n(e5—385em) +5Kef (55)

donde Fy es la energia libre en ausencia de deformacién y K = Y/3(1 — 20),
el médulo eldstico volumétrico.

Estados de tension planos

En estados de tension planos, es decir 033 = 0,1 = 1, 2, 3, entonces las tnicas
componentes no nulas del tensor de tensiones son las 0(X1,X2), ,j = 1,2
que solamente son funciones de X; y de X,, y lo mismo sucede para las
componentes no nulas del tensor de deformaciones e;;.

013 012 O e € 0
0jj =01, 0y 0], ejj=|€2 €2 O
0 0 O 0 0 es3
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Si ademds suponemos que estamos en una situacién estatica y sin fuerzas
masicas externas, resulta que la ecuacién dindmica se nos transforma en la

d04j/0%; = 0 lo que da lugar a que las componentes no nulas del tensor se

pueden construir a partir de una funcién de esas dos variables ¢(X4,X;), que
recibe el nombre de funcién de Airy tal que

0%¢ 0% A

011 =777, 0125 53— 022 =~ 5%
dx3 0x, 0X, dx?
Como las ecuaciones que verifica el tensor de tensiones son

dpk, dv;
L ok = p—
ax PN TP

en la situacion estética y sin fuerzas externas, se reducen a aoi]- / aX]- = 0, que
en el caso plano

do 0 0 0
11 012 —0, 021 n 022 ~ 0
0x;  0X,

0x,  0x,

La primera se reduce a la existencia de una funciéon arbitraria ¢, tal que
011 = 0¢1/0%X,, 01, = —0d,/0%4, y la segunda a la existencia de una ¢,

tal que 0,1 = 0¢,/0%,, 05, = —dP,/0X,, y la simetria del tensor hace que
estas dos funciones no sean independientes sino que cumplan

0d,/0x; + 0d,/0x, = 0, lo cual se satisface si existe una ¢ tal que ¢, =
ad)/aXZ y (I)z - - a(b/axl
Las condiciones de compatibilidad del tensor de deformaciones se reducen a

2 2 2 2 2
0%eqq aezz_ 0%eq, 6e33_6e33_

_p e =%
0x3 ox2 0% 0%, ox2 0%3

La tercera componente €33 = aX;Xp; + bx; +cx, +d. Y para el tensor de
tensiones, supuestas constantes o nulas las fuerzas masicas, las condiciones de
compatibilidad quedan

VZ((711 +022) =0
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y para cualquier funcién de Airy que resuelve cualquier problema de
tensiones planas, a

G 1111 + P22 + 241122 =0

En medios anisétropos pero con simetria cristalina, la simetria de la red hace
que no todos los coeficientes del tensor elastico sean diferentes. Por ejemplo,
en el caso de una red con simetria cibica, los 4dtomos préximos estin
separados una misma distancia a y los tnicos coeficientes diferentes son los
Cxxxxr Cxxyy ¥ Cxyxy» ¥ donde estos dos tltimos son aproximadamente iguales.

En el caso is6tropo, la invariancia por rotacién establece que Cyyyy = Cyxyy +
2Cyyxy, como puede verificarse y reduce a dos constantes la caracterizacion

del tensor eléstico.
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Capitulo 4

Introduccion a la Formulacion Lagrangiana y
Hamiltoniana para Sistemas Continuos

Hay algunos problemas de la mecédnica que implican sistemas continuos,
como, el problema de un sélido elédstico vibrante. Aqui cada punto del sélido
continuo participa en las oscilaciones, y el movimiento completo puede ser
descrito solamente especificando las coordenadas de posiciéon de todos los
puntos. No es dificil modificar las formulaciones de la mecanica clasica para
manejar tales problemas.

4.1 Transicion de un sistema discreto a uno
continuo

Aplicaremos este procedimiento a una barra eldstica infinitamente
larga que pueda experimentar pequefias vibraciones longitudinales, es decir,
desplazamientos oscilatorios de las particulas de la barra paralela al eje sobre
la barra. Un sistema integrado por particulas discretas se aproxima a la barra
continua en una cadena infinita de puntos totales igualmente espaciados por
una distancia de separacién a y conectados por los resortes sin masa y
uniformes que tienen constante de fuerza k (figura 4.1). Sera asumido que los
puntos totales pueden moverse solamente a lo largo de la longitud de la
cadena. El sistema discreto sera reconocido como extensién de la molécula
poliatémica lineal. Podemos por lo tanto obtener las ecuaciones que describen
el movimiento por las técnicas acostumbradas para pequeiias oscilaciones.
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1
quilibriu

Figura 4.1 Un sistema discreto de puntos de masa igual conectadas por resortes, como
una aproximacién a una barra elastica continua.

Denotemos el desplazamiento de la particula i-esima de su posicién de
equilibrio por n;. La energfa cinética es

1 .2
T = EZi m; (56)
Donde m es la masa de cada particula. La energia potencial correspondiente
es la suma de las energias potenciales de cada resorte como resultado de ser

estirado o comprimido de su posicién de equilibrio

1
V=-Xik(Miyg — i)’ (57)
Combinando las ecuaciones (56) y (57), el Lagrangiano del sistema es
1 :
L=T-V= EZi[mniz — k(Mj41 — T]i)z] (68)

la cual puede ser escrita como
1 m Nivs=Mi) %
L=5213[;T]12—ka( = ) ] = Xialy (59)

donde a es la separacién de equilibrio entre los puntos (figura 4.1). Las

ecuaciones de movimiento de Lagrange resultantes para las coordenadas n;
son

P2 ()0 o

El caso de una barra continua se obtiene a partir de la forma particular de L
en Eq. (59), se trata del limite en el que la distancia entre las masas tiende a
cero. Esté claro que m/a se reduce a {4, la masa por unidad de longitud del

sistema continuo, pero el valor limite de ka puede no ser tan obvio. Para una
barra eléstica que obedece la ley de Hooke, recordado que la extensién de la
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barra por unidad de longitud es directamente proporcional a la fuerza o a la
tension ejercida en la barra. Esta relacion se puede escribir como

F =Yt

Donde & es el alargamiento por unidad de longitud y Y es el médulo de
Young. Ahora la extensién de la longitud a de un sistema discreto, por

unidad de longitud, serd & = (n;+1 — M;)/a. La fuerza necesaria para estirar el
resorte por esta cantidad es

'rl. _T]
F=Kk(Mi+1 — i) = ka (%)

de modo que ka deba corresponder al médulo de Young de la barra continua.
Al pasar del caso discreto al caso continuo, el indice 1 del nimero entero que
identifica el punto total particular se convierte en la coordenada de posicién

continua x; en vez de la variable 1; tenemos 1(X). Ademas, la cantidad

Nits —Ni _Nx+a)—nX)
a a

nx+a)-n)
a

La fraccion tiende a la derivada

dn
dx

como a, juega el papel de dx, se acerca al cero. Finalmente, la adicién sobre
un nimero discreto de particulas se realiza una integral sobre x, la longitud
de la barra y el Lagrangiano (59) aparecen como

L=2f [wi v () ] ax (61)

En el limite como a tiende a cero, los dos Gltimos términos en la ecuacién de
movimiento (60) se hacen

-3, (&),
a0 a [\dx/4 dx/4_a

que claramente define una segunda derivada de 1. De ahf, la ecuacién de
movimiento para la barra continua eléstica es

2 2
dn_yf-p (62)

dt? dx?2
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la familiar ecuacién de onda en una dimensién con velocidad de propagacién
es

Y
= |- 63
v= |5 (63)
La ecuacién (63) es la férmula conocida para la velocidad de las ondas

longitudinales elasticas.

Este ejemplo simple es suficiente para ilustrar los rasgos sobresalientes de la
transiciéon de un sistema discreto a un sistema continuo. El hecho mas
importante para comprender es el papel jugado por la coordenada de posiciéon
x. Esta no es una coordenada generalizada; esto sirve simplemente como un
indice continuo que substituye al discreto 1. Tal que cada valor de 1
corresponde a una de las diferentes coordenadas generalizadas, 1, del
sistema, asi que para cada valor de x hay una coordenada generalizada n(x).
Ya que la n depende también de la variable continua t, nosotros quizés
deberfamos escribir con mas exactitud 1n(x,t), indicando que x, como t,
poueden ser considerados como un pardmetro que esta dentro del
Lagrangiano. Si el sistema continuo fuera tridimensional, en lugar de
unidimensional, las coordenadas generalizadas serfan distinguidas por tres
indices continuos X, y, y z serfan escritas como 1(X,y,%,t). Note que las
cantidades X, y, z, y t son completamente independientes uno del otro, y
aparecen s6lo como variables explicitas en 1. Las derivadas de 1 en lo que
concierne a cualquiera de ellas siempre pueden ser escritas como derivadas
totales sin  ambigiiedad. La Ecuacién (61) también muestra que el
Lagrangiano aparece como una integral sobre el indice continuo x; en el caso
correspondiente tridimensional el Lagrangiano tendria la forma

L = [f[ £ dxdydz (64)

Donde a L se le conoce como la densidad Lagrangiana. Para las vibraciones
longitudinales de la barra continua la densidad Lagrangiana es

=@ -v@)] 9

correspondiente al lfmite continuo de la cantidad L;, que aparece en la
ecuacién (59). La densidad Lagrangiana, en lugar del Lagrangiano misma,
serd usada para describir el movimiento del sistema.
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4.2 Formulacion de Lagrange para sistemas
continuos

Noétese de la ecuacién (64) que L para la barra eléstica, ademas de ser
una funcién de 1 = dn/dt, también implica una derivada espacial de 1, a
saber, dN/0x; x y t asi juegan un papel similar como los pardmetros en la
densidad Lagrangiana. Si hubiera presente fuerzas locales ademas de las
Interacciones con los vecinos més cercanos, entonces L seria una funcién de
N asi como del gradiente espacial de 1. Desde luego, en el caso general L bien
podria ser una funcién explicita de x y también de t. Entonces la densidad
Lagrangiana para cualquier sistema unidimensional continuo apareceria
como una funcién de la forma

L=L(n,3—2,%,x,t) (66)

El Lagrangiano total, después de la ecuacién (65), es entonces la integral de £
sobre el rango de las x definidos por el sistema, y el principio de Hamilton,
en el limite del sistema continuo aparece como

81=38["[Ldxdt=0 (67)

Si el principio de Hamilton para el sistema continuo tiene solucién, debe ser
posible sacar el limite continuo de la ecuacién de movimiento, por ejemplo de

la ecuacién (62), directamente por variacién de la doble integral de L en la
ecuacién (67). Podemos realizar esta variacién por los métodos que se
diferencian sélo ligeramente de aquellos para un sistema discreto. La

variacién es sélo sobre m y sus derivadas; los pardmetros X y tno son
afectados por la variacién directamente o en el rango de integracién. Tal

como la variacién de 1 es cero al final en los puntos t; y t,, entonces la
variacién de 1 en los limites X; y X, de la integracién en X debe también ser
cero. Un camino de variacion de integracién conveniente en el espacio 1
puede ser obtenido, por ejemplo, escogiendo 1 de una familia de un parametro
de funciones de 1 posibles:

N ta) =nxt0) + ag(x,t) (68)
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Aqui n(x, t; o) significa la funcién que satisfard el principio de Hamilton, y la
( es cualquier funcién que desaparece en los puntos finales de t y X. Si I es
considerado como una funcién de a, es un extremo para N(x,t; a) la derivada
de I con respecto a o desaparece en a = 0. Por diferenciacién directa.

dIl _ t; rX; 0L dn oL o0 oL o (dn)
da Jtu fxl dxdt on da + 5% da t+ a‘;_“ Ja \dx (69)
X

Como la variacién de m, es decir, af desaparece en los puntos finales, la
integracién por partes de X y t cede las relaciones

jtz oL a<dn)dt— ftZd oL \on .
o, gdndaldt/ ) dt| ,dn|oa

T 0t

sz oL 9 (dn)d B sz d (or \on
dn da \dx x= dx\ ,dn | da X
x; 9 SN X1 adn

dx dx

El principio de Hamilton por lo tanto puede ser escrito como

ty (X or d [ oL d(oc\|romy _
ft1 fxl dxdt a — a(@) e <OT—n>] (a)o =0 (70)
dt dx

la naturaleza arbitraria de la variacién del camino implica la desapariciéon de
la expresiéon en los paréntesis:

d ([ oL d (oL 0L
(2)2(2) oo o
d d
dt (ad_‘:> dx ad_‘; on
Las ecuaciones de Euler-Lagrange (71) es la forma apropiada de la ecuacién
de movimiento que sale del principio de Hamilton, (67).

Un sistema de n grados discretos de libertad tendrd n ecuaciones de
Lagrange de movimiento; para el sistema continuo con un nimero infinito de
los grados de libertad parecemos obtener sélo una ecuacién de Lagrange. La
ecuacién de movimiento para 1 es una ecuacién diferencial que implica sélo el
tiempo, y en aquel sentido que en la Eq. (70) proporciona una ecuacién
separada de movimiento para cada valor de x. La naturaleza continua de los
indices x aparece en la Eq. (70) es una ecuacién diferencial parcial en las dos
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variables x y t, cediendo 1 como 1(X, t). Para el caso especifico de vibraciones
longitudinales en una barra elastica, es visto en la forma de la densidad
Lagrangiana. Eq. (65), esto es

oL  dn oL _ de 6L_O
ad_n_udt'ad_n_ dx’on
dt dx

Asf, como deseamos, la Eq. (71), se reduce correctamente a la ecuacién de
movimiento. Eq. (62).

La formulacién Lagrangiana  desarrollada aqui para  sistemas
unidimensionales continuos tiene obviamente que ser ampliada a dos - y tres
dimensiones, por ejemplo un sélido elastico general. Mejor aln, en vez de una
N para especificar el campo puede haber varios: por ejemplo, el
desplazamiento de una posicién de equilibrio serfa descrito por un vector
espacial | con tres componentes. No hay ninguna dificultad en realizar los
pasos matemadticos para una situacién general en el paralelismo cercano al
caso unidimensional de una componente. Sin embargo, las térmulas se hacen
muy largas e incébmodas para escribirlas de la misma manera, sobre todo las
dos primeras derivadas. El beneficio considerable en la simplicidad de
escritura puede ser alcanzado por notar que la t del tiempo y las coordenadas
espaciales X, y, y Z juega el mismo papel matematico en el principio de
Hamilton. Las cantidades del campo son las funciones de las coordenadas
tanto del tiempo como del espacio que deben ser tratados como variables
independientes. No hay variacién de las cantidades del campo en los limites
de integracién en el principio de Hamilton tanto del tiempo como del espacio.
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4.3 Formulacion de Hamilton para medios
continuos

Es posible obtener una formulacién hamiltoniana para sistemas continuos de
coordenadas. Para indicar el método de aproximacién, consideremos una
cadena lineal de masa. Relacionando a cada componente de campo, 1;, con un
fmpetu canénico

pi=or=as (72)
El hamiltoniano para el sistema es por lo tanto
H = pril— L = aost — L
on;
o
H=a(520 - L) (73)

Recordamos que en el limite de la barra continua, cuando a tiende a cero,
Li = L y lasumaen la Eq. (73) se transforma en la integral:

H = [dx ((%ﬁn1 - ) (74)

Los momentos individuales canénicos pj, dados por la Eq. (72), desaparecen

en el limite continuo, pero podemos definir una densidad de fmpetu, T, que
permanece finita:

oL
=

Tt

. Pi
hma_>0 ;

(75)
La Ecuacién (74) es una forma de un espacio integral sobre una densidad
hamiltoniana, H, definida por

H=m)—L (76)

Aun cuando se pueda introducir asi una formulacién de Hamilton de manera
directa para campos cldsicos, nos damos cuenta de que el procedimiento
singulariza la variable tiempo a la que habra que darle un tratamiento
especial. Es por eso que contrasta con el desarrollo que hemos dado para la
formulacién lagrangiana en el cual se trataban simétricamente las variables
independientes tiempo y espaciales.

63



Capitulo 5

Aplicacion al cristal liquido colestérico

5.1 Energia elastica de Frank y Oseen

Para especificar la orientacién de la molécula usaremos fi = i(X), tal

que fi-f =1, representa el alineamiento del CL (Cristal Liquido). Siendo
esta una posicién a la cual regresan las moléculas alargadas de este material
después de cada perturbacion, es de suponerse la existencia de alguna energfa
eldstica presente debido a que se traduce en trabajo al mover a la molécula
organizadamente, debe tratarse de energfa libre.

Si el nimero de particulas no cambia, entonces estamos hablando de la

energfa libre de Helmholtz. Denotémosla con el simbolo W, entonces
W= jw(ﬁ, Vi) dV (77)
'

donde  w/(fi, VQi) = densidad de energia libre.

Cuando el CL se encuentra libre de esfuerzo externo se dice que toma
una orientacién o configuracién natural de sus moléculas. Tomamos el origen

de wr como
w =0

cuando el CL se encuentra en la orientaciéon natural tendremos
w(f, Vi) =0
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Nos fijamos en una orientacién y lo mismo ocurre para cualquiera de las

posiciones siguientes:

Figura 5.1 Esquema de la orientacién del vector director en la molécula del CL.

de modo que es lo mismo fique—1f, es decir , ambas posiciones son
tisicamente indistinguibles por lo tanto

w (i, Vi) = w(—1, —Vi)

Ademas por la forma del movimiento se tiene que es invariante bajo
rotaciones, es decir, no depende de la seleccién de la orientaciéon de ejes
coordenados. Por eso, sea

Q = matriz ortogonal propia (de rotaciones)
debe cumplirse que
w(f,Vh) = w(Qf, QVAQT)
donde QTes la transpuesta de Q.

Consideremos un CL nemético y seleccionemos un sistema de coordenadas
tal que

i, = (0,0,1)

con Ax,Ay,Az los cambios en orientacién respecto a los ejes X, y, z
respectivamente.
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Las combinaciones posibles de fi con V son

V-f (78)
VXl (79)
fi-V (80)
fi - Vx (81)

Claramente (80) y (81) son operadores que tienen que actuar sobre
i 0 sobre Vi, pero consideramos tnicamente el primero porque el segundo
involucra segundas derivadas, que pueden ser llevados a primeras derivadas
si se integra por partes.

Entonces nos quedamos con
fi- VA (80a)

n-vVxi (81a)

Hay simetrfa i — —1 y localmente hay simetrfa X — X, lo cual implica que

debe haber simetrfa V— —V. Entonces de (78) resulta

(V- 11)? (82)
El término

(V x )2 (83)
no aparece en la densidad de energia
De (80) se construye

[(fi - V)]? (84)

De (81) se construye

[ -V x A2 (85)
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Una combinacién lineal de (82), (84), y (85) produce
F=F,+a;(V-0)%+a,[A-VxH]? + az[(fi - V)A]? (86)
El término
n-vxn (87)

no se incluye porque en el célculo de Gibbs fi - V X fi es clasificado como un
seudoescalar. Eso implicara que para agregarlo a la expresion (86)
necesitamos multiplicarlo por un seudoescalar b, sin embargo, cuando hay
simetria con respecto a algtin plano, como es el caso de los nematicos, una
reflexién respecto a dicho plano produce el cambio: b - —b, lo cual rompe

la simetria de F.

En el caso de un colestérico si se puede incluir el término fi-V X fi.
Empecemos por desarrollar la siguiente expresion

(A-VxA+qy)?=[A-VxA]?+2qy0-(VX7)+ qd (88)

En esta altima relacién se genera un término como el tercero de la ecuacién
(86) mas el que se pretende incluir. Considerando que g§ puede ser absorbido
en Fy, tratando el sistema fisico que consiste de un CL colestérico que se
encuentra bajo la accién de un campo eléctrico, el cual representa el término

qo, proponemos entonces para colestéricos:
F=F,+a,(V-72)?+a,[A-VxA+q)?+as[(f-V)A]? (89)
Para el caso en equilibrio, tenemos que las relaciones toman la forma
V.-n=0 n-Vxn=—q,, n-Vm=0
Su solucién es

n, =0, ny=cosqyx, n, =sinqyx

y
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5.2 Ecuacion de configuracion del Colestérico

En esta seccion vamos a estudiar un sistema formado por un cristal liquido colesterico
encerrado en una caja de paredes planas y forma de prisma cuadrangular, tal que el ¢je
del colesterico se encuentra orientado en forma perpendicular a dos de las paredes del
recipiente, Ademas, se supone la presencia de un dispositivo util para aplicar sobre el
colesterico un campo electrostatico uniforme, que apunta en forma perpendicular al eje
mencionado. Como se vera, la configuracion del colestérico varia con la magnitud de
este campo y vamos a deducir la ecuacion que nos describe los cambios en la
configuracion que presenta el cristal liquido colestérico cuando se encuentra en

presencia de éste campo eléctrico uniforme.

Partimos de la funcién de Helmholtz que obtuvimos en la seccién anterior e
incorporamos la contribucién debida al campo eléctrico en la densidad de
energfa libre.

En lugar de la densidad lagrangiana, utilizaremos la expresién para la
energfa libre total como nuestra funcién en las ecuaciones de Euler -
Lagrange de medios continuos, obteniendo finalmente la ecuacién diferencial
que nos provee la informacién sobre el estado en la configuraciéon en la
orientacién molecular.

La seleccién del sistema de coordenadas se presenta en la figura 5.2:

er

<.

Figura 5.2 Estructura de un CL colestérico en el espacio coordenado en presencia de un
campo electrico uniforme perpendicular a su eje de orientacién.
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La orientacién, sin presencia del campo, del vector director, es:
fl = (0,sin 8, cos 0) (90)

0 =0(x) (91)

La energfa libre del sistema esta dada como sigue:

F, = %fv[kl(v A2+ k,(A-V XA —q)? + ks(A XV X A)2]dV
(92)
Haciendo los célculos indicados en la expresién (92), resulta:

~ asin@ dcosBO
V-n=0+ + =
dy 0z

0 (93)

|y k| o de _/db
Vxa=l|9, 9, 0, =l(0)+](0+a5m9)+k(acose>

(94)

A A _ do do do
n-(Vxn)=(0,sin8,cosH) - <O,d—sin9,d—cose) =
X

x dx
(95)
i j k

AXVxAa=|0 dasin@ decos@ = 1(0) + j(0) + k(0) (96)

0 —sinf —cosb

dx dx
En (92)
1 de 2
Foo =3,k (5= q) av (97)
2

fer =densidad de energfa libre = % (% — q) (98)
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Considerando E = (0,E,0)

Parte eléctrica

1 — -
S/ D-EdV = Fop (99)
con
B = gE = EUE] (100)
8ij =Sl5ij—eaninj (101)

Calculando (0,sin6,cos 8)®(0,sinf,cosf) =

NyMy NNy NNy,
nn; = |Mylx  Myly Myl (102)
Ny, NN, n,n,
0 0 0
nn; = |0 sin? 6 sin @ cos 6 (103)
0 sinfcosb cos? 0
€ 0 0
g =[0 & —¢&sin®6 g,sinBcosH (104)

: 2
0 ¢&;sinBcos® €, —¢g, cos“0

eijEj = (g, — £, 5in® B)Ej + ¢, Esin 0 cos 0k=D (105)

D-E = (g, — &, sin? 0)E? (106)
luego
fom = %(sl — g, sin? B)E? (107)

La densidad de energfa libre total

f="fg + fem (108)
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k, (dO 2 E? .
f=72(&— ) +— (e, — £,5In° 0) (109)

Ecuacién de Lagrange

d| of of
— =0 (110)
6
dx[a(dx)] 99
of do
(-0 -
de 2
() o
d of d?e
i o o
X
of _  E* . _ 2 ¢
%——?sasmecose——saE sin 0 cos O (112)

Sustituyendo la ecuacién (111) y (112) en (110):
d2
kzd >+ g,E?sinBcosB = 0

en forma completa

d?e
+

2
dx 2

sin6c056=0 (113)

La ecuacién (1138) describe la configuracién del cristal liquido colestérico bajo
la accién de un campo eléctrico uniforme orientado en forma perpendicular al
eje del CL. Como se ve enseguida, es matemdticamente idéntica a la ecuacién
diferencial que describe la evolucién de la orientacién de un péndulo plano
cuya amplitud de oscilacién no estd restringida a oscilaciones pequefias,

haciendo 6 = (P/Z, y de la identidad sin 2a = 2 sin a cos « resulta:

N 4 @
51n22—251n2cos2
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d2
dx?

P smcp—O (114)

Los pardmetros que caracterizan al sistema formado por el colestérico
encerrado dentro de una caja con forma de prisma cuadrangular y un campo
electrostatico aplicado estan en el coeficiente del seno del angulo.

Cuando el campo electrostatico es cero, queda solamente el primer término,
de donde resulta que el dngulo variaré linealmente con x, de tal modo que en
una gréfica del angulo respecto a x resulta una recta.

Vamos a considerar la ecuacion diferencial del colestérico, que nos describe la
configuracién y llevarla a una forma de una primera integral, entonces

d?¢ e, E?
+ sing =0
axz |k, ¢
2
Para simplificar la notacién denotemos a—— Lo = (p, y multiplicamos por ¢
£, E°
PP + k—(p sing =0
1 dp? saE d 0
2 dx kp dx ax %P T
d[. , 2gE’
I p° — k, cos@|=0
5 2533E2
p° — K cos ¢ = K = constante
2

Sea K = 1 la constante, entonces
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de 2g,E? /2
— = [1+ COS(p] (115)

2

Sea b = ZEI?E , entonces la ecuaciéon
2
d(p 1
— =[1+bcos¢] /2
o | o]

Considerando que cos ¢ = 1 — 2 sin? %, entonces

d
2 -(1+me|1-
dx

1/
2b sin? 2] i
1+b 2

_ 9 ,dd _do __2b
Sead) =—,2——=—""y 7L——1+b, entonces

d9
2& =1+ b)1/2[1 — Asin? 19]1/2

L
(1+b) /2
2

toma la forma

sea & = X, finalmente la ecuacién diferencial para el CL colestérico

2 — [1—Asin? 9] /2 (116)
dg

Esta es la forma de la primera integral de la ecuacién diferencial de segundo
orden que describe el ordenamiento en la configuracién del CL colestérico
confinado en una regién rectangular en presencia de un campo eléctrico
perpendicular al eje de simetrfa del CL colestérico.
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Capitulo 6

Teoria del péndulo

Para comparar con la descripcién matemética de la configuracién del sistema
de cristal liquido colestérico que se encuentra bajo la accién de un campo
electrostatico uniforme, en ésta seccién vamos a formalizar el problema del
péndulo simple, encontraremos las ecuaciones diferenciales que detallan el
movimiento de la lenteja cuando se mueve en el plano. En la primera seccién
vamos utilizar la formulacién Lagrangiana para deducir la ecuacién de
movimiento. Después presentamos la deduccién de las ecuaciones candnicas
de movimiento mediante la funcién Hamiltoniana, estos resultados son los
que utilizaremos en el programa que nos generara la representacién gréfica a
la solucién del problema.

6.1 Péndulo Simple (Lagrange)

En mecédnica clasica la funcién Lagrangiana de un sistema conservativo,
denotada mediante L, es simplemente la diferencia entre sue energia cinetica,
T, y su energia potencial, U. El dominio apropiado del Lagrangiano es un
espacio de fases, y debe obedecer las ecuaciones de Euler-Lagrange. En
coordenadas generalizadas este Lagrangiano toma usualmente la forma:

. m .
L(qi, q;) = 3%’2 —V(q;t)

v

Figura 6.4 Representacion del péndulo simple en el plano coordenado.
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Las coordenadas cartesianas son:
x=4¥sing@, y=-—fcos®
x=~Fcos@p, y=~Lsin@@
La energfa potencial y cinética son

U =mgy, U = —mg?f cos @

o 1 . . o
La energfa cinetica T = Em(X2 + yz), y por tanto la energia cinética
resulta:

T =%m€2(p2 (117)

El lagrangiano es
1 .
L=T—U=Em{’2cp2+mg{’c05cp (118)
La energfa total se escribe como:

E = 2m#2¢p? — mgf cos ¢ (119)

2
A partir de esta expresion se puede obtener una ecuacién para el dngulo en
tuncién del tiempo:

Multiplicando por 2

m#?
2E 2
mez P T mez
2E 2g .2
m—{)z+7coscp—(p

2E N m#? 2g .
me? 2 ¢ °P)T9@

mg¥ cos @

2
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doe _ (Z_E)l/z 1/,

mg¥t
E_ T (1+—coscp>

E

Es de utilidad cambiar la escala del tiempo:

1
2E 2 mg?
sea S = 72 t a=—,

y ahora la ecuacién resulta ser

Ccll—(: = (1 + acos (p)l/z

(120)

Los pardmetros que caracterizan al péndulo (masa, longitud de la cuerda y

energfa) quedan contenidos en el parametro a.

Otra forma de escribir esta ecuacién, que es de utilidad para resolverla por

medio de las funciones de Jacobi, se obtiene como sigue:
cos @ = cosZ% = coszg—sinzg =1- 25in2%

entonces tenemos:
2 fra(i-2am®)”

de 172
E—[1+a—2asm E]

¢ o480 _de
Seae_z’ st_ds
2— =[1+a—2asin?0] /2
I [ a asin“ 0]
ds a4 1+aSlrl
V1+a 2a
sea T = S = —
1+a

Con lo cual se obtiene:
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g = (1 — psin2 6)1/2

do :
E=\/1—usm29 (121)
Recordando la ecuaciéon del colestérico que obtuvimos anteriormente

ecuacién (114) la cual tiene la forma

d?¢ e,E?
dx2+ K, sing =0

su integral primera ecuacién (116) es

dd 1
- —_ in2 /2
T [1 — Asin® 9]

Donde esta ecuacién tiene la misma estructura que la ecuacién (121), que
describe el movimiento del péndulo simple en el plano.

En esta notacién, los pardmetros que caracterizan al péndulo estin
contenidos en el coeficiente del seno cuadrado p. Y los que caracterizan al CL
2b _ 2g,E?

7Y b=

colestérico se encuentran en el pardmetro A, 1 =

A partir de aqui se puede calcular el tiempo que tarda el péndulo en moverse
entre dos dngulos dados. Separando variables resulta:

dt = —2 (122)

J1—pusinZ @

Integrando encontramos el tiempo transcurrido entre dos angulos dados:

0 de’
T—T =
° 8,4/ 1 — usin29’
0 de’
T= = sn"1(sin O |p) (123)

eo\/l—usinze'
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Otra forma util de la ecuacién de movimiento del péndulo se obtiene como
sigue:

Tomamos la ecuacién (121) y realizamos los siguientes cambios

y=sin@, y?=sin’0, 1-—y?=cos?0

_ d® darcsiny 1
6 = arcsiny, d_y = dy = - >
-y

De esta torma podemos expresar la ecuacién (121) como

de _dedy _ 1 dy

dt dy dt _,/1—yza (124)
y elevando al cuadrado la ecuacién, (124) resulta ser
1 dyy?
— )| =1-— 2
1—-y? (dr) 54
dy 2
(F) =a-y»Ha-w? (125)

Que es la ecuacién equivalente para el péndulo que estamos buscando. Su
solucién es:

T‘f y Y = sn”!(y|p) (126)
0o VA -y - w2 s
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6.2 Péndulo simple (Hamilton)

En esta secciébn vamos a deducir las ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, para el péndulo, que se escriben en funcién de una funcién H
llamada hamiltoniano (que en este caso puede interpretarse como la energia
total del sistema, es decir, la suma de energfa cinética y energia potencial).
Esta reduccién del orden del sistema se logra substituyendo variables de las
velocidades generalizadas por unas variables abstractas de momento (también
conocidas como momentos conjugados). Asi por cada velocidad
generalizada, hay un momento conjugado correspondiente.

La reducciéon del orden que proporcionan las ecuaciones canénicas ofrece una
ventaja numérica: se pueden codificar directamente al usar un método como
el Runge-Kutta cuatro.

Para el péndulo la energfa cinética y potencial en coordenadas cartesianas
son:

1 .
U=mgy, T= Em(X2 +y%)

Figura 6.5 Esquema del péndulo en el plano y las coordenadas generalizadas elegidas para
describir su movimiento.

El Hamiltoniano
H=T+U (127)
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Elegimos como coordenada generalizada el 4ngulo ¢, procedemos a

encontrar las ecuaciones de movimiento
x=+%cosB, y= ¥sin0

X = —£0sin0, y={’écose

De la figura tenemos que se cumple la siguiente relacién para los dngulos

20+ =m

y la relacién
Tt
a+6=§
entonces
20+ 0 = 2(a+ )
0=2¢
Sustituyendo en las relaciones de las coordenadas tenemos
x=+%cos2¢p, y=7~sin2d
x=—2¢dsin2d, V=2€dcos2d
por tanto
X% 4+ y? = 20242
entonces la energfa cinética
T = mO2¢2
Otra operacién
sin 0 = sin(2¢) = 2sin$p cos d

La energfa potencial U en términos de ¢

(128)
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U = mg¥sin® = 2mg¥sin ¢ cos ¢ (129)
Expresando T en términos de ¢
T =?[€2d)2 sin? ¢ + #2¢p? cos? | =?€2d)2 (130)

La hamiltoniana y la lagrangiana en la coordenada ¢ tienen la forma

H=T+U=%m{’2ci>2+2mg£’sin¢cosc|) (181)
L= %m%’zd)z — 2mg? sin ¢ cos ¢ (182)
por tanto
_oH ., _ oH
¢_ap¢’ *T ad
JL
P¢——.=m€2(1)2
¢
_fo
m#?

por tanto la hamiltoniana nos queda

2 2
H= lmfsz+ 2mg?sin¢p cos d = r%fl_ 2mgfsinpcosd (1339)

2 m?2¢4
ahora
oH 1
6P¢ mfz
P, = oM _ a( £sin2¢) = —2mg? cos 2
> = e ad)mg sin2¢) = —2mg¥ cos 2¢
Las ecuaciones canénicas
o 1
¢ = mpq) (134)
Pq, = —2mgf cos2¢ (185)
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Con el propésito de codificar el programa en el Mathematica, hacemos el
cambio de variable que nos va a permitir simplificar las constantes que se
manejan en el problema y las condiciones iniciales, entonces:

(I)=X, P¢=Y
X = ay
y = —b cos 2x

1
cona=—zy b = —2mfg

£2

Las ecuaciones toman la forma

x =f(x,y)

y=gxy)
con

f(x,y) = ay

g(x,y) = —bcos 2x

De la ecuacién para el tiempo transcurrido ecuacién (123 mientras el
M
péndulo se mueve entre dos éHgUlOS dados:

0 do’
8,4/ 1 — usin29’

T_T():

se ve que cuando  tiende a la unidad y el angulo O tiende a 7, la diferencia de
tiempos T — T, tiende a infinito. Esto significa que existe un caso en el que la
lenteja del péndulo nunca llega hasta la parte mas alta, de modo que nunca

podra completar su vuelta. Esto nos permite trabajar con una grafica de 6
contra 0 en la que se pueden identificar dos regiones separadas por una linea
que se llama precisamente separatriz. Una de las regiones corresponde al caso
en que el péndulo puede dar la vuelta completa mientras que la otra muestra
el caso en que el péndulo ejecuta oscilaciones.
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El razonamiento es como sigue: la energia total del péndulo estd determinada
por las condiciones iniciales (6, 8) como se ve de la siguiente ecuacién, donde
0, es la desviacién maxima

62

m?2¢4

E = %ml’z + mg?(1 — cos 0) (186)

Entonces para el maximo de la energia potencial esto es cuando 0 =,
podemos clasificar las soluciones del problema del péndulo en tres clases:

Primera clase: las soluciones que corresponden a rotaciones, cuando se
cumple que

E > 2mgft (187)
Segunda clase: la que corresponde a la separatriz, cuando se cumple que
E =2mg?t (138)

Tercera clase: la que corresponde a las libraciones, u oscilaciones, cuando se
cumple que

E <2mg?t (139)

En las soluciones de primera clase la energfa cinética nunca se anula, de modo
que el péndulo se mantiene rotando. Este caso particular del péndulo
mecdanico es el que corresponde a la ecuacién andloga de la configuracién del
cristal liquido colestérico.
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Las soluciones de tercera clase del péndulo son andlogas al caso en que el
campo electrostético destroza la configuracién del colestérico, por lo que el
sistema deja de existir.

En una grafica de 8 versus 0 se ve que:

Figura 6.6 La configuracion de un CL colestérico bajo la accién de un campo eléctrico
perpendicular a su eje, y también el péndulo dando vueltas, se representa en la parte
superior de la grafica.
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Capitulo 7

Resultados y Discusiones

En este capitulo vamos a presentar las gréficas que se obtuvieron al resolver
numéricamente las ecuaciones canénicas del péndulo para diferentes
velocidades iniciales. E1 método de solucién fue el de Runge- Kutta de cuarto
orden. Analizaremos los resultados obtenidos en la representacién gréfica y
discutiremos la analogia que existe, en cada caso, con el movimiento del
cristal liquido colestérico en la presencia de un campo eléctrico uniforme.

7.1 Graficas de la trayectoria del péndulo en el
plano y algunas analogias con el CL colestérico

Introduciendo condiciones iniciales en las que la energfa cinética nunca se
anula tenemos soluciones de la primera clase, cuyas graficas, en el plano de
oscilaciéon del péndulo, son de la forma que sigue:

Movimientol X t| , y/ t/|

Figura 7.1 Trayectoria cuando la energia inicial del péndulo es suficiente para que la
lenteja de una vuelta completa.
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Si cambiamos la velocidad inicial para tener distintas energfas tenemos:

Movimiento x t , y /|

y

Figura 7.2 Trayectorias del péndulo con tres energfas diferentes para el caso en que la
lenteja da una vuelta completa.
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Si se modifican las condiciones iniciales paulatinamente encontramos que
existe un caso en el que el péndulo nunca completa su vuelta, es cuando
encuentra la separatriz, que corresponde a las soluciones de segunda clase:

Movimiento x t/, y t

y

Figura 7.3 Trayectorias del péndulo con energfas diferentes. En la dltima de ellas la
energfa es insuficiente para que la lenteja de una vuelta completa. Corresponde al caso en
que el periodo tiende a infinito.
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7.2 Graficas del angulo del péndulo con la vertical

y algunas analogias con el CL colestérico

Los resultados que se obtienen para el péndulo corresponden a los de la
configuracién del cristal liquido colestérico si en lugar del tiempo
consideramos la coordenada x, que en ese sistema significa trasladarse a lo
largo del eje del colestérico.

La ecuacién diferencial de segundo orden para la configuracién en el
ordenamiento del CL colestérica es

d?¢ e,E?
2 + K, sin@ =

la forma de la primera integral tiene la forma

d9 1
. —_ in2 /2
T [1 — Asin® 9]

2b  2g,E?
1+byb T oky

con A =

La ecuacién diferencial que describe el movimiento en el plano del péndulo
simple en coordenadas polares es la siguiente
d?¢@
2 i —
E) + wgsing =0
con w§ = g/ ¢, donde g es el modulo de la aceleracién de la gravedad y # la
longitud de la barra del péndulo.

En la seccién anterior obtuvimos la ecuacién que describe el movimiento de
la lenteja en el plano que la podemos escribir como

% = (1 — psin2 6)1/2
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Existe gran similitud entre la ecuacién diferencial que describe la
configuracién del CL colestérico y la ecuacién que describe el movimiento del
péndulo simple en el plano.

Los parametros que caracterizan al sistema formado por el colestérico
encerrado dentro de una caja con forma de prisma cuadrangular y un campo
electrostatico aplicado estan en el coeficiente del seno del dngulo. Cuando el
campo electrostatico es cero, queda solamente el primer término, de donde
resulta que el dngulo variara linealmente con x, de tal modo que en una
gréfica del dngulo respecto a x resulta una recta.

Al igual que para el péndulo simple los pardmetros que caracterizan al

péndulo estan contenidos en el coeficiente del seno cuadrado p.

Si graficamos las soluciones numéricas considerando en la vertical el dngulo
descrito por el péndulo y el tiempo en la horizontal, se obtienen los siguientes
resultados que corresponden al caso de las libraciones (u oscilaciones) del
péndulo. Ninguna de ellas corresponde al caso de un cristal liquido
colestérico:

Movimiento X t

1.0

Figura 7.4 x(t) es el angulo con respecto a la vertical. Oscila con el tiempo de acuerdo a la
descripcién de una de las funciones elipticas de Jacobi. No corresponde a la configuracién
de un cristal liquido colestérico.
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Movimiento x t

05+

05F

Figura 7.5 Varias energfas de la lenteja del péndulo. El d4ngulo con respecto a la vertical
oscila en el tiempo de acuerdo a la descripcién de una de las funciones elipticas de Jacobi.

No corresponde a la configuracién de un cristal liquido colestérico.
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Movimiento x t

Figura 7.6 La lenteja del péndulo alcanza energfas més altas. La conducta del angulo en el
tiempo se aleja mucho de la conducta senoidal tipica de las oscilaciones pequenas. Nétese
en especial la curva negra que no alcanza a completar un periodo. Su forma redondeada se
aparta totalmente de las senoidales.
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Para el caso de péndulos con energfas cinéticas suficientemente altas, tal que
las soluciones son las de primera clase, corresponden en el caso del
colestérico a campos electrostaticos lo suficientemente pequefios como para
no desbaratar la configuracién helicoidal. Entonces tenemos soluciones que
se levantan de manera similar a la recta pero con ondulaciones como se ve en
la grafica de enseguida:

Movimiento X t|

20 -

15+

10 -

Figura 7.7 Todas las curvas corresponden a la conducta de un dngulo de un péndulo
evolucionando en el tiempo, pero no todos pueden corresponder a un colestérico.
Solamente la grafica verde puede describir una configuracién de un CL colestérico bajo la
accion de un campo eléctrico en el sentido explicado en el texto.
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La funcién x(t) describe el dngulo de orientacién del director 71 de un cristal
liquido colestérico que gira conforme avanzamos en direccién paralela al eje
de orientacién del CL. En este caso el pardmetro t se refiere a la distancia
recorrida a lo largo de dicho eje. Si no hay campo eléctrico aplicado sobre el
colestérico la curva verde deberfa ser una recta, lo cual indica que al avanzar
desde O hacia 5 en el eje horizontal, el dngulo de giro cambia de manera
uniforme (pendiente de la curva).

En su lugar, la curva verde indica que la presencia de un campo eléctrico da
lugar a oscilaciones en ese cambio de la orientacién del angulo, haciendo que
al principio sea més rdpido, luego mas lento, después mas répido de nuevo,
etcétera.

Esos cambios en la rapidez con que gira el vector director i puede ser
detectado mediante el envio de ondas electromagnéticas que viajen a lo largo
del eje de giro, pero es un tema que se encuentra al margen del propésito de
este trabajo.

En cambio, las graficas que tienden a oscilar a lo largo del eje horizontal
corresponden a un antiguo cristal liquido que ha perdido la configuracién de
un colestérico debido a la presencia del campo eléctrico.

Las soluciones de primera clase del péndulo tienen su andlogo en la
configuracién del colestérico, como se observa en las siguientes curvas.
Cuando el campo es cero tenemos una recta, pero cuando va creciendo la
curva empieza a ondularse a la vez que disminuye su inclinacién. Esto
significa que el paso del colestérico (periodo en el caso del péndulo) se alarga.
Eso indica que el campo electrostéatico estd estirando al colestérico. La cuarta
curva indica que cuando el campo crece demasiado, terminar por destruir la
configuracién de colestérico.
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Movimiento X t|

40 -

30+

20

10 -

Figura 7.8 Se representa el incremento en la magnitud del campo eléctrico que aplaza el
periodo de oscilacién que describe el colestérico. La gréfica naranja corresponde al menor
valor para la magnitud del campo eléctrico mientras que las graficas verdes corresponden
a valores mayores de la magnitud del campo eléctrico.
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Movimiento x ti

20
15+

10+

Figura 7.9 Representacién de los tres casos de oscilacion para el péndulo plano, la gréfica
negra corresponde al caso en que la oscilacién no completa el periodo pero se aleja de las
pequenas oscilaciones del péndulo simple. La grafica azul pertenece al proceso donde el
péndulo tiene la energfa suficiente para oscilar en forma senoidal. La grafica verde
corresponde al modo en que un colestérico oscila bajo la presencia de un campo eléctrico
uniforme aplicado perpendicular a su eje de orientaciéon. Cuando no existe presencia de
campo eléctrico la grafica verde se reduce a una linea recta describiendo el movimiento de
un péndulo plano que presenta un desplazamiento angular uniforme.
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Conclusiones

El tratamiento de la configuraciéon de un cristal liquido colestérico contenido
en una caja de paredes planas y bajo la accién de un campo eléctrico uniforme
es matemdticamente analogo al de un péndulo plano.

El conjunto de las soluciones fisicamente aceptables es mas amplio en el
sistema de péndulo plano, ya que la configuracién de un colestérico es
andlogo tnicamente al caso en el que el péndulo ejecuta vueltas completas
alrededor del punto que lo mantiene fijo.

En el péndulo la variable independiente es el tiempo y en la configuracién del
CLC es la distancia recorrida en la direccién del eje del CLC.

En ambos casos la variable dependiente es un dngulo. Para el péndulo plano
se trata del dngulo que forma la cuerda con la direccién del campo uniforme.

La constante eldstica de torsiéon del CLC, k,, es andloga a la longitud de la
cuerda del péndulo.

El cuadrado del campo eléctrico aplicado al CLC es andlogo a la magnitud de
la energfa mecénica total del péndulo.

La formulacién de la teorfa que permite obtener analiticamente las
configuraciones de cristales liquidos es una teorfa cldsica de campo que se
formula a partir de un principio de minima accién en la que se usa la energia
libre de Helmholtz en lugar de la funcién lagrangiana. Las ecuaciones que
describen la configuracién del cristal liquido son ecuaciones de Lagrange.

Debido a lo anterior, se trata de una teorfa de campo que descansa
directamente sobre la termodindmica de los medios continuos y la teorfa de la
elasticidad de los materiales.

Esta tesis es una muestra de que es recomendable obtener una formacion
teérica tan amplia como sea posible, pues hemos encontrado que para la
formulacién del problema concreto que hemos discutido, convergen: la
termodindmica, la teorfa de la elasticidad y una teorfa cldsica de campos
ligeramente modificada. A su vez, para la solucién del problema se requiere la
mecanica clasica.
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Apéndice A
Funciones elipticas

Damos una breve introduccién a la teorfa de las funciones elipticas,
empezamos el apéndice definiendo a las funciones doblemente peridédicas a
continuacion.

Una funcién F(z) es doblemente periédica, con periodo 1 y 1 (con n/1
evaluado en los complejos y parte imaginaria definida positiva), si

F(z 4+ mn + nn) = F(z) (A1)
conn,m € Z pero tal quen = m = 0 no puede ocurrir.

Las funciones elipticas son funciones doblemente periédicas y se definen

como soluciones, y(X,a), de las ecuaciones diferenciales no lineales ordinarias
dy : 4 3 2

<&> = auy* +azy’ +ay- +a;y+ag (A2)

donde

5 - (ao, al, ...,34)

Su solucién formal es

d
d_i = \/34}’4 + azy? +ay% +ay + ag (A3)
d
y = dx
\/a4y4 + agy3 +a,y? +a,y+a,
Integrando
B y ds
XD = %ot (A4)
yo(a)\/a4s4 + azs3 +a,s? +a;s+ag
con condiciones 1niciales
x(yo,a) = Xq (A5)
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Las funciones elipticas de Jacobi son aquellas en que el polinomio de cuarto
grado es de la forma

(1-y*)(A - my?) (A6)
con m una constante positiva.

Las funciones de Weierstrass son aquellas en que el polinomio es de tercer

orden (ay,a, = 0) y de la forma
4y® — g,y — g3
con g,, g3 constantes.

La funcién eliptica de Jacobi sn (z|m) esta definida en términos de la inversa
de la integral

f(p de fsew dy
Z p— —————
o V1 —msen?06 Jo V(@ —y2) (1 — my?)

=sn"1(sen @|m) (A7)

m>0 0<¢<2m

Cuando m = 0 obtenemos

®de
sn~(sen @|m = 0) = T=® (A8)
0
La ecuaciéon diferencial
dy 2
(&) = @-y-my) (49)

cuya solucién es de la forma

sn (z|m) para m < 1

y(z) = Lsr1 (x/ﬁz 1

N B) param > 1 (A10)
m
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de la ecuacién (A9)

2

dy
—] =1 -y»)(1 - my?
(&) = a-yD-my)
con el cambio
y = sin ¢ 1—y%?=1-sin? ¢ = cos? @
d dy”
%zcoscp, <%> =cos?@=1-sin?¢@=1-y?

y2 =sin? @ =1 —cos? ¢
= (1-y?»)[1—-my?] =cos? @[1 —m(1 — cos? ¢)]
= cos?@[1 — m + m cos? ¢]

= (1 — m) cos? ¢ + mcos* @

¢ =)
dy dyde
dx de dx

Haciendo la sustitucién y = sin ¢, la ecuacién diferencial resulta ser

don 2
(d—(g) =1—msin? @ (A11)
asf que su solucion es
@(z) = arcsin[sn (z|m)] (A12)

Las funciones elipticas proporcionan las soluciones generales de ecuaciones
diferenciales de la forma

(Z—ﬁ) = fO) (A13)

con f(y) un polinomio de la funcién y que satisface la ecuacion.

99



Muchos polinomios f(y) se pueden factorizar para tener la forma

f) =0 -y -k?y?) (A14)

con0<y<1.

Si las condiciones iniciales son

dy
y(0) =0, > 0 (A15)

la solucién se denota como
y(x) = sn (x, k) (A16)

se llama funcién sn modulo k y en el software Mathematica se dispone de un
comando para dibujarlas Plot[JacobiSN|x, k], {x,—10,10}]. Esta notacién se
usa por que limy_, sn (x) = sin(x).

1.0

05

‘1o f
Figura A.1 Grafica de la funcién sn (x, k) de Jacobi.

De la ecuacién se puede separar

(Z—z)z = fO) (A17)

100



(2) = a-ya-ry)

dy

7 =V —yH —k?y?)

dy

=d
Ja-»a-ey
y dy, _1
_ - k A18
=], TEmamn e e

Esta udltima es la funcién inversa de sn médulo k y en el software
Mathematica se dibuja con la orden Plot[InverseJacobiSN|x, k], {x, —1,1}].

15 F

- 1.0 - 05 [ 0.5 1.0

05 F

S10

15 F

Figura A.2 Grafica de la funcién sn1 (x, k) de Jacobi.

El desarrollo en serie de Taylor sn médulo k también se puede obtener
facilmente con una orden, es: Series[JacobiSN|z, k],{z, 0,7}].

El resultado es

k) = +< . k) 3+ . 1+ 14k + k?)x®
sn(x, k) =x c %) 120( )x

, (S1— 135k — 135k2 — k3)

7 8
040 x” + 0(x)
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Asf como sn es la generalizacién de la funcién seno para oscilaciones finitas,
se puede definir algo que sea generalizacién de la funcién coseno

cn?(x) =1 —sn?(x) (A19)
y para cualquier médulo
dn?(x) = 1 — k?sn?(x) (A20)
Estas tres son las funciones elipticas de Jacobi.

La funcién sn (z|m) tiene un periodo puramente real 4K, donde

K to de periodo = K(m) j Yo do (A21)
= cuarto de periodo = K(m) =
P o V1—msin?0

Ademas tiene un periodo puramente imaginario 4iK’, donde

T/
iK" = iK(m) = iJ 2\/1 40 (A22)
0 —

m’sin? 6
conm” =1 —m = mddulo complementario

Las funciones elipticas de Jacobi adicionales cn (z|m) y dn (z|m) como

1 dy 1 dy
7 = ] , = j , (A23)
en@m)y/ (1 —yD)(m +my?)  Jan @m) /(1 —y2(y? —m")
Estas tienen las propiedades siguientes
cn (z) = cn (z|lm) = cos @ (A24)
dn (z) = dn (zlm) = \/1 — msin? ¢ (A25)
sn? (z) + cn? (z) = dn? (z) + msn(z) = 1 (A26)
Otras propiedades
sn (z|0) = sinz (A27)
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cn (z|0) = cosz
dn (z|0) =1

sn (z|1) = tanhz
cn (z|1) = sechz
dn (z|1) = sechz

Sus derivadas

—sn (z|m) = cn (z|m) dn (z|m)

dz
Ecn (zlm) = —sn (z|m) dn (z|m)
—dn (z|m) = —cn (z|m) sn (z|m)
dz

param > 1 se cumplen las siguientes identidades

3

sn (z|m) = \/%sn (\/ﬁz
o)

g

cn (zlm) = dn (\/ﬁz

dn (z|m) = cn (\/ﬁz

(A28)
(A29)
(A30)
(A31)
(A32)

(A33)

(A34)

(A35)

(A36)

(A37)

(A38)
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