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Resumen 

En este trabajo presentamos el desarrollo del problema de los tres cuerpos restringi-

do, que consiste en tener dos cuerpos de masa grande en reposo y un tercer cuerpo 

de masa despreciable, para el cual estudiamos sus movimientos debido a la inter-

acción gravitacional. En particular analizamos el sistema Tierra-Luna, aunque este 

modelo se puede emplear para explicar un gran número de sistemas. Para el análisis, 

consideramos el sistema desde un marco de referencia no inercial y construimos una 

fuerza efectiva, la cual contiene el término de fuerza gravitacional y dos términos 

que aparecen como una contribución debida al sistema de referencia no inercial: la 

fuerza centrífuga y la fuerza de Coriolis. Esta fuerza efectiva la podemos denotar 

como el gradiente de un potencial efectivo, mediante el cual obtenemos los puntos de 

Lagrange que denotamos Li, L2, L3, L4 y L5. Al analizar el movimiento del tercer 

cuerpo cuando sufre una perturbación en la posición de cada uno de estos puntos 

podemos asegurar que las órbitas alrededor de Li, L2 y L3 son inestables, mientras 

que alrededor de L4 y L5 las órbitas son estables. 
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Introducción 

Si consideramos un sistema de tres o mas partículas puntuales masivas moviéndo-

se bajo la influencia, de fuerzas gravitacionales mutuas, es posible, en principio, cal-

cular sus posiciones y velocidades en cualquier tiempo, si conocemos todas las masas 

involucradas; siempre y cuando conozcamos para todas ellas sus posiciones y velo-

cidades en algún momento dado. Este problema fue formulado desde la época de 

Isaac Newton y se le llama el problema de N-cuerpos. Sin embargo, la interacción 

gravitacional siempre se modela como el efecto entre dos masas, por lo que la cons-

trucción de la interacción para un sistema de más de dos objetos necesariamente 

involucra la suma de interacciones entre cada par de ellos. Para resolver este tipo de 

problemas será necesario aplicar alguna aproximación o bien un método numérico, 

incluso para un sistema en el que interactúan solamente tres objetos. 

Dada a la complejidad que tiene el problema de tres cuerpos, en su época el 

matemático franco-italiano Joseph Louis Lagrange lo estudió haciendo las siguientes 

aproximaciones: 

• Que la masa de dos de los cuerpos es mucho mayor que la del tercero. 

• Que podemos considerar un sistema de referencia en el cual las masas más gra-

des están en reposo relativo entre ellas y solamente observamos el movimiento 

de la tercera (mucho más ligera). 

• Que la masa de la tercera partícula es suficientemente ligera tal que no perturba 

a los otras dos. 

Como podemos ver, incluso cuando nos limitamos al caso particular n=3, lla-

mado el problema de los tres cuerpos se mantiene el alto grado de complejidad; a 
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diferencia del problema de dos cuerpos. Debido a la forma que tienen las ecuaciones 

que gobiernan el movimiento no se puede obtener de manera analítica su solución, 

solamente es posible una descripción ya sea con alguna aproximación [Wang, 1991] 

o bien mediante métodos numéricos. 

Sin embargo, siguiendo las aproximaciones de Lagrange, podemos estudiar un 

caso especial del problema, llamado comúnmente el problema de los tres cuerpos 

restringido. Resulta que, sin importar estas simplificaciones, el modelo es válido para 

un gran numero de sistemas, como el sistema Tierra-Luna, mismo que se desarrollará 

en este trabajo. 

Debido a la longitud y complejidad de algunas de las expresiones algebraicas 

y para abreviar el tiempo de cálculo, todo el trabajo computacional utilizado a 

continuación, incluidas las gráficas y las manipulaciones algebraicas; fue hecho en el 

sistema computacional Mathematica [Wolfram Research Inc., 20171 y corroborado 

usando distintos algoritmos. En lo que respecta a la notación, escribimos cualquier 

vector V (en negritas) y matriz M (con doble raya), mientras que todos los demás 

símbolos se consideran escalares. 

En el capítulo 1 abordamos el tema de marcos de referencia no inerciales, los cua-

les dan lugar a interacciones ficticias como la fuerza de Coriolis y la fuerza centrífuga, 

necesarios para obtener la fuerza efectiva, que nos permite describir las interaccio-

nes con el tercer cuerpo. En el capítulo 2 exploramos la construcción del potencial 

efectivo, el cual da origen a puntos de equilibrio estables e inestables que, dadas 

estas aproximaciones, son mejor conocidos como puntos de Lagrange. Por último, en 

el capítulo 3 estudiamos pequeñas desviaciones en la posición del tercer cuerpo, en 

cualquiera de estos puntos para así conocer la estabilidad de trayectorias en su ve-

cindad. El trabajo concluye con un resumen de los principales resultados obtenidos 

y una consecuencia muy interesante para el sistema Tierra-Luna. 



Capítulo 1 

Problema de los tres cuerpos 

restringido 

En la Licenciatura en Física, particularmente en el curso de mecánica teórica, 

estudiamos los temas de campo central y sistema de referencia no inercial. En este 

capítulo revisaremos algunos de estos conceptos, partiendo del problema de dos 

cuerpos, que nos permitirán resolver el problema de tres cuerpos restringido. 

1.1. Campo central 

Se le llama campo central a la interacción entre dos partículas, cuando ésta 

depende solamente de la distancia entre ellas, en dirección radial. Hay varios ejemplos 

de este tipo de interacciones, pero uno de los primeros ejemplos estudiados fue la 

interacción gravitacional [Marion and Thorton, 1995], misma que usaremos para 

revisar la descripción del movimiento de dos cuerpos [Cornish, 19981; lo cual nos 

permitirá estudiar nuestro problema. 

1.1.1. Ecuación de movimiento de Lagrange en un campo 

central y fuerza efectiva 

Debido a que la interacción gravitacional depende solamente de la distancia 

radial entre los objetos, el problema de campo central tiene simetría esférica por 
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1.1. Campo central 4 

lo que conviene utilizar coordenadas esféricas: r, O , . Esta dependencia solo en la 

coordenada radial nos permite asegurar que se conservan el momento angular, L y su 

magnitud, L. Por esta razón conviene fijar el eje z de las coordenadas cartesianas tal 

que el vector de momento angular es paralelo a él. Por la misma razón, el movimiento 

se llevará a cabo en un plano, así que podemos también fijar la coordenada 6 = 

La situación geométrica de estos vectores y coordenadas se ilustra en la figura 1.1, 

donde mostramos tanto al momento angular L en el eje como al momento lineal en 

el plano de la órbita p. 

Figura 1.1: Situación geométrica de estos vectores y coordenadas usados en este 

trabajo. 

La discusión anterior nos deja con las coordenadas generalizadas para describir el 

movimiento: r, 0. Esta descripción la hacemos mediante la siguiente función Lagran-

giana: 
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2= + r22) - V(r), (1.1.1) 

en esta expresión reconocemos al primer término como la energía cinética de un 

cuerpo de masa m, y al segundo como el un potencial gravitacional dado por V(r). 

La ecuación de Lagrange que nos describe el comportamiento de la coordenada 

generalizada r es: 
d02 32' 

dtDi 3r 

al introducir la forma específica de la Lagrangiana para este problema obtenemos: 

• 
mr—mrç

2 
 + 

dV  
—=O, 
dr 

misma que se puede reescribir de la siguiente forma: 

m=mrç 2 +f(r). (1.1.2) 

El comportamiento de la segunda coordenada generalizada, q, se obtiene me- 

diante: 
d02 ¿32' 

dt3 

La Lagrangiana no contiene términos de q, por lo que podemos eliminar la expre- 

sión , la coordenada Ø  es cíclica y el momento angular se conserva. Este resultado 

nos lleva a una ecuación que se puede integrar una vez, como resultado queda una 

constante 

mr2ç = constante = L, 

de donde obtenemos la ecuación para 

• L 

mr 
(1.1.3) 

La pareja (1.1.2) y  (1.1.3) representa las ecuaciones de movimiento para una 

partícula de masa m en el campo gravitacional de otra de masa M, cuya información 

está contenida en el potencial V. 

Sustituimos (1.1.3) en la ecuación para la coordenada de r (1.1.2) y multiplicamos 

por i para obtener: 
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L2 .dV 
mr - + r— = O, 

rur3 dr 

o bien 

d(1 2 L2  
- f -7flT + +V =o.  
dt \2 2mr2 j 

Por lo que hemos encontrado una segunda constante de movimiento, que co-

rresponde a la energía, E, y podernos expresar una ecuación simplificada para la 

coordenada r: 

L2  
m 2 +

2mr  2
+V=E 

Ahora podernos volver a usar el resultado de (1.1.3) en (1.1.2): 

L2  
mr= 

mr3 
 +f(r) 

y definir una fuerza efectiva 

L2  
fff(r) 

= 
mr3 + f(r). 

Con su respectiva energía potencial efectiva 

L2  
Veff(r) 

= 
2mr2 + V(r), 

(1.1.4) 

(1.1.5) 

(1.1.6) 

(1.1.7) 

por lo tanto las ecuaciones para la energía mecánica total, (1.1.4), y  la aceleración 

radial, (1.1.5) son: 

m2  + Ve ff(r) = E (1.1.8) 

mi=f ff (r). (1.1.9) 

Los valores de r que pueden ser admisibles tiene que cumplir 

•2 EVeff (r) 
1

mr >O 

Con este resultado y la gráfica de potencial efectivo como función de la posi-

ción, que mostramos en la figura 1.2, se puede hacer una descripción cualitativa del 

movimiento esperado en el problema del campo central: 
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o 

0 20 40 60 80 100 
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Figura 1.2: Órbitas esperadas en el problema de campo central, dado el potencial 

efectivo V(r) 

Para valores de energía no negativos, el movimiento de la partícula es ilimitado. 

Si la energía es mayor a cero, El en la gráfica, se trata de órbitas hiperbólicas con 

un punto de retorno, rl. Para energía igual a cero, E2 en la gráfica, la órbita es 

parabólica con máximo acercamiento r2. Si ahora las energías son negativas, todas 

las órbitas son ligadas. Para energías mayores que el mínimo pero menores a cero, E3 

en la gráfica, el movimiento es acotado entre r3 Ç r Ç r5, y la órbita es elíptica. Si 

la energía corresponde al valor mínimo del potencial efectivo, como E3 en la gráfica, 

entonces la trayectoria de la partícula esta limitada r4, por lo tanto el movimiento 

de la partícula es circular. 
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1.1.2. Leyes de Kepler 

Antes del desarrollo del formalismo que describe el movimiento en el campo 

gravitacional, el astrónomo Johannes Kepler, pudo describir el movimiento de los 

planetas del sistema solar, usando los datos de Tycho Brahe. Su descripción se 

resume en las tres leyes que llevan su nombre: 

1. Así la trayectoria de un planeta alrededor del sol es una elipse con el Sol en 

uno de los focos. 

2. El radio vector que va del Sol a un planeta barre áreas iguales en tiempos 

iguales. 

3. Si expresamos la masa del Sol como m501  y la masa del planeta, mplaneta;  el 

cuadrado del periodo de revolución de este último, T, alrededor del Sol es 

proporcional al cubo del semieje mayor de la órbita elíptica, a, 

T2 =
47r2a3  

En particular, cuando se trata de una órbita circular de radio R, la relación entre 

el período y el radio orbital queda 

T2
4ir2R3  

— 
- G(ms01  + mpianeta) 

(1.1.10) 

Podemos considerar a la expresión anterior como una relación entre las propiedades 

del sistema Sol-planeta que determinan el valor de la constante gravitacional, C (la 

cual utilizaremos más adelante). 

G(m501  + mpianeta) 
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1.2. Marco de referencia no inercial 

1.2.1. Sistema de coordenadas que rota 

Consideramos dos conjuntos de ejes coordinados, el primero montado en un siste-

ma de referencia que rota, al cual llamaremos "rotando", con respecto a otro,montado 

en un sistema de referencia que denominamos "fijo" y consideramos sistema de re-

ferencia inercial (SRI). En la figura 1.3 mostramos los ejes de ambos sistemas. 

xli 

Figura 1.3: Distancia de un punto P desde un marco de referencia que rota, sistema 

no primado, con respecto a otro fijo, sistema primado. 

Usaremos x como coordenadas para el SRI, mientras que para el sistema rotando 

las coordenadas serian x. En la figura denotamos un punto arbitrario, P, que puede 

moverse libremente y los vectores de posición desde cada uno de los marcos de 

referencia. Si denotamos con r' al radio vector de P en el SRI, r a su radio vector 

en el sistema rotando y R al vector que ubica el origen del sistema rotando en el 

sistema fijo; la relación entre ellos es la siguiente: 

r' = R + r (1.2.11) 
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Cuando el sistema rotando es sometido a una rotación infinitesimal de magnitud 

69, el movimiento del punto P con respecto a la coordenada x es descrito mediante 

la siguiente expresión: 

(dr) 0  = dO x r. 

si consideramos el tiempo en que sucedió la rotación infinitesimal medido desde el 

sistema fijo, dt, podemos dividir entre este tiempo: 

() (1.2.12) 
dt fijo dt 

donde se puede expresar uno de los términos como la velocidad angular de rotación, 

por lo tanto (1.2.13) queda: dt 

 
Si P estuviera fijo en el sistema x, la expresión anterior es suficiente para describir 

el movimiento, sin embargo el punto P es libre de moverse respecto del sistema x. 

este movimiento puede ser agregado con la expresión 9 x r para obtener la velocidad 

buscada. 

dQ (dQ 

dt ) fijo - dt ) rotando 

si ahora consideramos que estamos situados en el sistema fijo y que su distancia está 

dada por (1.2.11), en un intervalo de tiempo tenemos: 

(dr'\ (dR'\ 

fijo

(dr"\ 

dt ) fijo = 
dt

+ 
dt ) fijo 

lo cual nos permite obtener 

7dR'\ (dr 

dt )fijo =  dt dt  fijo 

+
rotando 

+ x r. 

dr 

dt) fO  

() = 

 

dt (  dt  ) + Ç x r (1.2.13) 
fijo rotando 

La expresión anterior se puede utilizar para calcular cualquier coordenada gene-

ralizada Q. por lo que podemos reescribir: 

( +xQ (1.2.14) 
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Definiendo: 

Vf EtE() 
dt fijo 

VEERf EE(_) 
dt fijo 

 

(dr'\

dt ) rotando 
Vr tr  

la ecuación anterior se puede escribir 

Vf  =V+Vr +í x r (1.2.15) 

Cada término de esta ecuación se refiere al movimiento del punto P y son, res-

pectivamente: 

Vf  = Velocidad relativa a los ejes fijos. 

V = Velocidad de traslación del sistema de referencia rotando desde el SRI. 

Vr  = Velocidad relativa a los ejes rotando. 

= Velocidad angular de los ejes rotando. 

Í x r = velocidad debido a la rotación del movimiento de los ejes. 

1.2.2. Fuerza centrífuga y fuerza de Coriolis 

Dado que las leyes de Newton se cumplen en marcos de referencia inerciales, 

para los sistemas de referencia no inerciales se puede extender su uso, incorporando 

"fuerzas ficticias" o, más formalmente, fuerzas no inerciales. 

Procederemos en este camino, partiendo de la ecuación de la fuerza efectiva, la 

cual se define como la suma de las fuerzas ficticias y las fuerzas que se experimen-

tarían en un SRI: 

  

/ '\ 
F = ina f  = m 

dVf 

----) fijo 

 

  

(1.2.16) 

  

   

El término se obtiene derivando (1.2.15) 
dt fijo 
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(dVf \ 

dt )fijo (

dV) 
) fijo  

+Í
dr

xr+íx 
dt  fijo dt  

Denotamos la expresión Rf = fdVr" Mientras que el termino fijo  se dt 

puede obtener la expresión (1.2.14), entonces Vr  queda: 

(dVr \ (dVr  

dt )fijo dt 

 

+íXVr, 
rotando 

o bien: 

(dVr 
) =ar+xVr. 

\ / 

\ 

fijo 

Donde ar  es la aceleración en el sistema de coordenadas rotando. 

El término í x (ñ)fO  se obtiene, una vez más, con ayuda de (1.2.14) 

íx()
=dr
íx

dr  
() +íx(íxr) 

dt fijo rotando 

Con ayuda de estas expresiones, la fuerza en el sistema de referencia que rota 

queda: 

F = ma f  = mR f  + mar  + M(9 x r) + m(í x (í x r)) + 2m(9 X Vr). 

Si ahora consideramos un observador en el sistema de coordenadas rotando, la 

fuerza efectiva sobre una partícula, de la ecuación (1.2.16), está dada por: 

Feff = mar  = F - mRf  - m(Ó x r) - m(í x (í x r)) - 2m(9 >( Vr). (1.2.17) 

El primer término, F, es la suma de las fuerzas gravitacionales la partícula P El 

segundo, —mRf , es el término traslacional. El tercer término, —mÓ x r, corresponde 

a la aceleración angular del sistema coordenado. Por último, la la cantidad —m(í x 

(í) x r), es la fuerza centrífuga y al final se incluye la fuerza de Coriolis —2m(9 x Vr) 

[Marion and Thorton, 19951. 



Capítulo 2 

Potencial efectivo y puntos de 

Lagrange 

Una vez resumidos los conceptos de la interacción gravitacional descritos des-

de sistemas de referencia que rotan, en este capítulo se precisará la expresión del 

potencial efectivo y los puntos de Lagrange para el problema de tres cuerpos res-

tringido,para el caso particular del sistema Tierra-Luna; donde para el tercer cuerpo 

consideramos una sonda o nave espacial cuya masa es despreciable comparada con 

la de la Tierra y la Luna. 

2.1. Construcción del potencial efectivo 

En la Figura 2.1 ilustramos el sistema Tierra-Luna con la partícula de masa m en 

un marco de referencia no inercia!, donde hemos adoptado un marco co-rotacional 

en el cual las posiciones y velocidades se miden desde el centro de masas (CM) del 

sistema Tierra-Luna. 

En el capítulo 1 se obtuvo la expresión de la fuerza efectiva para un observador 

en el sistema de coordenadas rotando, donde se tiene un término de traslación y 

de aceleración angular, en el nuevo marco de referencia se eliminan la expresión de 

traslación debido a que ahora la partícula tiene como origen el CM, mientras que la 

aceleración angular es cero debido a que la velocidad angular es constante, por lo 

13 
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Ir-rTI Ir-rLI 

Figura 2.1: Diagrama del problema de los tres cuerpos restringido indicando las 

posiciones desde el centro de masa. 

tanto la ecuación de la fuerza efectiva (1.2.17) queda de la siguiente forma: 

Feff = FTL - 2m( x - mí x (í x r) (2.1.1) 

aquí el primer término de la fuerza efectiva es la suma de la interacción gravitacional 

Luna-masa y la interacción Tierra-masa. En ambos casos se trata de la interacción 

de dos cuerpos, por lo que este término se escribe: 

GMTm(r - rT) GMLm(r - rL) 
FTL = 

- (Ir - 
 rT j)3/2 

(Ir - 
 rL 1)3/2  (2.1.2) 

donde MT, ML y m, corresponden a las masas de Tierra, Luna y el tercer cuerpo, 

respectivamente; r, es el vector posición del tercer cuerpo, rT,  el vector posición de 

Tierra y rL,  el vector posición de Luna; todos medidos desde CM. C corresponde a 

la constante gravitacional universal, misma que en el sistema internacional tiene un 

valor C = 6.674 x 10_1112. 

El segundo término, —2m(9 x t), es la fuerza de Coriolis y el tercero, —mía x 

x r), es la fuerza centrífuga, ambos son no inerciales y provienen de la elección que 

hemos hecho para el marco de referencia. De (2.1.1) se puede encontrar directamente 

la aceleración del cuerpo: 

FTL x = 
m

2(9 x t) - í x (í x r) (2.1.3) 
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Como ya dijimos, la aceleración en (2.1.3) describe correctamente el movimiento 

del tercer cuerpo en el marco de referencia donde el sistema Tierra-Luna no rota. 

Si queremos hacer un análisis mediante el formalismo de la Mecánica Analítica, 

podemos también considerar que la. velocidad de este cuerpo, *, se verá corregida 

por los términos no inerciales: 

* = t + 9 x r, 

entonces la Lagrangiana por unidad de masa queda: 

= (t+ 9 x r)2_(r) (2.1.4) 

donde el término (r) es el potencial gravitacional por unidad de masa generado 

por el sistema Tierra-Luna, mismo que genera la interacción expresada en (2.1.2) 

mediante FTL = V(r). 

Conocida la función Lagrangiana podemos obtener el momento generalizado, de 

la siguiente manera: 

0L 
Pv = - = T + Q X T 

0v 
(2.1.5) 

Una vez obtenidas la Lagrangiana y el momento, podremos construir la función 

Hamiltoniana del sistema: 

j =p •(t— x r)— 
1p2 +(r) 

podemos simplificar el término p.(-9 xr) usando la siguiente identidad del producto 

punto con el producto cruz: 

A.(BxC)=C.(AxB)=B.(CxA) (2.1.6) 

para dejar una forma compacta de H j: 

J = 

 

1 P2+(r)(r xp) (2.1.7) 

Ya que el momento angular es L = r x p, en. la  ecuación anterior identificamos esta 

variable en el marco de referencia inercial, mientras los términos I p2 + «r) es la 
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Hamiltoniana, 7L, en el mismo marco de referencia. Por lo tanto podemos describir 

el movimiento usando la siguiente función Hamiltoniana: 

Ya que /(r) es constante en el marco rotando y no contiene velocidades generali-

zadas explícitas, además, como Hj  no contienen el tiempo explícitamente, podemos 

decir que su derivada a lo largo de cualquier órbita es = Además, co
dt (9t - 

mo 9Hj 
= O, entonces H = Ej = constante. Por lo tanto podemos identificar a 

IJj como una integral de movimiento, denominada la integral de Jacobi que pode-

mos hacer corresponder con la energía total del tercer cuerpo. Con este resultado 

reescribimos la ecuación (2.1.7) de la siguiente forma: 

Ei  = x r)2+(r)—(t+ 9  x r), 

la cual simplificamos para obtener: 

Ei  = + 
- 

(9 x r) 

o bien: 

E,1  = t2  + /)ff(T). 

Donde hemos definido un nuevo potencial efectivo: 

Oeff = (r) 
- 

 (Q x r)2 

mismo que está en términos de el potencial gravitacional (primer término de la dere-

cha) y del potencial centrífugo (segundo término). Este potencial se puede simplificar 

empleando la siguiente identidad 

(AxB)•(CxD)=(A•C)(B•D)—(A•D)(B•C) 

para escribir: 

eff(T) = (r) - 1 [92r2 
 - ( r)2]. (2.1.8) 

Buscamos incorporar esta información directamente a la ecuación de movimiento 

para el tercer cuerpo, para ello se pueden construir las ecuaciones canónicas de 

Hamilton mediante la expresión (2.1.7), las cuales nos quedan: 



= Vç(r) 
- 

(í x P) 
07. 

'3 
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(2.1.9) 

OP 
(2. 1 . 10) 

Derivemos con respecto al tiempo esta segunda expresión para obtener una nueva 

forma de la aceleración: 

dt 

podemos simplificar la expresión anterior si sustituiiiios (2.1.9) y  utilizamos la iden- 

tidad 

V[a.(rx b)] =V[r•(b x a)] =b x a 

así, la aceleración nos queda: 

= —Vç5 - x P -  (í x t) 

Como vemos, en la ecuación podemos eliminar P dado a que P = * y nos queda: 

Usamos la identidad del doble producto vectorial en la expresión Q x (Q x y) 

A x (B xC) = B(A. C) - C(A .B),  

para reescribir la aceleración como: 

= —Vçi5 - 2(9 x i) 
- 

(í . r) + Ç)2r (2.1.12) 

(2.1.12) tiene la expresión —2(9 x t), que corresponde a la fuerza de Coriolis y 

í x (í x r) es la fuerza centrífuga. Dado que queremos la aceleración en términos 

del potencial efectivo, podemos tomar el gradiente de la ecuación (2.1.8) 

VOeff =Vç5- 2r+í. 

y así simplificar (2.1.12), sustituyendo VO de la expresión del gradiente del potencial 

efectivo, para escribir: 
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= -Vqj - 2(9 x 

Si comparamos (2.1.3) con (2.1.13): 

_Vøejf_2(Xt)=_TL 2(x)—x(xr). 

(2.1.13) 

 

El térniino de Coriolis desaparece y el gradiente del potencial efectivo queda en 

términos de la fuerza de interacción gravitacional del sistema Tierra-Luna y la fuerza 

centrífuga, sustituyendo FTL y usando (2.1.11) para el término de la fuerza centrífu-

ga, nos queda: 

VÇ eff  = G 
I'iT(r - rT) 

+ G 
Aii(r - rL) 

(r - rT)3/2 (r -  rL )3/2  
+ r) - 

Como el movimiento de la partícula se encuentra restringido al plano XY y su 

velocidad angular es constante, se tienen las siguientes coordenadas cartesianas: 

r = xi + yj 

Al usar estas coordenadas el término . r) desaparecerá. 

Mientras que las expresiones rT y rL pueden, según la la Figura 2. 1, puede 

escribirse en este mismo sistema cartesiano como 

rT = — rTz y r7=r1,z. 

Si consideramos movimiento circular de la Tierra y la Luna alrededor del CM, 

podemos escribir la distancia Tierra-Luna como 

R = rT + rL, 

pero recordemos que en el CM hemos colocado el origen, por lo que 

— mTrT + mLrL = O. 

Como los vectores rT y rL están ambos en el eje x (de la Figura. 2.1), la expresión 

anterior nos permite encontrar una relación entre sus magnitudes: 

ML 
rT = rL. 

mT 
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Con esta relación podemos encontrar una relación entre rL y la distancia Tierra-

Luna, R: 
mT + ML mT R= TL obien rL = R 

mT mT + ML 

y de aquí una relación entre rT y la distancia Tierra-Luna: 

(2.1.14) 

  

rT= ML  
mT + ML 

  

(2.1.15) 

    

Con estas relaciones entre las distancias, podemos escribir los vectores de posición 

de la. Tierra y la Luna corno: 

rT = —3Ri 

rL  = aRi, 

donde hemos definido: 

mT 

mT + ML 

/3 

 
ML 

mT + ML * 

En particular, para el sistema Tierra-Luna las razones de masa son: a = 0.98785 y 

/3 = 0.01215. 

Con los elementos obtenidos se reescribe Vjj de la siguiente manera: 

Vjj = —92  (xi + yj) + GmT[(x + fiR)i + + cML[(x  - a'R)i + yjj 
((x + /3R)2  + y2)3/2 ((x - aR)2  + y2 )3/2  

Para eliminar de esta expresión la constante gravitacional, y quedarnos en térmi-

nos de las propiedades del sistema (mT, ML y Q) podernos usar la tercera ley de 

Kepler, considerando para la distancia del semieje mayor a al distancia, R, y que la 

velocidad angular esta dada por Q = , lo cual nos provee de una relación deseada 

entre las propiedades del sistema: 

92R3  = C(MT + ML). 

Con esta última relación podemos reescribir el gradiente del potencial efectivo, 

V eff: 

2 (_(Xi + yj) +
aR[(x + ̂ i  + yj] /3R3 [(x - aR)i + yj] 

Veff = Ç ((a; + /3R)2  + y2)3/2 + (x - aR)2  + y2)3/2 
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factorizamos R del gradiente del potencial efectivo y podemos definir las siguientes 

variables adimensionales: 

x= y 

Así, el potencial efectivo se puede escribir como: 

a[(X + fi) + Yj] fi[(X - a) + Yj] 
V eff = 2R (_(x + 

Yj) + ((X + fi)2  + y2)3/2 + (X 
- a)2  + Y2)3/2) 

Conviene también dividir entre la velocidad angular y la distancia Tierra-Luna, 

VI'eff = para escribir la forma adimensional del el gradiente potencial efec-

tivo: 

a[(X + fi) + Yj] fi[(X - a)2 + Yj] 
Vff = —(Xi + Yj) + ((X + 

fi) + Y2)3!2 + ((X 
- a)2  + Y2)3!2 

En esta expresión podemos identificar una componente paralela al vector i y 

otra al vector 3; en cada una de ellas usamos la siguiente integral para obtener el 

potencial: 
xdx 1 

(x2  + a2)3!2  = (u2  + a2 )1!2  

Al integrar en cada una de las direcciones obtenemos expresiones complementa-

rias para el potencial efectivo: 

eff(X, y)i = _X2
(X +fi)2  + Y 2 (X —a)2 

 + Y2 + f(Y) 

e ff(X, Y)j = _Y2 
 -

ce 

2 (X +fi)2  + Y 2 (X —a)2 
 + Y2 + g(X)5 

las cuales incorporamos en una sola expresión para el potencial completo: 

eff(X,Y) = _(X2 + Y2) -
a

(2.1.16) 
2 /(X + fi)2  + Y2  \/(X -  0¿)2  + Y 2  

1 

Graficamos las curvas de nivel para este pontencial en la Figura 2.2. 



-2 
E 

-1 2 1 

2. 1. Construcción del potencial efectivo 21 
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Figura 2.2: Curvas de nivel para el potencial efectivo del sistema Tierra-Luna 

La gráfica de las curvas de nivel nos muestra los valores que tiene el potencial 

efectivo. En el centro de la gráfica (círculo blanco) se localiza la Tierra, mientras 

que en el círculo más pequeño (negro) se localiza la Luna. Podemos ver claramente 

que el eje x representa un eje de simetría para el potencial. La propia gráfica nos 

impulsa a encontrar puntos críticos en el potencial, tanto en el eje de simetría como 

alrededor del valor x = .5. Así como en el caso para el problema de campo central, 

Figura 1.2, este potencial nos permite describir, al menos de forma cualitativa, los 

movimientos esperados para el tercer cuerpo. 
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2.2. Puntos de Lagrange 

De la figura 2.2, podemos asegurar que el potencial efectivo tendrá puntos críticos 

(o estacionarios). En particular para el problema de tres cuerpos restringido, estos 

puntos se denominan puntos de liberación o puntos de Lagrange, los cuales son 

puntos de equilibrio donde la fuerza gravitacional que ejercen los tres cuerpos están 

en equilibrio con la fuerza centrífuga. Nos interesa conocer donde se sitúan, ya que 

alrededor de ellos puede darse lugar movimiento interesante. [Carroll and Ostlie, 

2007] 

Los puntos de Lagrange se pueden calcular al obtener los puntos críticos del po-

tencial efectivo. Recordando la definición de un punto critico [Larson and Edwards, 

2010]: 

"Sea f una región abierta R que contiene (x0, y°). El punto (x0, Yo)  es 

un punto critico de f si se satisface una de la siguientes condiciones: 

• f(x0,y0) = O y f(x0,yo) = O 

• f. (x, Yo)  o f(x0, Yo) flO existe 

A los puntos críticos también se le conoce corno puntos estacionarios. 

Ya que el gradiente del potencial efectivo tiene los elementos: 

ae j  '9'eff 
Vejí( a.' 

' 5Y 
,0) 

Por lo tanto para obtener los puntos de Lagrange nos queda resolver las siguientes 

ecuaciones: 

o 
3x 

3eff 
o 

ay 

Por lo que existen dos expresiones a resolver para los puntos críticos, una en la 

dirección i y otra en j: 

-x+ a(X+3) fi(X — a) 

((X + fi)2  + y2)3/2 + ((X - a)2  + Y2)3!2 
=0 (2.2.17) 

aY fiY 
—Y+ + O 

(X + fi)2  + y2)3!2 ((X - a)2  + Y2)3/2 
= (2.2.18) 
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Dada la simetría que presenta el potencial efectivo, existen dos familias de puntos 

de Lagrange; una con Y = O y otra en la que X O y Y O. 

Empecemos por la primera de estas familias. Como estamos en el caso Y = 0, 

sobrevive solo la expresión (2.2.17) en la cual realizamos el cambio de variable X = 

(u + a), por lo tanto nos queda: 

a(u+a+/3) flu 
- -(u + a) + ((u + fi 

+ a)2)3!2 
+ (2)3/2 - 0 7  

Podemos simplificar la expresión anterior sumando la razón de masa a + 

y nos queda: 
a(u+1) &

-(u + a) + ((u + 
1)2)3/2 + (2)3/2 - O 

los términos en el denominador se puede expresar mediante la función signo 

u (u+1) 
SO=()2y S1=(u+l)2 

y la condición para los puntos críticos de la primera familia queda: 

- (u +  e¿)  (U + 1) 2u2  + aSu2  + 8S (u + 1) = 0. (2.2.19) 

Si agrupamos los valores posibles de So  y S1  en parejas, (So, S) y ponemos cui-

dado en su forma específica dada renglones arriba, encontramos que son permitidos 

los siguientes casos: (-1, 1), (1, 1) y  (-13  -1). Procedemos a resolver las correspon-

dientes ecuaciones de quinto grado y obtenemos los resultados mostrados en la tabla 

2.1 

Caso raíz u1 raíz u2 raíz u3 raíz u4 raíz u5 

-1.49325 -1.49325 -0.0803844 -0.0803844 0.159413 
(1,1) 

-0.861304i 0.861304i -0.138519i 0.138519i 

-1.99088 -0.5000076 -0.5000076 0.00159007 0.00159007 

-0.858939i 0.858939i -0.0785849i 0.0785849i 

-1.4946 -1.4946 -0.159337 0.0803463 0.0803463 

-0.863671i 0.863671i -0. 138332i 0. 138332i 

Tabla 2.1: Raíces posibles para obtener los puntos críticos de la familia 1 con Y = 0. 
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En cada caso, las únicas raíces que se tomarían en cuenta son aquellas que 

contiene un término real, ya que u debe representar una distancia única. De esta 

manera, nos quedamos con u1 , para el caso (S0, S) = (-1, —1); u3, para (S0, S1 ) = 

y u5, para (S0, S) = (1, 1). Sustituyendo estos valores en el cambio de 

variable, X = u + a, la posición de cada uno de los puntos de Lagrange de la familia 

1 son: 

Li = (-1.00303,0) 

L2 = (1.14726, 0) 

L3 = (0.82851,0) 

Ahora para la familia 2 con X O y Y 0, partimos de (2.2.17) y  (2.2.18) 

/3(X—ce) 
—x+ 

((X + /3)2  + Y2)3!2 + ((X - a) + Y2)3/2 
= 05  

a ¡3 

—1 + ((X + /3)2  + Y2)3/2 + ((X 
- a) + Y 2) 3!2  

realizando los siguientes cambios de variable: 

W=X+13 y Z=X —  a. 

(2.2.17) y (2.2.18) quedan de la siguiente forma: 

o, 

ct'W /3Z —x + 
(11/2 + Y2)3!2 + (Z2  + Y2)3!2 

= 0, (2.2.20) 

C¿ 

/3 —1+
= 

+ O 
(14/2  + Y 2) 3!2 (Z + y2)3/2 (2.2.21) 

Multiplicando la segunda ecuación por W y restarnos la primera, nos queda la 

siguiente expresión: 

8(Z - 1V) 
=0, 

desarrollando el álgebra, nos lleva a una expresión para Y 

Y = (—a - /3)2!3 
- Z 2. (2.2.22) 
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El valor de X se puede obtener si multiplicamos por Z en (2.2.21) y  restando con 

(2.2.20) 

a(W — Z) 
= -x + Z + (W

2  + Y2)3!2 0  

reduciendo el término queda la expresión 

(3 + a)2 / 3  = W2  + Y 2  

Elevando al cuadrado (2.2.22) y  sustituyendo en la ecuación anterior 

(/3 + a)213  = W2  + (—a - )3)2/3_ 

Sustituyendo en la expresión los cambios de de las variables W y Z, nos queda en 

término de X: 

     

Ce - A2  
x = 

2(13 + a) 

Sustituyendo el valor de X, (2.2.22) queda de la siguiente forma 

(2.2.23) 

      

Y = +(—a /3)213_ a)2 . (2.2.24) 

Al introducir los valores de a y /3 en (2.2.23) y (2.2.24) nos quedan los puntos 

de Lagrange de la segunda familia en la siguiente posición: 

L4 = (0.48785,0.866025) 

L5 = (0.48785,-0.866025). 

En la Figura 2.3 hemos sobrepuesto los valores obtenidos de Li, L2, L3, L4 y 

L5 en las curvas de nivel del potencial efectivo. 
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2 

Figura 2.3: Posición de los puntos de Lagrange en la gráfica del potencial efectivo. 

Con estos resultados, podemos adaptar la interpretación que hicimos para el 

caso de una partícula en el campo central de otra, Figura 1.2. En este caso, los 

puntos de Lagrange señalan regiones espaciales donde podemos anticipar el tipo 

de órbitas posibles. De lo que aprendimos para el caso de dos cuerpos, esperamos 

que, alrededor de los mínimos en el potencial existan órbitas ligadas, mientras que 

alrededor de los máximos o puntos silla las órbitas sean abiertas. Por esta razón 

es importante clasificar los 5 puntos encontrados para poder asegurar como será el 

movimiento en la vecindad de cada uno de ellos. 

-2 -1 o 
X 
R 



Capítulo 3 

Estabilidad de los puntos de 

Lagrange 

En este capítulo se analizará la estabilidad de los puntos de Lagrange para el 

sistema formado por la Tierra, la Luna y un tercer cuerpo de masa pequeña, com-

parada con los anteriores. Para ello usaremos el criterio de la segundas derivadas, lo 

cual, en principio, nos debería permitir verificar si son estables o no. Encontraremos 

que será necesario un análisis mayor de los movimientos posibles alrededor de los 

puntos de Lagrange para verificar la estabilidad de L4 y L5. 

3.1. Máximos, mínimos y puntos silla 

"Sea f una función con segundas derivadas parciales continuas en una región 

abierta que contiene un punto (a,b) para el cual 

f(a,b) = O y f(a,b) = O 

para buscar los extremos relativos de f, considérese la cantidad 

d = f(a, b)f(a, b) - [f(a, b)]2  

• Si d> O y fxx  > O, entonces f tiene un mínimo relativo en (a,b). 

• Si d> O y fxx  <O, entonces f tiene un máximo relativo en (a,b). 

27 
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• Si d < 0, entonces (a,b,f(a,b)) es un punto silla. 

• Si d = O el criterio no lleva a ninguna conclusión." [Larson and Edwards, 2010] 

Para poder aplicar el criterio de la segunda derivada, derivamos de nuevo las 

expresiones (2.2.17) y  (2.2.18): 

32effi+ +
a 

- ((X—a)2 +Y2)3!2  ((X+/3)2 +Y2)3!2  
3a(X + fi)2 3fi(X - 

((X + fi)2  + Y2)5/2 ((X - a)2  + Y2) 5!2 ' 

(92
eff fi a 

= + —1+ 
((X—a)2 +Y2)3/2   ((X+fi)2 +Y2)3/2  

3aY2 3fiY2  
((X +fi)2  + Y2)5!2 ((X -  0¿)2  + Y2) 5!2 ' 

Mientras que su derivada mixta parcial es la siguiente: 

32()eff 
-

30Y(X - a) —3aY(X 
- fi) 

DX3Y - ((X - a)2  + Y2)5!2  ((X 
- fi)2  + Y2)5!2 

Para simplificar la flotación de estas expresiones, cambiaremos los símbolos de 

derivada por subíndices de la siguiente forma: = b) y = cI yy (a, b). aX 2

En la tabla 3.1 hemos resumido los resultados de sustituir los valores particulares 

de las coordenadas de cada punto de Lagrange en las diferentes expresiones para el 

criterio de las segundas derivadas. 

Tabla 3.1: Criterio de las segundas derivadas de los puntos de Lagrange del sistema 

Puinto de Lagrange I(a, b) b) b) d 

Li -3.03384 0.0169195 0 -0.051331 

L2 -8.26666 2.63333 0 -21.7688 

L3 -10.3327 3.66636 0 -37.8834 

L4 -0.750001 -2.25 -1.26747 0.0810171 

L5 -0.750001 -2.25 -1.26747 0.0810171 

Tierra-Luna 
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Los resultados de la tabla 3.1 permiten las siguientes conclusiones: 

• El valor de d obtenido en los puntos Li, L2 y L3 es negativo, por lo que todos 

ellos son son puntos silla del potencial y en principio, corresponden a puntos 

inestables. 

• Para los puntos L4 y L5 el valor de d es positivo y b) es negativo por 

lo tanto son máximos, en principio también corresponden a puntos inestables 

del potencial. 

Así, estos criterios nos llevarían a asegurar que para este potencial no podemos 

encontrar puntos estables. 

3.2. Movimiento de una partícula en la vecindad 

de los puntos de Lagrange 

A pesar de que el criterio usado no nos permite encontrar puntos de equilibrio 

estables, en la literatura podemos encontrar un gran número de referencias a que 

los puntos L4 y L5 son estables (ver, por ejemplo, el libro de dinámica de galaxias 

[Binney and Tremaine, 2008]). Por otra parte, para el caso Sol-Tierra, en el cual 

podríamos repetir un ejercicio muy similar, también se encuentran puntos, a pesar 

de ser máximos del potencial efectivo, son estables; de hecho, existe al menos un 

proyecto internacional en el cual se planea colocar un instrumento científico en uno de 

ellos, aprovechando la estabilidad de las órbitas alrededor de este punto [Danzmann, 

2018]. 

Por la razón anterior, buscamos reconsiderar la estabilidad de los puntos de 

Lagrange, para ello analizamos una pequeña perturbación en la vecindad de cada 

uno de ellos. 

Empecemos por considerar un pequeño desplazamiento en la ubicación del tercer 

cuerpo alrededor de los puntos de liberación. Describimos el desplazamiento desde 

el punto de Lagrange particular, PL = (XL, YL), a lo largo de cada uno de los ejes 
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de movimiento mediante las siguientes nuevas variables: 

e = x - XL, 

71 = Y - YL• 

Partiremos ahora de la ecuación de movimiento: 

en esta ocasión, desarrollamos el potencial efectivo en series de potencias 

alrededor de (XL, YL); asumiendo que podemos considerar que el movimiento puede 

considerarse como una pequeña perturbación alrededor de este punto: 

eff(X,Y) = eff (XL ,YL)+ 
(02) 

 (x — XL)
OPeff

2  + 
 (,2) (y 

- 

PL 

(D2 eff)

PL 

)_X+  axay PL   

Por tratarse de un punto de equilibrio, vamos a considerar que las perturbaciones 

(C i) son pequeñas. La primera consideración nos permite asegurar que las derivadas 

a primer orden se anulan, la segunda consideración implica que podemos quedarnos 

a segundo orden en las derivadas. Tomando el gradiente del potencial efectivo bajo 

esta suposiciones encontramos: 

(X XL) + () V e ff(X, y) =
5X2 )PL 

- 32 (y - yi.,)j+ 
PL 

(320 eff\
(y — yL), 

3X0y ) PL 
- XL)j + 

aXaY / PL 

y, para simplificar la notación, vamos a definir: 

(32 eff'\ 

)PL '  

/ 02 eff \ 

ay  )PL 

  

/a2 
Obef f 
) 1 

k 3X0y J PL 
y xy 

  

  

Desde el capítulo 2 hemos utilizado coordenadas cartesianas, ahí consideramos 

que los movimientos están restringidos al plano xy, mientras que el momento angular 

es perpendicular a ambas coordenadas, í = ft, así que el segundo término en la 

aceleración se puede escribir como —2(9 x t) = 2€ - 2±j. Con estos elementos 

podemos reescribir i' 

= 4(X XL) (I)yy(y 
- yL)3 J?(y 

- YL)i —  cI(x — XL)j+ 2— 2ftij5 
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Expresando la ecuación anterior en términos de y ij 

+ i)j = —(I - dI77 + 2)i + - - 29i)j (3.2.1) 

Esta aceleración contiene de manera explícita la magnitud de la velocidad angu-

lar, misma que, en las unidades que hemos usado hasta ahora se mide 9  [=]Tie'rnpo  

Recordando que las expresiones se simplifican cuando eliminamos las unidades, cam-

biaremos la unidad de tiempo de la siguiente manera: 

t= Ç2t. 

Aprovechamos el momento para señalar que, dada la velocidad angular promedio de 

la órbita de la Luna alrededor de la Tierra, V0  = 1.022kms 1, la distancia promedio 

Tierra-Luna, R = 3.844 x 105km y su relación con la velocidad angular, V0  = R, 

la unidad de tiempo en segundos es: = 4.231 x 10 7s. 

Así, en términos de variables adimensionales, las aceleraciones para la perturba-

ción en cada uno de los ejes (3.2.1) queda: 

+ = Ii + 2ii5 (3.2.2) 

i + Ii = —I - 2. (3.2.3) 

El sistema de ecuaciones (3.2.2), (3.2.3) nos permite describir completamente la 

perturbación del punto de equilibrio. Notemos que hemos separado el movimiento 

en las direcciones i y j, sin embargo las ecuaciones no son independientes, en ambos 

casos del lado derecho tenemos dependencia en una de las variables mientras que en 

el izquierdo de la complementaria. No obstante, este par de ecuaciones diferenciales, 

es un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden y homogéneo, la manera 

más sencilla de resolverlo es transformar el sistema de segundo orden a uno de primer 

orden; logramos lo anterior mediante los siguiente cambios de variable: 

x1 = X3 =i7 

x2 = X4 =ij. 

Para el procedimiento que estamos a punto de realizar nos conviene la notación 

más compacta posible, por ello ahora vamos a simplificar una vez más y definir 
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= a, q>YY  = b y oPxy = e. Así, considerando el cambio de variable y las definiciones 

realizadas, transformamos el sistema en (3.2.2), (3.2.3) por el siguiente sistema de 

ecuaciones de primer orden: 

X1=X2 

X2 = —aX1—cX3+2X4 

X3=X4 

= —bX3 - cX1 - M. 

En el sistema anterior reconocemos la denominada forma normal de un sistema 

de ecuaciones lineales de primer orden, el cual se expresa de la siguiente manera: 

= aii (t)xi  + a12 (t)x2  + ... + ai (t)x + f 1  (t) 

= a21  (t)x2  + a22(t)X2+ ... + a2 (t)x + f 2(t) 

dx 
- 

- 

a i (t)xi  + a 2(t)x2  + . .. + a(t)x + f(t) 
-- dt 

Cuando f(t) = O se le considera al sistema lineal como homogéneo, mientras 

que si fi  (t) O, el sistema lineal es no homogéneo. Se puede cambiar de la forma 

normal a una forma matricial definiendo el siguiente vector [Zill, 20091: 

/Xl~ 

dX1  

dt 
dx2  

dt 

x = 
X2 

X3 

\X41 

Así el sistema de ecuaciones lineales tiene la siguiente forma: 

X=MX (3.2.4) 

Donde la matriz de coeficientes, M, contiene la información específica al sistema, en 

este caso: 
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1 0 

—a O —c 2 
M= 

0001 

—2 —b 0j 

Para resolver el sistema empezamos por calcular los eigenvalores de la matriz M, 

entonces: 

,\ —1 0 0 

a,\02 
XII -MI = 

O O \ —1 

0 —2 b ) 

después de obtener la determinante y simplificar queda la siguiente ecuación carac- 

terística para la matriz M: 

\4 +(4+a+b 2 +ab—c2  =0, 

obtenemos las raíces de este polinomio mediante el cambio de variable a = por 

lo que el polinomio a resolver es: 

012 +(4+a+b)a+ab—c2 1  

y sus raíces son: 

rr = 
2 

por lo tanto los eigenvalores de la matriz de coeficientes son: 

En la tabla 3.2 mostramos los resultados de sustituir los valores de las segundas 

derivadas del potencial efectivo evaluadas en los puntos de Lagrange. Con ellos 

obtenemos las raíces de la ecuación característica específicos para nuestro problema. 

En la tabla podemos leer directamente los resultados obtenidos. En los puntos L1,L2 

y L3 se tienen dos raíces reales y dos puramente imaginarias, mientras que las raíces 

de los puntos L4 y L5 son puramente imaginarias. En lo que sigue, para obtener las 

soluciones, denotamos cei  para raíces reales y /3 para raíces puramente imaginarias. 

_(4+a+b)±/(4+a+b)2 _4ab 

—(4+a+b)± /(4+a+b)2 _4ab 

2 
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Tabla 3.2: Raices de la ecuación característica para la matriz de coeficientes, M. 

En (3.2.4), la solución a la ecuación diferencial matricial sería la matriz expo-

nencial, esta definida de la siguiente forma: 

X(t) = e 

Las soluciones se pueden escribir usando el el siguiente teorema de la matriz 

exponencial: [Edward, 2008] 

Teorema: Soluciones por matriz exponencial: 

Si M es una matriz de n x n, entonces la solución del problema de valores 

iniciales 

esta dada por 

X=MX X(0) = X0 (3.2.5) 

X(t) = eMtXo (3.2.6) 

Los elementos de la matriz exponencial eMt  son solución de EDO 

[D4 +(4+a+B)D2 -*ab—c2]ço(t)=0 

Con esto: 

W(t) = Ce1t + Ce 2t + C e  3t + Ce4t 

Como vemos, este teorema nos permite obtener las soluciones alrededor de todos 

los puntos de Lagrange. Empezamos para Li, L2 y D. La matriz de la solución 

tiene la siguiente forma: 

Punto de Lagrange Al A2 A3 A4 

Li 0.222939 1.01626i -0.222939 -1.01626i 

L2 1.97989i -2.35655 -1.97989 2.35655 

L3 2.22811 -2.7624 -2.22812i 2.7624 

L4 0.29821% 0.954499i -0.298213i -0.954499i 

L5 0.298211 0.954499i -0.298213i 0.954499i 

e!tít = ACos(/31t) + Be—"t  + CSen(,8i t) + De"' (3.2.7) 
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por lo que las soluciones se pueden escribir: 

(t) = Cicos(181t) + C2e_1t  + C3Sen(fii t) + C4e 1t (3.2.8) 

(notemos aquí el uso de W para denotar cualquier solución genérica y no confundirla 

con alguna coordenada en el sistema de estudio). 

Las constantes se obtendrán partiendo de la derivada de eMt  y aplicando el teo-

rema de soluciones por matriz exponencial. 

d (A t) = AeAt 

La primera derivada 

MeMt = —fi1ASen(,fli t) - a1 e_&1t  + fiiCCos(fiit) + aiIDe1t 

La segunda derivada 

M2eMt = —,8ACos(,81t) + aIe_ 1t 
- /3CSen(/3t) + aDea1t 

La tercera derivada 

M3eMt = j3ASen(,81t) - aIie_ 1t 
- ,8CCos(,81t) + aDeQ1t 

Por lo tanto, haciendo t = O, las relaciones entre matrices nos quedan de la 

siguiente forma 

M = —a1 I+,81C+aD 

= —i3 A + a I + aE 

M3  = —aII - ¡3C + am 

Este sistema se puede invertir, los resultados de las matrices son los siguientes: 

aTl—M2  
a + i? 

aifl?1I — fiiM+aiM2— M3  
2ai (a + fi?) 

M - M3  al 

 

01 (a + fifl 
aifi2]I -i-

02
M+aiM2 +M3  

2ai (a + fi?) 

dt 

IP) 

A 

II) 

c 



/ a1—ala 

1 - 

al  (al  + $) 

—3a + a2  +4a 

+2a 

—al a 
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Donde el valor de las matrices M2  y M3  provienen directamente de la matriz original 

del sistema M: 

0 —c 2 

—2c —a-4 —2b —c 

—c —2 —b 0 

\_2a —c 2c —4 - 

/ 2c —a-4 —25 —c 

a2 +4a+c2 O c(a+4)+cb —2a-8-2b 
M3  = (3.2.10) 

2a —c c2 4b+b2  

\ac+c(4+b) —2a+8+2b c2 +4b+52 0 

Resolviendo las matrices constante A, II ,C y ID, con la consideración de c = 0; 

éstas quedan: 

O O —2 

M2 = (3.2.9) 

1 0 4+a+4 25 0 

0 2 c+b O 

\_2a O O o j  

11 —ce ja —+a+4 2b 2 

¡3—a2 -4a —i(a+4)+ci —2ab 2/+2a+8+2b 

—2a —2c 1 — 1b+c 1b+al fil ¡3? +4+b 

2ca—b 2i3? -2a -8-2b 13?b+4b—b2  —al  

A 

1 
IS) 
II)

2ci(a 2 + i3?) 

/ aa a+4 +2b 

=
—2a2 -  a 2  - 4a _a2  (a+ 4)  + 4) —2b +2a + 8 + 25 

+i3?) —2a —2a --ab 4+b 

—2aa —2a -8-2b —45 - 2 —c(4 + b) j 

13? — a -4 —2b 2a1  

c3? - c i (a + 4) —2a1b —23 - 2a - 8 - 2b 

o'ifi? — cib 13?-4—b 

—2/9+2a+8+2b —/3b+4b+b2  cii3?—ci(4+b)j 
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Estos resultados permiten escribir las perturbaciones de los puntos de Lagrange 

Li, L2 y L3 en cada eje, (t) y i(t): 

[c+a a1fi — a1a — a al ala  ait1 e_1t + sen(/3it) + 0 + (t) 
= [a 

+ fi2cos(filt) + 2ai(a'? + 
fi) (a' + fi) 2i(a2 + 

fi2)e J 

[—fi?+a+4 a+4 fi — a -4  a1t1  e_alt + 
[2 i (a +fi) 8(

fi2)sen(filt) 
+ 21(a

fi2)e ] 
COS(I31t) + + fi2 ) sen(filt) +

2b
it 7/o+ 2al(a?+fi?)C 
] 

fi
fi ( + 

 

r —2 2c1 _Cklt
2 2a 

e0s t] i)o  e + 
+

t) +
+ 2 fi  (a2  + 2 ) sen(filt) + 

)
TPf) Pijp) j 

+ —a
1c + 2b 

e_alt + 

—2a+c —2a1 —c -a1t ait + sen(fiit) + 
fii(a? + fi?) 2ai(a 2 + fi?) e  

— a?c + 2b 
Cait 

nOH 
1  

—ac - 2a a — 1 c+2a 1  olt + ?
sen(fiit) + 2 fii(a?+fi?) 2a1(Gl+fi?)e 

alt 

j 
] + 

2 

a
+ fi2cos(filt) 

+ 2ai(a 2 + fi2)e 

[c0st

C  

r —2 2a1  + e 2a + e 2a1  - e 

+
+ 

2a1  (a + 2 
e_t + 

fii(a'? + fi?)sen(fut) + 2ai (a + 
fine ] 7)ü  

a?+fi? 2ai 
/

a' 
9 

±
/a + 

70) = 

E 

[ 

C —a1c-2a 

a?  + fi? 
cos(fi1

t) + 2ai(a? +
e 

Notemos que estas soluciones quedan completamente especificadas por los valores 

iniciales en y 77 y sus derivadas con respecto al tiempo. 

Para L4 y L5 las raíces que se obtuvieron fueron puramente complejas con valores 

distintos, ahora las denotamos como fi y f2, la solución tiene la forma: 

o(t) = CiCos(fit) + C2Cos(/32t) + C3sen(fii t) + C4sen(/32t), 

por lo que ahora la forma de la matriz exponencial proviene de la siguiente ecuación: 

eMt = Acos(fiit) + II) eos(fi2t) + Csen(fii t) + Ilsen(fi2t). 

De nuevo aplicaremos el teorema de las soluciones de la matriz exponencial para 

obtener los valores de (t) y ij(t) en los puntos L4 y L5. 
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De nuevo, derivamos hasta obtener un sistema de ecuaciones que nos permita 

obtener las constantes matriciales: 

e'1  

MeMt 

M2 eMt 

M3eMt 

= Acos(/31t) + Icos(/32t) + Csen(/31t) + TDseri(/32t) 

= —A,@isen(/31t) — /32sen(/32t) + C,81cos(fii) + Di32cos(/32t) 

= —A,8cos(,8it) 

=	 A/3sen(/31t) + II) ¡3sen(/32t) - C/3cos(/3it) - ID/3cos(/32t) 

¡3cos(/32t) — C,8sen(,8it) — D/3sen(/32t) 

 02 

Ib) 
IP) 

IP) 

De nuevo podemos aplicar las condiciones iniciales, esto es fijar t = O, y ahora 

las relaciones matriciales quedan de forma más sencilla: 

M = Cfl1+B32 

M2  = —fiA—/3 

M3  = —C— 

de donde podemos encontrar las matrices constantes: 

A - 
—j31I—M2  

— 

— 
- 

fiM—M3  c= 
- ¡3d) 

fi?M+M3  
— i3) 

con (3.2.9) y  (3.2.10) estas

p2 02 J32 02 

matrices quedan de la siguiente forma: 

 

c 2\ / —/9+a O  

2c —/3+a+4 2b c 

?-I3 2-022 02-02 ?-' i  

C 
2 -132+b o 

'?-' i?/ /3 — /3 
2a c 2c -/32+4+b 

\?-' '?-' '?-' /9-i9 1 

 

 

 

 

 

) P 

II) 
II) 

II) 
IP) 



2cos(fiit) 
fi2 [fi? 

C 
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IP) 

02 

\\ 
'3?-8 

o 
/3—a-4 
p2 p2 
-'1 '-'2 

2 
p2 p2 

F-'l '2 

C 
p2 p2 
-'1 '-'2  

p2 p2 
'-'1 '-'2 

2b 
p2 p2 
'l '2 

)q2 —b 

p2 p2 
-'1 -'2 

2c 
p2 p2 
-'1 -'2 

2\ 
,6

2 —p2 
-'1 2 

c 
p2 p2 
'1 '2 

o 
%2 
5
-4-b 

/?— /3? 1 
2c 

fli(/3? — /3 ) 

(/3?-4)a—a2 —c2  

8 ('?—i) 
2a 

- 

\\
/'(fi?—f) 

¡3 —a-4—b 

/ 
í32C8 —fi?) 

(/32 2— C2 

/32(/3-/3?) HJ= 
2a 

- /32(í3?—B?) 

(I3? — a-4— b)c 
\ fi(fi—fi?) 

—f3+a+4 

o 
C 

2/3-2a-8-2b 
fi'(fi? —'3?) 

— fi?+a+4  
(022  

o 
C 

I32(/3-/3?) 
2/3? —2a-8-2b 

/32C8—/3?) 

2b 

(fi—a-4—b)c 

2c 

/3i(i3? — /3 ) 

(fi-4)b—c2 —b2  
/el (8?—fi?) 

2b 
02 

(/3? —a-4— b)c 
/32C8—/3?) 

2c 

(/3?-4)b—c2 b2 
fi2(fi -fi?) 

C 

/el C8? 
—2f3+2a+8+2b 

—/32+4+b 
/3i (fi? -fi) 

o 1 
c 

fi2(fi -fi?) 

—2fi2+2a+8+2b 
fi2(/3-fi?) 
—í31+4+b 

fi2(/3-fi?) 

o 1 

/ 

Estos resultados nos permiten escribir las perturbaciones desde los puntos de 

Lagrange L4 y L5 en términos de sus condiciones iniciales como sigue: 

r — fi+a fi?  eos(fiit) + —a 
C08(02t) 

 +

2c 

- fi2 
)sen(filt) 

+ fi2(fl 
12 

2c 
sen(fi2t))] eo e(t) 

= - fi? - fi22 
r-$4-a+4 +a+ 4  —/3? 

-

sen(fiit) 
+ fi2(fi - 

0

2

) sen( 2t))] 

[(fi?120sf1t) 
+ fi

cos(fi2t) 
+

2sen(filt) 
+ fi2t)  fi 

fi2
fi)

fi — ?)    fi2( ]  i 

[( 02 
C 

fi2  0 
2C0s(filt) 2c08(fit) +

(fi2 fi2 )sen(filt) + fi2(0—  )32) 
sen(fi2t))] 7o 

= 

+ 

fi? 

e 

- fi fii(fi? - fi2 
)sen(filt)

fi2(fi? 

2a 

- 

fi2) sen(fi2t))] o cos(fi2t) -
2a 

fii(fi? — 
 

fi2 
)sen(filt) 

 + fi2(fi— fi?)sen(fi2t))] 
o+ 

r 2 2 

Lfi? - fi2 
cos(fiit)

fi? - 
fi2 cos(fi2t) + 

fi? — b 

fi? - fi fi(fi? - fi2 
)sen(filt)

fi2(fi 

2c 
- 

fifl(fi2t))] i+ cos(/32 t) -
2c 

Í — fi2+4+b — 

Lfifi? - 
fi2)sen(filt) 

+ fii(fi? - 
fi2) 

fi2 +4+b 
sen(fi2t))] 

Í —fi+b 

Lfi?
COS(/31t) + fi2   
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Habiendo obtenido las expresiones e(t) y i(t) para los cinco puntos de Lagrange, 

podemos conocer el movimiento del tercer cuerpo en la vecindad de cada uno de ellos. 

En lo que sigue mostramos este comportamiento para una selección de condiciones 

iniciales y así poder determinar la estabilidad de cala uno de los puntos. 

3.3. Resultados 

Con base en las expresiones de las funciones y i, nos permite conocer el compor-

tamiento de las órbitas del tercer cuerpo en cualquiera de los puntos de Lagrange, 

evaluando los valores de las constantes y graficando su comportamiento se puede 

hacer el siguiente análisis 

3.3.1. Puntos Li, L2 y L3 

Para el Punto Li escogemos una pequeña desviación del punto, es decir, con la 

condición inicial = 0.001. Las gráficas de (t) y ij(t) se muestran en la figura 3.1. 

Considerando de nuevo el punto Li, probamos ahora con condiciones iniciales 

= 0.001 y  710  = 0.001. Mostramos los resultados en la figura 3.2 

En ambos casos podemos ver como una pequeña desviación del punto de equi-

librio nos lleva a desviaciones cada vez mas grandes, de hecho; dadas las unidades 

de tiempo, podemos observar que la escala en la que escapa el tercer cuerpo de la 

vecindad este punto es del orden de los microsegundos. En esta situación la apro-

ximación que hicimos de pequeñas desviaciones se vuelve inválida, sin embargo es 

suficiente para corroborar que el punto efectivamente es inestable. 
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Figura 3.1: Gráficas de las funciones , parte superior, y j, parte inferior, corno 

funciones del tiempo. En ambos casos se fijó una pequeña desviación del punto Li, 

es decir, condiciones iniciales = 0.001, qo =~o = ~o = 0. 
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Figura 3.2: Gráficas de las funciones , parte superior, y ij, parte inferior, como 

funciones del tiempo. En ambos casos se fijó una pequeña desviación del punto Li 

en ambas direcciones del plano, es decir, condiciones iniciales eo = 770= 0.001, 

= = o. 
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Con esta experiencia, repetimos el ejercicio para condiciones alrededor del punto 

L2, los resultados se muestran en las figuras 3.3 y  3.4. Después de estos y otros 

experimentos numéricos volvemos a verificar la inestabilidad de este punto. 

(t) 
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Figura 3.3: Gráficas de las funciones , izquierda, y i, derecha, como funciones 

del tiempo. En ambos casos se fijó una pequeña desviación del punto L2, es decir, 

condiciones iniciales = 0.001, 970 = = ~o = 0. 

«f) «1) 

Figura 3.4: Gráficas de las funciones , izquierda, y ij, derecha, como funciones del 

tiempo. En ambos casos se fijó una pequeña desviación del punto L2 en ambas 

direcciones del plano, es decir, condiciones iniciales = 770= 0.001, o = ~o = 0. 

Para completar el estudio repetimos el ejercio en una vecindad del punto L3, 

obteniendo los resultados que se muestran en las figuras 3.5 y 3.6 para las condiciones 

iniciales indicadas. 
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Figura 3.5: Gráficas de las funciones 1, izquierda, y ij, derecha, como funciones 

del tiempo. En ambos casos se fijó una pequeña desviación del punto L3, es decir, 

condiciones iniciales o = 0.001, 770 = = = 0. 

Figura 3.6: Gráficas de las funciones , izquierda, y rj, derecha, como funciones del 

tiempo. En ambos casos se fijó una pequeña desviación del punto L3 en ambas 

direcciones del plano, es decir, condiciones iniciales & =i7o= 0.001, o =~o = 0. 

Notemos que para L2 y L3, en una escala de tiempo del orden de los microse-

gundos, el tercer cuerpo se ha alejado de su separación inicial en mas de 7 órdenes 

de magnitud, una situación más extrema que para Li. 

Con estos resultados podemos confiar en el criterio que usamos en el capítulo 2: 

Al ser puntos silla del potencial efectivo, Li, L2 y L3 son puntos inestables y a su 

alrededor inmediato no existen órbitas ligadas. Cabe destacar que este resultado no 

elimina la posibilidad de órbitas ligadas entre estos puntos [The Artemis mission, 

20101, pero no consideramos esos casos para este trabajo. 
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3.3.2. Puntos L4 y L5 

Notemos que en el caso de estos puntos de Lagrange las soluciones para las 

desviaciones pequeñas resultaron idénticas, por lo tanto el análisis que hacemos es 

válido en ambos puntos. Empecemos con L4 y una separación espacial pequeña a lo 

largo de una de las condiciones, esto es, la condición inicial eo = 0.001. En la gráfica 

3.7 mostramos los resultados obtenidos. 

Como le hemos venido haciendo, ahora probamos desviar la partícula en cada 

una de las direcciones del plano de movimiento imponiendo las condiciones iniciales 

= 0.001 y i7o = 0.001. Mostramos los resultados en la figura 3.8 

Por último, en un afán de exhaustividad, repetimos el ejercicio anterior para L5, 

usando las mismas condiciones. Graficamos los resultados en las figuras 3.9 y 3.10. 

Como podemos ver, si colocamos el tercer cuerpo en una vecindad de L4 o L5, 

resulta un movimiento periódico. En las figuras hemos graficado hasta un tiempo 

suficientemente largo como para notar la periodicidad tanto en como en i. Para 

ambos casos podemos observar un período en el movimiento de aproximadamente 

4 x 10 5s, además podemos notar que la amplitud para no supera 15 veces el 

desplazamiento inicial, mientras que para 77 la amplitud siempre es menor a 10 veces 

el desplazamiento inicial. Con estos resultados podemos asegurar que su movimiento 

estará acotado alrededor de cualquiera de estos puntos de equilibrio. Por lo tanto; 

a pesar de que en ellos existe un máximo del potencial, estos puntos son lugares 

alrededor de los cuales existen órbitas ligadas. 
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Figura 3.7: Gráficas de (t), parte superior, y i7(t), parte inferior. En ambos casos se 

fijó una pequeña desviación del punto L4, adoptando condiciones iniciales = 0.001, 

= =~o = 0. 
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Figura 3.8: Gráficas de (t), parte superior, y i7(t), parte inferior. En ambos casos se 

fijaron una pequeñas desviación del punto L4 en ambas direcciones del movimiento, 

usando condiciones iniciales = 770= 0.001 y = ~o = 0. 
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Figura 3.9: Gráficas de (t), derecha, y ij(t), izquierda. En ambos casos se adoptaron 

condiciones iniciales eo = 0.001, 770 = =~o = 0. 
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Figura 3.10: Gráficas de (t), derecha, y 77(t), izquierda. En ambos casos se adoptaron 

condiciones iniciales =170= 0.001 y =~o = 0. 



Conclusiones 

En este trabajo estudiamos el problema de tres cuerpos restringido y los puntos 

Lagrangianos del sistema Tierra-Luna. Al adoptar un sistema de referencia no iner-

cial pudimos construir la fuerza efectiva que actúa sobre el tercer cuerpo y con ella 

desarrollamos el potencial efectivo para el sistema: 

eff(X, y) = _(X2 + Y 2) -
+ $)2  + y2 

 

'3 

 

 

La ventaja de construir este potencial es que podemos estudiar sus puntos críti-

cos, o puntos de liberación, de los cuales se obtuvieron cinco para el problema 

específico de nuestro interés. Sus coordenadas, en unidades tales que la distancia 

entre la Tierra y la Luna es 1, son las siguientes: 

Li = (-1.00303,0) 

L2 = (1.14726,0) 

L3 = (0.82851,0) 

L4 = (0.48785, 0.86602) 

L5 = (0.48785, —0.86602) 

medidos todos desde el centro de masa entre la Tierra y la Luna, mismo que corres-

ponde prácticamente al centro de la tierra. 

Al aplicar el criterio de las segundas derivadas vimos que los puntos de Lagrange 

L1,L2 y L3 corresponden a puntos silla del potencial, mientras que L4 y L5 son 

máximos. En una primera lectura esto correspondería a que ninguno de los puntos 

de liberación son estables por lo que no existe la posibilidad de órbitas cerradas 
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a su alrededor. No obstante, en la literatura aparece que los puntos L4 y L5 si 

corresponden a puntos de equilibrio estable. 

Por esta razón, procedimos a realizar un estudio en la vecindad de los puntos 

de Lagrange para conocer el movimiento esperado al considerar pequeños despla-

zamientos de los puntos de equilibrio, para ello se definieron nuevas variables que 

miden la separación del tercer cuerpo de cada uno de los puntos de equilibrio con 

coordenadas (XL, yL): 

= X - Xj, 

7) = Y — YL. 

Cuando consideramos estas variables en la ecuación de movimiento llegamos al 

siguiente sistema de ecuaciones que describe la perturbación del punto de equilibrio 

+ 'I = + 2i 

i + 7/ = - 2, 

resolvimos este par de ecuaciones transformándolo de un sistema de segundo orden 

a uno de primer orden y encontrarnos las soluciones para pequeños desplazamientos 

en cada eje de coordenadas. 

Con estos resultados pudimos verificar que en los puntos de Lagrange Li, L2 y 

L3 todas las órbitas presentarán grandes desviaciones de los puntos de liberación, 

por lo si un cuerpo no es colocado justo en alguna de sus coordenadas espaciales y 

en completo reposo (o bien si es perturbado de este estado por algún agente externo, 

como el viento solar) entonces se aleja de ahí para ya no regresar. 

En cambio, cuando calculamos el desplazamiento desde una vecindad de L4 o L5, 

pudimos encontrar soluciones oscilatorias en todos los casos (ver, por ejemplo, las 

figuras 3.7, 3.8, 3.9 o 3.10). Este comportamiento nos asegura que, aunque mientras 

el tercer cuerpo sea ligeramente perturbado de cualquiera de estos puntos, continuará 

moviéndose en una región cercana a cada uno de ellos indefinidamente. 

Este resultado es el más impactante del presente trabajo, ya que el análisis del 

potencial efectivo nos indica que todos los puntos deben ser inestables, sin embargo 

hemos podido demostrar la estabilidad de dos de ellos (L4 y L5). Lo anterior se 
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debe a que la fuerza de Coriolis (misma que no está presente en el potencial efectivo) 

provee un mecanismo de restauración para el movimiento del tercer cuerpo, logrando 

que se mantenga en órbita aún en un máximo del potencial efectivo. 

Lo anterior tiene además una corroboración astronómica directa. En el punto 

L5 fue observada una nube de polvo en el año de 1961, llamada Kordylewski dust 

cloud (KDC), en esa época se suponía que no debiera existir debido a la interacción 

gravitacional del Sol o a la presencia de vientos solares que afectarían su estabilidad, 

sin embargo; en el mes de noviembre de este año fue confirmada la existencia del 

KDC en el punto L5 [Sliz-Balogh et al., 2019], por lo que podemos afirmar que el 

mecanismo simple analizado en este trabajo es suficiente para explicar un fenómeno 

físico observado. Después de todo, las grandes aproximaciones necesarias para poder 

atacar un problema tan complejo resultan ser suficientes para describir fenómenos 

reales. 
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