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Introducción

En la mecánica cuántica existen pocos modelos de potenciales para los cuales se tiene
una solución exacta de la ecuación de Schrödinger; es decir, que se conozcan comple-
tamente las eigenfunciones y el espectro de energía. Es por esto que resulta interesante
contar con técnicas que nos permitan construir potenciales que generen soluciones exactas
de la ecuación de Schrödinger. Existen varias técnicas para lograrlo, como por ejemplo el
método de factorización. Otras técnicas se basan en transformar las eigenfunciones y el
potencial original; mediante una regla adecuada, de tal manera que el espectro de energía
se preserve. A este tipo de técnicas se les llama transformaciones isoespectrales ya que el
potencial original y el transformado generan el mismo espectro de energía. A los nuevos
potenciales se les llama potenciales isoespectrales.

Este trabajo consta de dos partes. En la primera parte se utiliza a la transformación de
Darboux[1] como técnica de construcción de potenciales isoespectrales, la cual es una téc-
nica desarrollada en el siglo XIX por Jean Gaston Darboux para el estudio de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales y luego fue aplicada a la ecuación de Schrödinger cuando
la teoría cuántica se había establecido. En la segunda parte se construye otra técnica
para encontrar potenciales isoespectrales, a la cual llamamos transformación isoespectral.
Ésta es una variante de la transformación de Darboux, originalmente obtenida mediante
el método de factorización[2].

En el primer capítulo se presenta la transformación de Darboux y algunas de sus pro-
piedades en el contexto de la mecánica cuántica. En la primera sección se deducen las
ecuaciones de transformación a partir de la ecuación unidimensional de Schrödinger y se
demuestra la existencia de tal transformación. Además, se muestra que para realizar la
transformación es necesario conocer una función, que llamamos σ(x), que es solución de
una ecuación diferencial ordinaria no lineal, la cual es del tipo de la ecuación de Riccati[3].
En la segunda sección, y primera subsección, buscamos las condiciones para que las ei-
genfunciones transformadas formen un conjunto ortogonal, partiendo del hecho de que
las eigenfunciones originales lo son. En la segunda subsección resolvemos la ecuación de
Riccati mediante la técnica de linealización y encontramos la función σ(x), después ex-
presamos la transformación de Darboux de manera explícita. En la tercera subsección
aprovechamos la solución σ(x) y construimos la eigenfunción transformada del estado
base e interpretamos el resultado en el contexto de la transformación de Darboux. Por
último, en la tercera sección, realizamos la transformación de Darboux a un problema
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transformado y buscamos conectar este segundo problema transformado con el problema
original. Después generalizamos el resultado obtenido para una sucesión de N transfor-
maciones y concluimos con el teorema de Crum, que permite construir una cadena de
transformaciones sucesivas de Darboux.

En el segundo capítulo se estudian dos ejemplos: una partícula en un potencial unidi-
mensional de pozo in�nito y el potencial de Morse[4]. Se resuelve la ecuación de Schrö-
dinger para cada caso y se obtienen las eigenfunciones y el espectro de energía corres-
pondientes. A partir de las soluciones de cada problema, se realiza una transformación de
Darboux a cada caso, se encuentran las eigenfunciones y potenciales transformados tanto
analítica como grá�camente y se comparan con las eigenfunciones y potenciales originales.

En la primera sección del tercer capítulo, se construye la transformación isoespectral
a partir del problema transformado de Darboux; se resuelve la ecuación de Riccati corres-
pondiente y se construye su solución general, con ayuda de la solución σ(x) del primer
capítulo. Con este resultado conectamos el problema transformado con el problema origi-
nal, lo que da lugar a la transformación isoespectral. En la siguiente sección se aplica la
transformación isoespectral a los ejemplos presentados en el segundo capítulo y se obtie-
nen las nuevas eigenfunciones y potenciales transformados, para después compararlos con
lo obtenido en el problema original.

Finalmente, se comparan los resultados obtenidos con ambas técnicas de transforma-
ción y se resaltan las diferencias y similitudes entre ambas.

iii



Capítulo 1

Transformación de Darboux en

mecánica cuántica.

1.1. Deducción de la transformación de Darboux.

Consideremos una partícula de masa m que interactúa con un campo a través del
potencial unidimensional V (x) de�nido en un intervalo I del eje real. La descripción
mecanico-cuántica del sistema se realiza mediante la ecuación de Schrödinger unidimen-
sional para estados estacionarios:

Ĥψλ = Eλψλ, (1.1)

donde:

Ĥ = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x) (1.2)

es el hamiltoniano del sistema. Eλ representa la energía del estado del sistema y ψλ es
la eigenfunción del operador Ĥ. Consideramos un sistema ligado con niveles de energía
discretos, por lo que el parámetro λ toma los valores 0, 1, ..., con 0 el valor que caracteriza
al estado de mínima energía o estado base del sistema. Así, la ecuación de Schrödinger es

− ~2

2m

d2ψλ
dx2

+ V (x)ψλ = Eλψλ. (1.3)

Supongamos que conocemos completamente la descripción del sistema. Esto es, se
conoce el conjunto de las eigenfunciones ψλ(x) y se conoce el espectro de energía {Eλ :

λ = 0, 1, . . .}. Existe una transformación de la ecuación (1.3) que mantiene la forma
de la ecuación y preserva el espectro de energía. Dicha transformación se conoce como
transformación de Darboux. A continuación presentamos una deducción de la misma.
Buscamos una ecuación de la forma:

Ĥϕλ = Eλϕλ, (1.4)
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donde Ĥ es el hamiltoniano transformado, ϕλ son las eigenfunciones transformadas y los
valores de la energía Eλ son los mismos que en (1.3). Utilizamos la ecuación (1.3) como
punto de partida y denotamos con φλ(x) a la derivada de la función ψλ(x):

φλ ≡
dψλ
dx

. (1.5)

Derivando la ecuación (1.3) y usando la ecuación (1.5) obtenemos:

− ~2

2m

d2φλ
dx2

+ V (x)φλ = Eλφλ −
dV (x)

dx
ψλ. (1.6)

Observamos que la forma de la ecuación anterior es similar a la ecuación de Schrödinger
para estados estacionarios; serían idénticas de no ser por el término proporcional a ψλ.
Ahora, supongamos que existe una función σ(x) real, continua y derivable en el intervalo
de de�nición del problema de interés. Consideremos el producto σ(x)ψλ(x), y calculemos
la segunda derivada de esta función:

d2(σψλ)

dx2
= σ′′ψλ + 2σ′φλ + σψ′′

λ, (1.7)

donde la prima sobre la función denota la derivada con respecto a x y hemos aprovechado
la de�nición (1.5) para sustituir la derivada de ψλ por la función φλ. Multiplicando la

ecuación anterior por el factor − ~2
2m y utilizando la ecuación (1.3) en el último término,

obtenemos:

− ~2

2m

d2(σψλ)

dx2
= −~2

m
σ′φλ −

~2

2m
σ′′ψλ + (Eλ − V )σψλ, (1.8)

esta ecuación la escribimos como:

− ~2

2m

d2(σψλ)

dx2
+ V (x) (σψλ) = Eλ (σψλ)−

~2

m
σ′φλ −

~2

2m
σ′′ψλ. (1.9)

Agregando el término ~2
mσ′σψλ en ambos lados de la ecuación anterior, podemos es-

cribir la ecuación en la forma:

− ~2

2m

d2(σψλ)

dx2
+

[
V +

~2

m
σ′
]
(σψλ) +

~2

m
σ′φλ = Eλ (σψλ) +

[
− ~2

2m
σ′′ +

~2

m
σ′σ

]
ψλ.

Finalmente, los dos últimos términos del lado derecho se pueden agrupar en una derivada

− ~2

2m

d2(σψλ)

dx2
+

[
V +

~2

m
σ′
]
(σψλ)+

~2

m
σ′φλ = Eλ (σψλ)+

~2

2m

[
d

dx

(
−σ′ + σ2

)]
ψλ. (1.10)

Sumando a la expresión anterior la ecuación (1.6) obtenemos:

− ~2

2m

d2

dx2
(φλ + σψλ) +

(
V +

~2

m
σ′
)
(φλ + σψλ)

= Eλ(φλ + σψλ)−
~2

2m

[
d

dx

(
σ′ − σ2 +

2m

~2
V (x)

)]
ψλ. (1.11)
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De�nimos la función:
ϕλ ≡ φλ + σψλ (1.12)

para tener:

− ~2

2m

d2ϕλ
dx2

+

(
V +

~2

m
σ′
)
ϕλ= Eλϕλ

− ~2

2m

[
d

dx

(
σ′ − σ2 +

2m

~2
V (x)

)]
ψλ. (1.13)

El primer renglón de la ecuación anterior tiene la estructura de la ecuación de Schrö-
dinger para el potencial V + ~2

m
σ′ con eigenvalor Eλ. Entonces, demandamos que la función

σ(x) sea solución de la siguiente ecuación diferencial:

σ′ − σ2 +
2m

~2
V = c, (1.14)

donde c es una constante arbitraria. De esa manera la ecuación (1.13) queda:

− ~2

2m

d2ϕλ
dx2

+

(
V +

~2

m
σ′
)
ϕλ = Eλϕλ. (1.15)

De�nimos el potencial U(x) como:

U(x) ≡ V (x) +
~2

m
σ′ (1.16)

de tal forma que la ecuación (1.15) es:

− ~2

2m

d2ϕλ
dx2

+ U(x)ϕλ = Eλϕλ. (1.17)

Hay que notar que en este proceso de modi�cación de la ecuación de Schrödinger con
potencial V (x) para llegar a la ecuación de Schrödinger con potencial U(x), los valores
de la energía Eλ no han cambiado por lo que los dos potenciales, V (x) y U(x), tienen el
mismo espectro de energía. Es decir, son potenciales isoespectrales.

Además, la ecuación (1.12) nos proporciona las soluciones ϕλ(x) de la ecuación (1.17)
en términos de las soluciones del problema original. Este proceso se conoce como trans-
formación de Darboux.

Ante una transformación de Darboux la ecuación de Schrödinger es covariante. El
hamiltoniano transformado Ĥ está relacionado al hamiltoniano original Ĥ por

Ĥ = Ĥ +
~2

m

dσ

dx
, (1.18)

el potencial transformado es

U(x) = V (x) +
~2

m

dσ

dx
, (1.19)
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y las eigenfunciones del problema transformado son

ϕλ(x) =
dψλ(x)

dx
+ σ(x)ψλ(x). (1.20)

De�nimos el operador de Darboux D̂ como:

D̂ ≡ d

dx
+ σ(x)

para tener:
ϕλ(x) = D̂ψλ(x). (1.21)

La función σ(x) determina a la transformación de Darboux y es una solución de la
ecuación (1.14), la cual es una ecuación diferencial ordinaria de primer orden, no-lineal,
dada por

dσ

dx
− σ2 +

2m

~2
V (x) =

2m

~2
C, (1.22)

donde V (x) es el potencial del problema original y hemos rede�nido la constante c = 2m
~2 C,

con C una constante real arbitraria con dimensiones de energía. La ecuación (1.22) es una
forma particular de la ecuación de Riccati, la cual en general tiene la forma siguiente:

dy

dx
+ p(x)y + q(x)y2 = r(x),

vea la ecuación (A-1) del apéndice A.
Por lo tanto, en el caso de la ecuación (1.22) se tiene p(x) = 0, q(x) = −1 y

r(x) = 2m
~2 (C − V (x)). Más adelante encontraremos una solución de la ecuación de

Riccati (1.22) y estaremos en posibilidades de realizar explícitamente la transformación
de Darboux.

1.2. Propiedades de la transformación de Darboux.

1.2.1. Ortogonalidad de las eigenfunciones transformadas.

De acuerdo a la ecuación (1.20) las eigenfunciones transformadas ϕλ(x) se obtienen a
partir de las eigenfunciones ψλ(x) del problema original. La función σ(x) es una función
continua y derivable en el intervalo de de�nición del problema; entonces, las eigenfunciones
transformadas son funciones suaves. Asumimos, como es de esperarse, que el conjunto de
eigenfunciones del problema original es ortonormal, por ejemplo se cumple:

⟨ψλ|ψµ⟩ = δλ,µ (1.23)

donde ⟨ψλ|ψµ⟩ denota el producto interior de las eigenfunciones ψλ(x) y ψµ(x), dado por

⟨ψλ|ψµ⟩ =
∫
I
ψ∗
λ(x)ψµ(x) dx, (1.24)
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en la expresión anterior el asterisco representa el conjugado de la función e I el intervalo
de de�nición del problema.

Sin embargo, para las eigenfunciones transformadas no es claro que cumplan con esta
condición. Para mostrar lo que ocurre usamos la ecuación (1.21) en el cálculo del producto
interior de ϕλ con ϕµ, para tener

⟨ϕλ|ϕµ⟩ = ⟨D̂ψλ|D̂ψµ⟩. (1.25)

Es pertinente hacer la observación de que el operador de Darboux es un operador real
cuyo adjunto, D̂†, es real y está dado por:

D̂† = − d

dx
+ σ(x). (1.26)

Usando el adjunto de D̂ en la expresión (1.25) tenemos

⟨ϕλ|ϕµ⟩ = ⟨D̂†D̂ψλ|ψµ⟩. (1.27)

Calculando explícitamente el primer factor del lado derecho de la expresión anterior
resulta

D̂†D̂ψλ=

(
− d

dx
+ σ

)(
d

dx
+ σ

)
ψλ

= −d
2ψλ
dx2

− dσ

dx
ψλ + σ2ψλ. (1.28)

Usando la ecuación de Schrödinger (1.3) en el primer término, para eliminar la segunda
derivada de ψλ, obtenemos:

D̂†D̂ψλ =
2m

~2
[Eλ − V (x)]ψλ −

dσ

dx
ψλ + σ2ψλ. (1.29)

Sustituyendo el resultado anterior en (1.27) y juntando términos semejantes queda:

⟨ϕλ|ϕµ⟩ =
2m

~2
Eλ⟨ψλ|ψµ⟩ − ⟨ψλ|

[
2m

~2
V (x) +

dσ

dx
− σ2

]
|ψµ⟩, (1.30)

pero la cantidad entre paréntesis cuadrado es el lado izquierdo de la ecuación de Riccati
(1.22) sustituyendo y aprovechando que las eigenfunciones ψλ forman un conjunto orto-
normal, queda �nalmente:

⟨ϕλ|ϕµ⟩ =
2m

~2
(Eλ − C) δλ,µ. (1.31)

En el caso particular de λ = µ obtenemos

⟨ϕλ|ϕλ⟩ =
2m

~2
(Eλ − C) , (1.32)

de este resultado se desprenden dos consecuencias importantes:
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1. El conjunto de las eigenfunciones transformadas es ortogonal y se puede normalizar
con la constante

N2
λ =

1
2m
~2 (Eλ − C)

.

2. Porque el lado izquierdo de (1.32) es positivo, sólo las eigenfunciones transformadas
que cumplen con Eλ > C son eigenfunciones válidas.

En la siguiente subsección encontraremos una solución a la ecuación de Riccati (1.22).

1.2.2. Linealización de la ecuación de Riccati.

Como se mencionó anteriormente, para llevar a cabo una transformación de Darboux
es necesario conocer una solución σ(x) de la ecuación de Riccati (1.22). Es decir, buscamos
una solución a la ecuación:

dσ

dx
− σ2 +

2m

~2
V (x) =

2m

~2
C. (1.33)

Para encontrar dicha solución usamos la técnica para linealizar la ecuación de Riccati,
que se presenta en el apéndice A. Para ello, sea χ(x) una función continua y derivable tal
que:

σ(x) = − 1

χ(x)

dχ(x)

dx
. (1.34)

Sustituimos esta función en la ecuación (1.33) para tener:

d

dx

[
− 1

χ(x)

dχ(x)

dx

]
− 1

χ2(x)

(
dχ(x)

dx

)2

+
2m

~2
V (x) =

2m

~2
C (1.35)

y realizando la derivada del primer término obtenemos:

− 1

χ(x)

d2χ(x)

dx2
+

1

χ2(x)

(
dχ(x)

dx

)2

− 1

χ2(x)

(
dχ(x)

dx

)2

+
2m

~2
V (x) =

2m

~2
C, (1.36)

al cancelar los términos intermedios y multiplicar por ~2
2mχ(x) queda �nalmente:

− ~2

2m

d2χ(x)

dx2
+ V (x)χ(x) = Cχ(x) (1.37)

y ésta es la ecuación de Schrödinger del problema original, ecuación (1.3).
Concluimos que la función χ(x) corresponde a la eigenfunción del problema original con

eigenvalor C. Supongamos que este eigenvalor es λ0, entonces la función σ(x) se construye
con ayuda de la eigenfunción ψλ0(x), de aquí en adelante llamada función auxiliar, y la
transformación de Darboux queda expresada de manera explícita de la siguiente forma:

1. Las eigenfunciones transformadas ϕλ son:

ϕλ(x) =
dψλ(x)

dx
−
(
d

dx
lnψλ0

)
ψλ(x)
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2. El potencial transformado es:

U(x) = V (x)− ~2

m

d2

dx2
lnψλ0

De aquí se sigue que los ceros de la eigenfunción ψλ0 son polos, tanto de las eigefun-
ciones transformadas como del potencial transformado. Por ejemplo, el potencial diverge
en cada cero de la función auxiliar ψλ0 . Si queremos evitar estas divergencias, no pode-
mos utilizar como función auxiliar cualquier eigenfunción. Sólo el estado base del sistema
garantiza que la función auxiliar ψ0(x) no contiene ceros en el intervalo de de�nición del
problema y evita las divergencias en las eigenfunciones y en el potencial transformados.
Además, tiene como eigenvalor al valor mínimo de la energía E0, asegurando que el lado
derecho de (1.32) es positivo para toda λ. Entonces, si la transformación se construye
a partir de la eigenfunción del estado base del problema original, las eigenfunciones y
potencial transformados son:

ϕλ(x) =
dψλ(x)

dx
−
(
d lnψ0

dx

)
ψλ(x) λ = 1, 2, ... (1.38)

y

U(x) = V (x)− ~2

m

d2 lnψ0

dx2
(1.39)

Por su parte, la ecuación de Riccati queda en la forma:

dσ

dx
− σ2 +

2m

~2
V (x) =

2m

~2
E0 (1.40)

y la ortogonalidad de las eigenfunciones transformadas es:

⟨ϕλ|ϕµ⟩ =
2m

~2
(Eλ − E0) δλ,µ. (1.41)

1.2.3. Corrimiento del espectro.

Sabemos que la transformación de Darboux se realiza con la función σ(x), que se
calcula a partir de la eigenfunción del estado base ψ0(x) del problema original

σ(x) = − 1

ψ0(x)

dψ0(x)

dx
, (1.42)

entonces la eigenfunción transformada del estado base es

ϕ0(x) =
dψ0(x)

dx
+ σ(x)ψ0(x)

y al sustituir (1.42) obtenemos ϕ0(x) = 0. Es decir, en el problema transformado perdemos
la eigenfunción y el nivel de energía del estado base del problema original. Las siguientes
a�rmaciones son todas equivalentes:
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1. La energía del estado base del problema original no aparece en el espectro de energía
del problema transformado.

2. El espectro de energía en el problema transformado se recorre en una unidad con
respecto al estado base del problema original.

3. La transformación de Darboux es válida para estados con λ ≥ 1.

Esto tiene sentido ya que con el estado base se construye la transformación, lo que
sugiere que tal estado no aparece en el problema transformado. Entonces la propiedad
de isoespectralidad de la transformación radica en que se obtiene la descripción completa
del espectro de energía para los estados excitados del problema original. En este contex-
to, el estado base del problema transformado corresponde al primer estado excitado del
problema original y así sucesivamente.

En la subsección anterior se presentaron los argumentos de porqué se tomó al estado
base para realizar la transformación de Darboux. Sin embargo, dejando de lado tales
problemas, es posible realizar la transformación de Darboux con los estados excitados del
problema original. Supongamos que usamos la eigenfunción ψλ0(x) como función auxiliar,
entonces, en virtud del punto número 2 de la página 6 no existen las eigenfunciones
transformadas para λ ≤ λ0. El espectro del problema transformado se recorre λ0 + 1

unidades con respecto al espectro del problema original. Sin embargo, como sabemos, en
este caso el potencial transformado U(x) no es suave como el potencial original sino que
posee singularidades en los nodos de ψλ0(x).

1.3. Cadenas de transformaciones de Darboux.

Ya que conocemos una solución de la ecuación de Riccati, ecuación (1.40), y que
conocemos como se transforman las eigenfunciones y el potencial podemos generar una
nueva transformación de Darboux a partir del problema transformado.

Primero notemos que las eigenfunciones transformadas (1.38) se escriben como

ϕλ(x) =
1

ψ0

[
ψ0
dψλ
dx

− ψλ
dψ0

dx

]
.

En términos del wronskiano de las funciones ψ0(x) y ψλ(x) queda

ϕλ(x) =
W (ψ0, ψλ)

ψ0

, λ ≥ 1. (1.43)

El potencial transformado es:

U (x) = V (x)− ~2

m

d2

dx2
lnψ0. (1.44)
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Si ahora realizamos una segunda transformación de Darboux utilizando como función
auxiliar a ϕ1(x), eigenfunción del estado base del primer problema transformado, y si-
guiendo las ecuaciones anteriores, las eigenfunciones y el potencial del segundo problema
transformado son:

ϕλ[2](x) =
W (ϕ1, ϕλ)

ϕ1

, λ ≥ 2 (1.45)

y

U [2](x) = U(x)− ~2

m

d2

dx2
lnϕ1. (1.46)

De la ecuación (1.44), el potencial U [2](x) puede reescribirse como:

U [2](x) = V (x)− ~2

m

d2

dx2
ln (ψ0ϕ1)

y utilizando (1.43), con λ = 1, obtenemos el segundo potencial transformado en términos
del potencial y eigenfunciones del problema original:

U [2](x) = V (x)− ~2

m

d2

dx2
lnW (ψ0, ψ1) . (1.47)

Por otra parte, con ayuda de (1.43), las eigenfunciones ϕλ[2](x) dadas por (1.45) pueden
escribirse en términos de los wronskianos de las eigenfunciones del problema original de
la siguiente manera:

ϕλ[2](x) = ψ0

W
(
W (ψ0,ψ1)

ψ0
, W (ψ0,ψλ)

ψ0

)
W (ψ0, ψ1)

, λ ≥ 2.

Ahora, usamos la siguiente propiedad del wronskiano que se demuestra en el apéndice
B:

W

[
W (f, g)

f
,
W (f, h)

f

]
=
W (f, g, h)

f

y obtenemos las eigenfunciones de la segunda transformación de Darboux en términos de
las eigenfunciones del problema original en la siguiente forma cerrada:

ϕλ[2](x) =
W (ψ0, ψ1, ψλ)

W (ψ0, ψ1)
, λ ≥ 2. (1.48)

De las ecuaciones (1.47) y (1.48) concluimos que la segunda transformación de Darboux
se realiza a partir de las eigenfunciones ψλ(x) del problema original, sin necesidad de rea-
lizar la primera transformación. Es decir, a partir del problema original se puede realizar
la segunda transformación de manera directa, sin pasos intermedios. Las eigenfunciones
ϕλ[2](x) dadas por (1.48) satisfacen la ecuación de Schrödinger para el potencial U [2](x),
el cual está dado por (1.47). El potencial U [2](x) tiene el mismo espectro de energía que
el potencial original V (x), para λ ≥ 2; es decir, son isoespectrales.
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Estos resultados pueden generalizarse para N transformaciones de Darboux sucesivas,
formando una cadena de transformaciones. El resultado es conocido como teorema de
Crum, el cual se basa en aplicar N veces el operador de Darboux D̂ a las eigenfunciones
ψλ(x).

Figura 1.1: Esquema de una cadena de transformaciones de Darboux.

Las eigenfunciones y el potencial transformados de una cadena de N pasos son:

ϕ[N ]λ =
W (ψ0, ψ1, ..., ψN−1, ψλ)

W (ψ0, ψ1, ..., ψN−1)
, λ ≥ N (1.49)

y

U [N ](x) = V (x)− ~2

m

d2

dx2
lnW (ψ0, ψ1, ..., ψN−1) (1.50)

donde N = 1, 2, 3, . . .. Estas expresiones recuperan las ecuaciones de la primera y segunda
transformación para los casos: N = 1 y N = 2, respectivamente. Por su parte, el espectro
de energía de la cadena de N pasos es el mismo del problema original con un corrimiento
de N niveles de energía. Es muy interesante notar que las transformaciones sucesivas se
determinan a partir del problema original.
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Capítulo 2

Ejemplos de transformaciones de

Darboux.

En este capítulo desarrollaremos dos ejemplos donde se realiza la transformación de
Darboux a problemas que se estudian en cursos introductorios a la Mecánica Cuántica.
Haremos la transformación al problema de una partícula en un pozo de potencial in�nito
y al caso del potencial de Morse.

La transformación de Darboux se realiza a partir de la solución σ(x) de la ecuación
de Riccati, dada por:

σ(x) = − 1

ψ0(x)

dψ0(x)

dx
, (2.1)

donde ψ0(x) es la eigenfunción del estado base del problema original. Se obtienen las
eigenfunciones transformadas ϕλ(x) y el potencial transformado U(x) mediante las ecua-
ciones:

ϕλ(x) =
dψλ(x)

dx
+ σ(x)ψλ(x) (2.2)

y

U(x) = V (x) +
~2

m

dσ(x)

dx
. (2.3)

Presentaremos primero el problema del pozo de potencial in�nito.

2.1. Pozo de potencial in�nito.

Consideremos una partícula de masa m y energía positiva E, la cual se encuentra
encerrada en una caja unidimensional impenetrable de lado L. El potencial es:

V (x) =


∞ x ≤ 0

0 0 < x < L

∞ x ≥ L

(2.4)
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La partícula no puede ocupar las regiones x ≤ 0 y x ≥ L ya que es repelida por las
paredes de la caja, por lo que sólo puede existir en la región central, 0 < x < L.

2.1.1. Eigenfunciones y eigenvalores.

Para describir al sistema se utiliza la ecuación de Schrödinger donde las eigenfunciones
ψ(x) satisfacen las siguientes condiciones en la frontera:

ψ(0) = 0 , ψ(L) = 0. (2.5)

Con el potencial (2.4), la ecuación de Schrödinger es:

d2ψ(x)

dx2
+

2mE

~2
ψ(x) = 0. (2.6)

Como la energía es positiva, de�nimos la constante k2 ≡ 2mE

~2
y la ecuación de Schrödin-

ger queda:
d2ψ(x)

dx2
+ k2ψ(x) = 0. (2.7)

La solución de la ecuación anterior es una combinación lineal de las funciones trigo-
nométricas sin kx y cos kx:

ψ(x) = A sin kx+B cos kx, (2.8)

con A y B constantes de integración. Al aplicar las condiciones en la frontera (2.5) obte-
nemos:

ψ(0) = B = 0 (2.9)

y
ψ(L) = A sin kL = 0, (2.10)

como A ̸= 0, entonces esto implica que:

kL = nπ n = 1, 2, ... (2.11)

De aquí, y de la de�nición de la constante k obtenemos que los valores posibles de la
energía son:

En =
π2~2

2mL2
n2 , n = 1, 2, 3, . . . (2.12)

y las eigenfunciones son:

ψn(x) = A sin
nπ

L
x , n = 1, 2, 3, . . . (2.13)

El valor de la constante A se calcula a partir de la condición de normalización y se

obtiene A =

√
2

L
. Así, las eigenfunciones normalizadas quedan:

ψn(x) =

√
2

L
sin

nπ

L
x , n = 1, 2, . . . (2.14)
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El estado base del sistema corresponde al valor de n = 1, entonces la eigenfunción
normalizada del estado base es:

ψ1(x) =

√
2

L
sin

π

L
x, (2.15)

con energía:

E1 =
π2~2

2mL2
. (2.16)

Para los siguientes dos estados, las eigenfunciones son:

ψ2(x) =

√
2

L
sin

2π

L
x,

ψ3(x) =

√
2

L
sin

3π

L
x.

La Figura 2.1 ilustra las primeras eigenfunciones normalizadas.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-2

-1

1

2
ΨnHxL

n=1n=2 n=3

Figura 2.1: Eigenfunción normalizada del estado base del pozo in�nito, n = 1, junto con
los dos primeros estados excitados, n = 2 y n = 3. Se toma L = 1.

2.1.2. Transformación de Darboux.

Conocida la eigenfunción del estado base realizamos la transformación de Darboux,
construyendo la función σ(x). Utilizando (2.15) en (2.1) obtenemos:

σ(x) = −π
L
cot

π

L
x. (2.17)

Sustituyendo las eigenfunciones (2.14) y la función (2.17) en (2.2) obtenemos las ei-
genfunciones transformadas:

ϕn(x)=

√
2

L

nπ

L
cos

nπ

L
x− π

L
cot

π

L
x

√
2

L
sin

nπ

L
x

=π

√
2

L3

[
n cos

nπ

L
x− cot

π

L
x sin

nπ

L
x
]
. (2.18)
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Debemos recordar que las eigenfunciones transformadas ϕn(x) son válidas para n ≥ 2,
ya que en el caso de n = 1 es claro que la eigenfunción transformada es cero. En la Figura
2.2 dibujamos las primeras tres eigenfunciones transformadas normalizadas.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-2

-1

1

2
ΦnHxL

n=2

n=3n=4

Figura 2.2: Eigenfunción transformada normalizada del estado base, n = 2, junto con las
eigenfunciones transformadas normalizadas de los dos primeros estados excitados, n = 3

y n = 4. Se toma L = 1.

Derivando la expresión (2.17) obtenemos:

dσ(x)

dx
=−π

L

d

dx
cot

π

L
x

=
π2

L2
csc2

π

L
x

y sustituyendo en (2.3), junto con el potencial original V (x), ecuación (2.4), obtenemos
el potencial transformado

U(x) =


∞ x ≤ 0

π2~2

mL2
csc2

π

L
x 0 < x < L

∞ x ≥ L

(2.19)

En la Figura 2.3 se muestra la grá�ca de este potencial.
Como consecuencia de la forma del potencial, las eigenfunciones transformadas satis-

facen las mismas condiciones en la frontera

ϕn(0) = 0 , ϕn(L) = 0. (2.20)
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Figura 2.3: Potencial transformado del pozo in�nito. Se toma L = 1.

De la �gura podemos observar que en los extremos el potencial toma valores muy
grandes, acercándose a las paredes del pozo in�nito, mientras que el fondo deja de ser
plano y aparece redondeado en las esquinas. El valor mínimo del potencial transformado

ocurre en la mitad de la caja, x =
L

2
, y su valor es:

U

(
L

2

)
=
π2~2

mL2
(2.21)

Si comparamos este valor con el espectro de energía del problema original, ecuación
(2.12), observamos que el valor mínimo del potencial transformado es mayor que el estado
base y menor que la energía del primer estado excitado del problema original. Esto es:

E1 < U

(
L

2

)
= 2E1 < E2

por lo que la energía del estado base no aparece en el problema transformado. Finalmente,
en la Figura 2.4 dibujamos el potencial original y el transformado junto con los primeros
niveles de energía.
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Figura 2.4: Grá�ca comparativa del potencial original y el potencial transformado, junto
con los primeros cuatro niveles de energía. Se toma L = 1.

2.2. Potencial de Morse.

El Potencial de Morse es un modelo de interacción entre dos átomos que forman una
molécula diatómica. Este modelo es muy utilizado en estudios vibracionales de moléculas
ya que incluye los efectos de disociación, tomando en cuenta los efectos anharmónicos, en
contraste con el modelo del oscilador armónico cuántico. El potencial de Morse es:

VM(r) = V0

[
e−2( r−r0

a ) − 2e−
r−r0

a

]
, (2.22)

donde r es la distancia radial entre los átomos, V0 es la profundidad del potencial y tiene
un valor positivo, r0 es el punto de equilibrio estable y la distancia entre el cero del
potencial y el punto de equilibrio es ln 2 veces el parámetro a; es decir, a es una medida
de la anchura del potencial. El potencial en el origen es �nito. Una grá�ca del potencial
se encuentra en la Figura 2.5.

16



1 2 3 4 5
r

-4

-2

2

4

6

8

10
VM HrL

Figura 2.5: Potencial de Morse con los parámetros V0 = 4.5, r0 = 1 y a = 1. En el origen
el potencial vale VM(0) = 8.786.

2.2.1. Eigenfunciones y eigenvalores.

Dado que el potencial de Morse sólo depende de la distancia relativa entre los átomos
que forman la molécula, corresponde a un problema de campo central, entonces, la parte
radial de la ecuación de Schrödinger es:

− ~2

2m

d2u

dr2
+ Vef (r)u = Eu, (2.23)

donde u(r) es la función radial y satisface la siguiente condición en la frontera:

u(r)
r→∞

→ 0. (2.24)

En la ecuación (2.23), m es la masa reducida del sistema, E es la energía y, en el caso
general, Vef (r) es el potencial efectivo el cual viene dado por:

Vef (r) = VM(r) +
~2ℓ (ℓ+ 1)

2mr2
, (2.25)

donde ℓ es el número cuántico del momento angular. Resolveremos la ecuación (2.23)
únicamente para estados s; es decir, con ℓ = 0, en este caso:

Vef (r) = VM(r). (2.26)

Sustituyendo el potencial de Morse en la ecuación (2.23) y multiplicando por −2m
~2 se

obtiene:
d2u

dr2
+

2m

~2
{
E − V0

[
e−2( r−r0

a ) − 2e−
r−r0

a

]}
u = 0. (2.27)

Conviene hacer el siguiente cambio de variable:

z = e−
r−r0

a . (2.28)
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Para realizarlo usamos:
dz

dr
= −z

a
, (2.29)

du

dr
= −z

a

du

dz
, (2.30)

d2u

dr2
=
z2

a2
d2u

dz2
+

z

a2
du

dz
, (2.31)

con estas identidades la ecuación (2.27) queda:

d2u

dz2
+

1

z

du

dz
+

2ma2

~2

(
E

z2
+

2V0
z

− V0

)
u = 0, (2.32)

donde hemos multiplicado por a2/z2.
Buscamos describir la interacción atractiva entre los átomos; es decir, buscamos estados

ligados, por lo tanto la energía toma valores negativos, E < 0. De�nimos el parámetro
positivo

ϵ2 = −2ma2

~2
E (2.33)

para tener la siguiente ecuación:

d2u

dz2
+

1

z

du

dz
+

(
− ϵ2

z2
+

2β2

z
− β2

)
u = 0, (2.34)

donde hemos de�nido la constante β como:

β2 =
2ma2

~2
V0. (2.35)

La función u(r) debe satisfacer la condición en la frontera dada por (2.24), dado que
cuando r → ∞ la variable z → 0, entonces la función u(z) tiende a cero conforme nos
acercamos al origen. Denotando con ũ(z) la función en la vecindad del origen, de la
ecuación (2.34) se sigue que esta función satisface la ecuación:

d2ũ

dz2
+

1

z

dũ

dz
− ϵ2

z2
ũ = 0, (2.36)

la cual podemos escribir como:

z2
d2ũ

dz2
+ z

dũ

dz
− ϵ2ũ = 0. (2.37)

Recordando que el operador zn d
n

dzn
no cambia la potencia de zq entonces es de esperarse

que ũ(z) = zq, donde q es un número real. Sustituyendo en (2.37) obtenemos los valores
posibles de q:

q = ±ϵ (ϵ > 0). (2.38)
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Para que la función u (z) satisfaga la condición en el límite z → 0 se requiere el signo
positivo y por lo tanto

u(z)
z→0

→ 0. (2.39)

Con este resultado y reconociendo la ecuación (2.34) como la ecuación radial del átomo
de hidrógeno bidimensional, cuya solución exacta es de la forma

u(z) = zϵe−βzQ (z) , (2.40)

donde Q (z) es una función por determinar, asumimos esta forma para la solución de
(2.34). Usando las derivadas de u(z):

du (z)

dz
=

[
ϵ

z
− β +

Q′ (z)

Q (z)

]
u (z) (2.41)

y
d2u (z)

dz2
=

[
Q′′

Q
+

(
2ϵ

z
− 2β

)
Q′

Q
+ β2 +

ϵ (ϵ− 1)

z2
− 2ϵβ

z

]
u (z) , (2.42)

donde la prima sobre la función indica derivada con respecto a z.
Sustituyendo (2.41) y (2.42) en la ecuación (2.34), multiplicando por zQ(z) y redu-

ciendo términos obtenemos la siguiente ecuación diferencial para la función Q(z):

zQ′′ (z) + (2ϵ+ 1− 2βz)Q′ (z) +
(
2β2 − β − 2ϵβ

)
Q (z) = 0. (2.43)

Hacemos el siguiente cambio de variable:

y = 2βz (2.44)

y dividimos entre 2β para obtener �nalmente:

yQ′′ (y) + (2ϵ+ 1− y)Q′ (y) +

(
β − ϵ− 1

2

)
Q (y) = 0. (2.45)

Esta ecuación tiene la forma de la ecuación asociada de Laguerre:

xLsn
′′ + (s+ 1− x)Lsn

′ + nLsn = 0, (2.46)

cuyas soluciones son los polinomios asociados de Laguerre Lsn(x), con n = 0, 1, 2, ...,
de�nidos en 0 ≤ x <∞.

Entonces, es conveniente extender el intervalo de la variable z a la semirecta completa,
0 ≤ z < ∞, ya que esto nos permite tener una solución analítica para el potencial de
Morse. La ventaja de contar con esta solución analítica es que la podemos usar para
construir el potencial transformado de Darboux. 1

1En sistemas especí�cos, como el caso de la molécula Li2, se ha probado que la inclusión de la región

no-física, e
r0
a < z < ∞, no altera signi�cativamente las propiedas espectrales del potencial de Morse y

que los eigenvalores obtenidos prácticamente coinciden con los eigenvalores correctos que corresponden

al dominio físico de la variable[5].

19



Por lo tanto, asumimos que el dominio de la variable es 0 ≤ z <∞ y en consecuencia
identi�camos la ecuación (2.45) como una ecuación asociada de Laguerre con parámetros:

s = 2ϵ (2.47)

y

n = β − ϵn −
1

2
, n = 0, 1, 2, ..., (2.48)

de aquí se sigue que el parámetro ϵ y la energía del sistema se encuentran cuantizados; es
decir, toman valores discretos

ϵn = β −
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, ... (2.49)

y utilizando la de�nición (2.33) encontramos que los niveles de energía del sistema son:

En = − ~2

2ma2

[
β −

(
n+

1

2

)]2
, n = 0, 1, 2, ... (2.50)

Por su parte las eigenfunciones del potencial de Morse quedan:

un(z) = Anz
ϵne−βzL2β−2n−1

n (2βz) (2.51)

o en términos de la variable r:

un (r) = Ane
−ϵn( r−r0

a )e−βe
− r−r0

a L2β−2n−1
n (2βe−

r−r0
a ), (2.52)

donde An es la constante de normalización que, en general, depende de n y se calcula con
la condición: ∫ ∞

0

|u(r)|2dr = 1. (2.53)

Para que los polinomios asociados de Laguerre se encuentren bien de�nidos, debe
cumplirse que:

2β − 2n− 1 ≥ 0 (2.54)

ya que ϵn > 0. Esto signi�ca que el parámetro n se encuentra acotado,

n ≤ β − 1

2
, (2.55)

lo que a su vez se traduce en un número �nito de estados ligados. El valor máximo que
puede tomar n es el entero más grande que es menor o igual a β − 1

2
, así los valores de

n son 0, 1, 2, ..., nmax. El número de estados ligados es nmax + 1; este número depende de
las características del sistema ya que la constante β depende, a su vez, de la profundidad
V0 del potencial, de la masa reducida del sistema m y del parámetro a. Entre más grande
sea el valor de V0, más profundo es el potencial y por lo tanto se tiene un mayor número
de estados ligados.
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Como ejemplo, podemos tomar los siguientes valores para los parámetros

V0 = 4.5, r0 = 1, a = 1, (2.56)

el potencial que corresponde a estos valores se encuentra gra�cado en la Figura 2.5.
Para estos parámetros, de la ecuación (2.35), obtenemos β = 3, y, de la ecuación

(2.49), ϵn = 5
2
− n; por lo tanto nmax = 2 y el sistema tiene tres estados ligados con

eigenfunciones:
u0(r) = A0e

5
2
(1−r)e−3e(1−r)

L5
0

(
6e(1−r)

)
, (2.57)

u1(r) = A1e
3
2
(1−r)e−3e(1−r)

L3
1

(
6e(1−r)

)
(2.58)

y
u2(r) = A2e

1
2
(1−r)e−3e(1−r)

L1
2

(
6e(1−r)

)
, (2.59)

donde los polinomios asociados de Laguerre los obtenemos a partir de la siguiente fórmula
de Rodrigues

Lαn(x) =
x−αex

n!

dn

dxn
(
xα+ne−x

)
, (2.60)

la cual da para n = 0 y α = 5, n = 1 y α = 3, n = 2 y α = 1, los siguientes polinomios

L5
0 (x) = 1,

L3
1 (x) = 4− x

y

L1
2 (x) =

1

2

(
6− 6x+ x2

)
.

Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.57), (2.58) y (2.59), respectivamente, obte-
nemos las eigenfunciones:

u0(r) = A0e
5
2
(1−r)e−3e(1−r)

,

u1(r) = 2A1e
3
2
(1−r)e−3e(1−r) [

2− 3e(1−r)
]
,

y
u2(r) = 3A2e

1
2
(1−r)e−3e(1−r) [

1− 6e(1−r) + 6e2(1−r)
]
,

donde A0, A1 y A2 se calculan numéricamente. En la Figura 2.6 gra�camos las eigenfun-
ciones anteriores ya normalizadas.
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Figura 2.6: Eigenfunción normalizada del estado base del potencial de Morse junto con las
eigenfunciones normalizadas de los primeros dos estados excitados. Se usan los parámetros
anteriores: V0 = 4.5, r0 = 1 y a = 1.

2.2.2. Transformación de Darboux.

La eigenfunción del estado base del potencial de Morse es:

u0(r) = A0e
−ϵ0( r−r0

a )e−βe
− r−r0

a . (2.61)

La función σ(r) la obtenemos a partir de la función anterior, usando la ecuación (2.1).
Para facilitar el cálculo de σ(r), es conveniente expresarla en términos de la variable z, la
cual está dada por (2.28). Con ayuda de la regla de la cadena, la ecuación (2.1) es:

σ(r) = σ̃(z)
dz

dr
, (2.62)

donde

σ̃(z) = − 1

u0

du0
dz

. (2.63)

La eigenfunción del estado base, ecuación (2.61), en términos de la variable z es

u0 = A0z
ϵ0e−βz. (2.64)

Sustituimos la eigenfunción anterior en (2.63) y resulta

σ̃(z) = β − ϵ0
z
, (2.65)

o bien, en términos de la variable r, usando (2.28) y (2.29) en (2.62), tenemos:

σ(r) =
ϵ0 − βe−

r−r0
a

a
. (2.66)
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Para facilitar el cálculo de las eigenfunciones transformadas expresamos la ecuación
(2.2) en términos de la variable z, con ayuda de la regla de la cadena, resulta:

ϕn(z) =

(
dun(z)

dz
+ σ̃(z)un(z)

)
dz

dr
. (2.67)

La derivada con respecto a z de la función un(z) la obtenemos a partir de la ecuación
(2.51), la cual es

dun
dz

=
(ϵn
z

− β
)
un(z) + Anz

ϵne−βz
d

dz
L2β−2n−1
n (2βz). (2.68)

Utilizando la siguiente relación para la derivada de los polinomios asociados de Laguerre:

dLsp(x)

dx
= −Ls+1

p−1(x) (2.69)

en el útimo término de (2.68), queda �nalmente

dun(z)

dz
=
(ϵn
z

− β
)
un(z)− 2βAnz

ϵne−βzL2β−2n
n−1 (2βz). (2.70)

Sustituyendo las expresiones (2.29), (2.65) y (2.70) en la ecuación (2.67) obtenemos

ϕn(z)=
z

a

[
1

z
(ϵ0 − ϵn)un(z) + 2βAnz

ϵne−βzL2β−2n
n−1 (2βz)

]
=
1

a

[
(ϵ0 − ϵn)un(z) + 2βAnz

ϵn+1e−βzL2β−2n
n−1 (2βz)

]
. (2.71)

La diferencia ϵ0− ϵn la calculamos con la ecuación (2.49) y resulta igual a n. Sustituyendo
la eigenfunción un(z), ecuación (2.51), en la expresión anterior resulta:

ϕn(z)=
An
a
zϵne−βz

[
nL2β−2n−1

n (2βz) + 2βzL2β−2n
n−1 (2βz)

]
, (2.72)

y usando la identidad

nLαn(x) + xLα+1
n−1(x) = (α + n)Lαn−1(x), (2.73)

las eigenfunciones transformadas �nalmente quedan

ϕn(z) =
An
a
(2β − n− 1)zϵne−βzL2β−2n−1

n−1 (2βz), (2.74)

o, con ayuda de (2.28), en términos de la variable r:

ϕn(r) =
An
a
(2β − n− 1)e−ϵn(

r−r0
a )e−βe

− r−r0
a L2β−2n−1

n−1 (2βe−
r−r0

a ). (2.75)

Recordemos que las eigenfunciones anteriores son válidas para n = 1, 2, ..., nmax; ya que
en el caso n = 0 se tiene que Lα−1(x) = 0.
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Las eigenfunciones de los dos primeros estados son:

ϕ1(r) =
2A1

a
(β − 1)e−ϵ1(

r−r0
a )e−βe

− r−r0
a L2β−3

0 (2βe−
r−r0

a )

y

ϕ2(r) =
A2

a
(2β − 3)e−ϵ2(

r−r0
a )e−βe

− r−r0
a L2β−5

1 (2βe−
r−r0

a ).

Como ejemplo, tomemos los valores de los parámetros dados por (2.56); de los cuales
obtenemos β = 3 y ϵn = 5

2
− n, y los sustituimos en las eigenfunciones anteriores. Estas

resultan
ϕ1(r) = 4A1e

3
2
(1−r)e−3e(1−r)

L3
0(6e

(1−r)) (2.76)

y
ϕ2(r) = 3A2e

1
2
(1−r)e−3e(1−r)

L1
1(6e

(1−r)). (2.77)

donde los polinomios de asociados de Laguerre los obtenemos a partir de la siguiente
fórmula de Rodrigues

Lαn−1(x) =
xαex

(n− 1)!

dn−1

dxn−1

(
xα+n−1e−x

)
,

la cual da para n = 1 y α = 3, n = 2 y α = 1 los siguientes polinomios

L3
0(x) = 1

y
L1
1(x) = 2− x.

Con estas expresiones, las ecuaciones (2.76) y (2.77) quedan:

ϕ1(r) = 4A1e
3
2
(1−r)e−3e(1−r)

y
ϕ2(r) = 3A2e

1
2
(1−r)e−3e(1−r)

(2− 6e(1−r)),

donde las constantes A1 y A2 se calculan numéricamente. En la Figura 2.7 gra�camos las
funciones anteriores.
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Figura 2.7: Eigenfunción transformada normalizada del estado base, n = 1, junto con la
eigenfunción transformada normalizada del primer estado excitado, n = 2. Se toman los
parámetros V0 = 4.5, r0 = 1 y a = 1.

Derivando la función σ(r), ecuación (2.66), con respecto a r obtenemos

dσ(r)

dr
=

β

a2
e−

r−r0
a , (2.78)

y sustituyendo en (2.3), junto con el potencial de Morse VM(r), ecuación (2.22), y la
constante β, ecuación (2.35), obtenemos el potencial transformado

U(r)=V0e
−2( r−r0

a ) − 2V0e
− r−r0

a +
~2

ma2

√
2ma2

~2
V0e

− r−r0
a

=V0e
−2( r−r0

a ) −

(
2V0 −

~
a

√
2V0
m

)
e−

r−r0
a . (2.79)

Como ejemplo, tomemos los valores de los parámetros dados en (2.56), y los sustituimos
en el potencial transformado de Morse, resulta:

U(r) =
9

2
e2(1−r) − 6e(1−r).

En la Figura 2.8 gra�camos el potencial transformado anterior.
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Figura 2.8: Potencial transformado de Morse. Se toman los parámetros V0 = 4.5, r0 = 1

y a = 1.
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Figura 2.9: Grá�ca comparativa del potencial original de Morse junto con el potencial
transformado y los niveles de energía que corresponden al estado base y los dos primeros
estados excitados. Se toman los parámetros V0 = 4.5, r0 = 1 y a = 1.

De la ecuación (2.79) podemos observar que el potencial transformado de Morse no
sufrió algún cambio funcional; es decir, mantiene la misma forma que el potencial original,
ya que el primer término es el mismo y el coe�ciente del segundo se modi�có por una
constante positiva. Esto puede verse grá�camente en la Figura 2.8. Como consecuencia
el potencial transformado es un potencial de Morse y las eigenfunciones transformadas
mantienen la misma forma funcional que las eigenfunciones originales, con la diferencia
de que los valores de n se recorren una unidad, n = 1, 2, ..., nmax, y que en el problema
transformado no aparece la energía del estado base del problema original, como puede
observarse de la Figura 2.9, la cual muestra una comparación entre el potencial de Morse
original y el potencial transformado, junto con los primeros niveles de energía.
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Capítulo 3

Transformaciones isoespectrales.

En el primer capítulo demostramos que la transformación de Darboux queda determi-
nada por una solución σ(x) de la siguiente ecuación de Riccati:

dσ

dx
− σ2 +

2m

~2
V (x) =

2m

~2
C. (3.1)

Encontramos, también, una solución a la ecuación anterior mediante el método de
linealización, dicha solución se obtiene para C = E0, energía del estado base del problema
original, y está dada por:

σ0(x) = − 1

ψ0(x)

dψ0(x)

dx
, (3.2)

donde ψ0(x) es la eigenfunción del estado base; en consecuencia, la función σ0(x) satisface
la ecuación

dσ0
dx

− σ2
0 +

2m

~2
V (x) =

2m

~2
E0. (3.3)

Las eigenfunciones ϕλ(x) y el potencial U(x) del problema transformado resultaron:

ϕλ(x) =
dψλ(x)

dx
+ σ0(x)ψλ(x) , λ ≥ 1 (3.4)

y

U(x) = V (x) +
~2

m

dσ0(x)

dx
. (3.5)

En la siguiente sección aprovecharemos los resultados obtenidos en el problema trans-
formado y con ellos realizaremos una nueva transformación de Darboux, la cual se cons-
truirá con la solución de la correspondiente ecuación de Riccati. Encontraremos la solución
general de esta ecuación, auxiliados de la función σ0(x), y este resultado nos permitirá
construir un nuevo tipo de transformación que conecta al problema original con la nueva
transformación de Darboux. A dicha transformación la hemos llamado transformación
isoespectral.
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3.1. Transformación Isoespectral.

En esta sección partimos de las eigenfunciones y potencial del problema transformado;
es decir, las eigenfunciones ϕλ(x) y el potencial U(x), dados por las ecuaciones (3.4) y
(3.5), respectivamente. Ahora, haremos uso de estas eigenfunciones para realizar una
nueva transformación de Darboux, la cual se lleva a cabo mediante una solución de la
correspondiente ecuación de Riccati. Si con σ̃(x) denotamos esta solución, entonces σ̃(x)
satisface la ecuación:

dσ̃

dx
− σ̃2 +

2m

~2
U(x) =

2m

~2
C, (3.6)

con C una constante arbitraria con dimensiones de energía. Entonces, las eigenfunciones
y el potencial del nuevo problema transformado son:

ϕ̃λ(x) =
dϕλ(x)

dx
+ σ̃(x)ϕλ(x) (3.7)

y

Ũ(x) = U(x) +
~2

m

dσ̃(x)

dx
. (3.8)

Sustituimos la ecuación (3.4) en (3.7) para obtener las eigenfunción transformada
ϕ̃λ(x) en términos de las eigenfunciones del problema original:

ϕ̃λ =
d2ψλ
dx2

+
dσ0
dx

ψλ + σ0
dψλ
dx

+ σ̃
dψλ
dx

+ σ̃σ0ψλ. (3.9)

Utilizando la ecuación de Schrödinger del problema original, en la forma

d2ψλ
dx2

=
2m

~2
[V (x)− Eλ]ψλ,

para eliminar la segunda derivada del primer término de la ecuación (3.9), obtenemos:

ϕ̃λ =

(
dσ0
dx

+
2m

~2
V (x)

)
ψλ −

2m

~2
Eλψλ + (σ̃ + σ0)

dψλ
dx

+ σ̃σ0ψλ (3.10)

y con ayuda de la ecuación que satisface σ0(x), ecuación (3.3), tenemos

ϕ̃λ =

(
2m

~2
E0 + σ2

0

)
ψλ −

2m

~2
Eλψλ + (σ̃ + σ0)

dψλ
dx

+ σ̃σ0ψλ.

Finalmente, después de un pequeño arreglo nos queda

ϕ̃λ = −2m

~2
(Eλ − E0)ψλ + (σ̃ + σ0)

(
dψλ
dx

+ σ0ψλ

)
. (3.11)

De la misma forma, en la expresión para el potencial Ũ(x), ecuación (3.8), sustituimos
el potencial U(x), dado por (3.5), para tener el nuevo potencial transformado en relación
con el potencial del problema original

Ũ(x) = V (x) +
~2

m

d

dx
(σ̃ + σ0). (3.12)
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De las dos últimas expresiones, es claro que conviene de�nir la función:

η(x) = σ̃(x) + σ0(x), (3.13)

para tener las eigenfunciones y el potencial del nuevo problema transformado de la si-
guiente manera:

ϕ̃λ = −2m

~2
(Eλ − E0)ψλ + η(x)

(
dψλ
dx

+ σ0ψλ

)
(3.14)

y

Ũ(x) = V (x) +
~2

m

dη(x)

dx
. (3.15)

Ahora encontraremos la ecuación que satisface la función η(x). Para ello, en la ecuación
de Riccati (3.6) sustituimos el potencial U(x), ecuación (3.5), y hacemos el cambio de
función

σ̃(x) = −σ0(x) + η(x) (3.16)

para tener
dη

dx
− dσ0

dx
− (−σ0 + η)2 +

2m

~2

(
V (x) +

~2

m

dσ0
dx

)
=

2m

~2
C.

Desarrollando el binomio al cuadrado y agrupando, queda la siguiente ecuación:

dη

dx
+ 2σ0η − η2 +

dσ0
dx

− σ2
0 +

2m

~2
V (x) =

2m

~2
C. (3.17)

Los últimos tres términos del lado izquierdo de la ecuación anterior corresponden al lado

izquierdo de (3.3), y son iguales a
2m

~2
E0. Sustituyendo en (3.17) obtenemos:

dη

dx
+ 2σ0η − η2 =

2m

~2
(C − E0). (3.18)

Como C es una constante arbitraria, escogemos C = E0, entonces la función η(x)

satisface la siguiente ecuación diferencial:

dη

dx
+ 2σ0η − η2 = 0. (3.19)

Ésta es una ecuación del tipo de Riccati, vea el apéndice A. Sustituyendo σ0, ecuación
(3.2), en (3.19) obtenemos:

dη

dx
− 2

ψ0

dψ0

dx
η − η2 = 0, (3.20)

que puede reescribirse como:

dη

dx
− η

ψ2
0

dψ2
0

dx
− η2 = 0. (3.21)
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Multiplicando por
ψ2
0

η2
podemos agrupar los primeros dos términos en una sola derivada

para tener
d

dx

ψ2
0

η
+ ψ2

0 = 0. (3.22)

La integración de la ecuación anterior nos proporciona la función η(x) en la forma:

η(x) = − ψ2
0(x)∫

ψ2
0(x) dx+ k

, (3.23)

donde k es una constante de integración. La función η(x) queda en términos del cuadrado
de la eigenfunción del estado base del problema original, de su integral inde�nida y de la
constante arbitraria k.

La solución a la ecuación de Riccati (3.6) la obtenemos sustituyendo la función η(x)
en la ecuación (3.16), queda

σ̃(x) =
d

dx
lnψ0(x)−

ψ2
0(x)∫

ψ2
0(x) dx+ k

, (3.24)

que se puede escribir como:

σ̃(x) = − d

dx
ln

[
1

ψ0(x)

(∫
ψ2
0(x) dx+ k

)]
.

Como k es una constante arbitraria, la expresión anterior es la solución general de la
ecuación de Riccati (3.6), para C = E0.

Figura 3.1: Relación entre el problema original con la transformación de Darboux y la
transformación isoespectral.

Las eigenfunciones transformadas (3.14) son solución de la ecuación de Schrödinger
con potencial Ũ(x), dado por (3.15), con el mismo espectro de energía que el del problema
original; con excepción de la energía del estado base, ya que, como puede verse de (3.14),
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cuando λ = 0 obtenemos ϕ̃0 = 0; para ello, basta notar que σ0(x) tiene la forma (3.2).
Esto es, los potenciales Ũ(x) y V (x) son potenciales isoespectrales. Por este motivo a
la transformación dada por las ecuaciones (3.14) y (3.15) le llamamos transformación
isoespectral.

Es importante notar que la transformación isoespectral nos relaciona el problema
original con el nuevo problema transformado sin referencia a las eigenfunciones y potencial
del problema intermedio y que la función η(x) queda determinada por la eigenfunción del
estado base del problema original.

La constante k que aparece en la transformación isoespectral juega ahora el papel de
un parámetro que, si es necesario, se escoge de tal manera que el denominador de η(x)
en (3.23) sea diferente de cero, en el intervalo de de�nición del problema original. Así se
evita la presencia de singularidades adicionales en el potencial transformado que no se
encuentran en el potencial original.

3.2. Aplicaciones de la transformación isoespectral.

En esta sección aplicaremos la transformación isoespectral a los ejemplos presentados
en el capítulo anterior: el potencial de pozo in�nito y el potencial de Morse.

3.2.1. Potencial de pozo in�nito.

Recordemos que la transformación isoespectral se realiza a partir de la eigenfunción del
estado base del problema original. En el segundo capítulo encontramos que la eigenfunción
normalizada del estado base del potencial de pozo in�nito es, ecuación (2.15):

ψ1(x) =

√
2

L
sin

π

L
x. (3.25)

Sustituyendo la eigenfunción del estado base en (3.23) para construir la función η(x),
resulta:

η(x) = −
2
L
sin2 π

L
x

k + 2
L

∫
sin2 π

L
x dx

. (3.26)

Integrando con ayuda de la identidad trigonométrica

sin2 y =
1

2
(1− cos 2y),

obtenemos:

η(x) = −
4π sin2 π

L
x

2π (kL+ x)− L sin 2π
L
x

. (3.27)

Ahora nos preguntamos cuáles son los valores posibles del parámetro k que impiden
que el denominador de (3.27) tenga ceros. Para ello, buscamos los valores de k que hacen
cero el denominador de (3.27), los cuales están dados por la siguiente función de x:

k(x) =
1

2π
sin

2π

L
x− x

L
. (3.28)
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En la Figura 3.2 gra�camos la función anterior y concluimos que si k > 0 o k < −1 la
función η(x), dada por (3.27), no diverge en el intervalo de de�nición 0 < x < L.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x
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Figura 3.2: Valores del parámetro k como función de la variable x que hacen que el
denominador de la función η(x) sea cero. Se toma L = 1.

Tomando en cuenta lo anterior, de la ecuación (3.14), obtenemos las eigenfunciones
transformadas:

ϕ̃n(x)=

√
2π2

L
3
2

[
1

L
(1− n2) sin

nπ

L
x

−
4 sin2 π

L
x

2π (kL+ x)− L sin 2π
L
x

(
n cos

nπ

L
x− cot

π

L
x sin

nπ

L
x
)]

, (3.29)

donde hemos sustituido los niveles de energía En usando la ecuación (2.12).
Debemos recordar que las eigenfunciones transformadas son válidas para n ≥ 2. Esto

se con�rma si en la ecuación anterior sustituimos n = 1 para obtener ϕ̃1(x). El primer
término es cero y queda

ϕ̃1(x) = −
√
2π

L
5
2

4π sin2 π
L
x

2π (kL+ x)− L sin 2π
L
x

(
cos

π

L
x− cot

π

L
x sin

π

L
x
)
,

pero, el factor entre paréntesis, a su vez, es cero llevando a que ϕ̃1(x) = 0.
Las eigenfunciones que corresponden a los primeros tres niveles de energía, para n = 2,

32



3 y 4, las obtenemos directamente de (3.29), resulta:

ϕ̃2(x)=

√
2π2

L
3
2

[
− 3

L
sin

2π

L
x

−
4 sin2 π

L
x

2π (kL+ x)− L sin 2π
L
x

(
2 cos

2π

L
x− cot

π

L
x sin

2π

L
x

)]
,

ϕ̃3(x)=

√
2π2

L
3
2

[
− 8

L
sin

3π

L
x

−
4 sin2 π

L
x

2π (kL+ x)− L sin 2π
L
x

(
3 cos

3π

L
x− cot

π

L
x sin

3π

L
x

)]
,

ϕ̃4(x)=

√
2π2

L
3
2

[
−15

L
sin

4π

L
x

−
4 sin2 π

L
x

2π (kL+ x)− L sin 2π
L
x

(
4 cos

4π

L
x− cot

π

L
x sin

4π

L
x

)]
.

En la Figura 3.3 gra�camos estas funciones para L = 1.
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Figura 3.3: Eigenfunción normalizada del estado base, n = 2, del pozo in�nito transfor-
mado, junto con las eigenfunciones normalizadas de los primeros dos estados excitados;
n = 3 y n = 4, con los parámetros k = 1 y L = 1.

Para calcular el potencial transformado necesitamos conocer la derivada de la función
η(x), ésta es:

dη(x)

dx
=−

8π2 sin πx
L

L
[
2π (kL+ x)− L sin 2π

L
x
]2 (3.30){

2π(kL+ x) cos
πx

L
− L sin

πx

L
+ L

[
sin

πx

L
cos

2πx

L
− sin

2πx

L
cos

πx

L

]}
.

Usando las siguientes identidades trigonométricas :

cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ
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y
sin 2θ = 2 sin θ cos θ,

en el término entre paréntesis cuadrados de la ecuación anterior, y después de unos pe-
queños arreglos, queda:

dη(x)

dx
= −16π2

L

π(kL+ x) cos πx
L
− L sin πx

L[
2π (kL+ x)− L sin 2π

L
x
]2 sin

πx

L
. (3.31)

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuación (3.15), junto con el potencial original
V (x); ecuación (2.4), obtenemos el potencial transformado:

Ũ(x) =


∞ x ≤ 0

−16π2~2

mL

π(kL+ x) cos πx
L
− L sin πx

L[
2π (kL+ x)− L sin 2π

L
x
]2 sin

πx

L
0 < x < L

∞ x ≥ L

(3.32)

En la Figura 3.4 gra�camos este potencial y en la Figura 3.5 mostramos el potencial
transformado junto con el potencial original y los primeros tres niveles de energía.
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Figura 3.4: Potencial transformado con los parámetros k = 1 y L = 1. El potencial
presenta un fondo ondulatorio y tiene un punto donde se anula.
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Figura 3.5: Grá�ca comparativa del potencial original y el potencial transformado con los
primeros tres niveles de energía. Se toma k = 1 y L = 1.

De la Figura 3.5 puede observarse que la energía del estado base del problema original
queda por encima del fondo del potencial transformado. Sin embargo, la eigenfunción
transformada para este nivel es nula, ϕ̃1(x) = 0, por lo que el primer nivel no aparece en
el problema transformado, tal como se esperaba.

3.2.2. Potencial de Morse.

En el segundo capítulo encontramos que la eigenfunción del estado base del potencial
de Morse es, ecuación (2.61):

u0(r) = A0e
−ϵ0( r−r0

a )e−βe
− r−r0

a , (3.33)

donde A0 es la constante de normalización. Con esta función realizamos la transformación
isoespectral. Sustituyendo la función anterior en (3.23) resulta:

η(r) = − A2
0e

−2ϵ0( r−r0
a )e−2βe−

r−r0
a

k + A2
0

∫
e−2ϵ0( r−r0

a )e−2βe−
r−r0

a dr
. (3.34)

Llamemos I a la integral de la ecuación anterior

I =

∫
e−2ϵ0( r−r0

a )e−2βe−
r−r0

a dr (3.35)

y realicemos el siguiente cambio de variable:

z = 2βe−
r−r0

a , (3.36)

entonces la integral I queda:

I = − a

(2β)2ϵ0

∫
z2ϵ0−1e−z dz. (3.37)
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Ahora, notamos que la integral anterior tiene la forma de la función gamma incompleta
inferior γ(s, x), la cual se de�ne como:

γ(s, x) =

∫ x

0

ts−1e−t dt, (3.38)

donde s > 0. Por un lado, la integral I es una integral inde�nida, función de z, mientras que
γ(s, x) introduce una constante adicional al evaluar en el límite inferior. Dicha constante
es irrelevante porque se suma a la constante arbitraria k de la expresión (3.23). Con este
argumento, reescribimos (3.37) como:

I = − a

(2β)2ϵ0

∫ z

0

z2ϵ0−1e−z dz (3.39)

y comparando, entonces, con (3.38) obtenemos:

I = − a

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, z) (3.40)

ya que ϵ0 > 0. En términos de la variable r, la integral I es

I = − a

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a ) (3.41)

y con esto la función η(r) queda �nalmente:

η(r) =
A2

0e
−2ϵ0( r−r0

a )e−2βe−
r−r0

a

aA2
0

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a )− k

. (3.42)

Ahora nos preguntamos cuáles son los valores posibles del parámetro k que impiden
que el denominador de (3.42) tenga ceros. Para ello, buscamos los valores de k que hacen
cero el denominador de (3.42). Están dados por la siguiente función de r:

k(r) =
aA2

0

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a ). (3.43)

En la �gura 3.6 gra�camos la función anterior para los parámetros: V0 = 4.5, r0 = 1

y a = 1. Concluimos que si k < 0 o k > 1, la función η(r) no diverge en el intervalo de
de�nición, 0 ≤ r <∞.
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Figura 3.6: Valores del parámetro k como función de r que hacen cero el denominador.
Se toma V0 = 4.5, r0 = 1 y a = 1.

Tomando en cuenta lo anterior, podemos calcular las eigenfunciones transformadas
con la ecuación (3.14). Para ello requerimos la diferencia de niveles de energía la cual
calculamos con ayuda de la ecuación (2.50):

En − E0=− ~2

2ma2

[
β2 − 2β

(
n+

1

2

)
+

(
n+

1

2

)2

− β2 + β − 1

4

]

=− ~2

2ma2

[
−2βn+

(
n+

1

2

)2

− 1

4

]

=− ~2

2ma2
(
−2βn+ n2 + n

)
=− ~2

2ma2
n (n+ 1− 2β) . (3.44)

Sustituyendo en (3.14), las eigenfunciones transformadas quedan:

ϕ̃n(r) =
n

a2
(n+ 1− 2β)un(r) + η(r)ϕn(r), (3.45)

donde un(r) son las eigenfunciones del problema original, η(r) está dado por (3.42) y ϕn(r)
son las eigenfunciones transformadas de Darboux del potencial de Morse, que obtuvimos
en el segundo capítulo. Sustituimos las funciones un(r), ecuación (2.52), y ϕn(r), ecuación
(2.75), junto con la función η(r), obtenemos:

ϕ̃n(r)=
nAn
a2

(n+ 1− 2β) e−ϵn(
r−r0

a )e−βe
− r−r0

a L2β−2n−1
n

(
2βe−

r−r0
a

)
+

A2
0e

−2ϵ0( r−r0
a )e−2βe−

r−r0
a

aA2
0

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a )− k

×[
An
a
(2β − n− 1)e−ϵn(

r−r0
a )e−βe

− r−r0
a L2β−2n−1

n−1

(
2βe−

r−r0
a

)]
. (3.46)
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Acomodando términos, las eigenfunciones transformadas quedan �nalmente:

ϕ̃n(r)=
An
a

(n+ 1− 2β) e−ϵn(
r−r0

a )e−βe
− r−r0

a (3.47)

×

n
a
L2β−2n−1
n

(
2βe−

r−r0
a

)
− A2

0e
−2ϵ0( r−r0

a )e−2βe−
r−r0

a

aA2
0

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a )− k

L2β−2n−1
n−1

(
2βe−

r−r0
a

) .
Recordemos que estas eigefunciones son válidas para n ̸= 0. Esto se con�rma si susti-

tuimos n = 0 en la ecuación anterior. El primer término dentro de los paréntesis cuadrados
es claramente cero, dado que lo multiplica el factor n, y el segundo término no aparece en
la expresión para n = 0 ya que involucra a Lα−1, la cual es cero; por lo tanto, concluimos
que ϕ̃0(r) = 0.

En la �gura 3.7 se muestra la eigenfunción transformada normalizada del estado base
y la eigenfunción transformada normalizada del primer estado excitado.

2 4 6 8 10
r

-0.5

0.5

1.0

ΦnHrL

n=1

n=2

Figura 3.7: Eigenfunción normalizada del estado base del potencial transformado de Mor-
se, n = 1, junto con la eigenfunción normalizada del primer estado excitado, n = 2. Se
toma V0 = 4.5, r0 = 1, a = 1 y k = −0.1.

Para calcular el potencial transformado necesitamos calcular la derivada con respecto
a r de la función η(r). En este caso, por facilidad, utilizaremos la ecuación diferencial que
satisface η(r), ecuación (3.19), en la siguiente forma:

dη(r)

dr
= η(r) [−2σ0 + η(r)] (3.48)

y sustituyendo σ0(r), ecuación (2.66), y η(r), ecuación (3.42), en la expresión anterior
obtenemos:

dη(r)

dr
=

A2
0e

−2ϵ0( r−r0
a )e−2βe−

r−r0
a

aA2
0

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a )− k

×

2
a
βe−(

r−r0
a ) − 2ϵ0

a
+

A2
0e

−2ϵ0( r−r0
a )e−2βe−

r−r0
a

aA2
0

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a )− k

 . (3.49)
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Con el resultado anterior y el potencial de Morse VM(r), ecuación (2.22), obtenemos
de la ecuación (3.15) el potencial transformado:

Ũ(r)=V0

[
e−2( r−r0

a ) − 2e−
r−r0

a

]
+

~2

m

A2
0e

−2ϵ0( r−r0
a )e−2βe−

r−r0
a

aA2
0

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a )− k

×

2
a

(
βe−

r−r0
a − ϵ0

)
+

A2
0e

−2ϵ0( r−r0
a )e−2βe−

r−r0
a

aA2
0

(2β)2ϵ0
γ(2ϵ0, 2βe

− r−r0
a )− k

 . (3.50)

La Figura 3.8 muestra la grá�ca del potencial transformado y la Figura 3.9 muestra
una grá�ca comparativa entre el potencial transformado y el potencial original de Morse.

1 2 3 4 5
r

-4

-2

2

4

6

8

10
UM HrL

Figura 3.8: Potencial transformado con los parámetros V0 = 4.5, r0 = 1, a = 1 y k = −0.1.
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Figura 3.9: Grá�ca comparativa del potencial original y el potencial transformado, junto
con los primeros dos niveles de energía. Se toma V0 = 4.5, r0 = 1, a = 1 y k = −0.1 .

Hay que notar que el nivel de energía del estado base del potencial de Morse está
por encima del valor mínimo del potencial transformado; sin embargo, este nivel no for-
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ma parte del espectro del potencial transformado ya que, como vimos anteriormente, la
eigenfunción transformada correspondiente es cero.
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Conclusiones.

En el primer capítulo desarrollamos la técnica de las transformaciones de Darboux y
encontramos las ecuaciones de transformación correspondientes para la ecuación unidi-
mensional de Schrödinger y obtuvimos que la transformación se determina a partir de
una solución σ(x) de la ecuación de Riccati para la constante C. Demostramos que la
ecuación de Schrödinger es covariante bajo una transformación de Darboux y que el po-
tencial transformado es isoespectral al potencial original; es decir, se preserva el espectro
de energía. Además, las eigenfunciones transformadas forman un conjunto ortogonal y,
concluimos que las eigenfunciones son válidas si cumplen con la condición Eλ > C.

Encontramos una solución σ(x) de la ecuación de Riccati por el método de linealización
y concluimos que la transformación de Darboux se construye con la eigenfunción del estado
base para evitar singularidades adicionales en el potencial transformado. Una consecuencia
importante de lo anterior es que la energía del estado base del problema original no aparece
en el espectro del problema transformado.

En la primera sección del segundo capítulo se presentó el problema del potencial de
pozo in�nito. Resolvimos la ecuación de Schrödinger para este caso y obtuvimos las eigen-
funciones y valores de la energía para toda n. Construimos la transformación de Darboux
con la eigenfunción del estado base y calculamos las eigenfunciones y potencial transfor-
mados. Las eigenfunciones transformadas quedan en términos de funciones elementales,
mantienen el comportamiento ondulatorio de las originales y cumplen con las condiciones
en la frontera del problema original. Por otro lado, el potencial transformado toma valores
muy grandes a medida que se acerca a las paredes del pozo y el fondo aparece redondeado
de las esquinas y es suave. La energía del estado base queda por debajo del punto mínimo
del potencial transformado, asegurando que tal estado no aparezca en el problema trans-
formado, mientras que los siguientes niveles son generados por este potencial. Es clara la
diferencia entre el problema original y el problema transformado.

En la segunda sección del segundo capítulo se presentó el problema del potencial de
Morse y obtuvimos las eigenfunciones y el espectro de energía resolviendo la ecuación
de Schrödinger para estados s . Las eigenfunciones se expresan como el producto entre
una exponencial y los polinomios asociados de Laguerre, y usando la eigenfunción del
estado base construimos la transformación de Darboux. El potencial transformado tiene
la misma forma que el potencial original, la transformación solo agrega una constante al
segundo término del potencial original haciendo que el pozo sea menos profundo. Esto

41



tiene como consecuencia que el potencial transformado genere las mismas eigenfunciones
que el potencial original, con la diferencia de que n se recorra una unidad y que la energía
del estado base no sea parte del espectro de energía del potencial transformado.

En la primera sección del tercer capítulo desarrollamos el formalismo de la transforma-
ción isoespectral y encontramos las ecuaciones de transformación correspondientes para
el potencial y las eigenfunciones. Dicha transformación conecta el problema transformado
con el problema original mediante la función η(x). Esta función η(x) queda en términos del
cuadrado de la eigenfunción del estado base del problema original, su integral inde�nida
y de una constante arbitraria, por lo que una vez conocida tal función, la transformación
isoespectral puede efectuarse.

En la segunda sección del tercer capítulo transformamos isoespectralmente el problema
del potencial de pozo in�nito. La función η(x) queda en términos de funciones elementales
y las eigenfunciones transformadas son muy diferentes a las originales y a las obtenidas con
la transformación de Darboux. Sin embargo mantienen el comportamiento ondulatorio y
el espectro de energía es el mismo, exceptuando el estado base. El fondo del potencial
transformado se deforma y tiene un comportamiento ondulatorio, las paredes quedan
intactas. Claramente este potencial es muy diferente al original y al obtenido con la
transformación de Darboux; pero, los tres potenciales son isoespectrales.

En la tercera sección del tercer capítulo transformamos isoespectralmente el problema
del potencial de Morse. La función η(r) queda en términos de la función gamma incompleta
y las eigenfunciones transformadas son muy diferentes a las originales y a las obtenidas
con la transformación de Darboux. El potencial transformado resulta más complicado que
el original y el pozo aparece bastante deformado. Se estudia el caso k = −0.1, el potencial
transformado resulta claramente diferente al potencial original. El punto en donde el
potencial es mínimo se desplaza hacia la derecha lo que hace que los estados ligados
del problema se concentren en tal región, en comparación con el potencial original. A
pesar de que el potencial transformado y el potencial original son muy diferentes, son
isoespectrales.

Además de que la transformación de Darboux y la transformación isoespectral generan
potenciales isoespectrales, es interesante notar que los poteciales transformados se calculan
con la misma expresión, salvo por el cambio σ0(x) por η(x), y que la transformación
isoespectral da lugar a una familia de potenciales isoespectrales parametrizados por k.
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Apéndice A.

Ecuación de Riccati.

La ecuación de Riccati es una ecuación diferencial que aparece en muchas áreas de la
física-matemática, tiene la siguiente forma:

dy

dx
+ p(x)y + q(x)y2 = r(x). (A-1)

Ésta es una ecuación diferencial ordinaria de primer orden, no-lineal, de coe�cientes va-
riables e inhomogénea, de�nida en un intervalo I del eje real. Las funciones p(x), q(x) y
r(x) son funciones continuas en I con q(x) ̸= 0 en dicho intervalo.

La ecuación de Riccati puede entenderse como la aproximación a segundo orden de
una función f = f(x, y) en términos de la derivada de la función y = y(x):

dy

dx
= f(x, y). (A-2)

Hacemos un desarrollo en potencias de y de la función f(x, y) en un punto x, y obtenemos:

dy

dx
= r(x)− p(x)y − q(x)y2 + . . . (A-3)

Tomando la aproximación a segundo orden en y, resulta la ecuación diferencial de Riccati.
A pesar de que la ecuación (A-1) es una ecuación diferencial no-lineal, se puede transformar
en una ecuación lineal si se hace el siguiente cambio de función:

y(x) =
1

q(x)

1

z(x)

dz(x)

dx
. (A-4)

Derivando la expresión anterior y sustituyendo en (A-1) queda:

1

qz

d2z

dx2
− 1

qz2

(dz
dx

)2
− 1

q2z

dz

dx

dq

dx
+

p

qz

dz

dx
+ qy2 = r(x). (A-5)
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El segundo término se cancela con el término proporcional a y2 y si el resultado lo multi-
plicamos por el factor q(x)z(x) queda la siguiente ecuación diferencial lineal:

d2z

dx2
+
[
p(x)− 1

q

dq

dx

]dz
dx

− r(x)q(x)z = 0, (A-6)

la cual es una ecuación diferencial lineal y puede ser resuelta para encontrar una solución
particular de (A-1).

A partir de una solución particular podemos encontrar una segunda solución de la
ecuación de Riccati. Sea zp(x) una solución particular de la ecuación (A-6), entonces
usando (A-4) obtenemos una solución de la ecuación de Riccati (A-1), que se denotará
como yp(x), esto es:

dyp
dx

+ p(x)yp + q(x)y2p = r(x). (A-7)

Considerando una solución de la ecuación de Riccati de la forma:

y(x) = yp(x) + u(x), (A-8)

y sustituyendo en la ecuación de Riccati resulta:

dyp
dx

+
du

dx
+ p(x)(yp + u) + q(x)(y2p + 2ypu+ u2) = r(x). (A-9)

Usando la ecuación (A-7) obtenemos la siguiente ecuación diferencial homogénea para la
función u(x) :

du

dx
+
[
p(x) + 2q(x)yp

]
u+ q(x)u2 = 0. (A-10)

Esta ecuación puede resolverse con los métodos usuales de la teoría de las ecuaciones
diferenciales, una vez conocida la solución particular yp(x).

Usando la ecuación (A-4) se tiene que la solución propuesta en (A-8) queda de la
siguiente forma:

y(x) =
1

q(x)

1

z(x)

dz(x)

dx
+ u(x). (A-11)
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Apéndice B.

Identidad entre wronskianos.

En el primer capítulo de este trabajo se utilizó la siguiente propiedad del wronskiano:

W

[
W (f, g)

f
,
W (f, h)

f

]
=
W (f, g, h)

f
, (B-1)

donde f(x), g(x) y h(x) son funciones derivables. Partiendo de las expresiones:

W (f, g)

f
= g′ − f ′

f
g (B-2)

y
W (f, h)

f
= h′ − f ′

f
h, (B-3)

donde la prima sobre la función indica derivada con respecto a x, se demostrará la ecuación
(B-1). Sustituyendo las expresiones anteriores en (B-1) resulta:

W

[
W (f, g)

f
,
W (f, h)

f

]
= W

[
g′ − f ′

f
g, h′ − f ′

f
h

]
. (B-4)

Desarrollando el lado derecho de la ecuación anterior obtenemos:

W

[
g′ − f ′

f
g, h′ − f ′

f
h

]
=

1

f
[f (g′h′′ − g′′h′) + f ′ (g′′h− gh′′)

+ f ′′ (gh′ − g′h)] . (B-5)

Reordenando los dos últimos términos para factorizar las funciones g y h nos permite
darle la siguiente forma:

W

[
g′ − f ′

f
g, h′ − f ′

f
h

]
=

1

f
[f (g′h′′ − g′′h′) + g (h′f ′′ − h′′f ′)

+ h (f ′g′′ − f ′′g′)] . (B-6)

El paréntesis cuadrado del lado derecho de la ecuación anterior es el wronskiano
W (f, g, h), ya que éste desarrollado por menores es:

W (f, g, h) = f (g′h′′ − g′′h′) + g (h′f ′′ − h′′f ′) + h (f ′g′′ − f ′′g′) (B-7)

y la propiedad dada por (B-1) queda demostrada.
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Apéndice C.

Eigenfunciones y potencial de Morse transformados iso-

espectralmente.

En este apéndice calcularemos explícitamente las primeras eigenfunciones y el poten-
cial del problema de Morse transformado isoespectralmente, considerando el caso parti-
cular en que los parámetros toman los valores; V0 = 4.5, r0 = 1 y a = 1. En este caso, de
acuerdo a las ecuaciones (2.35) y (2.49), se tiene que β = 3 y ϵ0 = 5

2
. Con estos valores,

la función gamma incompleta involucrada en la función η(r), ecuación (3.42), es

γ
(
2ϵ0, 2βe

− r−r0
a

)
=γ(5, 6e1−r)

=

∫ 6e1−r

0

t4e−t dt, (C-1)

y llevando a cabo la integral, la función gamma se reduce a una constante más el producto
de un polinomio con una exponencial:

γ(5, 6e1−r) = 24−
[
1296e4(1−r) + 864e3(1−r) + 432e2(1−r) + 144e1−r + 24

]
e−6e(1−r)

= 24
{
1−

[
54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1

]
e−6e(1−r)

}
. (C-2)

Sustituyendo este resultado, junto con los parámetros β = 3 y ϵ0 = 5
2
, en la función

η(r), ecuación (3.42), obtenemos:

η(r)=
A2

0e
5(1−r)e−6e1−r

24A2
0

65

{
1− [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

}
− k

=
A2

0e
5(1−r)e−6e1−r

A2
0

324

{
1− [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

}
− k

. (C-3)

Multiplicando y dividiendo por el factor 324/A2
0, y tomando en cuenta que k es una

constante arbitraria por seleccionarse, queda:

η(r) =
324e5(1−r)e−6e(1−r)

1− k − [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)
. (C-4)
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Sustituimos esta función η(r) junto con los valores de los parámetros dados anterior-
mente en la ecuación (3.47) para construir las eigenfunciones transformadas, obtenemos:

ϕ̃n(r)=An(n− 5)eϵn(1−r)e−3e1−r
[
nL5−2n

n

(
6e1−r

)
− L5−2n

n−1

(
6e1−r

)
× 324e5(1−r)e−6e(1−r)

1− k − [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

]
. (C-5)

La eigenfunción transformada del estado base corresponde a n = 1 y tenemos ϵ1 = 3
2

de la ecuación (2.49), sustituyendo estos parámetros en la ecuación (C-5) tenemos:

ϕ̃1(r)=−4A1e
3
2
(1−r)e−3e1−r

[
L3

1

(
6e1−r

)
− L3

0

(
6e1−r

)
× 324e5(1−r)e−6e(1−r)

1− k − [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

]
. (C-6)

donde A1 = 1√
0.03701

y es la constante de normalización del primer estado excitado del
problema original. Como

L3
1

(
6e1−r

)
= 4− 6e1−r

y
L3

0

(
6e1−r

)
= 1,

la ecuación (C-6) queda entonces:

ϕ̃1(r)=4A1e
3
2
(1−r)e−3e1−r

[
6e1−r − 4

+
324e5(1−r)e−6e(1−r)

1− k − [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

]
. (C-7)

De la misma manera, el primer estado excitado corresponde a n = 2 y se tiene ϵ2 = 0.5

de la ecuación (2.49), entonces la eigenfunción transformada es:

ϕ̃2(r)=−3A2e
0.5(1−r)e−3e1−r

[
2L1

2

(
6e1−r

)
− L1

1

(
6e1−r

)
× 324e5(1−r)e−6e(1−r)

1− k − [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

]
, (C-8)

donde A2 = 1√
0.49981

y es la constante de normalización del segundo estado excitado del
problema original. Como:

L1
2

(
6e1−r

)
= 18e2(1−r) − 18e1−r + 3

y
L1

1

(
6e1−r

)
= 2− 6e1−r,

47



entonces la ecuación (C-8) queda:

ϕ̃2(r)=3A2e
0.5(1−r)e−3e1−r

[
36e1−r − 36e2(1−r) − 6

+
324e5(1−r)e−6e(1−r)

(2− 6e1−r)

1− k − [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

]
. (C-9)

Las ecuaciones (C-7) y (C-9) son las eigenfunciones transformadas que se muestran
en la grá�ca 3.7 con k = −0.1. El potencial transformado lo obtenemos sustituyendo
los valores de los parámetros anteriores y la función η(r), ecuación (C-4), en la ecuación
(3.50), resulta:

Ũ(r)=4.5
[
e2(1−r) − 2e1−r

]
+

324e5(1−r)e−6e(1−r)
(6e1−r − 5)

1− k − [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

+

(
324e5(1−r)e−6e(1−r)

1− k − [54e4(1−r) + 36e3(1−r) + 18e2(1−r) + 6e1−r + 1] e−6e(1−r)

)2

.(C-10)

Este es el potencial transformado que se muestra en las grá�cas 3.8 y 3.9 con k = −0.1.
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