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Introduccion

En la mecénica cuantica existen pocos modelos de potenciales para los cuales se tiene
una solucion exacta de la ecuacion de Schrédinger; es decir, que se conozcan comple-
tamente las eigenfunciones y el espectro de energia. Es por esto que resulta interesante
contar con técnicas que nos permitan construir potenciales que generen soluciones exactas
de la ecuacion de Schrodinger. Existen varias técnicas para lograrlo, como por ejemplo el
método de factorizacion. Otras técnicas se basan en transformar las eigenfunciones y el
potencial original; mediante una regla adecuada, de tal manera que el espectro de energia
se preserve. A este tipo de técnicas se les llama transformaciones isoespectrales ya que el
potencial original y el transformado generan el mismo espectro de energia. A los nuevos
potenciales se les llama potenciales isoespectrales.

Este trabajo consta de dos partes. En la primera parte se utiliza a la transformaciéon de
Darboux|1]| como técnica de construccion de potenciales isoespectrales, la cual es una téc-
nica desarrollada en el siglo XIX por Jean Gaston Darboux para el estudio de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales y luego fue aplicada a la ecuaciéon de Schrodinger cuando
la teoria cuéntica se habia establecido. En la segunda parte se construye otra técnica
para encontrar potenciales isoespectrales, a la cual llamamos transformacion isoespectral.
Esta es una variante de la transformacion de Darboux, originalmente obtenida mediante
el método de factorizacion|2].

En el primer capitulo se presenta la transformacion de Darboux y algunas de sus pro-
piedades en el contexto de la mecanica cudntica. En la primera seccién se deducen las
ecuaciones de transformacion a partir de la ecuacién unidimensional de Schrodinger y se
demuestra la existencia de tal transformacion. Ademas, se muestra que para realizar la
transformacion es necesario conocer una funcion, que llamamos o(z), que es solucion de
una ecuacion diferencial ordinaria no lineal, la cual es del tipo de la ecuacion de Riccati|3].
En la segunda seccion, y primera subseccion, buscamos las condiciones para que las ei-
genfunciones transformadas formen un conjunto ortogonal, partiendo del hecho de que
las eigenfunciones originales lo son. En la segunda subseccion resolvemos la ecuacion de
Riccati mediante la técnica de linealizacion y encontramos la funcion o(x), después ex-
presamos la transformaciéon de Darboux de manera explicita. En la tercera subseccion
aprovechamos la soluciéon o(z) y construimos la eigenfuncion transformada del estado
base e interpretamos el resultado en el contexto de la transformacion de Darboux. Por
ultimo, en la tercera seccién, realizamos la transformacion de Darboux a un problema
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transformado y buscamos conectar este segundo problema transformado con el problema
original. Después generalizamos el resultado obtenido para una sucesion de N transfor-
maciones y concluimos con el teorema de Crum, que permite construir una cadena de
transformaciones sucesivas de Darboux.

En el segundo capitulo se estudian dos ejemplos: una particula en un potencial unidi-
mensional de pozo infinito y el potencial de Morse[4]. Se resuelve la ecuacion de Schro-
dinger para cada caso y se obtienen las eigenfunciones y el espectro de energia corres-
pondientes. A partir de las soluciones de cada problema, se realiza una transformacion de
Darboux a cada caso, se encuentran las eigenfunciones y potenciales transformados tanto
analitica como graficamente y se comparan con las eigenfunciones y potenciales originales.

En la primera seccion del tercer capitulo, se construye la transformacion isoespectral
a partir del problema transformado de Darboux; se resuelve la ecuacion de Riccati corres-
pondiente y se construye su solucion general, con ayuda de la solucion o(x) del primer
capitulo. Con este resultado conectamos el problema transformado con el problema origi-
nal, lo que da lugar a la transformacion isoespectral. En la siguiente secciéon se aplica la
transformacion isoespectral a los ejemplos presentados en el segundo capitulo y se obtie-
nen las nuevas eigenfunciones y potenciales transformados, para después compararlos con
lo obtenido en el problema original.

Finalmente, se comparan los resultados obtenidos con ambas técnicas de transforma-
cion y se resaltan las diferencias y similitudes entre ambas.

III



Capitulo 1

Transformacion de Darboux en
mecanica cuantica.

1.1. Deducciéon de la transformacion de Darboux.

Consideremos una particula de masa m que interactiia con un campo a través del
potencial unidimensional V' (z) definido en un intervalo Z del eje real. La descripcion
mecanico-cuantica del sistema se realiza mediante la ecuacion de Schrédinger unidimen-
sional para estados estacionarios:

Hipy = Exiy, (1.1)
donde:
N h? d?
H— —%@—FV(SE) (1.2)

es el hamiltoniano del sistema. E) representa la energia del estado del sistema y ¥ es
la eigenfuncion del operador #. Consideramos un sistema ligado con niveles de energia
discretos, por lo que el parametro A toma los valores 0, 1, ..., con 0 el valor que caracteriza
al estado de minima energia o estado base del sistema. Asi, la ecuacion de Schrodinger es

2 ey
2m dx?

+ V (2) Y = Exhy. (1.3)

Supongamos que conocemos completamente la descripcion del sistema. Esto es, se
conoce el conjunto de las eigenfunciones ¥, (x) y se conoce el espectro de energia {E) :
A = 0,1,...}. Existe una transformacion de la ecuacion (1.3) que mantiene la forma
de la ecuacion y preserva el espectro de energia. Dicha transformacién se conoce como
transformacion de Darboux. A continuaciéon presentamos una deduccion de la misma.
Buscamos una ecuacion de la forma:

Hey = Eroy, (1.4)
1



donde H es el hamiltoniano transformado, ¢, son las eigenfunciones transformadas y los
valores de la energia E) son los mismos que en (1.3). Utilizamos la ecuacion (1.3) como
punto de partida y denotamos con py(z) a la derivada de la funcion ¥, (x):

dipy
= —. 1.
A= (1.5)
Derivando la ecuacion (1.3) y usando la ecuacion (1.5) obtenemos:
h* d*p) dV (z)
o g2 TV (z) pr = Expr — o U (1.6)

Observamos que la forma de la ecuacién anterior es similar a la ecuaciéon de Schrédinger
para estados estacionarios; serian idénticas de no ser por el término proporcional a 1.
Ahora, supongamos que existe una funcion o(z) real, continua y derivable en el intervalo
de definicion del problema de interés. Consideremos el producto o(z)y,(x), y calculemos
la segunda derivada de esta funcion:

dz(O'l/J)\)
dx?

donde la prima sobre la funcion denota la derivada con respecto a z y hemos aprovechado

= U/Iw,\ +20’g0>\+0¢3f, (17)

la definicion (1.5) para sustituir la derivada de v, por la funcién ¢,. Multiplicando la

h2

ecuacion anterior por el factor —5— y utilizando la ecuacion (1.3) en el dltimo término,

obtenemos:
h? d*(o)y) h? h?
Tom A T mC P T gyt Dt (B Vo (18)
esta ecuacidn la escribimos como:
h? dQ(O'w,\) h? h?
B =F — —d'py — —d",. 1.
o gz T V(@) (0] = Ex(09a) = —o'on = 50", (1.9)

2
Agregando el término hma’aw)\ en ambos lados de la ecuacion anterior, podemos es-

cribir la ecuacion en la forma:

h? d? h? h? h? h?
-5 (99) + |V + —=0'| (0¥n) + —0'ox = Ex(ohn) + | —5—=0" + —d'o | ).
2m  dx? m m 2m m

Finalmente, los dos tltimos términos del lado derecho se pueden agrupar en una derivada

B2 2 72 K2 h [d
—5- E;lfA)Jr {V + EU’} (Uw)\)“‘EU/SOA = E\ (UW)JF% {% (=o' + 02)} ¥a. (1.10)

Sumando a la expresion anterior la ecuacion (1.6) obtenemos:

2 2 2
—;—m%(% + o) + (V + %0') (ox + o)
2
= Ex(ox +ohy) — 2h—m [d% (a’—02+2h—?1/(x))1 V. (1.11)

2



Definimos la funcién:
Or = @a + oy (1.12)

para tener:

h? d? h?
2o + (V + EUI) Por= Expx

 2m da?
[ d , 2m

El primer renglon de la ecuacion anterior tiene la estructura de la ecuacion de Schro-
. . h2 . [
dinger para el potencial V' + 0" con eigenvalor E,. Entonces, demandamos que la funcion
o(x) sea solucion de la siguiente ecuacion diferencial:
o —o*+ =V =g (1.14)
donde ¢ es una constante arbitraria. De esa manera la ecuacion (1.13) queda:

_ 2 9,
2m dx?

h2
+ (V + —a’) Pr = Expy. (1.15)
m

Definimos el potencial U(z) como:

h?
Ux)=V(z) + —0o (1.16)
m
de tal forma que la ecuacion (1.15) es:
R d*¢,
—5- ot U(z)py = Exoy. (1.17)

Hay que notar que en este proceso de modificaciéon de la ecuacion de Schrédinger con
potencial V' (x) para llegar a la ecuacion de Schrédinger con potencial U(x), los valores
de la energia F)\ no han cambiado por lo que los dos potenciales, V(z) y U(x), tienen el
mismo espectro de energia. Es decir, son potenciales isoespectrales.

Ademas, la ecuacion (1.12) nos proporciona las soluciones ¢, (x) de la ecuacion (1.17)
en términos de las soluciones del problema original. Este proceso se conoce como trans-
formacion de Darboux.

Ante una transformacion de Darboux la ecuacion de Schrodinger es covariante. El
hamiltoniano transformado H esté relacionado al hamiltoniano original # por

- ~  h*do
H = —— 1.1
e m dz’ (1.18)
el potencial transformado es
Ulx) =V(z)+ h_Qd_a (1.19)
N m dx’ '



y las eigenfunciones del problema transformado son

dy(x
Pa(r) = 1/2‘1(: ) + o(x)a(x). (1.20)
Definimos el operador de Darboux D como:
D= % + o(x)
para tener:
oa(x) = Dipx(z). (1.21)

La funcion o(z) determina a la transformacion de Darboux y es una solucion de la
ecuacion (1.14), la cual es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, no-lineal,
dada por

donde V' (z) es el potencial del problema original y hemos redefinido la constante ¢ = %C,

con C una constante real arbitraria con dimensiones de energia. La ecuacion (1.22) es una
forma particular de la ecuacion de Riccati, la cual en general tiene la forma siguiente:

dy
-+ @)y + a(@)y’ =r(2),
T
vea la ecuacion (A-1) del apéndice A.
Por lo tanto, en el caso de la ecuacion (1.22) se tiene p(z) = 0, q(z) = —1y
r(z) = 22(C — V(z)). Mas adelante encontraremos una solucién de la ecuacion de

Riccati (1.22) y estaremos en posibilidades de realizar explicitamente la transformacion
de Darboux.

1.2. Propiedades de la transformacién de Darboux.

1.2.1. Ortogonalidad de las eigenfunciones transformadas.

De acuerdo a la ecuacion (1.20) las eigenfunciones transformadas ¢, (z) se obtienen a
partir de las eigenfunciones 1, (z) del problema original. La funcion o(z) es una funcion
continua y derivable en el intervalo de definicion del problema; entonces, las eigenfunciones
transformadas son funciones suaves. Asumimos, como es de esperarse, que el conjunto de
eigenfunciones del problema original es ortonormal, por ejemplo se cumple:

(UalYu) = Oxu (1.23)

donde (¢5|¢,) denota el producto interior de las eigenfunciones ¥ (z) y 1,(x), dado por

(Wality) = /I B (@)u(e) de, (1.24
4



en la expresion anterior el asterisco representa el conjugado de la funcion e Z el intervalo
de definicion del problema.

Sin embargo, para las eigenfunciones transformadas no es claro que cumplan con esta
condicion. Para mostrar lo que ocurre usamos la ecuacion (1.21) en el célculo del producto
interior de ¢, con ¢,, para tener

(Orld) = (DYl D). (1.25)

Es pertinente hacer la observaciéon de que el operador de Darboux es un operador real
cuyo adjunto, DT, es real y esta dado por:

R d
Df = -t o(z). (1.26)

Usando el adjunto de D en la expresion (1.25) tenemos

(Drld) = (DT Dirlaby). (1.27)

Calculando explicitamente el primer factor del lado derecho de la expresion anterior
resulta

A d d
f = [ -= il
DDl/})\ ( d$+0) (dl’—i_U)w}\
dQ’Q/J,\ do 2
—— 5 — - o (1.28)

Usando la ecuacion de Schrodinger (1.3) en el primer término, para eliminar la segunda
derivada de 1y, obtenemos:

DDy, = sz_T [Ey — V(z)] ¥y — Z—Z% + 024y, (1.29)

Sustituyendo el resultado anterior en (1.27) y juntando términos semejantes queda:

d
(Oalon) = T Extalin) — (0l | V@) + L=l (130

pero la cantidad entre paréntesis cuadrado es el lado izquierdo de la ecuaciéon de Riccati
(1.22) sustituyendo y aprovechando que las eigenfunciones 1, forman un conjunto orto-
normal, queda finalmente:

(6rl6s) = T (B = C) b, (131)

En el caso particular de A = 1 obtenemos
2m
(@aloa) = = (B —0), (1.32)

de este resultado se desprenden dos consecuencias importantes:

3



1. El conjunto de las eigenfunciones transformadas es ortogonal y se puede normalizar

con la constante 1

P\ —
Mg, - C)

2. Porque el lado izquierdo de (1.32) es positivo, solo las eigenfunciones transformadas
que cumplen con E) > C son eigenfunciones validas.

En la siguiente subseccion encontraremos una solucion a la ecuacion de Riccati (1.22).

1.2.2. Linealizacion de la ecuacion de Riccati.

Como se mencion6 anteriormente, para llevar a cabo una transformacion de Darboux
es necesario conocer una solucion o(x) de la ecuacion de Riccati (1.22). Es decir, buscamos
una solucién a la ecuacion:

0 V() =550 (1.33)

Para encontrar dicha solucién usamos la técnica para linealizar la ecuacion de Riccati,
que se presenta en el apéndice A. Para ello, sea x(x) una funcion continua y derivable tal

que:
1 dx(z)
= —— . 1.34
o) =~ (1.34)
Sustituimos esta funcion en la ecuacion (1.33) para tener:
d 1 dx(x) 1 dx(z)\> 2m 2m
Sy - Ty =228 1.
dm[ x(z) dz } XQ(x)( dx * h? Viz) h? ¢ (135)

y realizando la derivada del primer término obtenemos:

1 d*x(x) 1 dx(x) 2_ 1 dx(z) 2 2m i om
x(z)  da? +X2(x)( dx ) X2($)< A ) T V(z) = s C, (1.36)

2
al cancelar los términos intermedios y multiplicar por ;—mx(:c) queda finalmente:

_ I &x(@)
2m  dx?

y ésta es la ecuacion de Schrodinger del problema original, ecuacion (1.3).

+V(x)x(z) = Cx(x) (1.37)

Concluimos que la funcion y(z) corresponde a la eigenfuncion del problema original con
eigenvalor C. Supongamos que este eigenvalor es \g, entonces la funcion o(x) se construye
con ayuda de la eigenfuncion ¢,,(z), de aqui en adelante llamada funcion auxiliar, y la
transformacion de Darboux queda expresada de manera explicita de la siguiente forma:

1. Las eigenfunciones transformadas ¢, son:

_ d@f) _ (%m %) ()

6

oa(z)




2. El potencial transformado es:

De aqui se sigue que los ceros de la eigenfuncion 1), son polos, tanto de las eigefun-
ciones transformadas como del potencial transformado. Por ejemplo, el potencial diverge
en cada cero de la funciéon auxiliar . Si queremos evitar estas divergencias, no pode-
mos utilizar como funcién auxiliar cualquier eigenfuncion. Sélo el estado base del sistema
garantiza que la funcion auxiliar 1(x) no contiene ceros en el intervalo de definicion del
problema y evita las divergencias en las eigenfunciones y en el potencial transformados.
Ademas, tiene como eigenvalor al valor minimo de la energia Ej, asegurando que el lado
derecho de (1.32) es positivo para toda A. Entonces, si la transformacion se construye
a partir de la eigenfuncion del estado base del problema original, las eigenfunciones y
potencial transformados son:

o d’g[))\(JT) dln ’Qbo .
' h? d? In )
n Yo
Ulx) =V(z) — 3 (1.39)
Por su parte, la ecuacion de Riccati queda en la forma:
do 5 2m 2m
y la ortogonalidad de las eigenfunciones transformadas es:
2m
(PAldu) = = (Ex — Ep) Ox p- (1.41)

1.2.3. Corrimiento del espectro.

Sabemos que la transformacion de Darboux se realiza con la funcion o(zx), que se
calcula a partir de la eigenfuncion del estado base 1y(x) del problema original

vo(z) do

entonces la eigenfuncion transformada del estado base es

o() = P04 oy

o(z) = (1.42)

y al sustituir (1.42) obtenemos ¢o(z) = 0. Es decir, en el problema transformado perdemos
la eigenfuncion y el nivel de energia del estado base del problema original. Las siguientes
afirmaciones son todas equivalentes:



1. La energia del estado base del problema original no aparece en el espectro de energia
del problema transformado.

2. El espectro de energia en el problema transformado se recorre en una unidad con
respecto al estado base del problema original.

3. La transformacion de Darboux es valida para estados con A > 1.

Esto tiene sentido ya que con el estado base se construye la transformacion, lo que
sugiere que tal estado no aparece en el problema transformado. Entonces la propiedad
de isoespectralidad de la transformacion radica en que se obtiene la descripcion completa
del espectro de energia para los estados excitados del problema original. En este contex-
to, el estado base del problema transformado corresponde al primer estado excitado del
problema original y asi sucesivamente.

En la subseccién anterior se presentaron los argumentos de porqué se tomo al estado
base para realizar la transformacion de Darboux. Sin embargo, dejando de lado tales
problemas, es posible realizar la transformaciéon de Darboux con los estados excitados del
problema original. Supongamos que usamos la eigenfuncion ¥y, (x) como funcion auxiliar,
entonces, en virtud del punto nimero 2 de la pagina 6 no existen las eigenfunciones
transformadas para A < Ag. El espectro del problema transformado se recorre Ay + 1
unidades con respecto al espectro del problema original. Sin embargo, como sabemos, en
este caso el potencial transformado U(z) no es suave como el potencial original sino que
posee singularidades en los nodos de ¥, (z).

1.3. Cadenas de transformaciones de Darboux.

Ya que conocemos una solucion de la ecuacion de Riccati, ecuacion (1.40), y que
conocemos como se transforman las eigenfunciones y el potencial podemos generar una
nueva transformacion de Darboux a partir del problema transformado.

Primero notemos que las eigenfunciones transformadas (1.38) se escriben como

1 dipy dibo
o) = o [ - .
En términos del wronskiano de las funciones vy(z) y ¥\ (z) queda
w
oa(x) = Wivo 42) , A>1 (1.43)
Yo
El potencial transformado es:
n? d?



Si ahora realizamos una segunda transformaciéon de Darboux utilizando como funcion
auxiliar a ¢;(z), eigenfuncion del estado base del primer problema transformado, y si-
guiendo las ecuaciones anteriores, las eigenfunciones y el potencial del segundo problema
transformado son:

oa[2)(x) = W a2 (1.45)
' h2 d?
URl(@) = U(e) -~ o, (1.46)

De la ecuacion (1.44), el potencial U[2](x) puede reescribirse como:

n* d?
Ul2 =V(r)— ——=1
2(x) = V(&) — - In (toén)
y utilizando (1.43), con A = 1, obtenemos el segundo potencial transformado en términos
del potencial y eigenfunciones del problema original:
n* d?
Ul2 =V(@)— ———hW . 1.4
21(2) = Vix) = s W (4, ) (1.47)
Por otra parte, con ayuda de (1.43), las eigenfunciones ¢,[2](x) dadas por (1.45) pueden
escribirse en términos de los wronskianos de las eigenfunciones del problema original de
la siguiente manera:

W (do,01) W (o0,%5)
W( Yo 7 o . )

W (2o, 1) ’

Ahora, usamos la siguiente propiedad del wronskiano que se demuestra en el apéndice

W (/.9) W(f,h)} W (f.g.h)
T /

y obtenemos las eigenfunciones de la segunda transformacién de Darboux en términos de

Oa[2](x) = vy A>2.

B:

"]

las eigenfunciones del problema original en la siguiente forma cerrada:

rl2)(a) = Tttt

De las ecuaciones (1.47) y (1.48) concluimos que la segunda transformacion de Darboux

L A>2. (1.48)

se realiza a partir de las eigenfunciones 1, (x) del problema original, sin necesidad de rea-
lizar la primera transformacion. Es decir, a partir del problema original se puede realizar
la segunda transformacion de manera directa, sin pasos intermedios. Las eigenfunciones
o2[2](z) dadas por (1.48) satisfacen la ecuacion de Schrodinger para el potencial U[2)(z),
el cual esta dado por (1.47). El potencial U[2](z) tiene el mismo espectro de energia que
el potencial original V(x), para A > 2; es decir, son isoespectrales.



Estos resultados pueden generalizarse para N transformaciones de Darboux sucesivas,
formando una cadena de transformaciones. El resultado es conocido como teorema de
Crum, el cual se basa en aplicar N veces el operador de Darboux D a las eigenfunciones

wk(l’)

Problema Original Primer Problema Transf. N-ésimo Problema Transf.
B V) b G, Ve L #E), VN
;i = }LD, ’}Lli o )L = ’}Lli }Lz, o /}L = /]LNJ AN.HJ ™

Figura 1.1: Esquema de una cadena de transformaciones de Darboux.

Las eigenfunciones y el potencial transformados de una cadena de N pasos son:

_ W (%0, V1, .oy Un—1, 1)

N]y = , A>N 1.49
¢[ ]A W(¢07¢17"'a77b]\/—1) ( )
y
h? d?
U[N](ZE) == V(I’) —%ﬁan(@/)O,@bl,,@/)N_l) (150)
donde N =1,2,3,.... Estas expresiones recuperan las ecuaciones de la primera y segunda

transformacion para los casos: N =1y N = 2, respectivamente. Por su parte, el espectro
de energia de la cadena de N pasos es el mismo del problema original con un corrimiento
de N niveles de energia. Es muy interesante notar que las transformaciones sucesivas se
determinan a partir del problema original.
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Capitulo 2

Ejemplos de transformaciones de
Darboux.

En este capitulo desarrollaremos dos ejemplos donde se realiza la transformacion de
Darboux a problemas que se estudian en cursos introductorios a la Mecanica Cuantica.
Haremos la transformacion al problema de una particula en un pozo de potencial infinito
y al caso del potencial de Morse.

La transformacion de Darboux se realiza a partir de la solucion o(x) de la ecuacion
de Riccati, dada por:

olw) = Yo(z) do

donde y(z) es la eigenfuncion del estado base del problema original. Se obtienen las

(2.1)

eigenfunciones transformadas ¢, (z) y el potencial transformado U(x) mediante las ecua-
ciones:

 dx

o) + o(z)a(2) (2.2)

U(z) = V(z) + %dzf).

Presentaremos primero el problema del pozo de potencial infinito.

(2.3)

2.1. Pozo de potencial infinito.

Consideremos una particula de masa m y energia positiva E, la cual se encuentra
encerrada en una caja unidimensional impenetrable de lado L. El potencial es:

00 r <0
Viz)=¢ 0 0<zx<lL (2.4)
00 z>L
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La particula no puede ocupar las regiones * < 0y x > L ya que es repelida por las
paredes de la caja, por lo que sélo puede existir en la region central, 0 < x < L.

2.1.1. Eigenfunciones y eigenvalores.

Para describir al sistema se utiliza la ecuacion de Schréodinger donde las eigenfunciones
Y(z) satisfacen las siguientes condiciones en la frontera:

$0)=0 , (L)=0. (2.5)
Con el potencial (2.4), la ecuacion de Schrodinger es:
d*p(z) 2mE
I + 72 (x) =0. (2.6)
Como la energia es positiva, definimos la constante k% = ZZZ y la ecuacion de Schrodin-
ger queda:
d*(x) 2
122 + k*Y(x) = 0. (2.7)

La solucién de la ecuacién anterior es una combinacion lineal de las funciones trigo-
nomeétricas sin kz y cos kx:

Y(z) = Asinkx + B coskz, (2.8)
con Ay B constantes de integracion. Al aplicar las condiciones en la frontera (2.5) obte-
1emos:

Y(0)=B=0 (2.9)
y
(L) = AsinkL =0, (2.10)

como A # 0, entonces esto implica que:
kL =nm n=12,.. (2.11)

De aqui, y de la definiciéon de la constante k obtenemos que los valores posibles de la
energia son:

2h2
= 2” S0’ n=123.. (2.12)
m
y las eigenfunciones son:
¥n() :Asin%x Con=1,2,3,... (2.13)

El valor de la constante A se calcula a partir de la condicién de normalizacién y se

/2
obtiene A = I Asi, las eigenfunciones normalizadas quedan:

2
n(x) = \/;Sin %x , n=12... (2.14)



El estado base del sistema corresponde al valor de n = 1, entonces la eigenfuncion

normalizada del estado base es:
2
1 (z) =4/ 7 sin %x, (2.15)

w2h?
2mL?’
Para los siguientes dos estados, las eigenfunciones son:

() = \@ sin 2z,
Ps(x) = \/%sin %x

La Figura 2.1 ilustra las primeras eigenfunciones normalizadas.

con energia:

Ey

(2.16)

Yn(X)
2r
n=2 n=1 n=3

_ol
Figura 2.1: Eigenfuncion normalizada del estado base del pozo infinito, n = 1, junto con
los dos primeros estados excitados, n =2 y n = 3. Se toma L = 1.

2.1.2. Transformacion de Darboux.

Conocida la eigenfuncion del estado base realizamos la transformacion de Darboux,
construyendo la funciéon o(x). Utilizando (2.15) en (2.1) obtenemos:

o(z) = —%cot %x (2.17)

Sustituyendo las eigenfunciones (2.14) y la funcién (2.17) en (2.2) obtenemos las ei-
genfunciones transformadas:

4 () 2 nmw nmw T t7r 2 . nmw
n(T)=1/+— cos —x — — cot =4/ —sin —u
L L L L L L L

2 [ nmw ; T . nm ] (2 18)
=T\ == — — —zsin —uax| . .
T 5 7 COS 7 T — CO La:s 7 T
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Debemos recordar que las eigenfunciones transformadas ¢, (z) son vélidas para n > 2,
ya que en el caso de n = 1 es claro que la eigenfuncion transformada es cero. En la Figura
2.2 dibujamos las primeras tres eigenfunciones transformadas normalizadas.

dn(X)
2.
[ n=4 n=3
1f
I 0.2
_ 1}
I n=2
_olb

Figura 2.2: Eigenfuncion transformada normalizada del estado base, n = 2, junto con las
eigenfunciones transformadas normalizadas de los dos primeros estados excitados, n = 3
y n =4. Se toma L = 1.

Derivando la expresion (2.17) obtenemos:

da(w)——zicot zx
dv ~  Ldx L

71_2

™
=— CSC2 —X

L2 L

y sustituyendo en (2.3), junto con el potencial original V' (z), ecuacion (2.4), obtenemos

el potencial transformado

00 <0
2h2
Uw) = mes? To 0<a<L (2.19)
00 x> L

En la Figura 2.3 se muestra la grafica de este potencial.
Como consecuencia de la forma del potencial, las eigenfunciones transformadas satis-
facen las mismas condiciones en la frontera

on(0) =0 , ¢n(L)=0. (2.20)
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U(x)
100p

80

60

40,

20

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 2.3: Potencial transformado del pozo infinito. Se toma L = 1.

De la figura podemos observar que en los extremos el potencial toma valores muy
grandes, acercandose a las paredes del pozo infinito, mientras que el fondo deja de ser
plano y aparece redondeado en las esquinas. El valor minimo del potencial transformado

ocurre en la mitad de la caja, z = 20 ¥ su valor es:

L m2h?
U (5) = (2.21)

Si comparamos este valor con el espectro de energia del problema original, ecuacion

(2.12), observamos que el valor minimo del potencial transformado es mayor que el estado
base y menor que la energia del primer estado excitado del problema original. Esto es:

L
E1<U(§) =2F, < Ey
por lo que la energia del estado base no aparece en el problema transformado. Finalmente,

en la Figura 2.4 dibujamos el potencial original y el transformado junto con los primeros
niveles de energia.
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U(x)

100
80F \ /
60
g /
20
0.0 012 O‘.4 016 018 10 X

Figura 2.4: Grafica comparativa del potencial original y el potencial transformado, junto
con los primeros cuatro niveles de energfa. Se toma L = 1.

2.2. Potencial de Morse.

El Potencial de Morse es un modelo de interaccion entre dos atomos que forman una
molécula diatomica. Este modelo es muy utilizado en estudios vibracionales de moléculas
ya que incluye los efectos de disociacion, tomando en cuenta los efectos anharmonicos, en
contraste con el modelo del oscilador armoénico cuantico. El potencial de Morse es:

Var(r) = Vo [e7205°) — 2€_T;TO] : (2.22)

donde r es la distancia radial entre los a&tomos, Vj es la profundidad del potencial y tiene
un valor positivo, ry es el punto de equilibrio estable y la distancia entre el cero del
potencial y el punto de equilibrio es In 2 veces el parametro a; es decir, a es una medida
de la anchura del potencial. El potencial en el origen es finito. Una grafica del potencial
se encuentra en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: Potencial de Morse con los parametros Vo = 4.5, 19 =1y a = 1. En el origen
el potencial vale V);(0) = 8.786.

2.2.1. Eigenfunciones y eigenvalores.

Dado que el potencial de Morse s6lo depende de la distancia relativa entre los atomos
que forman la molécula, corresponde a un problema de campo central, entonces, la parte
radial de la ecuacion de Schrodinger es:

——— + Vs (r)u = Eu, (2.23)

donde u(r) es la funcion radial y satisface la siguiente condicion en la frontera:

u(r) — 0. (2.24)
r—00
En la ecuacion (2.23), m es la masa reducida del sistema, E es la energia y, en el caso
general, V,¢(r) es el potencial efectivo el cual viene dado por:

R2C(0+1)

Veg(r) = Vaa (1) + 5

(2.25)

donde ¢ es el nimero cuantico del momento angular. Resolveremos la ecuacion (2.23)
unicamente para estados s; es decir, con £ = 0, en este caso:

Ver(r) = Vag(r). (2.26)
Sustituyendo el potencial de Morse en la ecuacion (2.23) y multiplicando por —QH—@ se
obtiene: P )
u m _9 T—rQ _r=rg
WjLﬁ{E_vo[e (52%) _ 9 a”u:o. (2.27)
Conviene hacer el siguiente cambio de variable:
z=ear. (2.28)

17



Para realizarlo usamos:

dz =z (2.29)

dr— a’ '
du  zdu (2.30)

dr  adz’ '
Pu 2 dPu n z du (2.31)

drz  a?dz?  a’dz’ '

con estas identidades la ecuacion (2.27) queda:
dPu  ldu 2ma® (E 2V,

S, T (22 Y u=0 2.32
PR (22+ z O)U ’ (2:32)

donde hemos multiplicado por a?/2z2.

Buscamos describir la interacciéon atractiva entre los &tomos; es decir, buscamos estados
ligados, por lo tanto la energia toma valores negativos, £ < 0. Definimos el parametro
positivo

9 2ma?

¢ =" F (2.33)

para tener la siguiente ecuaciéon:

v ldu e 26
— + —— —— 4+ — - = 2.34
d22+zdz <22+z B)u 0 (2.34)
donde hemos definido la constante # como:
5 2ma®
== (2.35)

La funcion u(r) debe satisfacer la condicion en la frontera dada por (2.24), dado que
cuando r — oo la variable z — 0, entonces la funcion u(z) tiende a cero conforme nos
acercamos al origen. Denotando con @(z) la funcion en la vecindad del origen, de la
ecuacion (2.34) se sigue que esta funcion satisface la ecuacion:

d*u  lda €

Ly I a=0 2.
d22+zdz 22u ’ (2.36)

la cual podemos escribir como:
2P— 4 z— —€u=0. (2.37)

Recordando que el operador z”cgl—; no cambia la potencia de z? entonces es de esperarse
que u(z) = 2%, donde ¢ es un namero real. Sustituyendo en (2.37) obtenemos los valores
posibles de ¢:

g==xe (e>0). (2.38)

18



Para que la funcion u (z) satisfaga la condicion en el limite z — 0 se requiere el signo
positivo y por lo tanto
u(z) — 0. (2.39)

z—0

Con este resultado y reconociendo la ecuacion (2.34) como la ecuacion radial del atomo
de hidrégeno bidimensional, cuya soluciéon exacta es de la forma

u(z) = z%e77°Q (2) (2.40)

donde @ (z) es una funciéon por determinar, asumimos esta forma para la solucion de
(2.34). Usando las derivadas de u(z):

i [t G .
B

donde la prima sobre la funcién indica derivada con respecto a z.
Sustituyendo (2.41) y (2.42) en la ecuacion (2.34), multiplicando por zQ(z) y redu-
ciendo términos obtenemos la siguiente ecuacion diferencial para la funcion Q(z):

2Q" (2) + (2e+ 1 —282) Q' (2) + (287 — B —2¢B) Q (z) = 0. (2.43)
Hacemos el siguiente cambio de variable:
y =28z (2.44)

y dividimos entre 2/3 para obtener finalmente:

W)+ et 1)@ )+ (8- e 5) @ =o. (2.45)

Esta ecuacion tiene la forma de la ecuacion asociada de Laguerre:
v+ (s+1—x) LY +nL =0, (2.46)
cuyas soluciones son los polinomios asociados de Laguerre Lf(z), con n = 0,1,2, ...,

definidos en 0 < z < o0.

Entonces, es conveniente extender el intervalo de la variable z a la semirecta completa,
0 < z < 00, ya que esto nos permite tener una solucion analitica para el potencial de
Morse. La ventaja de contar con esta soluciéon analitica es que la podemos usar para
construir el potencial transformado de Darboux. !

'En sistemas especificos, como el caso de la molécula Lis, se ha probado que la inclusién de la region
no-fisica, ed <2< 00, no altera significativamente las propiedas espectrales del potencial de Morse y
que los eigenvalores obtenidos practicamente coinciden con los eigenvalores correctos que corresponden
al dominio fisico de la variable[5].
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Por lo tanto, asumimos que el dominio de la variable es 0 < z < 0o y en consecuencia
identificamos la ecuacion (2.45) como una ecuacion asociada de Laguerre con parametros:

s =2€ (2.47)
Y 1
n:ﬁ—en—§ , n=0,1,2,.., (2.48)

de aqui se sigue que el parametro € y la energia del sistema se encuentran cuantizados; es
decir, toman valores discretos

1
€n =0 — <n+§> , n=0,1,2,.. (2.49)
y utilizando la definicion (2.33) encontramos que los niveles de energia del sistema son:
h? 1\1°
E,=— = = : =0,1,2,.. 2.
ST [ﬁ (n+2)} n=>0 (2.50)

Por su parte las eigenfunciones del potencial de Morse quedan:

Up(2) = Apzre PP L2P271(232) (2.51)
o en términos de la variable r:

r—

[ _r-ro T—T
Tt )eheT m [26-n—1 (93—, (2.52)

up, (1) = Ane_6”<

donde A, es la constante de normalizacién que, en general, depende de n y se calcula con
la condicién:

/OOO () [2dr = 1. (2.53)

Para que los polinomios asociados de Laguerre se encuentren bien definidos, debe
cumplirse que:
26—2n—12>0 (2.54)

ya que €, > 0. Esto significa que el parametro n se encuentra acotado,

né@—%, (2.55)

lo que a su vez se traduce en un nimero finito de estados ligados. El valor maximo que
puede tomar n es el entero mas grande que es menor o igual a 8 — %, asi los valores de
n son 0,1,2, ..., Npa.. El nimero de estados ligados es 7,4, + 1; este nimero depende de
las caracteristicas del sistema ya que la constante S depende, a su vez, de la profundidad
Vb del potencial, de la masa reducida del sistema m y del pardmetro a. Entre mas grande
sea el valor de V), méas profundo es el potencial y por lo tanto se tiene un mayor nimero

de estados ligados.
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Como ejemplo, podemos tomar los siguientes valores para los parametros
Vo=4.5, =1, a=1, (2.56)

el potencial que corresponde a estos valores se encuentra graficado en la Figura 2.5.
Para estos parametros, de la ecuacion (2.35), obtenemos = 3, y, de la ecuacion
(2.49), €, = g — n; por lo tanto n,,.. = 2 y el sistema tiene tres estados ligados con

eigenfunciones:
ug(r) = Age3 e 3 L3 (607 | (2.57)
w(r) = Aje2d-ne30 773 (6e=1) (2.58)
y 1 (1—r)
Uuy(r) = Age2 e3¢ L (66(1_T)) : (2.59)

donde los polinomios asociados de Laguerre los obtenemos a partir de la siguiente formula
de Rodrigues

z %" d"

LY (x) = e (z2tme™), (2.60)

n!

lacual daparan=0ya=5n=1ya=3,n=2y «a=1, los siguientes polinomios
L) (z) =1,
Li(z)=4—=x

L;(x):%(6—6x+x2).

Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.57), (2.58) y (2.59), respectivamente, obte-

nemos las eigenfunciones:
5 (1-r)
Uo(T) = A0€2(1 T)e 3e ,

uy(r) = 2A,e7 (173 [2 - 36(1*”] :
us(r) = 3A2€%(1_7)e_36<14> [1 —6e7) 4+ 662(1_r)] ,

donde Ay, A; y As se calculan numéricamente. En la Figura 2.6 graficamos las eigenfun-
ciones anteriores ya normalizadas.
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Un(r)

Figura 2.6: Eigenfuncién normalizada del estado base del potencial de Morse junto con las
eigenfunciones normalizadas de los primeros dos estados excitados. Se usan los parametros
anteriores: Vo =45, rp=1ya=1.

2.2.2. Transformacion de Darboux.

La eigenfuncion del estado base del potencial de Morse es:

—T

up(r) = Aoefeo(riaro)e_ﬁej ‘. (2.61)

La funcién o(r) la obtenemos a partir de la funcién anterior, usando la ecuacion (2.1).
Para facilitar el calculo de o(r), es conveniente expresarla en términos de la variable z, la
cual esta dada por (2.28). Con ayuda de la regla de la cadena, la ecuacion (2.1) es:

_ . .dz

o(r) = 0(2)%, (2.62)

donde . 1 dug .
ug dz ’

La eigenfuncion del estado base, ecuacion (2.61), en términos de la variable z es

up = Agze Pz, (2.64)
Sustituimos la eigenfuncion anterior en (2.63) y resulta

5(z) =B -2, (2.65)
o bien, en términos de la variable 7, usando (2.28) y (2.29) en (2.62), tenemos:

o(r) = = (2.66)

a
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Para facilitar el calculo de las eigenfunciones transformadas expresamos la ecuacion
(2.2) en términos de la variable z, con ayuda de la regla de la cadena, resulta:

bn(2) = (d“;f) n 5(2)%(2)) %. (2.67)

La derivada con respecto a z de la funcion u,(z) la obtenemos a partir de la ecuacion
(2.51), la cual es

du,, €n e _g. d o
- = (; - 5) Un(2) + Apzre™” @Liﬁ n=1(282). (2.68)

Utilizando la siguiente relacion para la derivada de los polinomios asociados de Laguerre:
dL;(v)
dx

= —th% (x) (2.69)

en el atimo término de (2.68), queda finalmente

du,(z)
dz

= (% — ﬁ) U (2) — 2BAnz e L2127 (282). (2.70)

Sustituyendo las expresiones (2.29), (2.65) y (2.70) en la ecuacion (2.67) obtenemos

(bn(z):g E(eo — €n)Un(2) + QBAnzG"e_ﬁzLiﬁ__lzn(Qﬁz)]
:é [(60 — €n)un(2) + QBAnzenJrle_ﬂzLiﬁ__lQ”(26z)] : (2.71)

La diferencia €y — €, la calculamos con la ecuacion (2.49) y resulta igual a n. Sustituyendo
la eigenfuncion u,(z), ecuacion (2.51), en la expresion anterior resulta:

qbn(z):%ze”eﬂz [nLiﬁf%’l@ﬁz) + QBzLiﬁle"(Qﬁz)] , (2.72)

y usando la identidad
nLy(z) +aLyti(z) = (a +n)Ly_(2), (2.73)

las eigenfunciones transformadas finalmente quedan

Pn(2) = %(25 —n—1)z7e 2L 2 (282), (2.74)

0, con ayuda de (2.28), en términos de la variable r:

—r _r—ro =70

¢n(r):%(2ﬁ—n—1)e‘5”(Ta Jepe T [P (95

). (2.75)

Recordemos que las eigenfunciones anteriores son validas para n = 1,2, ..., Nypas; ya que
en el caso n = 0 se tiene que L*(z) = 0.
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Las eigenfunciones de los dos primeros estados son:

24,

(1) = 285 )ee (e T 0 g5
y | -
n) = G212 =gy e

Como ejemplo, tomemos los valores de los parametros dados por (2.56); de los cuales
obtenemos § =3y €, = g —n, y los sustituimos en las eigenfunciones anteriores. Estas

resultan

d1(r) = 44,303 [3(6e0-)) (2.76)

1

Pa(r) = 3Ayez (1) g3 Li(6e=). (2.77)

donde los polinomios de asociados de Laguerre los obtenemos a partir de la siguiente
formula de Rodrigues

r%e® dn—l
(n—1)! dan—t

Lg_l(l‘) — (l,oc+n—1 —.Z’) 7

(&

la cual da paran=1y a=3,n=2y a =1 los siguientes polinomios

Li(x) =1

Li(z) =2 — .

Con estas expresiones, las ecuaciones (2.76) y (2.77) quedan:

o1(r) = 44,207 =307

(1) = 3Ape31 e3¢ (2 — g1,

donde las constantes A; y As se calculan numéricamente. En la Figura 2.7 graficamos las
funciones anteriores.
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¢n(r)
10¢

08!
06!
04
02!

n=1

-0.2}
-04;

Figura 2.7: Eigenfuncion transformada normalizada del estado base, n = 1, junto con la
eigenfuncion transformada normalizada del primer estado excitado, n = 2. Se toman los
parametros Vo =45, rp=1y a = 1.

Derivando la funcion o(r), ecuacion (2.66), con respecto a r obtenemos

dot(r) = ﬁe’%, (2.78)

dr a

y sustituyendo en (2.3), junto con el potencial de Morse Vj/(r), ecuacion (2.22), y la
constante (3, ecuacion (2.35), obtenemos el potencial transformado

r—Tr — h2 2 2 -
U(r)=Voe2(F) = 2vpe 7 4+ [ L 50

ma? h?

r—r 2 r—r
= Ve 21 - (21/0 - E\/ﬁ) et (2.79)
a m

Como ejemplo, tomemos los valores de los parametros dados en (2.56), y los sustituimos

en el potencial transformado de Morse, resulta:

U(r) = 262(1_” — 6ellm),

En la Figura 2.8 graficamos el potencial transformado anterior.
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Um(r)

Figura 2.8: Potencial transformado de Morse. Se toman los pardmetros Vo = 4.5, rp = 1
ya=1.

" \
-4 \/

Figura 2.9: Grafica comparativa del potencial original de Morse junto con el potencial

transformado y los niveles de energia que corresponden al estado base y los dos primeros
estados excitados. Se toman los pardmetros Vo =4.5, rg =1y a = 1.

De la ecuacion (2.79) podemos observar que el potencial transformado de Morse no
sufrié algiin cambio funcional; es decir, mantiene la misma forma que el potencial original,
ya que el primer término es el mismo y el coeficiente del segundo se modific6 por una
constante positiva. Esto puede verse graficamente en la Figura 2.8. Como consecuencia
el potencial transformado es un potencial de Morse y las eigenfunciones transformadas
mantienen la misma forma funcional que las eigenfunciones originales, con la diferencia
de que los valores de n se recorren una unidad, n = 1,2, ..., Nyas, ¥ que en el problema
transformado no aparece la energia del estado base del problema original, como puede
observarse de la Figura 2.9, la cual muestra una comparacion entre el potencial de Morse
original y el potencial transformado, junto con los primeros niveles de energia.
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Capitulo 3

Transformaciones isoespectrales.

En el primer capitulo demostramos que la transformacion de Darboux queda determi-
nada por una solucion o(x) de la siguiente ecuacion de Riccati:

2 2
d0—02+—mV -"c

o V(@) = o (3.1)

Encontramos, también, una soluciéon a la ecuacién anterior mediante el método de
linealizacion, dicha solucion se obtiene para C' = Ej, energia del estado base del problema
original, y esta dada por:

Yo(x) dx

donde () es la eigenfuncion del estado base; en consecuencia, la funcion og(z) satisface

la ecuacion

Las eigenfunciones ¢,(z) y el potencial U(z) del problema transformado resultaron:
dipy(x
da(z) = Ii?—x() +oo(@)a(z) , A>1 (3.4)
' # dool)
Oo\T
Ulx)=V — . .
(2) = V(z) +—— (3.5)

En la siguiente seccion aprovecharemos los resultados obtenidos en el problema trans-
formado y con ellos realizaremos una nueva transformacion de Darboux, la cual se cons-
truiré con la solucion de la correspondiente ecuacion de Riccati. Encontraremos la solucion
general de esta ecuacion, auxiliados de la funcion og(z), y este resultado nos permitira
construir un nuevo tipo de transformaciéon que conecta al problema original con la nueva
transformacion de Darboux. A dicha transformacion la hemos llamado transformacion
isoespectral.
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3.1. Transformacién Isoespectral.

En esta seccion partimos de las eigenfunciones y potencial del problema transformado;
es decir, las eigenfunciones ¢,(x) y el potencial U(z), dados por las ecuaciones (3.4) y
(3.5), respectivamente. Ahora, haremos uso de estas eigenfunciones para realizar una
nueva transformacion de Darboux, la cual se lleva a cabo mediante una solucion de la
correspondiente ecuacion de Riccati. Si con &(z) denotamos esta solucion, entonces & (z)
satisface la ecuacion:

=0+ S U(r) = 550, (3.6)

con C una constante arbitraria con dimensiones de energia. Entonces, las eigenfunciones
y el potencial del nuevo problema, transformado son:

hatw) = 2 Gy 5.)
' ﬁ2 d
Ux) = Ula) + ‘;EC ). (3.8)

Sustituimos la ecuacion (3.4) en (3.7) para obtener las eigenfuncion transformada

ox(z) en términos de las eigenfunciones del problema original:

- d d d
R L L N (3.9)
da? dx dx
Utilizando la ecuaciéon de Schrédinger del problema original, en la forma
de)\ 2m
e V= Bl
para eliminar la segunda derivada del primer término de la ecuacion (3.9), obtenemos:
~ doy =~ 2m d
Or = (d—; + ﬁv( )) Yy — EA% + (6 + 00) di + 000U (3.10)

y con ayuda de la ecuacién que satisface Uo(x), ecuacion (3.3), tenemos

dr = (2ﬁ2 E0+Uo) Y — EA¢A+(U+UO)GEZ£+UUO¢A

Finalmente, después de un pequeno arreglo nos queda

Or = _Q_m(E)\ — Eo)Ya + (6 + 00) <% + aowA) : (3.11)

h? dx

De la misma forma, en la expresion para el potencial U(z), ecuacion (3.8), sustituimos
el potencial U(z), dado por (3.5), para tener el nuevo potencial transformado en relacion
con el potencial del problema original
0@ = Vi) + L+ 3.12

) =V(x)+ ——(5 + 09). :

m dx 0
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De las dos tltimas expresiones, es claro que conviene definir la funcién:
n(z) = a(x) + oo(z), (3.13)

para tener las eigenfunciones y el potencial del nuevo problema transformado de la si-
guiente manera:

Or = —271—? (Ex — Eo) ¥n + () (% + aoz/u) (3.14)
y
Ulz) = V() + %dZ—(;). (3.15)

Ahora encontraremos la ecuacion que satisface la funcion n(z). Para ello, en la ecuacion
de Riccati (3.6) sustituimos el potencial U(x), ecuacion (3.5), y hacemos el cambio de
funcion

7(z) = —oo(x) + n(z) (3.16)

para tener

dn  doy ,  2m h*dog\  2m
—_ _l‘ ( 0'0"‘77) +ﬁ<‘/(l‘)+%% —ﬁC’

Desarrollando el binomio al cuadrado y agrupando, queda la siguiente ecuacion:

d 2 2
90 g2y My = h_”;a (3.17)

dn
— +200n — 1 + 2

dx dx

Los tltimos tres términos del lado izquierdo de la ecuacién anterior corresponden al lado

izquierdo de (3.3), y son iguales a h—ZLEO. Sustituyendo en (3.17) obtenemos:

—Z + 200 —n* = —(C — Ep). (3.18)

Como C' es una constante arbitraria, escogemos C' = Ej, entonces la funcion n(z)
satisface la siguiente ecuacion diferencial:

d
£ + 200 — % = 0. (3.19)

Esta es una ecuacion del tipo de Riccati, vea el apéndice A. Sustituyendo o, ecuacion
(3.2), en (3.19) obtenemos:

dn 2 diy 9
s 2 = 2
dr g dw n—n =0 (3.20)
que puede reescribirse como:
dn n di? 9
_ L0 2 . 21
dv ¢ dx =0 (3:21)
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2
Multiplicando por —g podemos agrupar los primeros dos términos en una sola derivada
n

para tener

—— + 15 = 0. (3.22)
La integracion de la ecuacion anterior nos proporciona la funcion n(z) en la forma:

160
n(x) = T2(x)de +k

(3.23)

donde k es una constante de integracion. La funcion n(x) queda en términos del cuadrado
de la eigenfuncion del estado base del problema original, de su integral indefinida y de la
constante arbitraria k.

La solucion a la ecuacion de Riccati (3.6) la obtenemos sustituyendo la funcion n(x)
en la ecuacion (3.16), queda

B V5 ()
[3(z)de +k

o(x) = % Invg(x) (3.24)

que se puede escribir como:

5(z) = —%m {%L(x) (/ng(m) do + k:)} |

Como k es una constante arbitraria, la expresion anterior es la solucion general de la
ecuacion de Riccati (3.6), para C' = Ej.

Problema Original ‘ oo (%) Transformacion de Darboux
Pa(x), V(x) dalx), U(x)
A=01,.. A=12,..

n(x) 7(x)

Transformacion Isoespectral
$a(x), U(x)
A=12,..

Figura 3.1: Relacion entre el problema original con la transformacion de Darboux y la
transformacion isoespectral.

Las eigenfunciones transformadas (3.14) son soluciéon de la ecuacion de Schrodinger
con potencial U(z), dado por (3.15), con el mismo espectro de energia que el del problema
original; con excepcion de la energia del estado base, ya que, como puede verse de (3.14),
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cuando A = 0 obtenemos @y = 0; para ello, basta notar que oo(x) tiene la forma (3.2).
Esto es, los potenciales U(x) y V(z) son potenciales isoespectrales. Por este motivo a
la transformacion dada por las ecuaciones (3.14) y (3.15) le llamamos transformacion
isoespectral.

Es importante notar que la transformacién isoespectral nos relaciona el problema
original con el nuevo problema transformado sin referencia a las eigenfunciones y potencial
del problema intermedio y que la funcion 7(z) queda determinada por la eigenfuncion del
estado base del problema original.

La constante k£ que aparece en la transformacion isoespectral juega ahora el papel de
un parametro que, si es necesario, se escoge de tal manera que el denominador de 7n(z)
en (3.23) sea diferente de cero, en el intervalo de definicion del problema original. Asi se
evita la presencia de singularidades adicionales en el potencial transformado que no se
encuentran en el potencial original.

3.2. Aplicaciones de la transformacion isoespectral.

En esta seccion aplicaremos la transformacion isoespectral a los ejemplos presentados
en el capitulo anterior: el potencial de pozo infinito y el potencial de Morse.

3.2.1. Potencial de pozo infinito.

Recordemos que la transformacion isoespectral se realiza a partir de la eigenfuncion del
estado base del problema original. En el segundo capitulo encontramos que la eigenfuncion
normalizada del estado base del potencial de pozo infinito es, ecuacion (2.15):

Ui(z) = \/% sin %x (3.25)

Sustituyendo la eigenfuncion del estado base en (3.23) para construir la funcion n(z),

resulta: % 2 5
() = ket % fsin2 Trdr (3:26)
Integrando con ayuda de la identidad trigonométrica
siny = %(1 — cos 2y),
obtenemos: dr i T
nw) = - 27 (kL + x) —LL SHIEC (3:27)

Ahora nos preguntamos cudles son los valores posibles del parametro k£ que impiden
que el denominador de (3.27) tenga ceros. Para ello, buscamos los valores de k que hacen
cero el denominador de (3.27), los cuales estan dados por la siguiente funcion de x:

1 2
k(z) = Py sin %x — % (3.28)
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En la Figura 3.2 graficamos la funcion anterior y concluimos que si £k > 00 k < —1 la
funcion n(x), dada por (3.27), no diverge en el intervalo de definicion 0 < z < L.

k(x)

-02}
-04}
-06F

-08F

-1.0t
Figura 3.2: Valores del pardmetro k£ como funcion de la variable x que hacen que el
denominador de la funcion n(x) sea cero. Se toma L = 1.

Tomando en cuenta lo anterior, de la ecuacion (3.14), obtenemos las eigenfunciones

transformadas:
~ 272 [ 1
On(x)= \/[j; Z(l —n?)sin %x
4sin® T ( nmw T ogin T ) (3.29)
2m (kL + ) — Lsin 2« 7 kel A I '

donde hemos sustituido los niveles de energia E,, usando la ecuacion (2.12).

Debemos recordar que las eigenfunciones transformadas son validas para n > 2. Esto
se confirma si en la ecuacion anterior sustituimos n = 1 para obtener (51 (x). El primer
término es cero y queda

27

. V2or 47 sin® Tx
b =2 -
Lz 2m (kL + ) — Lsin Tz

7r oy T >
cos —x — cot —xsin —x
L L L’

pero, el factor entre paréntesis, a su vez, es cero llevando a que ¢;(z) = 0.
Las eigenfunciones que corresponden a los primeros tres niveles de energia, para n = 2,
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3y 4, las obtenemos directamente de (3.29), resulta:

) =2 [ 3 2
)= ——sin —x
i L: L L
4Sin2%x 27 ™. 27
_ —5— | 2cos —x —cot —xsin—uw | |,
2m (kL + x) — Lsin o L I T
Go(2) Vel [ 8 3m
T)=—=— |——sln—ux
’ L: L L
4Sin2%:€ 3 ST t7r . 3T
2m (kL + x) — Lsin 2Lz COS T COL STt
g \/577'2 15 . 471
Ga(r)= I —fsmfx
4sin2%x . T 4r
_ —5r 4cos—x —cot—xsin—zx || .
2m (kL + x) — Lsin o L I T

En la Figura 3.3 graficamos estas funciones para L = 1.

An(X)

15 , n=4 n=3 n=2
10/
05!

—05!
_10}
_15"

Figura 3.3: Eigenfuncién normalizada del estado base, n = 2, del pozo infinito transfor-
mado, junto con las eigenfunciones normalizadas de los primeros dos estados excitados;
n =3y n=4, con los parametros k =1y L = 1.

Para calcular el potencial transformado necesitamos conocer la derivada de la funcién
n(x), ésta es:

dn(x) 8m? sin X

dx L [27 (kL + z) — Lsin 22z
2 2
{2t myeon T~ LT 1 fsn T eon 28 i 2 con T2 ||

Usando las siguientes identidades trigonométricas :
cos 20 = cos® f — sin® 6
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sin 20 = 2sinf cos 6,

en el término entre paréntesis cuadrados de la ecuacion anterior, y después de unos pe-
quenos arreglos, queda:
dn(z)  16n*m(kL +x)cos7F — Lsin 7 7w

= sin — . 3.31
dx L [2n (kL—l—SU)—LSin%:C}Z L (33

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuacion (3.15), junto con el potencial original
V' (z); ecuacion (2.4), obtenemos el potencial transformado:

oo <0
~ 1672k 7(kL + x) cos & — [ sin ™= o
U)=\""nL ( — - 2n Lzsmf O<z<L (3.32)
mb 27 (kL 4 x) — Lsin x|
oo x>1L

En la Figura 3.4 graficamos este potencial y en la Figura 3.5 mostramos el potencial
transformado junto con el potencial original y los primeros tres niveles de energia.

U(x)
20¢

15F

10f

0.2 4 0.6 0.8 1.0

_5t
Figura 3.4: Potencial transformado con los pardmetros £k = 1 y L = 1. El potencial
presenta un fondo ondulatorio y tiene un punto donde se anula.

34



U(x)
501

40F

30}

20F

10}

. ‘ . . X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.5: Grafica comparativa del potencial original y el potencial transformado con los
primeros tres niveles de energia. Se toma k =1y L = 1.

De la Figura 3.5 puede observarse que la energia del estado base del problema original
queda por encima del fondo del potencial transformado. Sin embargo, la eigenfuncion
transformada para este nivel es nula, <b~1(:v) = 0, por lo que el primer nivel no aparece en
el problema transformado, tal como se esperaba.

3.2.2. Potencial de Morse.

En el segundo capitulo encontramos que la eigenfuncion del estado base del potencial
de Morse es, ecuacion (2.61):

r—7Q

uo(r) = Age (T B (3.33)

donde Aj es la constante de normalizacion. Con esta funcion realizamos la transformacion
isoespectral. Sustituyendo la funcién anterior en (3.23) resulta:

A2 —QEo(T_(lT()) 7266*7‘_(:0
n(r) =— o — —_ (3.34)
k+ A2 [ e20(50) em2me = gy
Llamemos [ a la integral de la ecuacién anterior
r—n _r—rg
I= / 20 (5")e=28eT T g (3.35)
y realicemos el siguiente cambio de variable:
=28 a, (3.36)
entonces la integral I queda:
j— 20102 3.37
=~ 2ppe 2*0 e dz. (3.37)
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Ahora, notamos que la integral anterior tiene la forma de la funcién gamma incompleta
inferior (s, z), la cual se define como:

v(s, x) :/ t et dt, (3.38)
0

donde s > 0. Por un lado, la integral I es una integral indefinida, funcién de z, mientras que
v(s, ) introduce una constante adicional al evaluar en el limite inferior. Dicha constante
es irrelevante porque se suma a la constante arbitraria k de la expresion (3.23). Con este
argumento, reescribimos (3.37) como:

a ¢ 2¢0—1 _—=z

y comparando, entonces, con (3.38) obtenemos:
[=——" (2 3.40
= —W’Y( €0, 2) (3.40)
ya que €y > 0. En términos de la variable r, la integral [ es

I= —ﬁ’ﬂzﬁoa 2" (3.41)

y con esto la funcion 7(r) queda finalmente:

r—ro

A%e_ZEO( @
T*TO

aA2 _ :
@ (260,20 ) — k

)6—266_%1

n(r) = (3.42)

Ahora nos preguntamos cudles son los valores posibles del parametro k que impiden
que el denominador de (3.42) tenga ceros. Para ello, buscamos los valores de k que hacen
cero el denominador de (3.42). Estan dados por la siguiente funcion de 7:

aA? _—

(26)2607(260,266_ a ). (3.43)

En la figura 3.6 graficamos la funcion anterior para los pardmetros: Vo = 4.5, o = 1

k(r) =

y a = 1. Concluimos que si kK < 0 0o k > 1, la funcion 7n(r) no diverge en el intervalo de
definicion, 0 < r < oo.

36



k(r)

= r
0.5 1.0 15 20 25 3.0

Figura 3.6: Valores del parametro k£ como funcién de r que hacen cero el denominador.
Se toma Vo =45, =1ya=1.

Tomando en cuenta lo anterior, podemos calcular las eigenfunciones transformadas
con la ecuacion (3.14). Para ello requerimos la diferencia de niveles de energia la cual
calculamos con ayuda de la ecuacion (2.50):

2 i 2
E,— Ey=— h 52—25(n+%)+<n+%) —52+6—ﬂ

2ma?
. 1\? 1
— 9 -) ==
2ma? fn+ (n * 2) 4
R )
~5— (=26n+n” +n)
9
Y my1-2p). (3.44)

2ma?

Sustituyendo en (3.14), las eigenfunciones transformadas quedan:
n
On(r) = —5 (041 =25) un(r) +1(r)¢n(r), (3.45)

donde wu,,(r) son las eigenfunciones del problema original, n(r) est&4 dado por (3.42) y ¢, (r)
son las eigenfunciones transformadas de Darboux del potencial de Morse, que obtuvimos
en el segundo capitulo. Sustituimos las funciones wu,(r), ecuacion (2.52), y ¢, (r), ecuacion
(2.75), junto con la funciéon n(r), obtenemos:

~ nA, —rg = r—rg

¢n(r) a2 (n—l— 1-— 26) 6_6"(Ta )e*ﬁe_ @ Lig,gnfl <2ﬁ€7 - > N

Aze20("5) =206 =

aA(Q) _r—rg X
W7<2507256 o)~k

A, r—r _r=rg on— rr

—(28-n- e n(75) gmpe” @ 28201 (256* )] . (3.46)



Acomodando términos, las eigenfunciones transformadas quedan finalmente:

~ An r—r _r—ro
¢n(r):7(n+1—26)6_€"( ) e (3.47)
=" A2 _26()(%) _2667%Q ="
x | Zrzient (aem ) - L (280
a WW(%oﬂﬂfT) —k

Recordemos que estas eigefunciones son validas para n # 0. Esto se confirma si susti-
tuimos n = 0 en la ecuacién anterior. El primer término dentro de los paréntesis cuadrados
es claramente cero, dado que lo multiplica el factor n, y el segundo término no aparece en
la expresion para n = 0 ya que involucra a L%, la cual es cero; por lo tanto, concluimos
que ¢o(r) = 0.

En la figura 3.7 se muestra la eigenfuncion transformada normalizada del estado base
y la eigenfuncién transformada normalizada del primer estado excitado.

&n(r)
10}

05!

05"

Figura 3.7: Eigenfuncion normalizada del estado base del potencial transformado de Mor-
se, n = 1, junto con la eigenfunciéon normalizada del primer estado excitado, n = 2. Se
toma Vo =45, rn=1a=1y k=—-0.1.

Para calcular el potencial transformado necesitamos calcular la derivada con respecto
a 1 de la funcion n(r). En este caso, por facilidad, utilizaremos la ecuacion diferencial que
satisface n(r), ecuacion (3.19), en la siguiente forma:

) _ (o) 200 + (0 (348

y sustituyendo og(r), ecuacion (2.66), y n(r), ecuacion (3.42), en la expresion anterior
obtenemos:

T—7Q

dnfr) A2l

aA? _r-ro
dr osiy(260,28e” ") — k

2 ey 2 A2e200("50) g-28e
X —ﬁe_(TO) _ % + a/?ze € — . (3.49)
a “ Gppe(2€0,20e” ) — k
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Con el resultado anterior y el potencial de Morse Vj,(r), ecuacion (2.22), obtenemos
de la ecuacion (3.15) el potencial transformado:

)= [ 2(F) -] 1 1 Aze2eo( ) -7
0 a — a

aAQ _r—m
M Gt (260,28e %) — k
A%e_%o(%)e_Qﬁei%
aA? _r—rg ‘ (350)
Wv(%o, 20e" @ ) —k

ISHII V)

(Be_r—aro _ 60) .

La Figura 3.8 muestra la grafica del potencial transformado y la Figura 3.9 muestra
una grafica comparativa entre el potencial transformado y el potencial original de Morse.

Um(r)
101

Figura 3.8: Potencial transformado con los parametros Vo = 4.5, =1,a =1y k = —0.1.

Um(r)

Figura 3.9: Grafica comparativa del potencial original y el potencial transformado, junto
con los primeros dos niveles de energia. Se toma V=45, =1, a=1y k= —-0.1.

Hay que notar que el nivel de energia del estado base del potencial de Morse esta
por encima del valor minimo del potencial transformado; sin embargo, este nivel no for-
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ma parte del espectro del potencial transformado ya que, como vimos anteriormente, la
eigenfuncion transformada correspondiente es cero.
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Conclusiones.

En el primer capitulo desarrollamos la técnica de las transformaciones de Darboux y
encontramos las ecuaciones de transformacion correspondientes para la ecuacion unidi-
mensional de Schrédinger y obtuvimos que la transformacion se determina a partir de
una solucion o(z) de la ecuacion de Riccati para la constante C'. Demostramos que la
ecuacion de Schrodinger es covariante bajo una transformacion de Darboux y que el po-
tencial transformado es isoespectral al potencial original; es decir, se preserva el espectro
de energia. Ademaés, las eigenfunciones transformadas forman un conjunto ortogonal vy,
concluimos que las eigenfunciones son validas si cumplen con la condicién E) > C.

Encontramos una solucion o(z) de la ecuacion de Riccati por el método de linealizacion
y concluimos que la transformacion de Darboux se construye con la eigenfuncion del estado
base para evitar singularidades adicionales en el potencial transformado. Una consecuencia
importante de lo anterior es que la energia del estado base del problema original no aparece
en el espectro del problema transformado.

En la primera secciéon del segundo capitulo se presenté el problema del potencial de
pozo infinito. Resolvimos la ecuacion de Schrodinger para este caso y obtuvimos las eigen-
funciones y valores de la energia para toda n. Construimos la transformacion de Darboux
con la eigenfuncion del estado base y calculamos las eigenfunciones y potencial transfor-
mados. Las eigenfunciones transformadas quedan en términos de funciones elementales,
mantienen el comportamiento ondulatorio de las originales y cumplen con las condiciones
en la frontera del problema original. Por otro lado, el potencial transformado toma valores
muy grandes a medida que se acerca a las paredes del pozo y el fondo aparece redondeado
de las esquinas y es suave. La energia del estado base queda por debajo del punto minimo
del potencial transformado, asegurando que tal estado no aparezca en el problema trans-
formado, mientras que los siguientes niveles son generados por este potencial. Es clara la
diferencia entre el problema original y el problema transformado.

En la segunda seccion del segundo capitulo se present6 el problema del potencial de
Morse y obtuvimos las eigenfunciones y el espectro de energia resolviendo la ecuacion
de Schrédinger para estados s . Las eigenfunciones se expresan como el producto entre
una exponencial y los polinomios asociados de Laguerre, y usando la eigenfuncién del
estado base construimos la transformacién de Darboux. El potencial transformado tiene
la misma forma que el potencial original, la transformacion solo agrega una constante al
segundo término del potencial original haciendo que el pozo sea menos profundo. Esto
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tiene como consecuencia que el potencial transformado genere las mismas eigenfunciones
que el potencial original, con la diferencia de que n se recorra una unidad y que la energia
del estado base no sea parte del espectro de energia del potencial transformado.

En la primera seccion del tercer capitulo desarrollamos el formalismo de la transforma-
cion isoespectral y encontramos las ecuaciones de transformaciéon correspondientes para
el potencial y las eigenfunciones. Dicha transformacion conecta el problema transformado
con el problema original mediante la funcion n(x). Esta funcion n(x) queda en términos del
cuadrado de la eigenfuncion del estado base del problema original, su integral indefinida
y de una constante arbitraria, por lo que una vez conocida tal funcién, la transformacion
isoespectral puede efectuarse.

En la segunda seccion del tercer capitulo transformamos isoespectralmente el problema
del potencial de pozo infinito. La funcion n(z) queda en términos de funciones elementales
y las eigenfunciones transformadas son muy diferentes a las originales y a las obtenidas con
la transformacion de Darboux. Sin embargo mantienen el comportamiento ondulatorio y
el espectro de energia es el mismo, exceptuando el estado base. El fondo del potencial
transformado se deforma y tiene un comportamiento ondulatorio, las paredes quedan
intactas. Claramente este potencial es muy diferente al original y al obtenido con la
transformacion de Darboux; pero, los tres potenciales son isoespectrales.

En la tercera seccion del tercer capitulo transformamos isoespectralmente el problema
del potencial de Morse. La funcion n(r) queda en términos de la funcion gamma incompleta
y las eigenfunciones transformadas son muy diferentes a las originales y a las obtenidas
con la transformacion de Darboux. El potencial transformado resulta mas complicado que
el original y el pozo aparece bastante deformado. Se estudia el caso k = —0.1, el potencial
transformado resulta claramente diferente al potencial original. El punto en donde el
potencial es minimo se desplaza hacia la derecha lo que hace que los estados ligados
del problema se concentren en tal region, en comparacion con el potencial original. A
pesar de que el potencial transformado y el potencial original son muy diferentes, son
isoespectrales.

Ademas de que la transformacién de Darboux y la transformacion isoespectral generan
potenciales isoespectrales, es interesante notar que los poteciales transformados se calculan
con la misma expresion, salvo por el cambio og(x) por n(x), y que la transformacion
isoespectral da lugar a una familia de potenciales isoespectrales parametrizados por k.
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Apéndice A.

Ecuacion de Riccati.

La ecuacion de Riccati es una ecuacion diferencial que aparece en muchas areas de la
fisica-matematica, tiene la siguiente forma:
dy

o+ @)y +a(2)y’ = (). (A-1)

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, no-lineal, de coeficientes va-
riables e inhomogénea, definida en un intervalo Z del eje real. Las funciones p(z), q(z) y
r(z) son funciones continuas en Z con ¢(x) # 0 en dicho intervalo.

La ecuacion de Riccati puede entenderse como la aproximacion a segundo orden de
una funcion f = f(z,y) en términos de la derivada de la funcion y = y(x):

Y~ ) (A-2)

Hacemos un desarrollo en potencias de y de la funcion f(z,y) en un punto z, y obtenemos:

Y r(a) — play — g+ (a-3)

Tomando la aproximacion a segundo orden en y, resulta la ecuacion diferencial de Riccati.
A pesar de que la ecuacion (A-1) es una ecuacion diferencial no-lineal, se puede transformar
en una ecuacion lineal si se hace el siguiente cambio de funcion:

11 dz(x)
y(w) = q(z) z(x) dx

Derivando la expresion anterior y sustituyendo en (A-1) queda:

(A-4)

1 d*z 1 sdz 1 dzdq p dz

2
2
2 oa\g) T oo T o = : A-
qzdz® gz <dx) q%z dz dx * qz dx +ay” =r(@) (A-5)
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El segundo término se cancela con el término proporcional a 3 y si el resultado lo multi-
plicamos por el factor ¢(z)z(z) queda la siguiente ecuacion diferencial lineal:

| L e R ) (A6

la cual es una ecuacion diferencial lineal y puede ser resuelta para encontrar una solucion
particular de (A-1).

A partir de una solucion particular podemos encontrar una segunda solucién de la
ecuacion de Riccati. Sea z,(x) una solucion particular de la ecuacion (A-6), entonces
usando (A-4) obtenemos una solucion de la ecuacion de Riccati (A-1), que se denotara
como Y, (), esto es:

Wo 1 p(a)yp +ala)yf = (o). (A7)

Counsiderando una solucién de la ecuacion de Riccati de la forma:

y(x) = yp(x) + u(z), (A-8)
y sustituyendo en la ecuacion de Riccati resulta:

dy du
— -+ o p(@) (Y + w) + (@) () + 2ypu + u?) = r(x). (A-9)
Usando la ecuacion (A-7) obtenemos la siguiente ecuacion diferencial homogénea para la

funcion u(zx) :
du
. + [p(x) + 2q(x)yp}u + q(cc)u2 =0. (A-10)
Esta ecuacion puede resolverse con los métodos usuales de la teoria de las ecuaciones
diferenciales, una vez conocida la solucion particular y,(z).
Usando la ecuacion (A-4) se tiene que la soluciéon propuesta en (A-8) queda de la

siguiente forma:

1 1 dz(x)
q(z) z(z) dx

y(x) = + u(zx). (A-11)
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Apéndice B.

Identidad entre wronskianos.

En el primer capitulo de este trabajo se utiliz6 la siguiente propiedad del wronskiano:
W(f,g) WHLR)] _ W(fgh)

w : , B-1
[ f .
donde f(z), g(z) y h(x) son funciones derivables. Partiendo de las expresiones:

Witg) _, [

— =g — =g B-2

7 7 (B-2)
' W(f,h) f

) g, B-3

7 7 (B-3)

donde la prima sobre la funcion indica derivada con respecto a x, se demostraré la ecuacion
(B-1). Sustituyendo las expresiones anteriores en (B-1) resulta:

Lhl.

W(f,g) W(f, h)] { ;L
w , =Wlg —=g,h — B-4
{ A 7o (B-4)
Desarrollando el lado derecho de la ecuacion anterior obtenemos:
! !
1
w {g’ - f79, h — fTh} = [f(gh" —g"W') + £ (¢"h — gh")
+ f"(gh" = g'h)]. (B-5)

Reordenando los dos tultimos términos para factorizar las funciones g y h nos permite
darle la siguiente forma:

/_L/ /_f_/ :l NN NN
W{g fg,h fh} f[f(gh g'W)+g (W f"=n"f)
+nh(fg" = f'9)]. (B-6)

El paréntesis cuadrado del lado derecho de la ecuacion anterior es el wronskiano
W(f,g,h), ya que éste desarrollado por menores es:

W (f, g, h) — f (g/h/l o g/lhl) + g (hlfl/ . h//f/) + h (f/gl/ . f/lg/) (B-?)
y la propiedad dada por (B-1) queda demostrada.
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Apéndice C.

Eigenfunciones y potencial de Morse transformados iso-
espectralmente.

En este apéndice calcularemos explicitamente las primeras eigenfunciones y el poten-
cial del problema de Morse transformado isoespectralmente, considerando el caso parti-
cular en que los pardmetros toman los valores; Vo = 4.5, ro = 1 y a = 1. En este caso, de
acuerdo a las ecuaciones (2.35) y (2.49), se tiene que 3 =3y ¢ = g Con estos valores,
la funcion gamma incompleta involucrada en la funcion 7(r), ecuacion (3.42), es

T—rQ

7(260,266‘ a )=7(5,661"’)

Gel—"
= / tte~t dt, (C-1)
0

y llevando a cabo la integral, la funcién gamma se reduce a una constante mas el producto
de un polinomio con una exponencial:

9(5,6¢7) = 24 — [1296¢077)  864¢31 ) 1 4322077 4 144el T 4 24] 0
=24 {1 — [54e* 077 + 365177 + 182177 4 6! T 4 1] 6—66‘”>} . (C-2)
Sustituyendo este resultado, junto con los parametros § = 3y ¢ = g, en la funcién
n(r), ecuacion (3.42), obtenemos:
A365(1—r)6—6elfr

{1 — [54e2(1=7) + 36€3(1-7) 4 18¢2(1-7) + Gel =" + 1] e 07} — k
AZed=r)e=0e"

a2 - . (C-3)
521 {1 — [54e(1=r) 4 36e3(1-7) 4 18¢2(1-7)  Gel=T 4 1] e~6¢l ,T)} _k

n(r) = %
65

Multiplicando y dividiendo por el factor 324/A2, y tomando en cuenta que k es una
constante arbitraria por seleccionarse, queda:

324¢5(1-7) =677
1 —k — [54e*0-7) 4 363177 + 18e20-7) 4 el + 1] e6
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Sustituimos esta funcion 7(r) junto con los valores de los parametros dados anterior-
mente en la ecuacion (3.47) para construir las eigenfunciones transformadas, obtenemos:

G (1) = A (1 — 5)een(1r) =31 [anL_% (6e°7) — L372" (6 ")

n

394 5(1—r) ,—6e(1=7)
e e ] (0_5)

X .
1 —k — [54e'(=7) + 36€301-7) + 18¢2(1-7) + el ~7 + 1] =6~

La eigenfuncion transformada del estado base corresponde a n = 1 y tenemos €¢; = %

de la ecuacion (2.49), sustituyendo estos parametros en la ecuacion (C-5) tenemos:

G1(r) =430 e} (66 ) — L (6e')

3245(1-7) g =6e! 7"
X .
1 — k — [54e*=) 4 36e3(1-7) 4 18¢2(1-7) 4 Gel =" 4 1] 6*66“—”]

(C-6)

donde A; = \/W y es la constante de normalizacién del primer estado excitado del

problema original. Como
L7 (6e'™") =4 —6e'™"

Lj (6e'77) =1,
la ecuacion (C-6) queda entonces:

¢()4A1€21T |:61T—4

324¢30-7) =6
+ .
1 — k — [54e40-") + 36e3(1-1) 4 18e2(1-7) 4 Gel—r 4 1] e=6e~"

(C-7)

De la misma manera, el primer estado excitado corresponde an = 2 y se tiene €5 = 0.5
de la ecuacion (2.49), entonces la eigenfuncion transformada es:

(1) =—3Ase"20=De= " 12 L] (6e' ") — Li (6" )

324e5(1-) g6t 7" ]

“T &k — [54et17) 1 36631 ¢ 1820 4 el 4 1] e—6e0 0 )’ (C-8)

donde Ay = \/ﬁw y es la constante de normalizacion del segundo estado excitado del

problema original. Como:

Ly (6e'77) = 18¢*™) — 18e! ™" + 3

Ly (6e"7") =2 —6e',
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entonces la ecuacion (C-8) queda:

Pa(r) =3 4,050 7) g3 [3661_" — 362177 — 6

324¢5(1-r) =6 (9 _ el

+ :
1 — k — [54e4(1=7) 4+ 36e301-7) + 18e20-7) + el + 1] =6~

(C-9)

Las ecuaciones (C-7) y (C-9) son las eigenfunciones transformadas que se muestran
en la grafica 3.7 con £ = —0.1. El potencial transformado lo obtenemos sustituyendo
los valores de los parametros anteriores y la funcion 7n(r), ecuacion (C-4), en la ecuacion

(3.50), resulta:
0(7)24.5 [62(1_” — 261_T} +
32451 =67 (Gel—r _ B)
1 —k — [54et=) 4 36e3(1-7) 4 18¢2(1=7) 4 Gel—r 4 1] =6e™"

2
324¢5(1-r) =677
+ — | .(C-10)
1 — k — [54e40-") 4 36e3(1-7) 4 18e2(1-7) 4 Gel—r + 1] 6"

Este es el potencial transformado que se muestra en las gréaficas 3.8 y 3.9 con k = —0.1.
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