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Resumen

El problema consiste en encontrar una funcion de onda, que sea una solucion
aproximada a la ecuacion de Schrodinger para la molécula de hidrogeno confinada
dentro de una cavidad nanométrica esferoidal prolata, usando, para ello, la
aproximacion de Born-Oppenheimer y el método variacional directo.

Se parte del modelo de ligadura de valencia para construir una funcion de
onda variacional que permita obtener una buena estimacion de la energia del estado
base de la molécula de hidrégeno, H,, confinada en una cavidad de paredes
penetrables. Se espera que esta funcion de onda, aunque matematicamente simple,
de resultados que puedan ser comparables con los datos experimentales
disponibles y que permita estudiar de manera mas realista las diversas propiedades
electronicas y vibracionales de la molécula de hidrégeno confinada.

Primero se resolvio el caso de la molécula de hidrégeno libre para probar el
método y se compararon los resultados obtenidos con datos existentes en la
literatura; luego, se investigd el caso de la molécula confinada en cavidades
esferoidales con paredes impenetrables y, finalmente, se encontré6 una solucién
aproximada de la ecuacién de Schrodinger para el caso de cavidades con paredes

penetrables.



Abstract

The problem consists of finding a wave function that is an approximate
solution to the Schrodinger equation for the hydrogen molecule confined within a
prolate spheroidal nanometric cavity, using, for this, the Born-Oppenheimer
approximation and the direct variational method.

We start from the valence ligation model to construct a variational wave
function that allows obtaining a good estimate of the ground state energy of the
hydrogen molecule, H,, confined in a cavity with padded walls. This wave function,
although mathematically simple, is expected to produce results that can be
comparable with the available experimental data, and that allows a more realistic
study of the various electronic and vibrational properties of the confined hydrogen
molecule.

First, the case of the free hydrogen molecule was solved to test the method
and the results obtained were compared with existing data in the literature; then, the
case of the molecule confined in spheroidal cavities with hard walls was investigated
and, finally, an approximate solution of the Schrodinger equation was found for the
case of cavities with soft walls.



l. Introduccion: Consideraciones generales

El objetivo de esta tesis es obtener una estimacion de la energia del estado
base de la molécula de hidrégeno (H,) confinada dentro de una cavidad esferoidal
prolata, de pared penetrable, modelada con un potencial de escalon de altura finita,
usando como método de solucién la ecuacion de Schrodinger, la aproximacion de
Born-Oppenheimer y el método variacional directo; en el calculo se usaran
coordenadas esferoidales prolatas que son compatibles con la geometria del

confinamiento.

1.1. Antecedentes y justificacion del modelo

La molécula de hidrégeno H, y el ion molecular H; son los dos sistemas
moleculares mas simples cuyo estudio nos lleva a recabar informacion importante
sobre el entendimiento de las propiedades electronicas y estructurales de sistemas
moleculares mas grandes y complejos, necesarios para el desarrollo actual de la

fisica molecular.

Desde hace algunos afios, se han obtenido nuevas metodologias para la
insercion molecular y almacenamiento en nano-cavidades (nanotubos, nanocanales
de zeolita, fullerenos) [1][2][3], asi como el refinamiento de técnicas de medicién
para la busqueda de propiedades dindmicas en moléculas confinadas [4]. Por lo que
es necesario estudiar el comportamiento del sistema molecular mas simple, bajo
condiciones de confinamiento, para entender los mecanismos basicos ante tales

mejoramientos.

Por ejemplo, las zeolitas son minerales porosos que tienen la propiedad de
absorber y liberar sustancias de manera reversible. Esto es posible gracias a la gran

cantidad de espacios vacios que contienen.

Los espacios vacios suelen presentar formas casi esféricas cuyo diametro puede
ser cuando menos 0.25 nm y que se acomodan conectdndose entre tuneles

llamados canales.



Cuando los didmetros son menores a 2 nm se llaman microporos y cuando los

diametros estan entre 2 y 50 nm se llaman mesoporos.

Como puede verse, es un buen recurso modelarlas como esferoides prolatos y tratar

a las sustancias que absorben como particulas confinadas.

Un primer paso para un tratamiento tedrico es considerar que son esferoides con
paredes infinitas, pero debido a que estas estructuras no pueden soportar presiones
demasiado elevadas porque se rompen, se necesita introducir potenciales finitos,

es decir, paredes penetrables [5].

En la Figura 1.1 se aprecian varias formas que tienen las cavidades presentes en

las zeolitas
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Figura 1.1: Ejemplos de algunas formas que tienen las cavidades de las zeolitas.



Las propiedades fisicas de una particula de masa m confinada en una
cavidad de tamafio nanométrico o subnanométrico juega un papel crucial en la

necesidad de energia en la actualidad. Las razones son las siguientes:

Ante el problema de contaminacion del planeta, se piensa que las energias
renovables son la alternativa que tiene la humanidad para empezar a eliminar
procesos industriales contaminantes. Pero uno de los principales inconvenientes de
este tipo de energias es su intermitencia. Eso genera dificultades para prevenir, y
planear, formas eficientes para ofrecer las cantidades de energia necesarias. Por lo

tanto, la posibilidad de almacenar energias renovables es indispensable.

Una de las tecnologias mas utilizada para afrontar este problema es el
almacenamiento de energia mediante acumuladores electroquimicos, también
llamados baterias. Sin embargo, estos almacenadores presentan restricciones en
los procedimientos de carga y descarga eléctrica, siendo una de las dificultades méas
importante el peso y volumen necesarios para almacenar cantidades significativas
de energia. Otro reto significativo es el costo del mantenimiento preventivo y

correctivo de los dispositivos de almacenamiento

Una opcion para almacenar energia es el hidrégeno, pero, aunque es el
elemento mas abundante del universo, su concentracion en la atmosfera terrestre
es menor a una parte por cada millon de moléculas presentes en un volumen. Por
esa razon es impractica su obtencion directa a partir del aire. En consecuencia, la
opcién es obtenerla extrayéndola de otras sustancias, lo cual significa una inversion
previa de energia. Es una opciéon que debe ser analizada porque tiene una
capacidad energética muy elevada por unidad de masa. Su almacenamiento puede
ser una alternativa a las baterias tradicionales que, ademas, tienen la desventaja de

gue poseen una vida util mucho menor que un dispositivo basado en hidrégeno.

Por ejemplo, se ha estudiado la energia necesaria para obtenerlo a partir de
la hidrolisis del agua y se ha comparado con la exergia, es decir, la energia de
Helmholtz, que es la cantidad de energia que puede ser transformada en trabajo
mecanico. Es claro que la energia invertida en obtenerlo a partir del agua supera al

trabajo que se puede obtener después del hidrégeno almacenado, pero esto debe
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compararse también con la inexistencia de energia por las noches o en dias
demasiado nublados. Se ha podido demostrar que el trabajo recuperable llega a ser
el 53.1% de la energia utilizada para producir hidrégeno y que las principales
perdidas termodinamicas estan asociadas al proceso de separacion del agua y a
los procesos irreversibles involucrados en las transferencias de calor para

enfriamiento de los procesos de purificacion y compresion de los gases [6].

Una de las formas de almacenar hidrégeno es introduciéndolo dentro de
fullerenos, que tienen capacidad para almacenar hasta un maximo de 58 atomos de
hidrégeno en un cascarén de Ceo a temperatura T = 0 Kelvin. De esta forma se
produce una estructura metaestable que tiene una presion interna de 1.3 Mbar.
Obviamente, la capacidad de almacenamiento en la practica ser4 mas bajo, pero,
de acuerdo con Durbin y colaboradores, la capacidad de almacenamiento sigue

siendo prometedora a la hora de pasar a la practica.

Los estudios realizados por estos autores permiten pronosticar que la
eficiencia mejoraria si se utilizan cascarones de atomos de carbonos mas grandes.
Ellos han podido calcular las presiones que se alcanzarian si se trata de fullerenos

de mayor tamafo, es decir, aquellos cuya formula quimica es Cn, con n > 100 [7].

Estos se llaman fullerenos gigantes y han sido observados en fase gaseosa
en el interior de nanotubos de carbo6n y son sintetizados mediante el calentamiento
de cenizas de fullerenos. Después son llevados a estado sélido para realizar
mediciones sobre ellos [8].

Hay dos razones por las cuales este trabajo es relevante:

La primera relevancia de este estudio radica en que podemos modelar la
conducta cuantica de cualquier particula de masa m encerrada en cavidades que
pueden ser esféricas o prolatas, siendo esta Ultima una forma mas verséatil porque
permite incorporar las deformaciones que se producen en los fullerenos cuando
atrapan impurezas en su interior o en su exterior. Dentro de las propiedades que
estudiamos, se encuentra la cantidad de energia invertida para pasar de un sistema

en el que la particula esta libre al estado de particula confinada, lo cual equivale a



almacenarla dentro del cascaron. Es posible conocer la presién que se opone al
confinamiento, y, por lo tanto, el trabajo necesario para realizar el proceso de
almacenamiento. La cavidad puede ser un fullereno esférico o uno deformado y la

particula puede ser una molécula de hidrogeno o cualquier otra.

La segunda relevancia de este trabajo es el enfoque utilizado. EI modelo no
presupone interacciones quimicas especificas, pues éstas son representadas
mediante un potencial cuyo origen puede ser cualquiera. También, el trabajo de
computo se reduce mucho y no se necesitan grandes instalaciones de computo, de
modo que los parametros involucrados en la formulacion matematica pueden ser

modificados a voluntad para explorar distintas circunstancias.

En este trabajo trataremos a la molécula de hidrégeno confinada con paredes
penetrables, usando el método variacional e intentaremos obtener una funcién de

onda simple que nos dé practicidad matematica.

1.2. Fundamentos tedricos

Los sistemas cuanticos confinados son aquéllos donde las particulas que
forman parte del sistema estan bajo la accién de un potencial externo que limita las
dimensiones o el volumen donde pueden moverse las particulas, ademas las
magnitudes de longitud del sistema son pequeias (del orden del radio de Bohr).
Aln con un confinamiento debido a un potencial externo sencillo las propiedades
fisicas del sistema pueden alterarse drasticamente. El ejemplo caracteristico es el
de la particula en la caja, donde una particula esta restringida a moverse en un

espacio pequeiio delimitado por barreras de potencial infinitas.

Varios modelos tedricos han sido propuestos en el pasado para analizar los
efectos del confinamiento en estos sistemas, particularmente en aquellos basados
en moléculas limitadas espacialmente. De hecho, con la aproximacion de Born-
Oppenheimer, existen soluciones exactas a la ecuacién de Schrddinger para

sistemas confinados de H, para el caso de paredes penetrables e impenetrables
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[9, 10], asi como tratamientos con teoria de perturbaciones [11] y célculos
variacionales para confinamiento de paredes duras [12,13]. Ademas, en este mismo
sentido, la molécula H, confinada con paredes impenetrables se ha estudiado por
el método variacional [12, 13] y también mediante calculos usando el método de
Monte Carlo [14].

Uno de los primeros autores que estudio la molécula de hidrégeno confinada
fue Cottrell [15], después de €l se han obtenido resultados para la molécula de
hidrégeno dentro de cajas esferoidales impenetrables por diferentes métodos, por
citar algunos: LeSar y Herschbach [12], usaron el célculo variacional con una

funcién de onda de James-Coolidge de cinco términos de la forma

Y =Ny — 1) A — 1)[Cy + Co(uf + u3) + Capapy
+ C4(Ay = 1) + Csple™@Pat22)
donde se tienen 6 parametros variacionales y una constante de normalizacion; Pang

[14], empled el método de simulaciones de Monte Carlo cuénticas de difusion con

una funcién de onda de la forma

2 2 2
r _ _ Xy Z
P = 2(1HAN) [gara 4 gmary] Iﬁ tat 1]

donde se tiene 1 parametro variacional y una constante a determinar; Colin y Cruz

[16], con el método variacional y una funcién de onda del tipo

a3\2 ﬁS 2

Y=|—| e % 4 ¢c|— [racosvae"ﬁrarbcosvbe"ﬁrb]
A A

con 3 parametros variacionales.

En el trabajo presente la funcion de onda que se usa permite reducir el
namero de parametros variacionales a 1 y también a una sola constante de

normalizacion.

En la mecanica cuantica existen pocos sistemas que pueden ser resueltos

de manera exacta, en los casos donde no es posible obtener una solucién exacta
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se usan métodos de aproximacion, algunos de ellos son: la teoria de perturbaciones,
el método semiclasico de Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB), el método de campo

autoconsistente de Hartree-Fock y el método variacional, entre otros.

En este trabajo se us6 el método variacional directo, el cual se basa en el
principio variacional, para obtener una funcion de onda aproximada del sistema.

El principio variacional en mecanica cuantica se establece con el siguiente
Teorema [17,18]:

Sea y una funcién normalizada cualquiera y H el operador hamiltoniano del

sistema, entonces

(W|A|w) = E,, (1.2.1)

donde E, es la energia del estado base del sistema. Es decir, el valor esperado del
hamiltoniano es siempre mayor, o si acaso igual, a la energia del estado base “real".
La eigenfuncion que corresponde al estado base es la funcién que minimiza el valor

esperado del hamiltoniano.

Para aplicar el método variacional se procede de la siguiente manera: se
construye una funcién de prueba que depende de ciertos parametros («, 8,7, ...),
llamados parametros variacionales. Se normaliza la funcion y se calcula el valor
esperado del hamiltoniano, el cual dependera de los pardmetros variacionales. Para
encontrar el valor éptimo de dichos parametros y la mejor estimacion posible del
eigenvalor buscado, se minimiza el valor esperado de H con respecto a cada uno
de ellos y después se sustituyen los parametros 6ptimos recién calculados en la
funcibn de onda de prueba. Con eso tendremos nuestra funcion de onda

aproximada del sistema correspondiente a la energia minima del sistema.

La calidad del resultado depende de la funcion de prueba s, por lo que debe
seleccionarse apropiadamente, cuidando que tenga propiedades adecuadas al

problema de que se trate. Mientras mas propiedades se afiadan a la funcion de
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prueba la aproximacion sera mejor, aun solo con uno o dos parametros

variacionales.

Consideremos la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo para un
sistema molecular de N nucleos con masas M;,M,, .., My descritos por las
coordenadas Ry ,R,,..,Ry Yy n electrones descritos por las coordenadas

riy, Ty .., Ty
HY(r,R) = Ey(r, R) (1.2.2)
donde yi(r, R) es eigenfuncién de H con eigenvalor E de

El hamiltoniano del sistema es:

-~

H = TN + Te + ‘761\/ + ‘7EE+VNNI (123)

donde Ty y T, representan los operadores de energia cinética nuclear y electrénica,
respectivamente, y V,y, V.. y Vyy representan los operadores de los potenciales de

interaccion electron-nucleo, electrén-electron y nucleo-ndcleo, respectivamente, y

son:
N B2
Ty = — mvﬁl (1.2.4)
=1t
n hz
T, = —EZ—V,{. (1.2.5)
i=1
. Z,e?
Ven = —ZZ’— (1.2.6)
7 ] 4‘7TEO|RI_TJ|
. e?
I/ee = z z m (1.2.7)
A LU
Vun = z Z _ uhe (1.2.8)
— 4-7T60|R1 - R]|
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En estas ecuaciones, Z;e es la carga eléctrica del I-ésimo nucleo. Sustituyendo la
Ec. (1.2.3) en la Ec. (1.2.2) se obtiene

[Ty + To + Voy + Voot Van [W(r, R) = EY(, R). (1.2.9)

Concluimos que la Ec. (1.2.9) no puede ser resuelta de manera exacta
porque no es separable debido a las interacciones repulsivas electron-electron y
ndcleo-ndcleo; por otra parte, sabemos que la masa de los ndcleos supera por
mucho a la de los electrones, los protones son ~2000 veces mas masivos y, por lo
tanto, los electrones se mueven mucho mas rapido que los nucleos. Esto permite
considerar, en primera aproximacion, el movimiento de los electrones en un campo

de nucleos fijos. Esta es la llamada aproximacion de Born-Oppenheimer.

En este caso, las coordenadas de los nucleos, R;, ya no son variables y se
convierten en pardmetros que especifican las posiciones de los nucleos fijos en la
molécula; la energia cinética de los nucleos se hace cero y la energia de su

interaccion coulombiana toma un valor constante.

Con estas consideraciones el hamiltoniano dado por la Ec. (1.2.3) se reduce

A~

H=T,+V,ny+ Vet+Vyn (1.2.10)
Entonces, la ecuacion de Schrddinger para los electrones queda
[T, + Vo + Voet Vn |0 (5 R) = €(R)$ (15 R). (1.2.11)

La Ec. (1.2.11) es una ecuacion de eigenvalores para el hamiltoniano electrénico, el
cual tiene como solucion un conjunto de eigenfunciones normalizadas ¢,,(r;R) y
eigenvalores €,(R), que dependen paramétricamente de las posiciones nucleares
R.
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Debido a que estamos tratando con la molécula de hidrogeno, con los dos
nacleos fijos, el problema corresponde al de un sistema de particulas de dos
centros, por lo cual es conveniente utilizar el sistema de coordenadas esferoidales
prolatas. Este sistema de coordenadas permite tomar en cuenta la anisotropia
presente en las propiedades de la molécula.

Las coordenadas esferoidales prolatas (¢,7, ¢) son un sistema ortogonal de

coordenadas en tres dimensiones que se definen como [19]

ntn
= 1.2.12
n—-n
= 1.2.13
n R ( )

donde r; y r, son las distancias desde cualquier punto a dos puntos fijos (Ilamados

focos) separados por una distancia 2R. En estas coordenadas,

¢ = constante, -1<n<1, 0<¢p<2m (1.2.14)

define una familia de elipsoides de revolucion alrededor del eje z, mientras que

-1 <& <o, n = constante, 0<¢p<2nm (1.2.15)

define una familia de hiperboloides de revolucion alrededor del eje z. ¢ es el angulo

azimut usual. En la Figura 1.2 se muestran las coordenadas esferoidales.

15



Figural.2: Diagrama esquematico de las coordenadas esferoidales prolatas.

En estas coordenadas,

n=RE+mn), n=RE-1n) (1.2.16)

El operador laplaciano en estas coordenadas toma la forma:

1 4] a 0 a 0 &2 —n? ) 0 l
Ve —— (- 1) —=+—1 - 2—+—< —
re-mE® " Vatun T n e\ @-na-m)
(1.2.17)
y la diferencial de volumen es
dv = R3(¢2 — n?)dédndy (1.2.18)
Las ecuaciones de transformacién quedan
1 1
x = R(&? — 1)z2(1 — n?)2cose (1.2.19)
1 1
y = R(é? — 1)2(1 — n?)2seng (1.2.20)
z =Ré&n (1.2.21)
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Las unidades atomicas son el sistema de unidades mas conveniente para
calculos de fisica atbmica y molecular; éstas se obtienen de manera natural al hacer

algunos cambios de variable en la ecuacion de Schrodinger.

Sea la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en la aproximacion

de Born-Oppenheimer para la molécula de hidrégeno

h? v2 h? V2 e? 1 e? 1 e? 1 e? 1 N e? 1
2m, * 2m, * Ameyry, A4meyry, 4megr,, 4megry, Amey |ry — 1|
+ - o R) = eps B 12.22
dmeg 2R| PRI = €0 (1.2.22)

donde r;, y 13, son los vectores de posicion del electron i al nicleo a y al nucleo b,
respectivamente; r,-r, es el vector de posicion del electron 1 respecto al electrén 2

y 2R es la separacion entre los dos nucleos.

El paso a unidades atdmicas puede realizarse directamente de acuerdo con
la regla nemotécnica siguiente: A = m, = e = 1, y la constante de fuerza 1/4ne, =

1. En estas unidades la Ec. (1.2.22) queda

1, 1, 1 1 1 1 1
— V-V ———————

1
2 1 + ﬁ] ¢(r;R) = ep(r;R) (1.2.23)

2 Tia Tip T2a T2p [T1— T2

Las unidades de longitud ahora estan expresadas en términos del radio de Bohr?

(ay = 4meyh?/m.e?) y las de energia en hartrees® (¢ = ¢/(h?/m,a3)).

a] radio de Bohr =5.291772 x 1011 m
b1 hartree = 4.359744 x 1018 J = 27.21eV
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Il. Molécula de Hidrégeno libre

En este capitulo se describe, partiendo del modelo de ligadura de valencia,
propuesto por W. Heitler y F. London en 1927 [17], cOmo se construye la funcion de
onda de prueba de la molécula de H, libre; con ella se calcula variacionalmente la
energia del estado base del sistema y, finalmente, se obtiene la longitud de enlace
de la molécula. Estas cantidades son comparadas con resultados numéricos

existentes en la literatura y con valores experimentales [20].

La Figura 2.1 muestra un esquema de la molécula de hidrogeno libre.

Figura 2.1: Esquema de la molécula de hidrogeno libre

Es importante mencionar que el abordar la solucién de este problema permite

tratar también los siguientes casos particulares:

1) Si se elimina uno de los electrones, describimos el ion de la molécula de
hidrogeno.

2) Si se eliminan las interacciones con uno de los nucleos, se obtiene la
descripcion del atomo de helio.

3) Si se elimina los dos nucleos y se cambia el signo de la interaccion de los
electrones, se puede describir un exciton de Wannier - Mott introduciendo las
masas efectivas del electron y del hueco y la constante dieléctrica

correspondiente del semiconductor.
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2.1 Funcién de onda de la molécula de Hidrégeno

Para la construccion de la funciébn de onda de prueba, que representa el
estado fisico del sistema, se siguio la teoria de ligadura de valencia (propuesto por
Heitler-London, 1927); en dicha teoria se modela a la molécula como una estructura
formada por &tomos independientes pero ligados, despreciando todas las
interacciones excepto las que ligan a los electrones. En una molécula diatomica, las
configuraciones que podrian formarse son: estructuras covalentes (cada nucleo
ligado con un electrén) y estructuras idnicas (un nucleo con dos electrones y el otro
nacleo sin electrones), pero la contribucién de las estructuras iénicas es pequefia
en el caso de la molécula de H,, por lo tanto, esta contribucion se desprecia en la

funcion de prueba.

Las estructuras covalentes que se pueden formar en la molécula de

hidrogeno son:

El electron 1 se encuentra mas cerca del nucleo a (por lo tanto, esta ligado a

éste) y el electrén 2 mas cerca del nicleo b (también ligado). Este estado es descrito

como ¥, (1)1, (2).

El electrén 2 se encuentra ligado al nucleo a y el electrén 1 ligado al nacleo

b. Este estado es descrito como ,(2),(1).

Como las dos estructuras son igualmente probables, la funcion de onda del

sistema se propone como

1
¥ = NG [¥a (1) Y5 (2) + 1 (2) Py (1)] (2.1.1)
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Para el estado base de la molécula H, cada uno de los orbitales de valencia
de la Ec. (2.1.1) se forma con el producto de los orbitales atdmicos hidrogenoides

siguientes:

he(i) = VAe ia } (2.12)

Py (i) = VAe i

donde,

A es la constante de normalizacion.
Ty, Tip SON la distancia del electron i al ndcleo a y al nucleo b, respectivamente.

a es el pardmetro variacional a optimizar.

Usando las coordenadas esferoidales prolatas, Ecs. (1.2.16), tenemos que

nuestra funcién de prueba queda:

e (i) = \/Ze‘“R“i”“)} (2.13)

P, (0) = VAe*REi=n)

Notese la independencia de la coordenada ¢, correspondiente con la funcién de

onda hidrogenoide para el estado base.

2.2 Calculo variacional de la energia del estado base

Para el calculo de la energia se requiere el hamiltoniano del sistema, el cual

en la aproximacion de Born-Oppenheimer y unidades atdmicas queda

H=T+ VU +V,+Vp, (2.2.1)
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donde cada uno de los términos que contiene el operador hamiltoniano estan

definidos de la siguiente manera

N 1 1
T=- > z— 2 Vi Energia cinética de los dos electrones.
o 1 1 1 1 ) ) )
Vhy=-—--— Energia atractiva entre los electrones y los nucleos.
Tia Tip T2a T2p
o 1 ) )
Vee = — Energia repulsiva entre electrones.
12
5 1 . : .
Vo = SR Energia repulsiva entre los nucleos.

La energia del sistema corresponde al valor esperado del hamiltoniano:

E=(H)=(T)+ (Ven) + (Vo) + (Vun) (2.2.2)

donde para cualquier operador se tiene

(B) = (¥|B|¥) = f YBW¥dr (2.2.3)

A continuacion, se presenta el célculo del valor esperado de los distintos

términos que forman el hamiltoniano de la molécula.

Constante de Normalizaciéon

Primero calcularemos la constante de normalizacion A, considerando que la

probabilidad de encontrar a las particulas en el espacio es 1.

1= (¥|¥) (2.2.4)
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Desarrollando

1
1= (%) =5 [a(D) ¥ (2) + ¥ (D) Yo DYa (D) ¥5(2) + Y1) Yo ()] (2.2.5)

debido a que las coordenadas del electron 1 son independientes de las del electrén

2 es posible separar las integrales en la forma siguiente

1

1
1 =2 Wa(Da(DX (D5 (2)) + 5 Wa (DY (D) (2) [1ha (2))

1
+5 W (DY (D) WD, (2)

1
+ 5 W (DY, (DXa(2) e (2)) (2.2.6)

El hecho de gue se estén tomando en cuenta sélo las estructuras covalentes,
conlleva a que la probabilidad de encontrar una particula ligada al nucleo a es la

misma de encontrar a la otra particula ligada al nicleo b, por ello se debe de cumplir

W (Dha (1)) = Wp (21, (2)) = (W (DN (1)) = (e (2) 1104 (2)) (2.2.7)

Usando la Ec. (2.2.7), el desarrollo puede escribirse como

1= [(Yal¥pa)]® + [Wpl¥a)] (2.2.8)

Denotamos a

1

I =~ Waltha) (2.2.9)
1

I =2 Wplba) (2.2.10)

Por lo tanto,
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M=t (2.2.11)
It +13

De forma explicita, tenemos que

o ~1

I, = 2R3 f f e 2*RC+MR3(£2 — n?)dnd¢ (2.2.12)
1 -1
o 1

I, = 2nR3 j j e 2aRCGHMR3 (82 — n2)dndé (2.2.13)
1 -1

o Energia cinética

El valor esperado de la energia cinética promedio del i-ésimo electrén es [20]
A . 1
(T:) = (P|Ti|¥) = <l1f|—%|7i2|11/> = —sa®+ad’(hls + L) (2.2.14)

pero como tenemos dos electrones entonces el valor esperado de la energia

cinética total es
(T) = 2(T}) = —a?® + 2a A% (L 15 + L, 1,) (2.2.15)

donde

b = 5 (Ye®| gy [ )

o ~1
= 2mR? f f (& + n)e 2%RE+M dnd¢ (2.2.16)
1 -1

23



lpa(i)> = floo f_ll foznﬁe—mm’m@z —n?)dedndé

o ~1
= Znsz f (& —n)e2%RS dnd¢ (2.2.17)
1 Ja

to= 0| g

o Energia Potencial Atractiva

El valor esperado de la energia potencial atractiva es de la forma [20]

N ~ 1 1 1
(o) = (W |0un ) = = (#] ;4 2 L |‘”>

=_<lp|7‘i+ri|lp> < T2a er >
<IP|R(§1+7]1)+R(€1 1n1) > <W|R(€21‘|‘772)+R(521—772) qj)
_ —%<lp % ) _%@u Egizn% ) (2.2.18)

pero como ¥ es simétrica ante el intercambio de electrones entonces
(#] 2 |w) = (v

2
$T—m
por lo que el valor esperado de la energia potencial atractiva se reduce a

$2
T sv> (2.2.19)

$1
& -

(o) =~ 5 ¥

_ sv> (2.2.20)

Desarrollando la Ec. (2.2.20) se llega a

2
(Ven) = ——= [I]5 + I1¢] (2.2.21)
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donde

= 2 (w0

iz [ 0)

21
E
- fo f | e R —n)dpdnds

© ~1
= 2nR® f f e 2o REMednds
0 -1

= (e

s [ 0)

2
- f j [ e emmoe — ydpdnas
0 -170

o ~1
= 2R3 f f e 2OREEdndé
0 -1

. Energia Potencial Repulsiva entre Nucleos

(2.2.22)

(2.2.23)

Como ¥ depende paramétricamente de R, entonces el valor esperado de la

energia potencial repulsiva entre los dos nucleos es

(V) = (|0 |®) = <’P|2R|‘P> —R<sv|lp)

Pero como (¥ |¥) = 1 entonces

~ 1
Von) = 25

(2.2.24)

(2.2.25)
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o Energia Potencial Repulsiva entre Electrones

El valor esperado de la energia potencial repulsiva entre los dos electrones
es [20]

(Toc) = (102cl) = (] 5 |¥)
= (e (Da |7 [ @ @) + (a Wy (O 7 [a@5 @)
= (W2 0|5 |3 @) + (e YD) 7

Ya (D9 (2)) (2:2.26)

donde

' 2
- RZ(Z!H)Z eni™ m)] costm(ps = 92)]- PGP (12)fiG,52)

(l +m)!
(2.2.27)
siendo ¢,, el factor de Neumann
_(L,m=0
fm = {2; m=123,..
y
_(PM(EDQM () 61>
760 = {pmegnieny £ < .

con P™(x) la funcion asociada de Legendre de primer tipo y Q;"(x) la funcion de

Legendre de segundo tipo [21].

Desarrollando la Ec. (2.2.26) se obtiene

- 16
(Vo) = A2 ARSI, +5 ARl (2.2.28)
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donde
=Y @ DED [ e et fie,g)
=0 1 1

[ubEPEs — mou (83 + &3) + p3ldé,dé, (2.2.29)

Iy = f f e2eREo2aRE: £ (£ £ - [9£2€2 — 3(€2 + €2) + 1]dE,dE,
1 1

4 oo (o]
I R R A AT (2230)
1 1

Con todas las definiciones anteriores construimos el hamiltoniano del
sistema, con el cual se puede optimizar el parametro a para encontrar el valor de la

energia minima para cada R y después la energia minima global para todas las R.

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos por la aplicacion del
método variacional directo para calcular la energia del estado base de la molécula

de hidrogeno libre.

En la Figura 4.1 se muestra la curva de energia del estado base de la
molécula de hidrégeno libre como una funcién de la distancia internuclear, 2R.
Notese que para valores de 2R cercanos a cero la energia del sistema es muy
grande debido a la alta repulsién entre los nucleos, por el contrario, si 2R aumenta
la energia decrece hasta llegar a un minimo, que corresponde a la longitud de
enlace de la molécula, y después crece de nuevo suavemente hasta obtenerse la
energia total de los dos atomos de hidrogeno separados. En unidades atomicas, la
energia del estado base de un atomo de hidrégeno es -0.5 hartree, por lo que la

suma de las energias de los dos atomos separados es -1.0 hartree.
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Figura 4.1: Energia del estado base de la molécula de hidrégeno libre.

La Tabla 4.1 contiene la longitud de enlace de equilibrio, 2R,, y la
correspondiente energia minima, E,, para la molécula de hidrégeno libre. Se hace
una comparacion con los resultados obtenidos por otros autores. LeSar y
Herschbach [12] usaron una funcién variacional con 6 parametros variacionales;
Pang [14] usé el método de Monte Carlo cuantico con una funcion variacional de 1
parametro, cabe mencionar que este meétodo arroja los resultados mas precisos,
pero el costo computacional es muy alto; Colin y Cruz [16] usaron una funcidn
variacional con 3 parametros variacionales. En este trabajo se requirié de un solo
pardmetro variacional. La energia estimada por este método difiere por alrededor
del 3% por arriba del resultado méas preciso obtenido por Pang y es mejor que el
resultado obtenido por Colin y Cruz que esta por arriba alrededor del 4%. El

resultado de Lesar y Herschbach esta alrededor de 2% por arriba del de Pang.
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Longitud de enlace 2R, Energia minima E,
Esta tesis | [12] [14] [16] Esta tesis [12] [14] [16]
1.414 1.403 | 1.401 | 1.388 -1.1391 | -1.1716 | -1.1746 | -1.1332

Tabla 4.1: Longitud de enlace y energia del estado base de la molécula de
hidrogeno libre. Se compara con los resultados obtenidos por LeSar y Herschbach
[12], Pang [14] y con los de Coliny Cruz [16].

El valor experimental de la distancia internuclear de equilibro, R (la longitud

de enlace) es:

R = 0.74 A ~ 1.4 bohrs
La energia de disociacion, D, de la molécula de hidrogeno es el trabajo
necesario para separar la molécula en sus atomos constituyentes y se obtiene
tomando la diferencia entre la energia de los dos &tomos separados y la energia

minima. El valor experimental es:

D =E(2H) — E, = 4.75 eV = 458 kJ]/mol = 0.1746 hartrees
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[l Molécula de Hidrogeno confinada dentro de una cavidad esferoidal

prolata con potencial finito.

El almacenamiento de hidrogeno en el interior de nanocapsulas involucra
aplicar trabajo. Este se puede calcular si sabemos la diferencia entre el estado base
de la molécula confinada menos el de la molécula libre. Por esta razén, en este
capitulo usaremos nuevamente el modelo de ligadura de valencia, descrito en el
Capitulo I, para construir una funcién de onda de prueba variacional para la
molécula de hidrégeno H, confinada en una cavidad esferoidal prolata de paredes
penetrables. Con esta funcion de onda se realiza una estimacion de la energia del
estado base y de la longitud de enlace; luego, se calcula la presion debida al
confinamiento y la dependencia de la longitud de enlace de la molécula como una
funcién de dicha presion.

Para confinar a la molécula se le impone un potencial de escalon esferoidal

de la forma

(0, & <& &<
Ve = {vo, &> 8, & 24 G

El cual puede considerarse como una cavidad esferoidal prolata con pared
penetrable, definida por ¢,, de tal manera que el eje mayor del esferoide, 2R¢,,
coincide con el eje z y los focos del esferoide, localizados en +R, coinciden con los
nacleos. El efecto de la pared sobre la molécula se toma en cuenta, en promedio, a

traves del potencial de confinamiento V.

La Figura 3.1 muestra un esquema de la molécula de hidrogeno confinada

en una cavidad esferoidal prolata con un potencial finito.
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Figura 3.1: Esquema de la molécula de hidrégeno confinada con potencial finito.

El sistema de coordenadas que resulta compatible con la forma del potencial
de confinamiento es el de las coordenadas esferoidales prolatas definidas en la

Seccion 1.2 y que reescribimos a continuacion

r+71 r—r

$==r "T R

p=0¢ 3.2)

donde r y ' son las distancias desde cualquier punto a los focos del esferoide. En

estas coordenadas,

{t=%, -1<n<1, 0<¢<2m, (3.3)

define un elipsoide de revolucion alrededor del eje z, mientras que

{1<f<oo n=n, 0<¢<2n} (3.4)

define un hiperboloide de revolucion alrededor del eje z. En ambos casos 2R es la

distancia interfocal y ¢ el &ngulo azimutal usual.
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3.1 Funcién de onda de la molécula de Hidrégeno confinada

Debido a que el potencial de confinamiento no cambia la forma de las
interacciones que se dan en la molécula, la funcion de prueba que se propone como
solucion, tanto para la region interior como para la region exterior de la cavidad, es
una funcion simétrica de las coordenadas, construida con la suma de los orbitales

de valencia

1
> [$4(1) Pp(2) + Pa(2) pp(1)]

1
Pt = ﬁ a(xp(2) + xa(2)xp(1)] )

int _
P =

Sl

(3.1.1)

Los numeros 1 y 2 en los argumentos de las funciones de onda permiten
distinguir las coordenadas de los dos electrones; ¥i* y w¢*t, denotan las funciones

interna y externa, respectivamente.

De acuerdo con la teoria de ligadura de valencia, expuesta en la Seccion 2.1,
las funciones de onda de prueba propuestas para describir el estado base de la

molécula de H, con los electrones orbitales, toman la forma

Pa(D) = VAe REHAMI (&, — ag)
Pp(i) = VAeRCETM (&) — af))
xa() = VBe BRSi g—aRm;
xp(0) = VBe BRé gaRm:

i=1.2 (3.1.2)

Cada una de las funciones de prueba en la region interior esta formada por
un producto de una funcién hidrogenoide con una funcioén auxiliar de corte suavizada
gue contiene un parametro variacional, las cuales tienen un contorno similar al de
la pared de la cavidad de confinamiento y permite que la funcion de onda de prueba
satisfaga las condiciones en la frontera. Las funciones de prueba para la region

exterior decaen exponencialmente con la distancia.
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Las condiciones en la frontera que deben cumplir las funciones variacionales

son

Wsint(fp §2 =80) = q”sext(fpfz = &)

pint 9¢; B

qjsext a S;i

§1=62=%o f1=fz=foJ

3.2 Calculo variacional de la energia del estado base

El hamiltoniano es analogo al de la molécula de hidrégeno libre, solamente
que ahora tenemos que considerar el potencial bajo el cual esta confinada la

molécula, tal que el hamiltoniano queda modificado de la siguiente manera

A=T+Vn+Ve+V, +V, (3.2.1)

. Constante de normalizacién

Primero calcularemos la constante de normalizacion A, considerando que la

probabilidad de encontrar a las particulas en todo el espacio es 1.

j |l1USint|2dT1dT2 +j Pt 2dr,dT, = 1 (3.2.2)
int ext

1
Ef[qbi(l)d)?;@) + 204D dp(2) a2 ¢5(1) + ¢Z(2)$5(D]dr dr,

1
+ Ef[)(ﬁ(l))(é(Z) + 2xa(Wxp(xa()x5(2) + x4(2) x5 (D]dr,dr,

=1 (3.2.3)

pero
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f $3 (13 (2)dr, dr,
= [ 3, [ p3@ar,
= [ 3@z, [ 933ar,

- fcpﬁ(z)qbé(l)dndrz = U ¢>§(i)dri]2 =U ¢§(i)dri]2 (3.2.4)
De la misma manera
| aor@dndr, = [ d@xgwdndr, || )(f,(i)drl-r -/ )(ﬁ.(i)dri]z (3.2.5)

Ademas,

f 4 (D5 (2)ba (Db (Dt drs

- f Pa(Dpp(Ddry f Pa(2)pp(2)dr, = [ f qu(i)q,')B(i)dti]z (3.2.6)

entonces

f|‘1’§”t|2drldrz +f|‘1/§’“|2d1'1d1'2
= %{2 Il ¢i(i>dn]2 +2| ¢>A(i)¢3(i)dn]2}

+ %{2 [ f xi(i)dri]z +2 [ f Xé(i)dri]z} =1 (3.2.7)
Por lo tanto,

[ #an] +[[ sasatoar] +[[ iran] +[[ uoretran] = 1628
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A? [INl]Z +A2[11’v1]2 + BZ[INZ]Z + 32[11’\12]2 =1
Reacomodando,
AP[If + DA + B[R, + ] = 1

donde

2w 1 (&
It = f f j o~20RE) (5 _ q£)2R3(E2 — n2)dédnde
0 -1J1

1 (&
— 2nR ] f e~2eREW (&) — q€)?(£2 — n2)dEdn
-17J1
1 (&
Iy = 2nR® j f o 2RE (£, — q)2(£2 — y?)dédy
-1J1
1 o)
Iy, = 27TR3f f e 2PRE g=2aRn(£2 — n2)dEdn

1 0
iy = 21R? ] j o ~2BRE (52 _ y2)dedy
-1J§,

o Aplicacion de las condiciones en la frontera

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

Aplicando la primera de las condiciones en la frontera de la Ec. (3.1.3) en las

funciones dadas en la Ec. (3.1.1), reescritas en términos de las funciones de prueba,

Ec. (3.1.2), en la forma

. 1
Wit = SlAeTTETINE — ag)en ETI(E — afy)

+ AemREt2) (&) — agy)e~*RET (&, — agy))

(3.2.15)
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. A
wint = — (&, — a&;) (& — afz)e—aR(f1+fz)[e—UlR(Th—TIz) + e—aR(le—Th)] (3.2.16)

V2
Wth — %e—ﬁR(f1+fz)[e—“R(7]1—772) + e—“R(UZ_Ul)] (3217)

Tenemos que en & = ¢,:

i (EO — afo)ze—zaRfo [e—aR(Th—??z) + e—aR(nz—nl)]

V2

= %e—ZﬁRs‘o [e—aR(m—nz) + e—aR(nz—nl)] (3.2.18)
por lo tanto,
B = A(1 — a)%&2 e~ 2RSo(a=H) (3.2.19)
0 bien
B2 = A%2(1 — a)*&t e *Réo(@=p) (3.2.20)

Este resultado indica que sélo se requiere el calculo de una constante de

normalizacion.

Aplicando la segunda de las condiciones en la frontera de la Ec. (3.1.3)

Loowm _ 1 T yint Rsvint] ¢ R (3.2.21)
: = |— —a =« 2.
pint 9&, pinrt L (& — aéy) s s (§o — a$y)
1 opet 1
[—BRYE ] = —BR (3.2.22)

lpsext a{.’l = qlsext
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Tenemos en & = &

(04
G —at) aR = —fBR (3.2.23)
por lo tanto,
B=at—o (3.2.24)
(1—-a)R&,

Este resultado indica que solo es necesario minimizar con respecto a un parametro

variacional.

Sustituyendo la Ec. (3.2.24) en la Ec. (3.2.19) queda

~2Ré(@-a—ires) (3.2.25)

B=A1-a)%ée
2a
B = A(1 — a)?¢2 eia) = af (3.2.26)

donde se ha definido f = (1 — a)%&; e(lz—_aa).

La ecuacion (3.2.20) queda

4a
1-a

B? = A’(1 — a)*¢&; e(73) (3.2.27)
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o Energia Cinética interna y externa

Se realiza ahora el célculo de la energia cinética interna de la molécula de

hidrogeno confinada en una caja esferoidal prolata bajo un potencial finito.
pineint = _Zpzyint = Lo, () (== 02040 ) + 620D (—3 V296D )} (3228)
S 2 S \/E B 2 l A A 2 l B "

Con el operador laplaciano dado por:

~ R2(&2 —p?) af ¢ af a 1 677 6<p E2—-1DA—-n?)aep

(3.2.29)
El valor esperado del operador de energia cinética interna es

(Tmt> (qﬂnt|Tmt|1P§nt)

= 2 (@I (04|~ 3 72|04 D)

+ (DDA (64D |- 3 72[¢5 D)

+aDIGs () (5]~ 72 |04 0)

+aDIGaDN 35 D]~ 7 72|05 D)} (3:2:30)
por lo tanto,
(7in) = A {1y (64|~ 3 V2|02 ®) + Iy (65 D|- 3 72[64D)} (32.31)

donde las integrales Iy, e Iy, estan dadas por las Ecs. (3.2.11) y (3.2.12), y son
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1 o
Iy1 = 2nR* f f o ~2aRE) (£ _ q)2(52 — y?)dédn
-1YJ1

1 (&
Iy = 20 f f o 2R (£, — a£)2(£2 — n?)dédn
-1YJ1

Debido a que son dos electrones interactuando con los nucleos, entonces la

energia cinética total interna es

~

it = 2(T/") (3.2.32)

El calculo de la energia cinética externa de la molécula de hidrégeno

confinada en una caja esferoidal prolata bajo un potencial finito conduce a:

(Tiext) — (q,ngt | Tiext | ngt)

= B {hz (1@ 372 |1a @) + 1 (10 |- 372 1a@)}  3233)

Donde Iy, e Iy, estan definidas por las Ecs. (3.2.13) y (3.2.14), y son

1

Iy = 27TR3f f e 2PRE g=2aRn(£2 — n2)dEdn

-1 0

1 0
Iy, = 2R f f o 2BRE (52 _ y2)dedy
-17&,

Debido a que son dos electrones interactuando con los nucleos, entonces la

energia cinética total externa es

(T = 2(TF) (3.2.34)
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o Energia Potencial interna y externa

El calculo de la energia potencial interna de la molécula de hidrégeno

confinada en una cavidad esferoidal prolata bajo un potencial finito se realiza con

1 1 1 4A
t int e T int _ /
(B = (i | 2o 2o o [0 = =l + Dyl (3.2.35)
donde
1 &
=2k [ [ e, - agygasdn (32.36)
-1J1
o
Ls = 4TR*A f e 2RE (£, — af)2EdE (3.2.37)
1

De forma anéloga, el calculo de la energia potencial externa de la molécula

de hidrégeno confinada en una cavidad esferoidal prolata bajo un potencial finito

queda
1,1 1 4B
ext ext e ext o ’ 1o
(Dext) = <'I’5 |r1A+r2A+r TZB|9U >_ = Ul + Lo i) (3.2.38)
donde
1 oo
I, = 2nR3B f f e 2BREg-2aRNgq £y (3.2.39)
I,z = 4TR*B j e 2PRS £qE (3.2.40)

0
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o Energia Potencial Repulsiva entre electrones, interna y externa

El potencial repulsivo electron-electron puede escribirse en estas
coordenadas como un desarrollo en serie de productos de polinomios asociados de
Legendre, P*(n;).

. . 1 ,
(7ige) = (wine| - |wine)
2(1)p2(2
=f¢A( )(I)B( )dTlde
T2

+f¢A(1)¢B(2)¢A(2)¢B(1) dz,

T2

dr, (3.2.41)

Con

fd)A(l)d)B(z) dr, dr,
712
= (2m)?R%°A% ) 2L+ 1)(-1)!

¢ réo
- f f e ~20RE1 ¢ "20RE (£, — )2 (&) — a€y)2fi(Er, &)
1 1

[MEEEEE — MoMy (8T + §2) + M31d§,d¢, (3.242)
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donde

M, = 2i%j,(i2aR) (3.2.43)

1
M, = f n*e2*R1p(n)dn
-1
B (I+DUA+2)
R+ DRL+3)

I - 1)
T Dei+ D

QE+20-1)

i'"%j1.2(i2aR) + 2l—D@l+ 3)111(12aR)

i'=2j,_,(i2aR) (3.2.44)

Con j;(x) la funcion esférica de Bessel de orden [ [22, 23].

y
f¢A(1)¢B(2)¢A(2)¢B(1)d
T, dT,
T12
4
= 6(27’[)2R5A2
$o réo
: U j e 20RE 2R (&) — a&1)? (8o — a&y)? fo(§1,62)
1 N
(98785 — 3(87 + &3) + Dd&,dé,
4 (So [So
+ gfl fl e 20Rgm20RG (&) — ag))? (&,
- “fz)zfz(fpfz)dﬁdle (3.2.45)
ademas
_(P(D0Q(&) & >&
() =l 6ot (3.246)

P;(¢;)0Q,;(¢;) son los polinomios de Legendre de primer y segundo tipo.
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El célculo de la energia potencial repulsiva entre electrones externa, de la
molécula de hidrégeno confinada en una cavidad esferoidal prolata bajo un potencial

finito queda

<"1ezxt> — <11U59xt % |11U5?Xt>
2 2
_ fXA(l)XB(Z) dr, dr, + fXA(l)XB(Z)X(Z)XB(l) dr dt,  (3.247)
T12 T12
con
2 2
j xa(Wx5(2) iz, dr,
712
= (2m)?R°B? ) (21 + 1)(-1)*
. f ” f " —28RE, ,-26RE £(ELE)
- [M§ETES — MoM, (67 + &5) + M31dé,d¢, (3.2.48)
y

fXA(l)XB(Z)XA(Z)XB(l) de. dr
14T,

T2

4
= 5(271)2112532

. UOoj°°e—2ﬁR51e—ZBRs‘zf0(€1’€2) . (9,’;12522 _ 3(512 + Szzz) + 1)d€1d§2

4

vg[ [ e 6, 6)dede, (3:249)

0 0

43



o Energia potencial repulsiva entre nucleos.

_ 1 )
(Vyn) = ﬁAZ(I,ZV1 + 1) (3.2.50)

. Potencial de Escalén

En términos practicos, un mecanismo de confinamiento no puede soportar

presiones infinitas. Por esa razon, se requiere un modelo de paredes penetrables.

El efecto promedio del potencial de confinamiento externo, V,, lo podemos

calcular de la siguiente manera
(V5e) = (s |Vo| #5™) = Vo(WE¥ 1) = VoB?[Ifiz + I175] (3.251)

donde la constante B esta dada por la Ec. (3.2.26) e 13,,1;4 por las Ecs. (3.2.13) y
(3.2.14).

o Energia del Estado Base

El valor esperado del hamiltoniano usado para estimar la energia del estado base
se obtuvo sumando todas las contribuciones presentes en la molécula de hidrégeno,
incluyendo el potencial externo de confinamiento. Para realizar el calculo de cada
una de las integrales que contienen estas contribuciones se desarroll6 un programa
usando el software Mathematica; se realizé el proceso de minimizacién del valor
esperado de hamiltoniano con respecto al parametro variacional @, manteniendo fijo
el valor del semieje mayor, R¢,, para una coleccion de valores de la distancia focal,

R, asi como también para distintos valores del potencial de confinamiento V.

La energia calculada corresponde al valor esperado del hamiltoniano de la
molécula de hidrogeno
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A~

E = (H) = (T/") + (T7) + (V") + (0) + (Pi5°) + (Vi5) + (Vw) + (75™)
(3.2.52)

3.3 Presion y longitud de enlace.

La energia variacional obtenida y las funciones de onda de prueba nos
permiten calcular algunas de las propiedades de la molécula confinada como, por

ejemplo, la presién y la longitud de enlace como funcion de ésta.

La presion promedio ejercida por la frontera sobre la molécula est4 dada por

po_%E__ ! dE (3.3.1)
AV (4/3)n(Rép)*(3 — 1/E8) d(REy) -

donde V = (4/3)m(R&,)3(1 — 1/&2) es el volumen de la cavidad esferoidal y E es la

energia total del estado base de la molécula.

La distancia internuclear de equilibrio de la molécula (denominada longitud
de enlace) se obtiene del minimo de las curvas de energia en las gréficas E vs R
calculadas para cada valor fijo del semieje mayor del esferoide, R¢,. La longitud de
enlace obtenida en cada caso, se puede entonces estimar como una funcién de la

presion.
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V. Resultados y Conclusiones

4.1 Resultados.

Con el propésito de tener valores de referencia, se presentan los resultados
obtenidos para la energia del estado base de la molécula de hidrégeno encerrada
dentro de una cavidad esferoidal con paredes impenetrables, considerando el caso

limite V; - 0.

En la Figura 4.2 se muestran las curvas de energia del estado base de la
molécula de hidrégeno confinada como una funcion de la mitad de la distancia
internuclear R (que coincide con la distancia focal) para varios tamafos de la
cavidad designados por el semieje mayor, R¢,. A medida que R¢, decrece, el valor
de la longitud de enlace de equilibrio, 2R,, correspondiente a la energia minima,
decrece; mientras que la energia E, en el minimo y la curvatura se incrementan
marcadamente. Esto es consecuencia de la proximidad de la pared de la cavidad a

la molécula.
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Figura 4.2: Energia del estado base de la molécula de hidrégeno confinada
en funcion de la distancia focal R de la cavidad esferoidal con paredes

impenetrables, para diferentes valores del semieje mayor, Ré&,.

La Tabla 4.2 contiene la longitud de enlace de equilibrio, 2R,, y la

correspondiente  energia minima, E,, como funcibn de eje mayor,
2R&,, para la molécula de hidrégeno confinada. Se hace una comparacion con los

resultados obtenidos por otros autores. LeSar y Herschbach [12] usaron una funcion
variacional con 6 parametros variacionales, Pang [14] usé el método de Monte Carlo
cuantico con una funcién variacional de 1 parametro, y Colin y Cruz [16] usaron una

funcién variacional con 3 parametros variacionales. En este trabajo se requirio de

un solo parametro variacional.
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2R&, 2Re Ee

Esta tesis | [12] [14] [16] | Estatesis | [12] [14] [16]

y en [20] y en [20]
2.0 0.454 0.455 | 0.4493 | 0.454 | 4.6371 | 4.5947 | 45944 | 4.6433
3.0 0.686 0.686 --- 0.683 | 0.6855 | 0.6474 --- 0.6934
4.0 0.892 0.893 | 0.8949 | 0.885 | -0.4377 |-0.4749| -0.479 |-0.4321
5.0 1.064 1.068 --- - -0.8452 |-0.8800 ---
6.0 1.196 1.208 | 1.1771 | 1.177 | -1.0120 |-1.0441|-1.0523|-1.0079
7.0 1.292 1.301 --- - -1.0848 |-1.1136 ---
8.0 1.352 1.355| 1.3503 |1.321 | -1.1177 |-1.1440|-1.1533|-1.1102
10.0 1.406 1.395| 1.3895 |1.372 | -1.1404 |-1.1638|-1.1702 |-1.1292
12.0 1.422 1.403 - 1.386 | -1.1457 |-1.1685 --- -1.1322
00 1.414 1403 | 1.4010 |1.388 | -1.1391 |-1.1716|-1.1746|-1.1332

Tabla 4.2: Longitud de enlace y energia del estado base de la molécula de

hidrogeno en una cavidad esferoidal con paredes impenetrables. Se compara con

los resultados obtenidos por LeSar y Herschbach [12], Pang [14] y con los de Colin
y Cruz [16].

Cabe mencionar que H. de Oliveiray E. Drigo [24] realizaron el calculo de la energia

del estado base de la molécula de hidrégeno confinada con un potencial infinito

usando el método de orbitales moleculares como una combinacion lineal de
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orbitales atomicos (LCAO por sus siglas en inglés) con dos parametros
variacionales. Los resultados que obtuvieron son equivalentes a los obtenidos con

el método de ligadura de valencia (o de Heitler-London) usado en esta tesis.

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos para la energia del
estado base de la molécula de hidrégeno encerrada dentro de una cavidad

esferoidal con paredes penetrables.

En la Figura 4.3 se muestran las curvas de energia del estado base de la
molécula de hidrogeno como una funcion de la distancia internuclear, 2R, para un
tamafo de cavidad definido por el semieje mayor R¢, = 2.5 bohrs, y para varios

valores del potencial de confinamiento.

2.0
1.5 —— Vo = Infinito
— Vo =100
% 10 Vo =50
o ] —Vo=25
o H, Libre
@
& 054
R
2
Feb) 0.0
c
L
-0.5
-1.0
-15 T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

2R (bohrs)

Figura 4.3: Energia del estado base de la molécula de hidrégeno en una
cavidad esferoidal con paredes penetrables. El semieje mayor del esferoide
es: R¢, = 2.5 bohrs.
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Los resultados muestran que a medida que el potencial de confinamiento
aumenta, el valor de la longitud de enlace 2R, (que es la distancia internuclear de
equilibrio para que la estructura molecular sea estable) y que corresponde a la
energia minima, decrece; mientras que el minimo, E,, en la curva de energia se
incrementa. Lo mismo ocurre con su curvatura, es decir, también crece al aumentar

el potencial.

La Tabla 4.3 contiene la longitud de enlace, 2R,, y la correspondiente energia total,
E,, para distintos valores del potencial de confinamiento, V,, para un tamafo
seleccionado de la cavidad esferoidal definido por el semieje mayor, R, = 2.5

bohrs. Note que se evidencia el comportamiento descrito para la Figura 4.3.

Vy (hartrees) 2R, (bohrs) E, (hartrees) E, (kJ/mol)
0 (H, libre) 1.414 -1.13908 -2990.65
25 1.240 -1.03127 -2707.60
50 1.220 -1.01936 -2676.33
100 1.193 -1.00676 -2643.25
o 1.064 -0.84525 -2219.20

Tabla 4.3: Dependencia de la longitud de enlace y de la energia del estado base de
la molécula de hidrégeno en una cavidad esferoidal con paredes penetrables. El

semieje mayor del esferoide es: R, = 2.5 bohrs.

El tamafio de la cavidad seleccionado para realizar la estimacion de la
distancia internuclear de equilibrio y la energia del estado base de la molécula
corresponde a una longitud del eje mayor del esferoide de 2R¢, = 0.26 nm, valor
gue concuerda con los diametros encontrados en los espacios vacios de las zeolitas

que forman microporos.
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Es importante mencionar que el problema del célculo de la energia de la
molécula de hidrogeno confinada por un potencial finito en cavidades con geometria
esferoidal ha sido tratado solamente ademas por R. Colin-Rodriguez, C. Diaz-
Garcia y S. A. Cruz [25], quienes usaron una funcion de prueba tipo Dickinson-
Weinhold para el ion molecular de hidrogeno, adaptada para la molécula de
hidrogeno con cuatro parametros variacionales independientes; en su modelo de
confinamiento la localizacion de los nucleos es independiente de las posiciones de
los focos de la cavidad esferoidal y no incluyen, para la regién exterior, las
interacciones de los electrones entre si, ni con los nicleos, solamente toman en
cuenta la influencia del potencial finito 7, en esa region, a diferencia del modelo

empleado en esta tesis.

La Tabla 4.4 contiene la longitud de enlace, 2R,, y la correspondiente energia
total, E,, para distintos valores del potencial de confinamiento, 1, para un tamafo
seleccionado de la cavidad esferoidal definido por el eje mayor, 2R§, = 6.0 bohrs.
Se hace una comparacion con los resultados obtenidos por R. Colin-Rodriguez, C.
Diaz-Garciay S. A. Cruz [25]

V, (hartrees) 2R, (bohrs) E, (hartrees)
Esta tesis [25] Esta tesis [25]
0.25 1.422 1.326 -1.1007 -1.1201
0.50 1.420 1.323 -1.1006 -1.1167
2 1.414 1.311 -1.1002 -1.1051
4500 1.230 1.186 -1.0613 -0.9815
00 1.196 1.153 -1.0120 -0.9392

Tabla 4.4: Longitud de enlace y energia del estado base de la molécula de
hidrogeno en una cavidad esferoidal con paredes penetrables para diferentes
valores del potencial. El eje mayor del esferoide es: 2R¢, = 6.0 bohrs. Se compara

con los resultados de R. Colin-Rodriguez, C. Diaz-Garciay S. A. Cruz [25].
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En la Tabla 4.4, los resultados de los dos modelos que se comparan se
obtuvieron para el mismo tamano del eje mayor de la cavidad esferoidal 2R, = 6.0
bohrs; en el calculo de R. Colin-Rodriguez, C. Diaz-Garciay S. A. Cruz [25] se fija
la excentricidad con el valor e = 1/¢, = 0.25 y la cavidad no cambia ni su forma ni
su volumen. En cambio, en esta tesis el calculo se realiza tal que la excentricidad
es un parametro no fijo y el volumen de la cavidad se modifica en un porcentaje <
2% entre los valores mas pequefio y mas grande usados para el potencial de
confinamiento V;, lo que implica que en este Ultimo modelo la insercidbn molecular
en la cavidad produce deformaciones de la misma. Se obtuvo también en este
modelo, que para los potenciales mas grandes considerados la energia minima
estimada esta mas cerca de la energia del estado base real; o contario ocurre para

los potenciales mas pequefios considerados.

A continuacién, se discutira la dependencia de la energia del estado base de
la molécula de hidrégeno con respecto al volumen de la cavidad con paredes
impenetrables; posteriormente, la curva de energia obtenida se usara para derivar
un diagrama P-V para la molécula confinada y, finalmente, se determinara la

variacion de la distancia internuclear de equilibrio en funcion de la presion.

La determinacién del cambio en la distancia internuclear debido a la
compresion de la molécula de hidrogeno H, es muy importante para detallar la
evolucion de sus propiedades electronicas. Es importante también estudiar las
transiciones de fase en hidrégeno liquido y metélico inducidas por la presion; aun
esta en construccion un diagrama de fases completo para el hidrogeno y existe
controversia en si la metalizacion del hidrogeno requiere de un estado atomico
intermedio o si esta toma lugar directamente desde el estado molecular [26]. Por
estos motivos, presentamos a continuacion el efecto de la presién sobre la molécula
de H,.
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La Figura 4.4 muestra el comportamiento de la energia E, del estado base
de la molécula de hidrégeno, correspondiente a la longitud de enlace de equilibrio,
como una funcion del volumen V, de la cavidad. En esta figura, la energia de la
molécula se incrementa desde el valor que corresponde al de la molécula libre hasta
valores positivos grandes, lo cual es una consecuencia de la reduccién del volumen
de la cavidad que la confina. Esta variacion de la energia es una caracteristica

comun de los sistemas cuanticos confinados.
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Figura 4.4: Energia del estado base de la molécula de hidrogeno, en la

distancia de equilibrio, en funcién del volumen de la cavidad esferoidal.
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Los resultados obtenidos para la presion aplicada sobre la molécula por la

pared de la cavidad esferoidal, como una funcién del volumen de la cavidad, se

muestran en la Figura 4.5. Concluimos que la presién aumenta drasticamente con

la reduccién del volumen da la cavidad.
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Figura 4.5: Presion de la molécula de hidrogeno en funcion del volumen de

la cavidad esferoidal.
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La Figura 4.6 muestra la variacion con la presion de la distancia internuclear
de equilibrio 2R, y se realiza una comparacion con datos experimentales de
moléculas de H, comprimidas en una matriz de Ne [27]. En esta figura puede
notarse que el valor de la longitud de enlace esta sobreestimado en este modelo de
“‘pared dura” a medida que la presion se incrementa; por otra parte, la longitud de
enlace de equilibrio esta subestimada conforme la presion decrece. Por lo tanto, se
vuelve necesario investigar el comportamiento de la longitud de enlace con la
presién usando un modelo de “pared suave” para el confinamiento de la molécula
de H,. Este modelo de pared suave (potencial de altura finita) debe promediar el
potencial debido a los atomos de la matriz de Ne. Esto puede realizarse

seleccionando de manera conveniente la altura del potencial.

0.75 T T r T r , r , r ,
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Figura 4.6: Distancia internuclear de equilibrio de la molécula de hidrégeno

en funcién de la presién.
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4.2 Conclusiones.

Las conclusiones relevantes del trabajo desarrollado en esta tesis son las

siguientes:

1. En este trabajo se presentd un célculo variacional directo para estudiar el
comportamiento de la energia del estado base de la molécula de hidrégeno

encerrada en una cavidad esferoidal.

2. En ese trabajo se mostré un acuerdo razonable con calculos tedricos

obtenidos por otros autores.

3. El estudio muestra la utilidad del céalculo variacional cuando se usa una

funcién de prueba apropiada.

4. La energia del estado base depende del volumen de la cavidad y se
incrementa conforme el volumen de la cavidad decrece. En general, el

conjunto de propiedades de la molécula dependeréa del tamafio de la cavidad.

5. Para un volumen determinado de la cavidad de confinamiento, el minimo de
la energia aumenta y la longitud de enlace disminuye a medida que aumenta

el valor del potencial de confinamiento.

6. Los resultados presentados en esta tesis son muy interesantes porque se
han establecido las bases teoricas para abordar el problema del célculo de
las propiedades electronicas y vibracionales de la molécula confinada en
condiciones mas realistas, que toma en cuenta las deformaciones de las
cavidades debido a las inserciones moleculares y, que permitira también, su
comparacion con los resultados experimentales existentes de forma mas

directa debido a que el potencial de confinamiento es un parametro ajustable.
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