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Resumen 

El objetivo de esta tesis es presentar una investigación teórica de la dispersión Raman 

en un alambre cuántico semiconductor polar, con simetría cilíndrica bajo la acción de un 

campo eléctrico externo homogéneo y transversal al eje del cilindro. Se consideró que el 

campo eléctrico puede producir cambios significativos en los espectros Raman; de manera 

que pueda ser utilizado como mecanismo de control de los estados electrónicos. En el estado 

del arte se exponen los aspectos de la teoría cuántica del sólido utilizados en el estudio de la 

dispersión Raman. Se presenta, además, una fundamentación con algunos aspectos de 

carácter experimental que se relacionan con el contenido de la tesis. Los estados electrónicos 

fueron obtenidos considerando alambres cuánticos con barreras de potencial tanto finita 

como infinita. El estudio de la dispersión Raman se realizó considerando dos modelos físicos: 

uno extrínseco, donde un electrón se encuentra en la banda de conducción realizando 

solamente transiciones intra-banda sin la participación de fonones; y otro intrínseco, donde 

el electrón realiza transiciones inter-bandas con la participación de un fonón. Los resultados 

obtenidos mostraron que la presencia del campo eléctrico modifica los estados electrónicos, 

rompe la degeneración existente en ausencia de campo eléctrico y elimina las reglas de 

selección para las transiciones cuánticas. Los espectros obtenidos para la dispersión Raman 

electrónica mostraron cambios en la intensidad y pequeños desplazamientos al variar la 

intensidad del campo eléctrico. La dispersión Raman resonante unifonónica mostró que el 

campo eléctrico provoca la aparición de singularidades en los espectros asociadas a modos 

de oscilación con 0,m   un incremento en la eficiencia Raman y un desplazamiento en las 

resonancias de entrada y salida. Los resultados fueron obtenidos realizando la evaluación 

numérica en alambres cuánticos de 0.35 0.65GaAs Al Ga As  para la dispersión Raman 

electrónica y de GaAs para la dispersión Raman resonante unifonónica. Estos resultados 

permitieron corroborar la hipótesis planteada al inicio de la investigación.  

Palabras clave: alambre cuántico, semiconductores polares, dispersión Raman, campo 

eléctrico.  
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Abstract 

The objective of this thesis is to present a theoretical research of Raman scattering in 

a polar semiconductor quantum wire with cylindrical symmetry under the action of a 

homogeneous external electric field transverse to the axis of the cylinder. It was considered 

that the electric field can produce significant changes in the Raman spectra; so that it can be 

used as a control mechanism for electron states. In the state of the art, the aspects of the 

quantum solid theory used in the study of Raman scattering are exposed. In addition, a 

foundation is presented with some aspects of an experimental nature that are related to the 

content of the thesis. The electron states were obtained considering quantum wires with both 

finite and infinite potential barriers. The study of Raman scattering was carried out 

considering two physical models: one extrinsic, where one electron is found in the conduction 

band performing only intra-band transitions without the participation of phonons; and another 

intrinsic one, where the electron performs inter-band transitions with the participation of one 

phonon. The results obtained showed that the presence of the electric field modifies the 

electron states, breaks the existing degeneration in the absence of the electric field and 

eliminates the selection rules for quantum transitions. The spectra obtained for the electron 

Raman scattering showed changes in intensity and small displacements when varying the 

electric field intensity. The one-phonon resonant Raman scattering showed that the electric 

field causes the appearance of singularities in the spectra associated with modes of oscillation 

with an increase in Raman efficiency and a shift in the input and output resonances. The 

results were obtained by performing the numerical evaluation in quantum wires of 

0.35 0.65GaAs Al Ga As  for electron Raman scattering and GaAs for one-phonon resonant 

Raman scattering. These results allowed corroborating the hypothesis raised at the beginning 

of the research. 

Keywords: quantum wire, polar semiconductors, Raman scattering, electric field.   
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Capítulo 1: Introducción 

Actualmente, la ciencia e ingeniería de nanomateriales forman un campo complejo y 

muy demandante para científicos de diversas disciplinas. Debido al avance de las ciencias 

experimentales, es posible hacer crecer de manera controlada y caracterizar nuevos 

materiales de dimensiones nanométricas como: cuasicristales, películas ultradelgadas, 

nanopartículas metálicas y semiconductoras, fullerenos, nanotubos de carbono, 

nanocompuestos de polímeros y otros como los denominados sistemas confinados: pozos 

cuánticos (QW), pozos cuánticos múltiples (MQW), superredes (SL), alambres cuánticos 

(QWW) y puntos cuánticos (QD), etcétera [1]. 

Los nanomateriales presentan cambios en las propiedades físicas: ópticas, mecánicas 

y de transporte, comparados con los materiales de dimensiones volumétricas (bulk), o incluso 

pueden presentar propiedades completamente nuevas e inesperadas debido a diferentes 

factores como: (1) la cantidad de átomos localizados en la superficie del cristal en 

comparación con el número de átomos localizados en el interior de éste. Estos sistemas 

presentan una mayor proporción de átomos superficiales, lo que favorece la modificación de 

las propiedades fisicoquímicas de los materiales como es el caso del punto de fusión [1]; (2) 

el confinamiento cuántico, en este caso, tanto los portadores de carga como los fonones se 

encuentran confinados en una o más direcciones en un rango de 1 a 100nm, lo que da lugar 

a la cuantización de la energía en la dirección de confinamiento, siendo esta sensible al 

tamaño del sistema. De esta manera, los nanocristales del mismo material semiconductor; 

pero con diferente tamaño, son capaces de emitir luz en una longitud de onda diferente 

cuando se investigan las propiedades ópticas. Por esta razón, resulta indispensable realizar 
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una investigación adecuada de estos sistemas, lo que nos permitirá una mejor comprensión 

de estos, y con ello, generar nuevas aplicaciones tecnológicas que contribuyan al avance y 

bienestar de la humanidad [1-6].  

En este trabajo nos ocuparemos de las nanoestructuras semiconductoras. Estas 

estructuras se pueden clasificar, según el número de direcciones en la que los portadores 

pueden moverse libremente, en: cuasi-bidimensional (pozo cuántico), cuasi-unidimensional 

(hilo o alambre cuántico) o cuasi-cerodimensional (punto cuántico), los cuales pueden tener 

distintas geometrías mostrando propiedades diferentes; siendo los alambres cuánticos uno de 

los que presentan mayores ventajas tecnológicas. 

La ventaja más elemental de los alambres cuánticos es la gran relación superficie-

volumen [7]. Estos sistemas pueden tener 100 veces más superficie que una película delgada 

de las mismas dimensiones (aporte adicional de la superficie lateral). Además, poseen dos 

direcciones cuánticamente delimitadas donde la energía está cuantizada y una dirección 

disponible para la conducción de electrones, exhibiendo una relación entre la longitud y el 

ancho de 1000 o más. Esto permite a los alambres cuánticos no sólo realizar funciones como 

dispositivos, sino también como interconexiones, lo que ha dado lugar a que en las últimas 

décadas hayan sido estudiados intensamente tanto desde el punto de vista teórico como 

experimental [7-37]. 

Las técnicas de síntesis de nanomateriales son muy diversas en función del tipo de 

nanomaterial a producir, y del control necesario de los parámetros que definen las 

propiedades de estos (tamaño, barrera de potencial, forma y composición). Una clasificación 

ampliamente considerada para delimitar las técnicas de producción de nanomateriales, se 

basa en la escala del material o precursor de origen y suelen agruparse en dos categorías: las 

«de arriba hacia abajo» y las «de abajo hacia arriba» [2].  

Las técnicas denominadas «de arriba hacia abajo» consisten en la miniaturización o 

reducción de tamaño de estructuras de partida con una dimensión superior a la escala 

nanométrica como son, por ejemplo: la litografía y la molienda. La molienda es un proceso 

simple en el que los nanomateriales se forman por la atrición mecánica del mismo material; 
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mientras las técnicas de litografía permiten esculpir un material en escala macroscópica hasta 

la nanoescala utilizando técnicas de ataque químico (disolución con ácidos o disolventes) o 

físico (bombardeo de iones, electrones, fotones).  

Por otro lado, las técnicas «de abajo hacia arriba» se basan en el crecimiento o 

ensamblado de estructuras nanométricas a partir de precursores moleculares con una escala 

inferior a estas. Estas técnicas son más versátiles en cuanto a la modificación de los 

parámetros que definen las propiedades de dichos sistemas; pero la producción de los 

mismos, a gran escala, es compleja debido a la dificultad de controlar los fenómenos de 

transporte de materia y energía involucrados en los procesos de nanocristalización. Una de 

estas técnicas es el autoensamblaje, en el cual se produce una organización espontánea de los 

componentes requiriendo poca intervención humana. Otro ejemplo es el crecimiento 

epitaxial por haces moleculares. En esta técnica, los haces moleculares inciden sobre un 

sustrato y diversas reacciones químicas ocasionan la deposición de monocapas sucesivas, 

pudiéndose variar la composición de las capas epitaxiales mediante el adecuado control de 

las especies químicas de los haces, manteniendo el control de la temperatura y del vacío en 

la cámara de crecimiento. 

En el caso de los alambres cuánticos o nanoalambres las técnicas más utilizadas son: 

deposición electroquímica, deposición de vapor y crecimiento de VLS (vapor-líquido-

sólido). Este último puede producir alambres cuánticos de alta calidad de muchos materiales 

y utiliza un material fuente de partículas en forma de vapor que se van depositando sobre un 

metal líquido (como el oro) utilizado como catalizador. La fuente deposita estas 

nanopartículas y comienza a saturar el líquido. Al alcanzar la sobresaturación, la fuente se 

solidifica y crece hacia fuera desde la nanopartícula, pudiéndose ajustar la longitud final del 

nanohilo con el simple apagado de la fuente [38].  

Las estructuras de baja dimensionalidad pueden ser elaboradas con diferentes 

materiales, y dentro de ellos se encuentran los semiconductores polares formados por 

elementos de los grupos II-VI y III-V. Estos materiales pueden cristalizar tanto en una 

estructura cúbica tipo zinc blenda, como en una hexagonal de tipo wurtzita; aunque a 
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temperatura ambiente, en general, una de las dos estructuras es termodinámicamente más 

estable. Además, el tipo de estructura que adoptará el material depende del grado de ionicidad 

del enlace, ya que al aumentar la ionicidad del mismo se pasa de la estructura cúbica a la 

hexagonal. 

Los semiconductores de la familia III-V son combinaciones de los elementos de los 

grupos IIIA (Al, Ga o In) y VA (P, As o Sb) como, por ejemplo: el Arseniuro de Galio 

(GaAs). Los sistemas basados en semiconductores como el GaAs son muy útiles para 

desarrollar dispositivos electrónicos y optoelectrónicos, siendo posible construirlos cada vez 

más pequeños y eficientes. Los alambres cuánticos de GaAs pueden tener múltiples 

aplicaciones en la optoelectrónica, tales como: láseres, dispositivos de almacenamiento de 

memoria, creación de imágenes, sensores, celdas fotovoltaicas, en la computación cuántica, 

etc. [3,11, 29].  

Estos alambres están formados por un núcleo cilíndrico de GaAs rodeado de una capa 

de 1x xAl Ga As−  para valores de x que se encuentran en el intervalo 0 1x  . En la interfaz 

entre los dos materiales se presenta un cambio en las propiedades electrónicas debido a la 

presencia de materiales distintos, lo que desempeña un papel importante en el 

comportamiento de estos sistemas. La sustitución del Ga por el Al produce un nuevo material 

con un ancho de banda prohibida mayor que en el GaAs, de esta forma, tenemos que en la 

región central de la estructura existen estados posibles para el electrón; mientras que las 

regiones vecinas son prohibidas para éste [39]. 

Tanto el GaAs como el 1x xAl Ga As−  tienen una estructura cristalina tipo zinc blenda 

consistente en dos redes cúbicas centradas en las caras (FCC) entrelazadas, donde se halla un 

elemento del grupo III como el Ga o el Al en los extremos y centro de las caras, y un átomo 

del grupo V como el As en las posiciones internas del cubo. Este tipo de estructura se muestra 

en la Figura 1.1. 
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El GaAs es uno de los semiconductores más importantes desde el punto de vista 

tecnológico siendo ampliamente estudiado, lo que ha dado lugar a que muchos parámetros 

de su estructura sean conocidos, razón fundamental para ser elegido como material de estudio 

en nuestro trabajo. El gap se encuentra en el punto  (Figura 1.2) y su constante de red es 

aproximadamente de 5.65Å [41]. 

Por otro lado, el 1x xAl Ga As−  corresponde a la aleación III-V más estudiada, la cual 

presenta gap directo para concentraciones de 0 0.4x  , por lo que en nuestro trabajo se 

utilizará una concentración menor a 0.4. Cuando la concentración de Al es 1 la constante de 

red del AlAs es 5.65Å siendo prácticamente igual al GaAs [41]. 

La aplicación de campos externos puede modificar las propiedades de los sistemas 

nanoestructurados. Teóricamente se ha obtenido, por ejemplo, que la aplicación de un campo 

eléctrico puede provocar cambios en la ganancia Raman en un pozo cuántico con perfil de 

potencial en forma de escalón [42] e influir en los procesos de pérdida de energía de los 

electrones calientes en los alambres cuánticos [12]. Otros autores han obtenido que el efecto 

combinado de los campos eléctrico y magnético sobre el polarón presenta una mayor 

influencia en el caso de que el potencial de confinamiento sea finito [13], y esta combinación 

puede también producir variaciones en la energía de enlace del excitón [14]. Es decir, al igual 

que el confinamiento, los campos externos dan lugar a nuevas propiedades ópticas, 

 

Figura 1.1: Estructura cristalina del GaAs. Es del tipo zinc blenda donde los átomos de color rosa 

(internos del cubo) son del grupo V como el As, y los de color verde (caras y extremos del cubo) del 

grupo III como el Ga o Al [40]. 
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electrónicas y de transporte, y modifican las propiedades ya existentes en estos sistemas [12-

19, 22, 23, 37, 42-46]. 

 

Figura 1.2: Estructura de bandas del GaAs [41].  

Una de las técnicas más utilizadas para caracterizar los sistemas de baja 

dimensionalidad es la dispersión inelástica de la luz conocida como dispersión Raman, esto 

es, un cambio en la frecuencia de la luz dispersada con respecto a la luz incidente al 

interactuar con un sistema físico. 

La dispersión Raman en estructuras de baja dimensionalidad ha sido abordada por 

diferentes autores, tanto desde el punto de vista experimental como teórico [20, 28-36, 45-

54]. Un estudio experimental realizado en alambres cuánticos de CdZnSe ZnSe  con 

diferentes longitudes y radios mostró grandes resonancias de la radiación secundaria para los 

fonones LO y una dependencia con el tamaño de los alambres cuánticos del parámetro de 

acoplamiento electrón-fonón [34]. Desde el punto de vista teórico, el estudio de la dispersión 

Raman electrónica en alambres cuánticos de GaAs AlAs  ha mostrado que la sección eficaz 
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diferencial de dispersión depende del radio del sistema; obteniéndose, además, que el 

aumento del radio del alambre incrementa la intensidad de los picos; sin embargo, para un 

valor del radio fijo la intensidad de los picos disminuye cuando aumenta la energía del fotón 

incidente [35]. 

En nuestro grupo de investigación se han realizado varios estudios en esta temática 

[8, 15, 16, 21-26, 42, 55-71], dentro de ellos se encuentra la dispersión Raman en un alambre 

cuántico semiconductor de GaAs, en presencia de un campo magnético externo paralelo al 

eje del alambre, con y sin tener en cuenta la interacción electrón-fonón. Estos estudios 

mostraron que el efecto del campo magnético es particularmente notable en los electrones, al 

romper la degeneración existente en los estados electrónicos. Los espectros de dispersión 

Raman mostraron muchas frecuencias debido a la presencia (ausencia) de reglas de selección 

para el número cuántico m (n). Por otro lado, se pudo apreciar que el efecto del confinamiento 

predomina sobre el efecto del campo magnético para valores del campo inferiores a los 100T 

y radios menores que 100Å. El gap entre los estados que se desdoblan se incrementa con el 

aumento del campo magnético, y esto puede provocar que el campo “saque” o “introduzca” 

algunos estados en el alambre [16]. Al considerar la interacción electrón-fonón se observó 

una disminución de la intensidad del espectro del sistema. La emisión del fonón está regida 

por una regla de selección para el número cuántico m y es diferente para cada modo de 

oscilación [15]; sin embargo, aún no se conocen ciertos aspectos de estos sistemas que 

pudieran ser utilizados para generar nuevas aplicaciones o mejorar las ya existentes, lo que 

da lugar a nuestro problema de investigación. 

Problema 

 Necesidad de controlar la dispersión Raman en un alambre cuántico semiconductor, 

a través de un campo eléctrico externo, para mejorar el diseño de fuentes de radiación. 
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Para resolver este problema nos trazamos el siguiente objetivo: 

Objetivo general 

Investigar teóricamente la dispersión Raman, a través de los estados electrónicos, en 

un alambre cuántico semiconductor de 1x xGaAs Al Ga As−  con simetría cilíndrica, bajo la 

acción de un campo eléctrico externo homogéneo y transversal al eje del alambre. 

Objetivos particulares 

1) Calcular los estados electrónicos y las reglas de selección para un alambre cuántico 

semiconductor de simetría cilíndrica, con barrera de potencial tanto finita como 

infinita, en presencia de un campo eléctrico externo homogéneo aplicado en dirección 

transversal al eje del alambre. 

2) Analizar los efectos del campo eléctrico sobre los estados electrónicos en un alambre 

cuántico de GaAs y 0.35 0.65GaAs Al Ga As . 

3) Obtener la sección eficaz diferencial de dispersión para un proceso de dispersión 

Raman electrónica en un alambre cuántico de simetría cilíndrica, considerando 

barrera de potencial finita y solamente transiciones ópticas intra-banda.  

4) Analizar los efectos del campo eléctrico sobre los espectros para un proceso de 

dispersión Raman electrónica en un alambre cuántico de 0.35 0.65GaAs Al Ga As . 

5) Obtener la sección eficaz diferencial de dispersión para un proceso de dispersión 

Raman resonante unifonónica en un alambre cuántico que no presenta cobertura 

lateral. 

6) Analizar los efectos del campo eléctrico sobre la eficiencia cuántica y los espectros, 

para un proceso de dispersión Raman resonante unifonónica en un alambre cuántico 

sin cobertura lateral de GaAs. 
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Para darle cumplimiento al objetivo general propuesto se ha considerado la siguiente 

hipótesis: 

Hipótesis  

La aplicación de un campo eléctrico externo homogéneo y transversal puede producir 

cambios significativos en los estados electrónicos en un alambre cuántico semiconductor de 

simetría cilíndrica, de manera que el campo eléctrico pueda ser utilizado como mecanismo 

de control de los estados electrónicos y las reglas de selección para el diseño de fuentes de 

radiación. 

Para lograr una adecuada comprensión de nuestro trabajo, esta tesis se ha dividido en 

un primer capítulo, que es este apartado, y cuatro capítulos más. El capítulo 2 contiene los 

fundamentos teóricos y experimentales que han servido de base para el desarrollo de esta 

investigación. En el capítulo 3 se presenta el estudio de los estados electrónicos y las reglas 

de selección para un alambre cuántico con simetría circular en presencia de un campo 

eléctrico externo homogéneo, aplicado transversalmente al eje del alambre, considerando 

barreras de potencial tanto finita como infinita. En el capítulo 4 se presenta el cálculo de la 

sección eficaz de dispersión en un alambre cuántico con barrera de potencial finita, con un 

análisis y discusión de los espectros de emisión considerando diferentes valores del radio, 

campo eléctrico y radiación incidente. En el capítulo 5 se muestra el estudio de la dispersión 

Raman resonante unifonónica para un alambre que no presenta cobertura lateral, con un 

análisis y discusión de los espectros de emisión y la eficiencia Raman. Finalmente, se 

presentan las conclusiones generales y algunas recomendaciones para la continuación de este 

trabajo. 

Equation Chapter 2 Section 2 
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Capítulo 2: Estado del arte 

Para estudiar la dispersión Raman en estructuras de baja dimensionalidad, desde el 

punto de vista teórico, se requiere el empleo de la teoría cuántica del sólido, la cual nos 

permite conocer las excitaciones elementales, cuasi-partículas, interacciones y campos en los 

sólidos, y en particular, los estados estacionarios y dinámicos de electrones, fonones, la 

interacción electrón-fonón y la respuesta de estos a campos o excitaciones externas. En este 

capítulo se describen los modelos más importantes que se tendrán en cuenta en nuestro 

trabajo, y algunas evidencias experimentales obtenidas a través de diferentes investigaciones 

que se han realizado en los alambres cuánticos. 

2.1 Fundamentos teóricos 

2.1.1. Problema cuántico del sólido 

El estudio teórico de las propiedades de las nanoestructuras se realiza a través de la 

teoría cuántica del sólido. Para conocer los estados electrónicos del sólido hay que resolver 

la ecuación estacionaria de Schrödinger 

 Ĥ E =    (2.1) 

Esta ecuación contiene un elevado número de variables debido a la gran cantidad de 

partículas involucradas (electrones y núcleos atómicos) por lo que se hace imposible obtener 

directamente su solución, requiriéndose la aplicación de un conjunto de aproximaciones. A 
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continuación, se presentan las aproximaciones más importantes a tener en cuenta en nuestro 

trabajo: 

Aproximación de valencia 

Las propiedades físicas y químicas de los átomos están determinadas por los 

electrones más externos llamados electrones de valencia. En el sólido, estos electrones 

intervienen, por ejemplo: en la cohesión del material, en su respuesta ante intercambios de 

calor, en la capacidad para conducir la electricidad o emitir luz. Este hecho permite agrupar 

las partículas del sistema en dos grupos. El primero está formado por los electrones de 

valencia, siendo la densidad de carga dependiente del estado y del entorno en el que se 

encuentre el átomo. El segundo grupo está formado por el resto de las partículas, es decir, el 

núcleo y los electrones internos correspondientes a las capas completamente llenas, lo que se 

conoce como “core”, cuya densidad de carga radial no varía, o sea, es independiente tanto 

del entorno en el que se encuentra el átomo como del estado en que se encuentra el mismo 

(fundamental o excitado) [72]. 

En el sólido, estos “cores” forman los iones de la red, de manera que el hamiltoniano 

del sistema puede expresarse como: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
e I ee II eIH H H H H H= + + + +  (2.2) 

donde ˆ
eH  corresponde a la energía cinética de los electrones (de valencia), ˆ

IH  a la energía 

cinética de los iones, ˆ
eeH  a la interacción entre electrones, ˆ

IIH  a la interacción entre iones y 

ˆ
eIH  corresponde a la interacción entre iones y electrones. 

Aproximación de Born-Oppenheimer 

Para obtener los estados electrónicos del sólido es necesario realizar una segunda 

aproximación conocida como aproximación de Born-Oppenheimer que consiste en 

considerar el movimiento de los electrones separado del movimiento de los iones, es decir, 

desacoplar los grados de libertad electrónicos de los vibracionales [72-75].  
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Considerando que el sistema se encuentra en equilibrio térmico, todas las partículas 

tendrán la misma energía cinética promedio; pero la masa de los iones es, cuando menos, 

1.840 veces más grande que la masa de los electrones, y por tanto la velocidad de estos 

últimos será mayor. Esto significa que los electrones “ven” al ion en una posición casi fija 

por lo que consideraremos que estos se encuentran en las posiciones fijas jR . Entonces, para 

resolver la ecuación del sólido se propone la función de onda como el producto de dos 

funciones, una que represente la solución para los electrones ( ), R r , y otra que represente 

la solución para los iones ( ) R , es decir 

 ( ) ( ) ( ), ,  =R r R r R  (2.3) 

donde R es el vector de posición de los iones y r es el vector de posición de los electrones. 

Sustituyendo (2.2) y (2.3) en (2.1), y considerando que el término  

 
2 2

2
2

2j j j jM




    
− + 

    


R R R
 (2.4) 

es despreciable (varía poco al variar la configuración electrónica), se consigue convertir el 

problema inicial (2.1) en dos problemas: uno iónico y uno electrónico. 

El problema electrónico está dado por la expresión: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

22

0

1
, ,

2 2 4
eI i j e

i i j i iji i j

e
V E

m 

 
 − + + −  = 

  −
 

   r R R r R R r
r r r

 (2.5)  

de manera que los electrones se mueven en una red estática que tiene al ion j-ésimo en la 

posición fija jR . 

Mientras que el problema iónico consiste en resolver: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

22
e II i j

i i ji

E V E
M

 


 
− + + − = 

 
 R R R R R

R
 (2.6) 
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donde ( )eE R  es la energía total de los electrones como función de las posiciones de los 

iones. 

Aún, la ecuación correspondiente a los electrones sigue siendo difícil de resolver por 

ser un problema multielectrónico, lo que hace necesario aplicar una nueva aproximación. 

Aproximación monoelectrónica 

Para simplificar el problema electrónico dado por la ecuación (2.5), se considera que 

cada electrón se mueve de manera independiente en un campo efectivo debido al resto de las 

partículas, lo que permite representar la función de onda multielectrónica a través de 

funciones de onda monoelectrónicas, la que recibe el nombre de determinante de Slater [72-

75] 

 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2

...

...
1

, ,..., : : :
!

. . .

...

N

N

N

N N N N

N

  

  

  

 =

r r r

r r r

r r r

r r r

 (2.7) 

siendo N el número total de electrones y ir  el conjunto de las tres coordenadas espaciales y 

la coordenada de spin correspondientes al electrón i-ésimo.  

Utilizando el método de Hartree-Fock [72-75], se produce el paso del problema 

multielectrónico a N problemas monoelectrónicos del mismo tipo donde la ecuación a 

resolver es de la forma 

 ( ) ( ) ( )
2 2

22
U

m
 

 
− + = 

 
r r r

r
   (2.8) 

siendo ( )U r  el potencial efectivo, el cual es la suma del potencial de Hartree-Fock y el 

potencial de interacción electrón-ion, que es periódico, y se conoce con el nombre de 

potencial cristalino. Este potencial es desconocido, lo que conlleva a calcular los estados 
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estacionarios electrónicos considerando las propiedades específicas de los tres tipos de 

sólidos: metales, semiconductores y aislantes; dando lugar al método cuasilibre en metales, 

ondas planas ortonormalizadas o pseudopotencial en semiconductores y electrón fuertemente 

ligado en aislantes. Para el caso no estacionario, donde el sólido es sometido a un potencial 

externo que puede depender del tiempo, la ecuación (2.8) se puede resolver utilizando la 

aproximación de la masa efectiva. 

Aproximación de la masa efectiva 

Esta aproximación parte de considerar que el potencial cristalino ( )U r  es periódico; 

luego, el teorema de Bloch permite escribir la función de onda electrónica de un cristal 

infinito, denominada función de Bloch, como el producto de una función ( )nu
k

r  definida en 

la celda unitaria del cristal por una función envolvente ie k r  que cambia lentamente en la 

estructura [72-76], 

 ( ) ( )i

n ne u = k r

k k
r r  (2.9) 

siendo k un vector de la red recíproca y n un índice que corresponde a la banda. Como esta 

función es periódica puede ser desarrollada en serie de Fourier 

 ( ) ( ), i

n na e = k l

k

l

r r l  (2.10) 

donde l es un vector de la red directa y los coeficientes ( ),na r l , conocidos como funciones 

de Wannier, están definidas de la forma [77] 

 ( ) ( ) ( )1
,

i

n na u e
N

 −
= 

k r l

k

k

r l r  (2.11) 

las cuales forman un conjunto ortonormal y pueden ser utilizadas para transformar la 

ecuación (2.8), siendo N el número de valores posibles de k para la n-ésima banda en la 

primera zona de Brillouin. 
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Para realizar esta transformación consideremos que el electrón en el cristal se 

encuentra bajo la acción de un potencial externo ( ),V tr , entonces la ecuación de 

Schrödinger a resolver tiene la forma 

 ( ) ( )
( ),ˆ , ,

t
H V t t i

t


 +  =
  

r
r r  (2.12) 

donde Ĥ  es el hamiltoniano del electrón en el campo periódico del cristal. Para resolver esta 

ecuación se propone la solución de la forma 

 ( ) ( ) ( ), , ,n n

n

t t a =
l

r l r l  (2.13)  

donde ( ),n t l  es denominada función envolvente de la n-ésima banda. Sustituyendo (2.13) 

en (2.12) y realizando varias operaciones se obtiene la ecuación para la función envolvente 

[77] 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
,

, , , 0
n

n n nn n

n

t
i t i V t

t


 

 
=

 
−  − + = 

 


lr l

r
r l l l  (2.14) 

conocida como ecuación de Schrödinger en la representación de Wannier, donde n  es la 

energía del electrón en la n-ésima banda. 

Suponiendo que el potencial externo es lo suficientemente débil como para no 

provocar transiciones entre las bandas, esto es 

 ( ) ( ), ,nn nn nnV V  
 =l l l l  (2.15) 

y considerando que el potencial varía lentamente con la posición, es decir 

 1L

V
a

V


 (2.16) 

siendo La  la constante de la red, entonces 
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 ( ) ( ) ( ), , ,nn nnV V V t   =
 = =

ll ll r l
l l l l r  (2.17) 

lo que significa que el potencial no debe provocar transiciones entre los distintos nodos l, la 

ecuación (2.14) queda de la forma 

 ( ) ( ) ( ), , 0n ni V t i t
t


 
−  + − =  

r r  (2.18) 

donde =r l . La función ( ),n t r  es tratada formalmente como una función continua que 

varía lentamente con la posición alrededor de ,l además, la solución será diferente para cada 

banda n. 

De esta manera, la ecuación de Schrödinger original (2.12), se ha transformado en 

una ecuación para la función envolvente (2.18), en la cual el hamiltoniano ha sido sustituido 

por un hamiltoniano efectivo 

 ( ) ( )ˆ ,ef nH i V t= −  + r  (2.19) 

que depende de la relación de dispersión ( )n k , y la función envolvente puede ser 

interpretada como la función de onda efectiva del electrón en el cristal. 

Teniendo en cuenta que en casi todos los fenómenos físicos que ocurren en los 

semiconductores, los electrones que participan están situados cerca de los extremos de las 

bandas, se puede sustituir la ley de dispersión real por una ley parabólica 

 ( )
2 2 2

2 2 2

2 2 2
n x y z

nx ny nz

k k k
  

= + +k  (2.20) 

donde n  es el tensor de masa efectiva del electrón en la banda n. Entonces, el hamiltoniano 

efectivo se puede escribir de la forma 

 ( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2

1ˆ ,
2

ef

nx ny nz

H V t
x y z  

   
= − + + + 

    

r  (2.21) 
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Si el potencial externo ( ) ( ),V t V=r r  y el material es isótropo (la misma masa efectiva 

en todas las direcciones) entonces la ecuación a resolver será  

 ( ) ( ) ( )
2

2

2
n n nV  



 
−  + = 
 

r r r  (2.22) 

y la función de onda se puede escribir de la forma [77] 

 ( ) ( ) ( )
0

,A B

n n nu =
k

r r r  (2.23) 

donde el supraíndice A, B se refiere a los materiales A y B que forman la nanoestructura. De 

esta manera, nuestro objetivo es determinar ( ),A B

n r  cuya forma depende del tipo de 

nanoestructura a considerar. 

Este método, conocido como aproximación de la masa efectiva, es válido en la 

vecindad de los puntos de alta simetría (, X, L) de la zona de Brillouin de los materiales 

volumétricos. Es adecuado para estudiar las propiedades de las cuasipartículas en las 

estructuras semiconductoras de baja dimensionalidad y constituye un método dinámico para 

la determinación de las bandas de energía de las partículas en el sólido ya que puede ser 

utilizado cuando el sistema se somete a potenciales externos, como es en el caso de las 

nanoestructuras debido al potencial de confinamiento. 

2.1.2. Modelo fenomenológico para la interacción electrón-fonón en 

nanoestructuras semiconductoras 

El movimiento de los átomos en los materiales pone de manifiesto una serie de 

fenómenos físicos. En el sólido, la dinámica de los iones que forman la red se describe en 

términos de modos de oscilación, de manera que cada modo de vibración es equivalente al 

movimiento de un oscilador cuántico, cuyo cuanto de energía recibe el nombre de fonón. Los 

fonones en semiconductores polares se clasifican en ópticos y acústicos según la manera en 

que oscile la red, produciéndose una interacción entre el fonón y el electrón. Esta interacción 
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electrón-fonón puede ser tratada de diferentes formas según el tipo de material como es el 

caso de los acoplamientos: potencial de deformación y piezoeléctrico [78]. 

Al tener en cuenta que los iones se desplazan de la posición de equilibrio unas pocas 

fracciones de angstrom, es suficiente conocer la energía potencial en la vecindad del punto 

de equilibrio, lo que permite desarrollarla en serie de Taylor respecto a los desplazamientos 

hasta un segundo orden en la aproximación armónica, esto es 

 ( ) ( ) ( ),,

, ,

1
,

2
U u u   

 

 

 

=  
R R

R R R R  (2.24) 

donde ( )u R  es el desplazamiento del ion  que se encuentra en el sitio R de la red cristalina, 

pero ( ),, , 
 R R  es desconocido. Este problema puede ser resuelto por métodos 

semiempíricos, ab initio o asociando un campo vectorial a los desplazamientos iónicos de 

manera que satisfaga cierta ecuación diferencial, método que sólo es aplicable para 

longitudes de onda largas, al no contemplar el carácter discreto del material [79, 80]. 

En aquellos semiconductores que son débilmente iónicos, como es el caso que nos 

ocupa, las oscilaciones ópticas juegan un papel importante fundamentalmente en el límite de 

onda larga. Para estudiar estas oscilaciones se considera: (1) un vector de desplazamiento u, 

que describe el movimiento relativo entre dos iones de cada celda elemental, y un potencial 

 relacionado con el campo eléctrico que se encuentra acoplado a las oscilaciones mecánicas, 

(2) el sólido como una distribución continua con densidad de masa 
cM v = , siendo M   

la masa reducida del ion y cv  el volumen de la celda elemental, (3) las frecuencias transversal 

( )TO  y longitudinal ( )LO  del material volumétrico en el punto de simetría , las cuales 

están relacionadas a través de la expresión 2 2

0( )LO TO   = , donde 0  y   son las 

constantes dieléctricas estática y de alta frecuencia respectivamente. Entonces, se puede 

definir una densidad de Lagrange de la forma 

 

2
22 21 1 1 1

2 2 8 2
TO ijkl ij klL u u

t
      





= − −  +  +



u
u u  (2.25)  
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donde el primer término corresponde a la densidad de energía cinética, el segundo describe 

la densidad de interacción elástica entre los iones, el tercero representa el acoplamiento de 

las oscilaciones mecánicas con el campo eléctrico siendo 

 ( )2 2

0

1

4
TO   


= −  (2.26) 

la polarizabilidad cuando el medio es homogéneo e isótropo. El cuarto término corresponde 

a la densidad de energía del campo eléctrico en el medio, y el quinto corresponde a los 

esfuerzos internos del medio siendo el responsable de la dispersión donde 

 ( )
1

2
ij j i i ju u u=  +  (2.27)  

es el tensor de deformación, el cual está relacionado con el tensor de esfuerzos a través de la 

expresión  

 
1

2
ij ijkl klu =  (2.28) 

y ijkl  se relaciona con el módulo del tensor de elasticidad cumpliendo las mismas 

propiedades de simetría que el tensor de los módulos elásticos. Si el medio es isótropo, sus 

componentes distintas de cero están dadas a través de dos parámetros independientes TO  y 

LO , que describen la dispersión de las oscilaciones y pueden ser obtenidos ajustando las 

relaciones de dispersión para el caso volumétrico [80]. 

Si se toman a ( ),u  como variables generalizadas y aplicamos las ecuaciones del 

movimiento a (2.25), se obtiene que  

 ( )
2

2

2
y 4 0TO

t
       


= − −  −   − =



u
u u  (2.29) 

ecuaciones que son válidas para las nanoestructuras semiconductoras independientemente de 

su geometría.  
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Asumiendo que 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i t i tt e t e  − −= =u r u r r r  (2.30) 

y que, dentro de los límites de una parte homogénea dada de la estructura, los parámetros del 

medio son constantes, escribiendo el desplazamiento como TO LO= +u u u  de manera que 

0TO =u  y 0LO =u , se obtiene 

 
2 2

2

2
0TO

TO

TO

 



 −
 + = 
 

u  (2.31) 

 
2 2

2

2
0LO

LO

LO

 



 −
 + = 
 

u  (2.32) 

 
4

LO





 = u  (2.33) 

La ecuación (2.33) muestra que el campo eléctrico originado por la polarización del 

medio se encuentra acoplado solamente con las oscilaciones longitudinales por lo que se 

puede decir que el campo eléctrico también es longitudinal y tiene sentido opuesto al 

desplazamiento. 

Si las soluciones de estas ecuaciones (2.31) y (2.32) se expresan como ondas planas 

con vector de onda k 

 ( ) 0 ,ie LO TO  = =k r
u r u  (2.34) 

entonces, se pueden obtener las relaciones de dispersión para un modo longitudinal 

 ( )2 2 2 2

LO LOk k  = −  (2.35) 

y dos modos transversales 

 ( )2 2 2 2

TO TOk k  = −  (2.36) 
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que permiten ajustar los valores de TO  y LO  a partir de la ley de dispersión experimental. 

Para resolver las ecuaciones (2.31)-(2.33) hay que tener en cuenta que en las 

interfaces de las nanoestructuras las propiedades del material cambian abruptamente, por lo 

que se hace necesario imponer condiciones de empalme en las interfaces según las 

características del sistema [27,79].  

Hamiltoniano de interacción electrón-fonón 

Al producirse la interacción entre electrones e iones se produce un intercambio de 

energía creándose o destruyéndose fonones. Esto significa que mientras la red pasa de un 

estado vibracional a otro, un electrón pasa de un estado a otro, de manera tal que la energía 

total del sistema siempre permanece constante.  

Muchas propiedades de los semiconductores polares están determinadas por la 

interacción que se produce entre los electrones y los fonones ópticos, debido a la carga local 

que da lugar a una interacción coulombiana con la red. Para estudiar la interacción electrón-

fonón existen diferentes modelos microscópicos, pero debido a la complejidad de estos [72] 

se suele pasar a un tratamiento continuo de la vibración de la red como son: el llamado 

potencial de deformación, que considera la variación de la energía de las bandas electrónicas 

debido al desplazamiento de los iones, y la llamada interacción de Frölich. 

Esta interacción se caracteriza por la presencia de campos eléctricos de largo alcance. 

En el caso de los cristales que presentan cierto carácter polar, como sucede en el GaAs, los 

fonones ópticos longitudinales llevan asociada una onda de polarización eléctrica originando 

un campo eléctrico que actúa sobre los electrones, los que a su vez polarizan el medio a su 

paso pudiendo generar fonones ópticos [72].  

Para determinar el hamiltoniano de interacción electrón-fonón vía Frölich, se parte 

del hecho de que las funciones  , u  forman un conjunto ortogonal y completo; luego, 

pueden ser tomadas como base para realizar un desarrollo en serie de la forma  
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 ( ) ( ) ( ),
i t i t

t C e C e  

   


−   = + u r u r u r  (2.37) 

 ( ) ( ) ( ),
i t i t

t C e C e  

   


  −   = + r r r  (2.38) 

siendo los coeficientes C  iguales ya que u  y   son soluciones de un único problema de 

autovalores.  

Calculando la densidad de momento canónica de u y realizando la cuantificación del 

campo fonónico se obtiene el hamiltoniano de interacción electrón-fonón [72] 

 ( ) ( ) ( )
2

†ˆ ˆˆ , b b
2

i t i t

ph

e
H t e e  

   
 

 


−  = − +
 

r r r  (2.39) 

donde b̂  y 
†b̂  son los operadores de Bose de segunda cuantización de aniquilación y 

creación de fonones respectivamente,  es una constante que está relacionada con la 

constante de normalización de los vectores u  [79, 81]. 

Para el caso de un alambre cuántico sin cobertura lateral (FSW) las oscilaciones de la 

superficie son libres. Entonces, 0=u  para 0r r ; pero 0   en todo el espacio y la solución 

en coordenadas cilíndricas, está dada por [81]  

 

( )

( )

( )

0

2

0 2 0 0

1
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2 2

2

0

                                    ,

m

r m m

m

m

imLO
m

TO

g x rB n r r
u f y xf x

r y f y r r r

r
m x y t x y e

r





+

−

    
= − + +    

   

   
+ −   
    

 (2.40) 
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u f y m f x

r y f y r r r

r
m x y t x y e

r








+

−  
+ 

 

     
= − + +     

    

   
+ −   
    

 (2.41) 
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( )

( ) ( )
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0
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m

im

m m

m

im

m m

rrf x t x y e r r
r r

B

r
f x t x y e r r

r










    −    
    = 

  
−     

 

 (2.42) 

donde B es una constante de normalización, 

 

2 2 2 2

, ,

0 02 2
,

LO n m TO n m

LO TO

x r y r
   

 

− −
= =  (2.43) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

2

2
2 2
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( , )
m m m m

m

LO
m

TO

y f x f y g x f y
t x y

x y f y








+ 

 +

+
=

 
+ 

 

 (2.44) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

12
y 2 1LO

m m m

TO

g x x f x m xf x



+= − +  (2.45) 

Las autofrecuencias de las oscilaciones se obtienen al resolver la ecuación [81] 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 2

2 22

2 2

2 1 , 2

                                                        2 2 0

LO
m m m m m

TO

m m m

m m x y t x y f y my f y xf x f x

g x yf y y m f y




+ +

 
− − + − +    

 

 + + − =
 

 (2.46) 

siendo 

 

2

2 2TO

LO

R x y




 
= − 

 
 (2.47) 

Obteniéndose el hamiltoniano de interacción electrón-fonón [81] 

 ( ), , ,
ˆ ˆim

ph n m n m n m

nm

H C F r e CH = +
  b   (2.48) 

donde CH representa el conjugado hermítico, 
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 ( )
1 2

2
2 1 1

, 0 0

,

2
,LO LO

n m F F

n m

e
C r C C

V

   
 



− −



 
= = − −  
 

 (2.49) 

 ( ) ( ) ( )( ), , 0 0 0y , para 0
m

n m n m m mF r B f xr r t x y r r r r = −  
 

 (2.50)  

donde  

 ( )
0

1

2 22

,

0

2

r

n m z rB L u u rdr


−

 
= +  

 
  (2.51) 

2

zV r L=  es el volumen, zL  es la longitud del alambre, ( )mf z  es la función de Bessel de 

primer tipo si 2 0z   y la función de Bessel modificada de primer tipo, si 2 0z   [81]. 

2.1.3. Hamiltoniano de interacción electrón-fotón 

Para estudiar los procesos de dispersión Raman se hace imprescindible conocer el 

hamiltoniano de interacción electrón-fotón. Para ello, consideremos el electrón en el sólido 

en presencia de un campo electromagnético externo, entonces 

 ( ) ( )
2

0 0

1 ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ
2 2

e e
H e

c c
 

 

 
= − + + +  

 
p A U r B  (2.52) 

donde 0  es la masa del electrón libre, Â es el potencial vectorial del campo 

electromagnético, ̂  el potencial campo eléctrico estático, c es la velocidad de la luz en el 

vacío y ̂  corresponde a la matriz de Pauli. 

De la teoría del campo electromagnético se sabe que 

 
1

c t



= − −



A
E  (2.53) 

 =B A  (2.54) 

Si tomamos como calibración de los potenciales  
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 0 0
t


=  =


A  (2.55) 

entonces, el potencial escalar correspondiente a la onda electromagnética es independiente 

del tiempo y responde solamente al campo eléctrico estático, en unión al campo cristalino. 

Por otro lado, la probabilidad de que el spin cambie su orientación cuando se absorbe 

un fotón es pequeña, ya que es directamente proporcional al factor e c , por lo que el último 

término en el hamiltoniano (2.52) se puede despreciar. De esta manera, se tiene que 

 ( )
2

1 ˆ ˆˆ ˆˆ
2

e
H e

c




 
= − + + 

 
p A U r  (2.56) 

Si se tiene en cuenta que 

 

2 2
2 2

2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

e e e e e e

c c c c c c

    
− = − − = −  −  +    

    
p A p A p A p A p p A A  (2.57) 

y para cualquier estado   

 ( ) ( ) ˆˆ i i    = −    = −    + 
 

p A A A A  (2.58) 

al tener en cuenta la calibración mencionada anteriormente, se tiene que 

 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ  =  p A A p  (2.59) 

es decir, los operadores Â y p̂  conmutan; luego, el hamiltoniano puede ser escrito de la forma 

 ( ) ( )
2

2 2

2

1 ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ
2 2

e e
H e

c c


  
= + −  + +p U r A p A  (2.60) 

donde el primer término corresponde a la energía cinética del electrón, el segundo al potencial 

cristalino y el último término corresponde a la energía de interacción con el campo eléctrico 

estático. Entonces, el hamiltoniano de interacción electrón-fotón está dado por los términos 

tercero y cuarto  
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 ( )
2

2

2
ˆ ˆˆ ˆ

2
r

e e
H

c c 
= −  +A p A  (2.61) 

El segundo término es importante en los procesos donde se produce la interacción del 

electrón con dos fotones simultáneamente, cuando la longitud de onda del fotón es menor o 

igual a la longitud característica del sistema; pero esto no suele ocurrir en semiconductores, 

de manera que el término con 2
Â  se puede despreciar [82]. Entonces, el hamiltoniano toma 

la forma 

 ˆˆ ˆ
r

e
H

c
= − A p  (2.62) 

Si el potencial vectorial se expresa como una onda plana con vector de onda k y frecuencia 

 

 ( ) ( ) ( )
0 0

1
cos

2

i t i t

r rA t A e e
 


−  −  − =  − = +

 
k r k r

A k r e e  (2.63) 

donde re  es el vector de polarización de la radiación, el campo eléctrico está dado por 

 ( )0

1
sen rA t

c t c





= − =  −



A
E k r e  (2.64) 

y la densidad de energía correspondiente a N fotones en un volumen V, es igual a 

 ( )
2 2 2 22

0 0

2 2

1
sen

4 4 8

A AE
N t

V c c

 
 

  
= =  − =  k r  (2.65) 

Como 
2sen 1 2x = , entonces 

 0

2
2

N
A c

V




=  (2.66) 

Sustituyendo las ecuaciones (2.63) y (2.66) en (2.62) se tiene que 
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 ( )
2ˆ ˆi

r r

e N
H e

V



 

− = − k r
e p  (2.67) 

Teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la exponencial 

 ( )
( ) ( )

2

0

1 ...
2! !

n

i

n

i i
e i

n


− 

=

−  − 
= + −  + + =k r

k r k r
k r  (2.68) 

y considerando 1N =  se obtiene finalmente 

 ( )
( )

( )
2

2ˆ ˆ1 ...
2

r r

e
H i

V



 

 
= − −  − −  

  

k r
k r e p  (2.69) 

en donde el primer término corresponde a la aproximación dipolar y el segundo a la 

cuadripolar [82]. Si se tiene en cuenta sólo la aproximación dipolar, entonces 

 ( )
2ˆ ˆ

r r

e
H

V



 
= − e p  (2.70) 

2.1.4. Sección eficaz de dispersión para un proceso de dispersión Raman 

Al hacer incidir radiación electromagnética sobre la materia esta puede, entre otros 

fenómenos, ser dispersada elástica o inelásticamente. La luz dispersada elásticamente se 

llama dispersión de Rayleigh, en este caso, la energía de la luz dispersada es igual a la energía 

de la luz incidente. Por otro lado, en la dispersión inelástica, la energía de la luz dispersada 

es diferente a la energía de la luz incidente.  

La dispersión Raman es una dispersión inelástica de la luz (aproximadamente una 

millonésima parte más pequeña que la dispersión elástica) comprendida usualmente como la 

dispersión de la luz debido a los fonones; pero también puede ser producida por excitaciones 

electrónicas o excitaciones magnéticas sin la participación de fonones [83]. Esta dispersión 

puede ser modelada como el proceso siguiente: el fotón incidente lleva al sistema 

transitoriamente a un nivel de energía superior, el cual abandona rápidamente para pasar a 



28 
 

un nuevo estado emitiendo un fotón de radiación secundaria, cuya frecuencia dependerá de 

la distancia energética entre los estados del sistema. 

Si el fotón dispersado tiene una frecuencia menor a la del incidente, se produce una 

transferencia de energía del fotón al electrón que, después de saltar al estado virtual, vuelve 

a uno permitido con energía mayor al que tenía inicialmente lo que se conoce como 

dispersión Raman Stokes. 

Si el fotón dispersado tiene una frecuencia mayor a la del incidente, se produce una 

transferencia de energía de la red al fotón. Esto significa que el sistema antes de la interacción 

no se encontraba en su estado base o fundamental sino en uno de mayor energía, y después 

de la interacción pasa, en general, al estado base produciéndose así la dispersión Raman anti-

Stokes (Figura 2.1). 

Así, si se toma como origen para medir las frecuencias la correspondiente a la onda 

incidente , las líneas Stokes se encuentran para valores de frecuencia menores que ; 

mientras que las líneas anti-Stokes se encuentran para valores de frecuencia mayores que . 

Sin embargo, a temperatura ambiente existen más electrones con niveles energéticos bajos 

que con niveles altos; de manera que ocurrirán más transiciones tipo Stokes que anti-Stokes, 

y la línea Stokes en consecuencia, tendrá una intensidad mayor, siendo la distancia entre la 

línea Stokes y anti-Stokes con respecto a la línea de Rayleigh o incidente iguales, tal como 

se ilustra en la Figura 2.2. 

 

Figura 2.1: Diagrama energético en el que las líneas horizontales representan distintos estados [84]. 
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La dispersión Raman resonante (DRR) es un proceso que se produce debido a 

transiciones entre la banda de valencia y la banda de conducción, el primer paso consiste en 

la creación de un par electrón-hueco debido a la absorción de un fotón de radiación incidente, 

cuya energía tiene que ser mayor a la energía del gap; luego, se producen procesos de 

relajación que conducen al cambio del estado vibracional del sistema, es decir, se produce 

una transición intermedia intra-banda con la emisión de un fonón óptico longitudinal, y el 

paso final es una recombinación radiativa. En la DRR que tiene lugar en cristales aislantes o 

semiconductores las transiciones electrónicas intermedias, en general, son virtuales 

(aparecen en la teoría de perturbaciones y no conservan la energía, cuando esta se conserva 

la transición se convierte en real), pero pueden hacerse reales, por lo que la eficiencia de la 

dispersión Raman presenta un incremento limitado únicamente por la vida media finita de 

los estados intermedios [15].  

Para describir la dispersión Raman se utiliza la sección eficaz diferencial de 

dispersión que macroscópicamente, determina el número de fotones dispersados en el 

intervalo de frecuencia s  y s sd + , en un ángulo sólido d  por unidad de área. Si se 

define ( ),fi s sW  e  como la probabilidad de transición del estado inicial i  al estado final 

f  por unidad de tiempo, entonces el número de fotones dispersados por unidad de tiempo 

con vector de onda entre sk  y s sd+k k  se puede escribir como [86] 

 

Figura 2.2: Interpretación espectral de los procesos de dispersión [85]. 

http://www.google.com.mx/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiPosn3vaXhAhXNm-AKHTBRDSIQjRx6BAgBEAU&url=http://iopscience.iop.org/book/978-1-627-05288-7/chapter/bk978-1-627-05288-7ch8&psig=AOvVaw3nf0j8ETgQgZJr9gM_EcZc&ust=1553884722766019
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 ( )
( )

3

3
,

2
s fi s s s

f

V
dN W d


= e k  (2.71) 

donde V es el volumen del sistema. El cambio a unidades de frecuencia permite escribir la 

ecuación (2.71) de la siguiente forma 

 ( )
( )

2

3
,

2
s fi s s s s

f

V
dN W d d

c
  


=  e  (2.72) 

siendo c la velocidad de la luz en el vacío. 

La sección eficaz de dispersión d  y el número de fotones sdN  son directamente 

proporcionales. La relación que se establece entre ellos es  

 
( )

( )
s

s

l

V
d dN

c

 


 
=  (2.73) 

donde ( )   es el índice de refracción del medio a la frecuencia , siendo s  ( )l  la 

frecuencia del fotón dispersado (incidente). 

Sustituyendo la ecuación (2.72) en (2.73) y realizando algunas operaciones se obtiene 

la expresión para la sección eficaz diferencial de dispersión por unidad de frecuencia s  y 

ángulo sólido . 

 
( )

( )
( )

2 22

3 4
,

8

s s

fi s s

fs l

Vd
W

d d c

  


   
=


 e  (2.74)  

donde ( ),fi s sW  e  se calcula mediante la Regla de Oro de Fermi  

 ( )
22

fi fi f i

i

W M


= −  (2.75)  
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siendo fiM  la amplitud de probabilidad de transición desde el estado inicial del sistema con 

energía i  al estado final del sistema con energía f , que se calcula de diferentes maneras 

según el tipo de proceso que se considere [82]. De esta manera, se obtienen las reglas de 

selección correspondientes al proceso de dispersión, así como los espectros de emisión y 

excitación. 

3.2 Fundamentos experimentales 

A través de la espectroscopía Raman se han realizado diferentes estudios sobre los 

alambres cuánticos como es el caso del InAs InP  [28]. Este estudio mostró la existencia de 

modos vibracionales cuyas energías evidencian las propiedades de confinamiento de los 

alambres, observándose la presencia de picos correspondientes a fonones ópticos tanto 

transversales como longitudinales, donde cierto modo LO es casi coincidente con el del bulk. 

Además, se encontró que los modos vibracionales que surgen en los alambres cuánticos 

violan las reglas de selección presentes en semiconductores volumétricos con estructura tipo 

zinc blenda, donde sólo los fonones LO están permitidos en la polarización paralela.  

La posibilidad de utilizar los alambres cuánticos como celdas solares condujo al 

estudio del fotovoltaje en el sistema InGaAs GaAs  [29]; observándose, un fotovoltaje 

significativamente más alto en el rango espectral de 1.25-1.37eV en comparación con una 

juntura p-i-n de GaAs tomada como referencia (Figura 2.3), debido a las transiciones inter-

bandas que se producen en los alambres cuánticos. De esta manera, los estados cuánticos en 

el alambre de InGaAs resultaron ser una extensión del espectro de fotovoltaje en el rango 

infrarrojo de 1.25-1.37eV, donde la muestra de referencia de GaAs es transparente, siendo 

este efecto independiente de la frecuencia de excitación (Figura. 2.4). 
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Por otro lado, se ha podido observar que las propiedades ópticas de los alambres de 

GaAs pueden ser modificadas al aplicar una presión externa [30]. En la Figura 2.5 se puede 

apreciar que la intensidad del modo LO gana aproximadamente 2 órdenes de magnitud, 

mientras que el modo TO sólo alrededor de 1 orden de magnitud al aumentar la presión 

externa, donde las resonancias de los modos LO y 2LO indican la presencia de la interacción 

electrón-fonón vía Frölich. La relación de intensidad (2LO)/(LO) se reporta igual a 4.4, lo 

que confirma que el acoplamiento vía Fröhlich es más fuerte en los nanoalambres de GaAs 

que en el bulk [30]. 

 

Figura 2.3: Espectro de fotovoltaje para un alambre cuántico de InGaAs GaAs  (curva 1) y GaAs de 

referencia p-i-n (curva 2) medido a 290KT =  y excitación estacionaria. 

 

 

Figura 2.4: Espectros de fotovoltaje para las heteroestructuras de InGaAs GaAs  medidas con una 

iluminación continua (curva 1) y modulada a 80Hz (curva 2). 
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También, se ha realizado el estudio de plasmones confinados en alambres cuánticos 

de GaAs GaAlAs  con dopaje modulado [32]. Estos modos muestran reglas de selección 

únicas que se explican teniendo en cuenta, tanto la polarización como la paridad de la 

distribución del campo eléctrico local en los alambres. La Figura 2.6 muestra los espectros 

de alambres de 180nm (Figura 2.6(a)) y 430nm  (Figura. 2.6(b)) con magnitud fija del vector 

de onda de dispersión q en cuatro configuraciones experimentales diferentes: q orientado 

paralelo y perpendicular al eje del alambre y, para cada caso, los espectros en la configuración 

de polarización sp y pp (“polarizada” y “despolarizada”, respectivamente). Cuando q es 

paralelo, la simetría de la muestra es preservada por el campo óptico y se verifica la 

conservación de la paridad. 

 

Figura 2.5: Dependencia del espectro Raman de un alambre de GaAs con la presión externa [30] 
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Figura 2.6: Reglas de selección de polarización [32]. 
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Al estudiar la influencia de la polarización de la luz sobre la dispersión Raman en 

nanoalambres de GaAs [33], se observó que el modo TO en 267cm-1 presenta la mayor 

intensidad cuando la polarización de la luz incidente y dispersada son paralelas al eje del 

nanoalambre mostrando una intensidad menor con respecto al bulk (Figura 2.7), mientras 

que la luz dispersada con polarización perpendicular al eje del alambre tiene una caída en la 

intensidad (Figura 2.8), lo que no se observa en el material volumétrico, evidenciando la 

modificación de las reglas de selección debido al confinamiento. 

 

Figura 2.7: Comparación de los espectros Raman del nanoalambre y el bulk de GaAs para la luz 

incidente y dispersada polarizadas en el eje del alambre [33]. 

 

Figura 2.8: Espectros Raman obtenidos utilizando luz polarizada paralela y perpendicular al eje del 

alambre de GaAs [33]. 
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También, se ha investigado el efecto que produce la aplicación de campos externos 

sobre las propiedades de estos sistemas. Un estudio realizado en alambres cuánticos 

semiconductores de n-GaAs, por ejemplo, mostró que al aplicar un campo eléctrico sobre el 

alambre se producen cambios en la conductividad, ya que aparece una nueva longitud de 

corte cuando la intensidad del campo eléctrico supera cierto valor crítico, hecho que condujo 

a la modificación de la teoría de Mott-Kaveh para la conductividad en alambres cuánticos 

[43]. 

Equation Chapter 3 Section 3 
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Capítulo 3: Estados electrónicos y reglas de 

selección en alambres cuánticos 

en presencia de un campo 

eléctrico homogéneo  

En este capítulo se estudian los estados electrónicos para un alambre cuántico 

semiconductor de simetría cilíndrica en presencia de un campo eléctrico externo homogéneo, 

aplicado transversalmente al eje del alambre. Primeramente, se considera barrera de potencial 

finita o confinamiento parcial de los portadores de carga; en este caso, haremos referencia al 

sistema como QWW (del inglés quantum well wire). Como segundo caso, se considera 

barrera de potencial infinita o confinamiento total de los portadores y haremos referencia a 

este sistema como nanoalambre. Se obtienen; además, las reglas de selección para las 

transiciones ópticas inter-bandas e intra-banda correspondientes a la solución obtenida.  

3.1 Estados electrónicos para un alambre cuántico de simetría cilíndrica en presencia 

de un campo eléctrico externo. 

Consideremos un alambre cuántico con simetría cilíndrica de radio 0r  y longitud L, 

en la dirección del eje z, en presencia de un campo eléctrico externo homogéneo, aplicado en 
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la dirección del eje x. Para obtener los estados estacionarios monoelectrónicos resolvemos la 

ecuación estacionaria de Schrödinger: 

 ( ) ( )
2 2 2

2 2 2

1 1
cos , , 0

2
r eFr V r r z

r r r r z
  

 

       
− + + − + − =   

       
  (3.1) 

donde e y  son la carga y la masa efectiva del electrón respectivamente, F es la intensidad 

del campo eléctrico y ( )V r  es el potencial de confinamiento. Sea 

 ( ) 1 0

0 2 0

0, , 0
,

, ,

r r
V r

V r r






 
= 

  
 (3.2) 

Para resolver la ecuación (3.1) se propone la solución 

 ( ) ( )
2

2, , , y
2

zik z

r z

e
r z f r k

L
  


= = +  (3.3) 

siendo r  la parte de la energía de los estados electrónicos debido al confinamiento, mientras 

que 
2 2 2zk   es la energía correspondiente a la dirección libre ( zk  es el vector de onda del 

electrón en la dirección z). Sustituyendo (3.3) en (3.1) se obtiene 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

1 1 2
, , cos , 0rr f r f r eFr V r f r

r r r r


   



   
+ + − + =      

 (3.4) 

Proponiendo ( ) ( ) ( ),f r R r =  , tenemos que 

 
( ) 2

2 3

2 2 2

2 1
2 cos

r V rr eF
r R r r

R r r

 




−         + = − +        
 (3.5) 

La parte derecha de la ecuación (3.5) tiene un aspecto similar a la ecuación de 

Mathieu, pero en el segundo término aparece la variable radial lo que impide aplicar el 

método de separación de variables. Esta dificultad se resuelve utilizando la aproximación 
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realizada por Harutyunyan [19], donde se sustituye r por su valor medio r  con lo que se 

logra separar variables  

 
( ) 2

32

2 2 2

2 1
2 cos

r

r

V rr eF
r R r r

R r r

 
 



−         + = − + =        
 (3.6) 

De esta manera, se obtiene para la parte angular la ecuación de Mathieu [87,88] 

  
2

2
2 cos 2 0rc q 



 
+ −  =


  (3.7) 

donde 2 = , 4r rc =  y 
3 24q eF r= − . Como la solución de la ecuación (3.7) debe 

ser periódica [87],  

 ( )
( )

( )
2 2

2 2

ce , 2 , , 0,1,2,1

se , 2 , , 1, 2, 3,

m r m

rm m

q c a m

q c b m






 = =
 = 

= = − − −

 (3.8) 

siendo ( )2ce ,m q   y ( )2
se ,

m
q   las funciones periódicas de Mathieu, mientras que 2ma  y 

2 m
b  son sus respectivos autovalores. Dichas funciones tienen período π, paridad definida y 

reproducen la solución correspondiente al caso donde 0F = . 

Por otro lado, la parte radial toma la forma de la ecuación de Bessel 

 

2
2

2 2

1
0r

r

R R
k R

r r r r

   
+ + − =    

 (3.9) 

donde ( )2 22r rk V r= −   . La solución de la ecuación (3.9) depende del signo de los 

autovalores de la función de Mathieu; si rc  es positivo el orden de la ecuación de Bessel es 

real y la solución está dada por las funciones de Bessel; mientras que, si rc  es negativo el 

orden de la ecuación de Bessel es imaginario y la solución está dada por las funciones de 

Bessel de orden imaginario, las cuales están relacionadas con la descripción de fenómenos 
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anisótropos [89]; luego, siguiendo las indicaciones dadas en la referencia [88], la solución 

toma la forma 

 ( )
( )

( )

0

,

0

, 0

,

r

r

a

n m

b

A J k r r r
R r

BK k r r r





      = 
  

Re
 (3.10) 

donde J  es la función de Bessel de primer tipo y K  la función de Bessel modificada de 

segundo tipo, ambas de orden  [87,88], siendo 

  1 2
02 2

2 2
ya r b rk k V

 
= = −  (3.11) 

Aplicando las condiciones de frontera de Ben Daniel-Duke, esto es, la continuidad de 

la función de onda, ( )r , y del flujo de probabilidad, ( )( )1 r   , en la interfaz; así como 

la condición de normalización, se obtienen las constantes de normalización 
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 
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mientras que r  puede determinarse a partir de la ecuación trascendente 

 
( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 1 0 0[ ] [ ]

r r r r
a a a b a bk J k r K k r k J k r K k r

   
  =Re Re

 (3.14) 

Finalmente, la solución de la ecuación de Schrödinger toma la forma 
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2 2
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2 2

ce , 2 , , 0,1,2,
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se , 2 , , 1, 2, 3,

z

z

ik z
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En consecuencia, para cada m se obtiene 1, 2, ,n =  siendo n el número cuántico 

principal y está asociado a los ceros de la ecuación trascendente (3.14). Los estados 

electrónicos se agrupan en sub-bandas denotadas por el número cuántico n, las cuales 

contienen un conjunto de estados denotados por el número cuántico m [24]. Al igual que en 

un pozo cuántico [90], si las barreras de potencial son finitas, la presencia de un campo 

eléctrico externo aplicado en la dirección de confinamiento provoca que no existan 

verdaderos estados estacionarios, pues el electrón siempre puede “salir” del sistema por 

efecto túnel sin poder regresar debido, precisamente, a la presencia del campo eléctrico. 

Si existe confinamiento total, esto es 0V → , la solución toma la forma 
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Re

 (3.16) 

donde ( )
0 2

0
[ ]

r

r

aA J k r rdr


=  Re  y la energía, r , se obtiene de la ecuación  

 ( )0[ ] 0
r

aJ k r


=Re  (3.17)  

3.2 Reglas de selección 

Las reglas de selección para las transiciones ópticas dependen del hecho de que estas 

sean inter-bandas o intra-banda (Figura 3.1). Utilizando el hamiltoniano de interacción 

electrón-fotón en aproximación dipolar (2.70), las funciones de onda (3.15) y teniendo en 

cuenta que las funciones de Mathieu son ortogonales sólo si q es el mismo [87,88], se obtiene 

para el QWW lo siguiente: 

➢ Transiciones ópticas inter-bandas (creación de un par electrón-hueco) 

 ( ) , ; , ,

0

2ˆ, , , , 0
e e h h ze zhe e ze r h h zh r vc n m n m k k

e
n m k H n m k T

V




 
= −   e p  (3.18) 
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donde ( )0vcp  se obtiene del elemento de transición que conecta la banda de valencia (v) y la 

banda de conducción (c). Además, 
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siendo 
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 (3.21) 

donde e (h) describe al electrón (hueco) y, 1(2)j =  indica el interior (exterior) del alambre. 

 

Figura 3.1: Transiciones ópticas. 

Como se puede observar, para las transiciones ópticas inter-bandas no hay reglas de 

selección para los números cuánticos n y m. Este resultado no coincide con el obtenido en 

ausencia del campo eléctrico ni en presencia de un campo magnético donde se cumple que 

e hm m=  [16,35]. 
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➢ Transiciones ópticas intra-banda 

En este caso, en el hamiltoniano de interacción electrón- fotón [26] 
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 y
2

x yi



=

e e
e  (3.23) 

En la dirección ze : 
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siendo 
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donde 
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expresión que fue obtenida realizando el cambio de variable 2 = . 

En la dirección e : 
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donde 
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donde 1(2) = . Tampoco para las transiciones ópticas intra-banda aparecen reglas de 

selección para los números cuánticos n y m. Este resultado es diferente al obtenido en 

ausencia de campo eléctrico, donde las transiciones ópticas intra-banda se realizan entre 

estados consecutivos para el número cuántico m ( 1)a bm m=  . 

Para el caso del nanoalambre 0( )V → , utilizando las funciones de onda (3.16) se 

obtiene: 

➢ Transiciones ópticas inter-bandas 

 ( ) , ; , ,

0

2ˆ, , , , 0
e e h h ze zhe e ze r h h zh r vc n m n m k k

r

e
n m k H n m k T

V




 
= −   e p  (3.32) 

donde 
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donde tampoco se obtienen reglas de selección. Este resultado también es diferente al 

obtenido en ausencia de campo eléctrico, donde se cumplen las reglas de selección e hm m=  

y e hn n= . Debemos señalar que en el caso particular en que las masas efectivas del electrón 

y el hueco sean iguales entonces se cumple que e hm m=  cuando existe el campo eléctrico 

homogéneo. 

➢ Transiciones ópticas intra-banda 
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En la dirección e : 
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donde 
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siendo 
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por lo que tampoco se obtienen reglas de selección. 

Entonces, se puede concluir que la presencia de un campo eléctrico aplicado en 

dirección transversal al eje del alambre rompe las reglas de selección correspondientes al 

sistema, tanto para transiciones ópticas inter-bandas como intra-banda. 

3.3 Discusión de resultados 

Los alambres cuánticos construidos con simetría cilíndrica tienen estados 

electrónicos degenerados [8]. Las soluciones que se han obtenido son evidentemente 

aproximadas; sin embargo, contienen características propias del sistema como es la aparición 

de estados pares e impares, excepto para 0m =  donde sólo existen estados pares, lo que 

refleja la ruptura de la simetría del sistema debido a la presencia del campo eléctrico. Es 

decir, el campo eléctrico rompe la simetría circular del sistema responsable de esta 

degeneración.  

Por otro lado, las funciones de Bessel pueden tener orden imaginario a partir de cierto 

valor que denominamos punto crítico, el cual depende de la magnitud del campo eléctrico y 

del radio del sistema. Con relación a esto, llamamos región o régimen subcrítico a la región 

donde la función de Bessel es de orden real, y como región o régimen supercrítico a la región 

donde el orden de la función de Bessel es imaginario. Este cambio de comportamiento puede 

explicarse de la siguiente manera: la fuerza que el campo eléctrico ejerce sobre el electrón 

provoca un flujo de probabilidad en dirección transversal, lo que obliga al electrón a atravesar 

la barrera manteniendo el sentido de dicho flujo. En la medida que se incrementa la intensidad 

del campo eléctrico, el flujo de probabilidad aumenta, produciéndose un flujo 

“contracorriente”, debido a la forma de la frontera, pasando así el sistema a un régimen 

supercrítico identificado con la función de Bessel de orden imaginario. 
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Para obtener los estados electrónicos del QWW se ha considerado una matriz de 

0.35 0.65GaAs Al Ga As  utilizando los siguientes parámetros físicos: 1 00.0665 = , 

2 00.096 =  y 0 0.30eVV = . En las Figuras 3.2-3.6, las líneas azules corresponden a los 

estados impares y las líneas negras a los estados pares, mientras que las líneas rojas 

discontinuas corresponden al sistema en ausencia de campo eléctrico.  

 La Figura 3.2 muestra los valores de r , cuya raíz define el orden de la función de 

Bessel, y las energías correspondientes a un nanoalambre en función del radio, para una 

intensidad de campo eléctrico 40.0kV cmF = . El valor medio de r se obtuvo utilizando la 

función de onda correspondiente al sistema en ausencia de campo eléctrico, por lo cual r  

es distinto para cada estado electrónico con números cuánticos ( ),n m , lo que puede 

considerarse como una aproximación de primer orden. Los valores de m mostrados en la 

figura hacen referencia al sistema en ausencia de campo eléctrico. 

En las Figuras 3.2(a) y 3.2(c) se muestra cómo cambia r  respecto al radio, para 

1n =  y 2n =  respectivamente. Para 0m =  el valor de r  siempre es negativo, por lo que la 

solución se encontrará siempre en el régimen supercrítico. También se puede observar que 

los valores de r  para 0m  comienzan a diferenciarse cuando 0 0 Å5r  . Este punto 

aumenta ligeramente con el incremento de m y n. En las Figuras 3.2(b) y 3.2(d) se muestran 

las energías de los estados electrónicos ( )r  para 1n =  y 2n =  respectivamente. Las 

energías de los estados electrónicos pares e impares, al igual que los valores de r , comienzan 

a diferenciarse de la energía de los estados electrónicos sin campo  eléctrico  cuando 

0 0 Å5r  , aumentando ligeramente esta diferencia con el incremento de m y de n. El régimen 

subcrítico puede ocurrir en estados con 0,m   pasando al régimen supercrítico cuando el 

estado en cuestión, ( ),n m , alcanza la energía del estado base de la sub-banda, es decir, ( ),0n  

correspondiente a un sistema donde 0F = .  
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Figura 3.2: Parámetro r  y energía de la parte confinada de los estados electrónicos como funciones 

del radio para un nanoalambre 0( )V =   donde 40.0kV cmF = . Entonces: (a) valores de r  para 

1n = , (b) valores de r  para 1n = , (c) valores de r  para 2n = , y (d) valores de r  para 2n = . Las 

líneas azules corresponden a los estados impares y las líneas negras a los estados pares, mientras que 

las líneas rojas discontinuas corresponden a un sistema donde 0F = . 

Los resultados mostrados en la Figura 3.3 fueron obtenidos utilizando el radio del 

nanoalambre y del QWW como valor medio de r 0( )r r=  y un campo eléctrico de magnitud 

40.0kV cmF = . Esta elección para el valor medio de r permite que el cálculo se simplifique 

enormemente al tener sólo un valor medio para todos los estados, además, de esta forma los 

valores propios de la función de Mathieu no dependerán de n. En las Figuras 3.3(d), 3.3(e) y 

3.3(f) si las líneas azules o negras son continuas (discontinuas) corresponden a la región 

dentro (fuera) del QWW.  
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El efecto de cambiar el valor medio, 0r r= , se observa si comparamos la Figura 3.2 

con las Figuras 3.3(a), 3.3(b) y 3.3(c), esto muestra que en el caso del nanoalambre, dicho 

cambio provoca que los valores de r  y las energías de la parte confinada de los estados 

electrónicos pares e impares, comiencen a diferenciarse de forma notable de  los estados sin 

campo eléctrico cuando 0 0 Å3r  , es decir, se refuerza el efecto del campo eléctrico debido 

a que en un nanoalambre, generalmente, 0r r ; además, este cambio disminuye el radio 

para el cual se alcanza el punto crítico. 

Es notable que, tanto en la Figura 3.2 como en la Figura 3.3, antes de que el sistema 

alcance el régimen supercrítico, se produce una mezcla de estados electrónicos que provoca 

que el estado ( ),0n  no sea el estado base de cada sub-banda. Esto es muy raro que se 

produzca, aunque en el caso de átomos y moléculas confinados ocurre [91-93], de cualquier 

manera, no hemos encontrado evidencia experimental que justifique o niegue este hecho; por 

lo cual podemos considerar que lo más probable es que esto se deba a una limitación del 

modelo propuesto.  

Si comparamos los resultados del nanoalambre (Figuras 3.3(a), 3.3(b) y 3.3(c)) con 

los del QWW (Figuras 3.3(d), 3.3(e) y 3.3(f)), se observa que el QWW alcanza el régimen 

supercrítico para valores de radio mayores que los del nanoalambre, esto se debe a la 

posibilidad de que el electrón en un QWW puede salir del sistema por efecto túnel, mientras 

que en el nanoalambre esto no es posible. 

En la Figura 3.4, se muestra el comportamiento de r  y la energía de la parte 

confinada para un nanoalambre en función del campo eléctrico, para un radio del alambre 

0 0 Å4r = . Se puede observar que la energía de los estados pares siempre es mayor que la 

energía de los estados impares; además, la influencia del campo eléctrico sobre los estados 

electrónicos es menor que el efecto producido por el confinamiento.   
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Figura 3.4: Parámetro r  y energía de la parte confinada de los estados electrónicos como funciones del 

campo eléctrico para un nanoalambre 0( )V =   donde 0 0 Å4r = . Entonces: (a) valores de r  para 1n = , 

(b) valores de r  para 1n = , (c) valores de r  para 2n = , y (d) valores de r  para 2n = . Las líneas azules 

corresponden a los estados impares y las líneas negras a los estados pares, mientras que las líneas rojas 

discontinuas corresponden a un sistema donde 0F = . 

Al comparar la Figura 3.5 con la Figura 3.4 se puede determinar que el efecto del 

campo eléctrico sobre el parámetro r  y los niveles de energía es mayor en el QWW que en 

el nanoalambre, debido a que en el primero el confinamiento es menor por ser la barrera de 

potencial finita. Por otro lado, tanto en la Figura 3.4 (nanoalambre) como en la Figura 3.5 

(QWW) se observa que el efecto Stark no es lineal. 
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Figura 3.5: Parámetro r  y energía de la parte confinada de los estados electrónicos como funciones del 

campo eléctrico para un QWW donde 1n =  y 
0 Å40r r= = , siendo: (a) valores de r , y (b) valores de 

r . Las líneas rojas discontinuas corresponden a un sistema donde 0F = . Las líneas azules corresponden a 

los estados impares y las líneas negras a los estados pares; si las líneas azules o negras son continuas 

(discontinuas) corresponden a la región dentro (fuera) del QWW. 

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, donde el efecto del campo eléctrico es 

fuerte para radios 0 0 Å5r  , se procedió al estudio de los estados electrónicos para dos 

QWW: uno de radio 0 5Å5r =  (Figura 3.6(a)) y otro de radio 0 5Å7r =  (Figura 3.6(b)). 

Como se puede ver, en ausencia de campo eléctrico todos los estados electrónicos, excepto 

el estado fundamental, se encuentran degenerados. La energía de los estados electrónicos 

disminuye con el incremento del radio, entonces el número de estados “dentro” del sistema 

incrementa. En la Figura 3.6(a) se puede observar una diferencia, aproximadamente, de 

80meV entre los estados ( )1, 1+  y ( )1, 1−  cuando 100.0kV cmF = , mientras que entre los 

estados ( )1, 2+  y ( )1, 2−  la diferencia es de 10meV aproximadamente. Esta diferencia está 

dada en el hecho de que para los estados ( )1, 1+  y ( )1, 1−  la degeneración se rompe, 

aproximadamente, para 10.0kV cmF =  mientras que para la ruptura de la degeneración de 

los estados ( )1, 2+  y ( )1, 2−  se necesita, más o menos, un campo eléctrico de intensidad 

60.0kV cmF = . En la Figura 3.6(b) se puede apreciar un comportamiento inusual del estado 

( )1, 1−  debido a que para 50.0kV cmF =  aproximadamente, el sistema se encuentra en 
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régimen supercrítico. Los estados ( )1, 3+  y ( )1, 3−  son ligeramente afectados por el campo 

eléctrico porque en la medida que incrementa el valor absoluto del número cuántico m, para 

que se puede apreciar dicho efecto, se requiere una intensidad del campo eléctrico mayor. 

Figura 3.6: Energía de la parte confinada de los estados electrónicos como función del campo eléctrico para 

el QWW: (a) 0 5Å5r =  y (b) 0 5Å7r = . Las líneas continuas negras representan la energía de los estados 

pares ( 0)m   y las líneas azules los estados impares ( 0)m  , mientras que las líneas discontinuas rojas 

corresponden al sistema en ausencia de campo eléctrico. 

En la Figura 3.7 se puede observar el comportamiento de la densidad de probabilidad 

en la dirección radial para los estados electrónicos: (a) ( )1,0 , (b) ( )2,0 , (c) ( )1, 1+ , (d) 

( )1, 2+ , (e) ( )1, 1− , y (f) ( )1, 2− , para un QWW de radio 0 5Å7r = . Las líneas rojas 

corresponden al sistema en ausencia de campo eléctrico. Las líneas verdes cuando 

40.0kV cmF = , y las líneas azules cuando 100.0kV cmF = . En las Figuras 3.7(a) y 3.7(b) 

se puede notar un comportamiento oscilatorio con el incremento del campo eléctrico debido 

a que estos estados se encuentran en el régimen supercrítico, observándose; además, un 

incremento de la densidad de probabilidad hacia la frontera al aumentar la intensidad del 

campo eléctrico. El paso al régimen supercrítico también se puede apreciar en la Figura 3.7(e) 

para 100.0kV cmF =  (línea azul). Por otro lado, se pueden observar pocos cambios en la 

densidad de probabilidad para los estados ( )1, 1+  y ( )1, 2+  (Figuras 3.7(c) y 3.7(d)) cuando 

incrementa la intensidad del campo eléctrico, debido a que estos estados se encuentran en el  
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régimen subcrítico. Algo similar ocurre para el estado ( )1, 2−  (Figura 3.7(f)) donde la 

densidad de probabilidad en la dirección radial permanece prácticamente invariable.  

La influencia del campo eléctrico sobre los estados electrónicos en un QWW ha sido 

reportada por Stepanyan y sus colaboradores utilizando el método variacional [12], pero sólo 

son calculados el estado base o fundamental y el primer estado excitado del sistema sin 

obtener; además, el desdoblamiento de los niveles de energía debido a la presencia del campo 

eléctrico. 

3.4 Conclusiones del capítulo Equation Chapter 4 Section 4 

Al estudiar los estados electrónicos y las reglas de selección para un QWW crecido 

en una matriz de 0.35 0.65GaAs Al Ga As  y un nanoalambre de GaAs, ambos con simetría 

cilíndrica, en presencia de un campo eléctrico externo homogéneo aplicado transversalmente 

al eje de alambre, se puede concluir lo siguiente: 

➢ Se ha obtenido una solución aproximada, la cual se ajusta presumiblemente bien 

cuando el campo eléctrico es muy débil o el sistema está fuertemente confinado, es 

decir cuando 0r  es pequeño.  

➢ Al incrementar la intensidad del campo eléctrico, la densidad de probabilidad en 

dirección radial incrementa hacia la frontera y muestra un comportamiento oscilatorio 

para el estado base y los estados en la región supercrítica.  

➢ La existencia de un régimen supercrítico “pudiera” estar relacionada a la 

modificación de la teoría de Mott-Kaveh para la conductividad en alambres cuánticos, 

cuando la intensidad del campo eléctrico supera cierto valor crítico [43]. 

➢ Esta solución permite determinar que el campo eléctrico rompe la degeneración de 

los estados electrónicos, los cuales se dividen en estados pares e impares.  

➢ La presencia del campo eléctrico en alambres cuánticos semiconductores elimina las 

reglas de selección de las transiciones ópticas inter-bandas e intra-banda.   
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Capítulo 4: Dispersión Raman electrónica en 

un QWW en presencia de un 

campo eléctrico homogéneo

En este capítulo se presenta el cálculo de la sección eficaz diferencial de dispersión 

para un proceso de dispersión Raman electrónica en un QWW de simetría cilíndrica sometido 

a un campo eléctrico externo homogéneo, aplicado transversalmente al eje del alambre. En 

el modelo utilizado se asumen bandas parabólicas que se desdoblan en un sistema de sub-

bandas debido al confinamiento y al campo eléctrico. La banda de valencia se encuentra 

totalmente llena y un electrón ocupa la banda de conducción, el cual realiza transiciones inter-

subbandas e intra-subbanda en la banda de conducción, considerándose que el proceso ocurre 

a 0KT = . 

4.1 Sección eficaz de dispersión 

Para calcular la sección eficaz diferencial de dispersión se utiliza la ecuación (2.74) 

y se considera un mecanismo de dispersión que tiene lugar de dos formas distintas: la primera, 

es que el electrón en la banda de conducción absorbe un fotón de radiación incidente 

produciéndose una transición, para luego emitir un fotón de radiación secundaria (Figura 

4.1(a)); en la segunda, el electrón en la banda de conducción primero emite un fotón de 

radiación secundaria, y luego absorbe un fotón de radiación incidente (Figura 4.1(b)).  
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Figura 4.1: Diagrama del mecanismo de dispersión: (a) primer caso, y (b) segundo caso. 

En este caso, la amplitud de probabilidad fiM  se calcula de la siguiente forma [71]: 

 
( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ
s l l s

fi

a bi a a i b b

f H a a H i f H b b H i
M

i i
= +

− +  − + 
    (4.1) 

donde ( )
ˆ

s lH  es el hamiltoniano de interacción electrón-fotón en la aproximación dipolar 

(2.70), el subíndice s (l) indica la radiación secundaria (incidente), i  y f  son los estados 

inicial y final. Además, a  y b  son los estados intermedios con energías a  y b  

respectivamente, y ( )a b  es el tiempo de vida del estado intermedio a (b).  

Los elementos matriciales de la ecuación (4.1) están dados por la expresión (3.27), 

ya que la dispersión Raman no puede ocurrir en la dirección z [16]. Entonces, teniendo en 

cuenta que las energías de los estados inicial y final del sistema respectivamente, son: 

 ( ) ( ), ,yi l n m z f s n m zk k  = + = +   (4.2) 

mientras que las energías de los estados intermedios tienen la forma 

 ( ) ( ), ,ya n m z b l s n m zk k    = = + +  (4.3) 

Sustituyendo la ecuación (3.27) en (4.1) se obtiene 

 ( )( ) 0 0

2 0

2
fi s lM M

r
A


  =  e e e e  (4.4) 

donde 
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Sustituyendo la ecuación (4.4) en (2.75) para posteriormente, sustituir en la ecuación (2.74), 

y teniendo en cuenta que la función delta de Dirac puede ser sustituida por la Lorentziana 

 ( )
( )

2
2

1 f

f i

f i f





− →

− +
 (4.7) 

se obtiene para la sección eficaz diferencial de dispersión la expresión  

 
2 2 2 2 2

s s s s s

d d d d d

d d d d d d d d d d
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             
 (4.8) 
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 (4.9) 

es el aporte de cada polarización de los fotones incidente y dispersado a la sección eficaz 

diferencial de dispersión, siendo 

 
( )

( )
( )

4
2

0 2

0

4
,

s

r r

l f

e

c

 
 

  





 
= =  

 
e e  (4.10) 

y f  el tiempo de vida del estado final. 
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4.2 Discusión de resultados 

Teóricamente, los espectros de emisión Raman se obtienen a partir de la sección 

eficaz diferencial de dispersión, dada por la ecuación (4.9), fijando el valor de la energía de 

la radiación incidente ( )l  [21,58]. Para obtener estos espectros se utilizó un alambre 

cuántico de 0.35 0.65GaAs Al Ga As  con los siguientes parámetros físicos: 1 00.0665 = , 

2 00.096 = , 0 0.30eVV =  y 1meVa b =  =  y 3meVf =  [83]. Las figuras se han 

obtenido considerando solamente estados que se encuentran en la región subcrítica, descritos 

por funciones de Bessel de orden real con la excepción de los estados electrónicos que tienen 

0m = , los que están dados por funciones de Bessel de orden imaginario. Estas últimas, tienen 

un comportamiento “oscilatorio” cuando 0r →  (ver Figura 3.7) lo que complica la solución 

de las integrales en esa región, de cualquier forma, la función converge pues sólo tiene una 

indeterminación evitable en el origen.  

En la Figura 4.2 se pueden observar los espectros de emisión considerando diferentes 

polarizaciones tanto de la radiación incidente como secundaria. La configuración elegida 

corresponde a un QWW de radio 0 5Å5r =  en presencia de un campo eléctrico de intensidad 

40.0kV cmF = . El fotón incidente tiene energía 0.25eVl =  para la línea roja y 

0.28eVl =  para la línea negra, entonces: (a) ( ),s l + + , (b) ( ), ,s l + − , (c) ( ),s l − + ,       

(d) ( ),s l − − .  

En estas figuras se puede observar que en el espectro de emisión para un proceso de 

dispersión Raman electrónica existen dos tipos de singularidades. En primer lugar, se tienen 

los picos no resonantes que están relacionados con la ley de conservación de la energía (ver 

ecuación (2.75)). Entonces, los picos no resonantes dependen de la radiación incidente y su 

“posición” puede determinarse directamente de la ecuación (4.9), de manera que se 

observarán cuando: 

 ( ) ( )( , , , ) , ,a a b b l r a a r b bn m n m n m n m = + −  (4.11) 
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En segundo lugar, tenemos los picos resonantes cuya “posición” no depende de la radiación 

incidente. Estos ocurren cuando la energía de la radiación secundaria coincide exactamente 

con el gap entre los estados electrónicos involucrados en la transición, y su “posición” puede 

determinarse directamente de la ecuación (4.6), de manera que se observarán cuando: 

 ( ) ( )( , , , ) , ,s a a b b r a a r b bn m n m n m n m = −  (4.12) 

Si comparamos la Figura 4.2 con las Figuras 2 y 3 de la referencia [16], se observa 

que el campo eléctrico rompe las reglas de selección, a diferencia del campo magnético donde 

algunas singularidades no se observan para todas las polarizaciones; por ejemplo, en nuestro 

caso los picos correspondientes a ( )1, 2,1, 1s  +  y ( )1, 2,1, 1s  −  (picos resonantes) se 

observan para todas las polarizaciones debido a que no existen reglas de selección. Además, 

las posiciones de las singularidades son independientes de la polarización de la radiación 

incidente o secundaria. 

Si se comparan los cuatro espectros que conforman la Figura 4.2, se puede notar que 

el cambio en la polarización modifica la intensidad de los picos resonantes y no resonantes. 

Por otro lado, cuando se comparan los resultados obtenidos para 0.25eVl =  y 

0.28eVl = , se puede apreciar que la posición de los picos resonantes no cambia (ver 

ecuación (4.12)) mientras que la posición de los picos no resonantes es afectada (ver ecuación 

(4.11)). También se puede observar que el incremento de la energía de la radiación incidente 

disminuye la intensidad de los picos debido a que aumenta la diferencia entre la frecuencia 

de la radiación incidente y la frecuencia de resonancia (detuning). Además, podemos 

observar que las posiciones de los picos se mantienen fijas a diferencia de lo que ocurre en 

presencia del campo magnético [16], ya que en nuestro caso no existen reglas de selección. 

Por otro lado, se puede observar la presencia del pico representado por la notación 

( )1, 1,1, 1s + − , pico que no existiría en ausencia de campo eléctrico. 
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Figura 4.2: Espectro de emisión para un alambre cuántico de radio 0 5Å5r =  considerando la presencia de 

un campo eléctrico de intensidad 40.0kV cmF = . Las líneas rojas corresponden a una energía de la 

radiación incidente 0.25eVl =  y las líneas negras a una energía de la radiación incidente      

0.28eVl = . En diferentes condiciones de polarización: (a) ( ),s l + +
, (b) ( ),s l + −

, (c) ( ),s l − +
,          

(d) ( ),s l − −
. 

La Figura 4.3 corresponde a un QWW de radio 0 5Å6r = . Las Figuras 4.3(a)-4.3(e) 

corresponden a la polarización ( ),s l − +  donde se ha tomado la energía de la radiación 

incidente 0.28eVl = . Entonces, tenemos los espectros de emisión para diferentes 

intensidades del campo eléctrico: (a) 1.0kV cmF = , (b) 10.0kV cmF = ,                                      
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(c) 20.0kV cmF = , (d) 30.0kV cmF = , (e) 40.0kV cmF = , y (f) energía de algunos 

picos resonantes en función del campo eléctrico.  En la Figura 4.2(c) se ha utilizado un 

alambre de radio menor 
0( Å)55r =  que en la Figura 4.3(e) 

0( Å)65r = , el cual tiene la misma 

polarización ( ),s l − +  y la misma intensidad del campo eléctrico 40.0kV cmF = . Cuando 

comparamos estas figuras se observa que el número de singularidades en el espectro de 

emisión incrementa con el incremento del radio del sistema debido a que el número de 

estados dentro del QWW también aumenta. 

En la Figura 4.3 se pueden apreciar dos tipos de picos resonantes. Primero, los picos 

resonantes relacionados a transiciones intra-subbandas, donde a bn n= , por ejemplo: 

( )1, 1,1,0s  , ( )1, 2,1, 1s    y ( )1, 2,1,0s  . Segundo, picos resonantes relacionados a 

transiciones inter-subbandas, donde a bn n , por ejemplo: ( )2,0,1, 2s  , ( )2,0,1, 1s  , 

y ( )2,0,1,0s . Se debe notar que el incremento del campo eléctrico a 10.0kV cm  causa 

un incremento de un orden en la intensidad de los picos resonantes relacionados a 

transiciones inter-subbandas; mientras este incremento es mucho menor para los picos 

resonantes relacionados a transiciones intra-subbandas.  

Las Figuras 4.3(a)-4.3(e) fueron obtenidas para diferentes valores de la intensidad del 

campo eléctrico. En estas figuras la posición del pico resonante o no resonante depende de 

dos estados electrónicos, y se pueden observar dos tipos de singularidades: una del tipo 

( )2,0,1, 1s   que se desdobla en ( )2,0,1, 1s −  y ( )2,0,1, 1 ,s +  y otras como 

( )1, 2,1,0s   y ( )2,0,1, 2s   que se mantienen juntas. En la Figura 4.3(f), se muestra el 

comportamiento de la posición de los picos respecto a la intensidad del campo eléctrico. Las 

líneas azules se utilizan para distinguir las singularidades donde uno de los estados 

involucrados en la transición es impar. En esta figura se puede notar que todos los picos se 

desdoblan; pero en diferente magnitud, mostrando que el efecto Stark no es igual para todos 

los estados. Entonces, se verifica la ruptura de la degeneración de los estados electrónicos. 
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Figura 4.3: Espectros de emisión para la polarización ( ),s l − +
 y posición de los picos resonantes para 

diferentes intensidades del campo eléctrico en un QWW de radio 0 5Å6r =  y radiación incidente 

0.28eVl = . Entonces:   (a) 1.0kV cmF = ,  (b) 10.0kV cmF = , (c) 20.0kV cmF = ,                                

(d) 30.0kV cmF = , (e) 40.0kV cmF = , (f) posición de los picos resonantes con respecto a la intensidad 

del campo eléctrico donde las líneas azules corresponden a transiciones que involucran un estado impar. 
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Este resultado muestra que la división de los estados electrónicos y la eliminación de 

las reglas de selección debido a la presencia del campo eléctrico se reflejan en los espectros 

de emisión. También, se obtienen las posiciones de las singularidades resonantes y no 

resonantes para diferentes polarizaciones tanto de la radiación incidente como secundaria. Se 

muestran cambios en las posiciones de todas las singularidades resonantes debido al aumento 

en la intensidad del campo eléctrico, aunque el desplazamiento inducido por el campo es 

pequeño. Además, el cambio en la intensidad del campo también afecta la intensidad de los 

picos. Estos efectos descritos se deben al hecho de que el campo eléctrico es transversal al 

eje del QWW. En el caso de que el campo eléctrico tenga simetría cilíndrica (similar al de 

una línea cargada), las reglas de selección de las transiciones ópticas no cambian con respecto 

a un sistema en ausencia de campo eléctrico [94]. Al comparar con los resultados de la 

referencia [16], se observan cambios en el número de singularidades en los espectros de 

emisión. En presencia de un campo eléctrico externo, el número de singularidades observadas 

en el espectro de emisión es mayor que el número de singularidades observadas tanto en 

presencia de un campo magnético como en ausencia de campos externos, debido a las reglas 

de selección. 

Para el diseño de algunas aplicaciones, por ejemplo, el láser Raman inter-subbanda 

sintonizable [95], el sistema objeto de estudio permitiría modular la eficiencia y la posición 

de los picos con el campo eléctrico. Sin embargo, para un mejor rendimiento se requiere una 

estructura en la que se pueda controlar la energía de los estados electrónicos, como en el 

alambre cuántico núcleo/cascarón y el alambre cuántico escalonado [96]. Al observar los 

resultados descritos en las referencias [42], [59] y [96], podemos concluir que en el diseño 

de fuentes de luz, los sistemas cilíndricos son más eficientes que los sistemas basados en 

pozos cuánticos. Los sistemas cilíndricos son más difíciles de optimizar debido a las reglas 

de selección, pero la presencia del campo eléctrico provoca la eliminación de estas lo que 

podría simplificar el proceso. 
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4.3 Conclusiones del capítulo 

El estudio de la dispersión Raman electrónica en un alambre cuántico semiconductor 

de 0.35 0.65GaAs Al Ga As  en presencia de un campo eléctrico externo homogéneo aplicado 

transversalmente al eje de alambre, permite concluir lo siguiente: 

➢ El campo eléctrico, si es homogéneo y transversal al eje del alambre, es un buen 

parámetro externo para controlar el proceso de dispersión de la luz y los efectos 

resonantes. 

➢ Se demuestra que el campo eléctrico provoca cambios en las posiciones de todas las 

singularidades resonantes, aunque el desplazamiento es pequeño. Además, afecta la 

intensidad de los picos. 

➢ Se verifica que el campo eléctrico, al romper las reglas de selección, cambia 

drásticamente el número de singularidades en el espectro de emisión. 

➢ Al romperse las reglas de selección, los espectros de las distintas polarizaciones 

muestran pequeñas diferencias en cuanto a la intensidad de los picos. 

Equation Chapter 5 Section 5 
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Capítulo 5: Dispersión Raman resonante 

unifonónica en un FSW en 

presencia de un campo eléctrico 

homogéneo 

En este capítulo se presenta el cálculo de la sección eficaz diferencial de dispersión 

para un proceso de dispersión Raman resonante unifonónica en un alambre cuántico que no 

presenta cobertura lateral, esto es, un FSW (del inglés free-standing wire), el cual presenta 

simetría cilíndrica y está sometido a un campo eléctrico externo homogéneo aplicado 

transversalmente al eje del alambre. Se utiliza un modelo de bandas parabólicas, las cuales 

se desdoblan en un sistema de sub-bandas debido al confinamiento y al campo eléctrico. La 

banda de valencia está completamente llena y la banda de conducción totalmente vacía, 

considerándose solamente procesos de tipo Stokes ( 0 K)T = . 

5.1 Sección eficaz de dispersión 

Para calcular la sección eficaz de dispersión Raman correspondiente a un proceso 

resonante unifonónico consideramos un mecanismo de dispersión que presenta tres etapas 

(Figura 5.1): en la primera, un electrón en la banda de valencia absorbe un fotón de radiación 
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incidente pasando a la banda de conducción, creándose un par electrón-hueco; luego, se 

produce un proceso de relajación que conduce al cambio del estado vibracional del sistema, 

es decir, se produce una transición intermedia intra-banda con la emisión de energía 

equivalente a la energía de un fonón, siendo el paso final una recombinación radiativa. 

 

Figura 5.1: Diagrama del mecanismo de dispersión. 

En este caso, la amplitud de probabilidad fiM  se calcula de la siguiente forma [8]: 

 
( )( ),

ˆ ˆ ˆ
s ph l

fi

a b l a a s b b

f H b b H a â H i
M

i i 
=

− +  − + 
  (5.1) 

donde ˆ
phH  es el hamiltoniano de interacción electrón-fonón (2.48). Los elementos 

matriciales debido a la interacción electrón-fotón de la ecuación (5.1) están dados por la 

expresión (3.32): 

 ( ) , ; , ,
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2ˆ 0 ,
e e h h ze zhl l cv n m n m k k
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e
a H i T

V




 
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para la creación del par electrón-hueco, mientras que para la recombinación del par se tiene  

 ( ) , ; , ,

2ˆ 0
e e h h ze zhs s vc n m n m k k

j s

e
f H b T

V




 
     =   e p  (5.3) 
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donde ( )j e h =  es la masa efectiva del electrón (hueco) y , ; ,e e h hn m n mT  está dado por la 

ecuación (3.33). El elemento matricial correspondiente a la interacción electrón-fonón está 

dado por 
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 (5.4) 

donde ( ),n mF r  está dado por la expresión (2.50), 
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c y v representan las bandas de conducción y valencia respectivamente. 

Como se está considerando 0KT = , se obtiene que el elemento matricial tiene la 

forma 
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donde 
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Sustituyendo (5.2), (5.3) y (5.6) en (5.1) se obtiene 

 1 2fiM M M= −  (5.9)  

donde 



69 
 

 

( ) ( )

( )( )

1
2

,

1 , ; , , ; , , , ; ,

, , , , ,
, ,

, , ,

1
                       

e e h h e e e e e e e e h h

e e ze e e ze

h h zh

ze zh ze ze ze zh

n m mLO
n m n m n m n m m m n m n m

n m k n m k n me l s
n m k

k k k k k k

l a a s b b

M T I T

i i



 

  
 

    

  

 −

 
=   

 

 
  

− +  − +  

 
 (5.10) 
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Teniendo en cuenta el mecanismo de dispersión propuesto, las energías de los estados 

inicial y final están dadas por 

 
,yi l f s n m  = = +  (5.12) 

mientras que las energías de los estados intermedios están dadas por 
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donde r  es la energía de la parte confinada de los estados electrónicos dados por la ecuación 

(3.17),  y g  es la energía del gap entre la banda de valencia y de conducción. Haciendo 
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tenemos 
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siendo ( )r e h e h    = +  la masa reducida. Teniendo en cuenta las expresiones (5.2) y 

(5.3), se puede ver que ez hzk k= . Sustituyendo la ecuación (5.16) en (5.10), y transformando 
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donde 
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De manera análoga, se obtiene 
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multiplicando y dividiendo por ( )
1 2

2 2

02LO rr   tenemos: 
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donde 
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Entonces 
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Sustituyendo jM  en la ecuación (5.9) se obtiene fiM  la que se sustituye en la 

expresión (2.75), entonces 
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Por otro lado, la función delta puede ser sustituida por la Lorentziana y teniendo en cuenta 

que los estados inicial y final del sistema están dados por la ecuación (5.12) 
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Sustituyendo en la ecuación (2.74), las expresiones (5.26) y (5.27), se obtiene finalmente 
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siendo 
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Dividiendo por el volumen e integrando sobre todos los valores posibles de la 

frecuencia s , se obtiene la expresión para la eficiencia cuántica Raman 
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5.2 Discusión de resultados 

Para estudiar el comportamiento de la eficiencia Raman se empleó un FSW de GaAs. 

Los parámetros utilizados para calcular los estados del par electrón-hueco son: 1.43eV,gE =  

00.0665e =  y 00.45h = ; mientras que, para determinar los modos de oscilación de los 

fonones se utilizó: 36.25meVLO = , 33.29meVTO = , 
5 s3.2 m10LO =  , 

5 s3.3 m10TO =  , 0 13.18 =  y 10.89 = . Para facilitar los cálculos hemos considerado 

que 1 meVa b f = = = . Los resultados que se muestran se han obtenido considerando 

que los estados electrónicos se encuentran en la región subcrítica, de manera que nos 

ajustamos a las condiciones de aplicabilidad del modelo. Además, para simplificar los 

cálculos se consideran solamente las contribuciones de los modos de oscilación 1n = , 2n =  

y 3n = . 

En la Figura 5.2 se muestra el comportamiento de la eficiencia Raman para un FSW 

de radio 0 5Å1r =  teniendo en cuenta diferentes intensidades del campo eléctrico. La doble 

resonancia que se observa corresponde a la parte de la energía de los estados intermedios 

debido al confinamiento (ver las ecuaciones (5.22), (5.23) y (5.30)), de manera que el primer 

pico (el cual llamamos resonancia de entrada) se relaciona con el estado intermedio a , y el 

segundo (el cual llamamos resonancia de salida) con el estado intermedio b . La doble 
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resonancia se representa por , , ,e e h hn m n m , y la separación entre estos dos picos corresponde a 

la energía de un fonón. 

Figura 5.2: Eficiencia Raman para un FSW de radio 0 5Å1r = . Las líneas rojas son secciones multiplicadas 

por el factor indicado en la figura. 
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En las Figuras 5.2(a), 5.2(b) y 5.2(c) la existencia de picos correspondientes a las 

transiciones 1,0,1, 2−  y 1,0,1, 2+  muestran que la presencia del campo eléctrico rompe las reglas 

de selección del sistema, ya que en ausencia de campo eléctrico y en presencia de campo 

magnético se exige que e hm m=  como se puede observar en las referencias [8] y [15]. Si se 

comparan las Figuras 5.2(a), 5.2(b) y 5.2(c), donde se ha considerado sólo la emisión de un 

fonón con 0m =  (longitudinal puro, ver las referencias [27] y [81]) se puede ver que tanto la 

intensidad como la posición de los picos no cambian significativamente con el incremento 

de la intensidad del campo eléctrico. Esto se debe a que el efecto del campo eléctrico es 

menor que el efecto del confinamiento.  

En las Figuras 5.2(d), 5.2(e) y 5.2(f), se ha considerado sólo la emisión de un fonón 

con 1m=  (el cual es una mezcla de longitudinal y transversal, ver las referencias [27] y [81]). 

La emisión de un fonón con 1m=  es posible en un sistema cilíndrico como el que estamos 

estudiando; sin embargo, en las referencias [8] y [15] se demuestra que, si se considera la 

aproximación dipolar en la interacción electrón-fotón la emisión de fonones 1m=  no está 

permitida en un proceso de dispersión Raman resonante unifonónica. Es la presencia de un 

campo eléctrico externo homogéneo lo que provoca, al romper la simetría del sistema, la 

aparición de la contribución 0m . Por otro lado, se debe señalar que, en el caso de un punto 

cuántico esférico, es posible obtener contribuciones para 0m  si se consideran 

aproximaciones distintas a la aproximación dipolar [97].  

Si se comparan las Figuras 5.2(d)-5.2(f), correspondientes a 1m= , con las Figuras 

5.2(a)-5.2(c), para 0m = , se puede apreciar una menor eficiencia Raman, en 9 órdenes para 

1kV cmF = , 6 órdenes para 40kV cmF =  y 4 órdenes para 240kV cmF = . De manera 

que, si bien es cierto que la presencia del campo eléctrico permite la emisión de fonones con 

modos de oscilación 1m= , o mayor, su contribución al proceso es menor con respecto a la 

emisión de un fonón con 0m = . Cuando 1m= , el incremento de la intensidad del campo 

eléctrico favorece la emisión de este fonón en las transiciones vinculadas a los pares electrón-

hueco 1,0,1,0 , 1,0,1, 2−  y 1,0,1, 2+  pero de diferentes maneras, ya que el efecto del campo eléctrico 

es diferente para cada estado. Para 1kV cmF =  y 240kV cmF =  el sistema es más 
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eficiente cuando se producen las transiciones vinculadas a los pares electrón-hueco 1,0,1, 2−  y 

1,0,1, 2+ ; mientras que, para 40kV cmF =  la mayor eficiencia se obtiene para las transiciones 

vinculadas al par electrón-hueco 1,0,1,0 , no siendo así para transiciones vinculadas a los pares 

electrón-hueco 1,0,1, 1−  y 1,0,1, 1+  cuyo pico aumenta muy poco respecto a la intensidad del 

campo eléctrico. 

La Figura 5.3 muestra el comportamiento de la eficiencia Raman para un FSW de 

radio mayor, 0 0 Å2r = , en función de la energía del fotón incidente, considerando los 

mismos parámetros que en la Figura 5.2. Si se compara con esta figura se puede apreciar un 

corrimiento de los picos, como se observa en las transiciones vinculadas a los pares electrón-

hueco 1,0,1,0  y 1,0,1, 2 , hacia las regiones de menor energía; también, se observa la aparición 

de picos relacionados con los pares electrón-hueco 1,0,1, 3  y 1,0,1, 4 . Lo anterior se debe a la 

disminución de la distancia entre niveles de energía al incrementar el radio del FSW (ver 

Figura 3.2). Además, se puede apreciar que existe un ligero aumento de la eficiencia Raman 

con el aumento del radio del sistema. Esto es predecible y se debe, otra vez, a la disminución 

de la distancia entre niveles de energía al incrementar el radio del sistema, lo que afecta el 

término ( ), , , , , , ,1
e e h h e e h hn m n m n m n m n m a bi    

 − + +  −   en la ecuación (5.22) y la expresión 

equivalente en la ecuación (5.23). 

Se puede apreciar que la posición de los picos en la Figura 5.3, al igual que en la 

Figura 5.2, permanece casi invariante al incrementar la intensidad del campo eléctrico, 

observándose en el caso de 0m =  una ligera variación en cuanto a la intensidad, cuando la 

intensidad del campo eléctrico aumenta a 240kV cmF = , en especial para picos 

relacionados con los pares electrón-hueco 1,0,1, 3  y 1,0,1, 4 . Este efecto se observa en la Figura 

5.3 y no en la Figura 5.2 debido a que, al aumentar el radio del sistema, el efecto del 

confinamiento disminuye con respecto al efecto del campo eléctrico. 
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Figura 5.3: Eficiencia Raman para un FSW de radio 0 0 Å2r = . 

Por otro lado, para 1m=  se observa que, al combinar el aumento de la intensidad del 

campo eléctrico con el aumento del radio del sistema, se incrementa la intensidad de los 

picos. Esto se puede comprobar si se compara la Figura 5.2(d) con la Figura 5.3(d) donde se 

aprecia una diferencia de 3 órdenes de magnitud, la Figura 5.2(e) con la Figura 5.3(e) donde 
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se observa una diferencia de 1 orden de magnitud, y finalmente la Figura 5.2(f) con la Figura 

5.3(f) donde se observa una diferencia de 2 órdenes de magnitud.  Sin embargo, el incremento 

en la intensidad de los picos es menor, ya que cuando la intensidad del campo eléctrico pasa 

de 1kV cmF =  a 240kV cmF =  la variación es de aproximadamente 3-4 órdenes en las 

Figuras 5.3(d)-5.3(f); mientras que, en el caso de las Figuras 5.2(d)-5.2(f) el cambio es de 4-

5 órdenes de magnitud, cambios que se deben al incremento del radio del sistema. 

En la Figura 5.4 se puede ver el comportamiento de la sección eficaz de dispersión 

con respecto a la diferencia de energía entre la radiación incidente y secundaria, para un 

proceso de dispersión Raman resonante unifonónica en un FSW de radio 0 5Å1r =  

considerando diferentes intensidades del campo eléctrico. Estos gráficos se han obtenido para 

la resonancia de entrada, es decir, la energía del fotón incidente es igual a la diferencia de 

energía entre electrón y el hueco. En este caso, se ha escogido el par 1,0,1,0 , entonces:              

(a) 3.12024eVl = , (b) 3.12028eVl = , (c) 3.12035eVl = , (d) 3.12024eVl = , 

(e) 3.12028eVl = , (f) 3.12035eVl = . Las Figuras 5.4(a)-5.4(c) corresponden a la 

emisión de un fonón con 0m = , mientras que las Figuras 5.4(d)-5.4(f) corresponden a la 

emisión de un fonón con 1m= .  

Al igual que en las Figuras 5.2 y 5.3, se puede apreciar que para 0m =  la intensidad 

de los picos es prácticamente independiente de la intensidad del campo eléctrico debido al 

fuerte efecto del confinamiento. Además, para 0m =  el modo de oscilación del fonón más 

intenso es el 1n = , mientras que para 1m=  el modo de oscilación del fonón más intenso es 

el 2n = , más alejado de LO . Para analizar esto, debemos conocer la energía de los modos 

de oscilación de los fonones: 
1,0 33.27meV = , 2,0 27.46 meV = , 

3,0 15.67meV = , 

1,1 32.38meV = , 
2,1 30.76meV =  y 

3,1 27.03meV = . 

Como los modos con 0m =  son puramente longitudinales es lógico que mientras 

estén más cerca de la energía del fonón óptico longitudinal  LO  (es decir, el modo  1,0 ) 
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Figura 5.4: Sección eficaz diferencial de dispersión para la resonancia de entrada de un proceso de dispersión 

Raman resonante unifonónica. Se considera un FSW de radio 0 5Å1r =  en presencia de un campo eléctrico 

externo homogéneo. En este caso, se ha escogido el par 1,0,1,0 , y la energía de la radiación incidente es: (a) 

3.12024eVl = , (b) 3.12028eVl = , (c) 3.12035eVl = , (d) 3.12024eVl = , (e) 

3.12028eVl = , (f) 3.12035eVl = .  
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su contribución a la sección eficaz es más intensa; sin embargo, cuando 1m=  el modo 2,1  

es el que hace la mayor contribución a la sección eficaz de dispersión. Esto se debe a que los 

modos de oscilación en un FSW son modos mixtos siempre que sea 0m , esto es, tienen 

una parte longitudinal y una parte transversal, pero solo la parte longitudinal se puede acoplar 

al electrón. Por lo tanto, podemos concluir que los fonones cuya parte longitudinal es mayor 

contribuirán más a la sección transversal de dispersión. Si se comparan las Figuras 5.4(d)-

5.4(f) se observa un incremento de la sección eficaz de dispersión, lo que también se puede 

apreciar en las Figuras 5.2(d)-5.2(f) y 5.3(d)-5.3(f); sin embargo, el aumento de la intensidad 

del campo eléctrico provoca un incremento, en especial, de la intensidad de la contribución 

del modo 1,1 , en comparación con los otros modos.  

La Figura 5.5 también muestra el comportamiento de la sección eficaz de dispersión 

con respecto a la diferencia de energía entre la radiación incidente y secundaria para un 

proceso de dispersión Raman resonante unifonónica en un FSW de radio 0 5Å1r = , 

considerando diferentes intensidades del campo eléctrico; pero en este caso, se ha escogido  

como resonancia de entrada: 1,0,1, 1l −=  para la línea roja y 1,0,1, 1l +=  para la línea negra, 

cuando e hm m , entonces: (a) 1,0,1, 1 3.4551054eV− =  y 
1,0,1, 1 3.4551055eV+ = ,                     

(b) 
1,0,1, 1 3.45508eV− =  y 

1,0,1, 1 3.45524eV+ = , (c) 
1,0,1, 1 3.45432eV− =  y 

1,0,1, 1 3.45973eV+ = , (d) 1,0,1, 1 3.4551054eV− =  y 
1,0,1, 1 3.4551055eV+ = ,                                   

(e) 
1,0,1, 1 3.45508eV− =  y 

1,0,1, 1 3.45524eV+ = , (f) 
1,0,1, 1 3.45432eV− =  y 

1,0,1, 1 3.45973eV+ = . En resumen, las Figuras 5.5(a), 5.5(b) y 5.5(c) corresponden a la 

emisión de un fonón con 0m = , mientras que las Figuras 5.5(d), 5.5(e) y 5.5(f) corresponden 

a la emisión de un fonón con 1m= . 

En este caso, se destaca que la contribución de los estados pares es mayor que la 

contribución de los estados impares y ambos permanecen casi constantes para el caso donde 

0m = . Cuando 1m=  a medida que aumenta la intensidad del campo eléctrico aumenta el 

aporte  relativo  de  los  estados  pares respecto a los estados impares. Se debe señalar que la   
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Figura 5.5: Sección eficaz diferencial de dispersión para la resonancia de entrada para un proceso de 

dispersión Raman resonante unifonónica. Se considera un FSW de radio 0 5Å1r =  en presencia de un campo 

eléctrico externo homogéneo. La energía del fotón de radiación incidente es 1,0,1, 1l −=  para la línea roja 

y de 1,0,1, 1l +=  para la línea negra. 
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Figura 5.5(f) está en una escala de 10-3, mientras que las Figuras 5.5(d) y 5.5(e) están en una 

escala de 10-5. Este comportamiento se  puede  observar  a  pesar  de  que  la  diferencia  de  

energía de la radiación secundaria es muy pequeña: 
7

1,0,1, 1 1,0,1, 1 1.00 10 eV−

+ −− =   para un 

campo eléctrico de intensidad 1kV cmF = , 4

1,0,1, 1 1,0,1, 1 1.60 10 eV−

+ −− =   para un campo 

eléctrico de intensidad 40kV cmF =  y 3

1,0,1, 1 1,0,1, 1 5.41 10 eV−

+ −− =   para un campo 

eléctrico de intensidad 240kV cmF = . 

5.3 Conclusiones del capítulo 

La investigación realizada sobre la dispersión Raman resonante unifonónica en un FSW 

con simetría cilíndrica crecido en una matriz de GaAs, en presencia de un campo eléctrico 

externo homogéneo aplicado transversalmente al eje de alambre, permite concluir lo 

siguiente: 

➢ La presencia del campo eléctrico provoca la aparición de picos en los espectros donde 

e hm m , a diferencia de un sistema en ausencia de campos externos o en presencia 

de un campo magnético 

➢ El campo eléctrico provoca la aparición de picos en los espectros asociadas a modos 

de oscilación donde 0m , a diferencia de un sistema en ausencia de campos 

externos o en presencia de un campo magnético (esto si sólo se considera la 

interacción electrón-fotón en aproximación dipolar). 

➢ El campo eléctrico produce un incremento en la eficiencia Raman, desplazando las 

resonancias de entrada y salida; pero en una menor medida en comparación con el 

efecto producido por un campo magnético. 

➢ Se confirma que la contribución del modo de oscilación 1,0  es el más importante 

para la resonancia de entrada, con pequeñas contribuciones del resto de los modos de 

oscilación ( 2,0 y 3,0 ). 
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Conclusiones 

En este trabajo se estudiaron dos procesos de dispersión Raman en un alambre 

cuántico de 1 x xGaAs Al Ga As− , con simetría cilíndrica en presencia de un campo eléctrico 

externo homogéneo, aplicado transversalmente al eje del alambre. Primero se obtuvieron los 

estados electrónicos del sistema, y luego, la expresión matemática para la sección eficaz 

diferencial de dispersión correspondiente a un proceso de dispersión Raman electrónica. 

Finalmente, se calcularon la sección eficaz diferencial de dispersión y la eficiencia cuántica 

para la dispersión Raman resonante unifonónica, considerando el modelo del FSW. De 

nuestro trabajo se puede concluir que la presencia del campo eléctrico provoca: 

➢ El rompimiento de la degeneración de los estados electrónicos y la eliminación de las 

reglas de selección en las transiciones ópticas intra-banda e inter-bandas. 

➢ Que el número de picos observados en los espectros Raman sea mayor que en los 

espectros obtenidos en presencia de un campo magnético o en ausencia de campos 

externos, debido a las reglas de selección. 

➢ Un incremento en la eficiencia Raman; pero en una menor medida en comparación 

con el efecto producido por un campo magnético [15]. 
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También, 

➢ El campo eléctrico es adecuado para controlar la dispersión de la luz en alambres 

cuánticos ya que influye sobre los estados electrónicos y las reglas de selección.  

➢ En comparación con el campo magnético los efectos del campo eléctrico sobre este 

sistema lo hacen más adecuado como mecanismo de control de los procesos de 

dispersión, además de ser fácil de generar y manipular. 

➢ El QWW y el FSW son buenos candidatos para ser utilizados como dispositivos 

nanooptoelectrónicos, ya que su comportamiento óptico puede ser manipulado a 

través del control de sus parámetros, y además mediante un campo eléctrico externo. 

➢ Para el diseño de algunas aplicaciones, por ejemplo, el láser Raman inter-subbanda 

sintonizable, nuestro sistema permitiría modular la eficiencia y la posición de los 

picos con el campo eléctrico de una manera más simple.  

➢ Al observar los resultados reportados en la literatura podemos concluir que en el 

diseño de fuentes de luz, los sistemas cilíndricos son más eficientes que los sistemas 

basados en pozos cuánticos [26,71,96]; sin embargo, los sistemas cilíndricos son más 

difíciles de optimizar debido a las reglas de selección, pero la presencia del campo 

eléctrico al eliminarlas simplifica el proceso.  
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Perspectivas futuras 

Para continuar nuestro trabajo en el futuro, hacemos las siguientes recomendaciones: 

➢ Realizar un análisis que permita determinar la influencia del conjunto de 

aproximaciones utilizadas en los resultados obtenidos. 

➢ Continuar en la búsqueda de resultados experimentales que permitan corroborar o no 

la existencia del régimen supercrítico, así como la calidad de nuestros resultados. 

➢ Añadir al sistema estudiado un campo magnético en la dirección del eje del alambre 

para analizar el efecto de los campos cruzados. 

➢ Investigar alambres cuánticos con otras simetrías con el fin de encontrar la simetría 

más favorable para los procesos de dispersión y eficiencia cuántica. 

➢ Comparar los resultados obtenidos con otros que se puedan obtener en puntos 

cuánticos del mismo material. 

➢ Estudiar la dispersión Raman electrónica para un alambre cuántico, vista en el 

capítulo 4, considerando la interacción electrón-fonón para acercar la investigación 

teórica a la realidad experimental. 
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