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Resumen

Se propone el estudio de las vibraciones mecanicas en un sistema compuesto por dos barras
cilindricas en contacto, donde se considera a una de ellas como la barra activa. Esta barra es
sometida a una excitacién armanica, se busca observar la propagacion de las ondas a través
de la barra activa y como afecta el contacto con la barra pasiva. La transmisién en una sola
barra se estudia mediante el modelo de Pochhammer-Chree, la cual es una la formulacién
exacta para sistemas de barras solidas, isotrépicas y de seccion transversal circular. Para
estudiar el acoplamiento entre dos barras se propone un modelo basado en resortes y
amortiguadores. La verificacion experimental se realiza en barras de aluminio cuyo radio se

tiene en el orden de ~0.01m sometidas a ondas ultrasonicas en el rango de los kHz.

Descriptores: Ondas elasticas; acoplamiento de ondas; materiales isotropicos; ultrasonido.



Abstract

The study of mechanical vibrations is proposed in a system composed by two cylindrical bars
in contact, where one of them is considered as the active bar. This bar is subjected to a
harmonic excitation. The propagation of the waves through the active bar and how it affects
the contact with the passive bar is analyzed. Single-bar elastic wave transmission is studied
using the Pochhammer-Chree model, which is an exact formulation for solid, isotropic and
circular cross-section bar systems. For studying the coupling between two bars a model based
on springs and shock absorbers is proposed. Experimental verification is performed on
aluminum bars whose radius is in the order of ~ 0.01m subjected to ultrasonic waves in the

range of kHz.

Keywords: Elastic waves; wave coupling; isotropic materials; ultrasound.
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Introduccidn

Hoy en dia existen diversos estudios de vibraciones mecanicas en solidos de distintos tipos
de geometrias [1-3]. Uno de éstos casos es el de vibraciones en barras cilindricas, del cual
parte es presentado en éste trabajo. Antes de empezar a presentar e indagar en el tema que se

desarrollara en esta tesis es necesario tener en cuenta algunos temas basicos de fisica.

Uno de estos temas es la Mecanica clasica que trata el movimiento y el equilibrio de los
cuerpos, para ello se parte de diferentes postulados como lo son las tres leyes de Newton, o
la formulacion de Lagrange. Usando estas herramientas uno puede formular ecuaciones para
predecir el comportamiento de un fenémeno, tales como hallar la velocidad de un automovil
en movimiento, la trayectoria que seguird un misil, hallar la 6rbita de los planetas, el
movimiento de un fluido o la deformacion de los materiales. Posteriormente la veracidad de

dichas ecuaciones y por tanto del modelo puede ser puesto a prueba experimentalmente [4].

Dentro de la mecénica se encuentran varias “ramas” de estudio para lo que son diferentes
sistemas. A una de estas ramas se le conoce como Mecanica del Medio Continuo, la cual
trata de manera macroscopica con sistemas compuestos de un conjunto infinito de particulas
como por ejemplo lo es un sélido o un fluido. Donde se establecen ecuaciones de movimiento
para cada particula de la configuracidn en cada instante preciso de tiempo [5], para lo cual se
utilizan coordenadas que describan cualquier punto del cuerpo y su evolucidn temporal en

cuanto a posicion.

Una de las razones por las que en una configuracion inicial pudiese haber un movimiento es
debido a fuerzas externas a esta, provocando asi una deformacion en la posicion inicial de
las particulas. La elasticidad estudia la relacion entre las fuerzas aplicadas a los cuerpos y las
correspondientes deformaciones, sobre todo en materiales que se consideran “elasticos” esto
quiere decir que al dejar de aplicar la fuerza que deforma el material, las particulas regresan

a su posicion inicial.

Se toman en cuenta dos tipos de fuerzas que podrian deformar a un cuerpo, las fuerzas de
masa que actlan sobre todo el cuerpo, asi como lo es la gravedad o fuerzas magnéticas. Y las

fuerzas superficiales, que actian cuando dos cuerpos estan en contacto, un ejemplo de éstas



es la fuerza normal que ejerce el suelo debido al peso de uno. Estos dos tipos de fuerzas
causan asi una respuesta en el cuerpo el cual trata de mantener el equilibrio, con lo que se
provocan varias tensiones o esfuerzos internos en el material. Este tipo de fendmenos son
estudiados mediante una parte de la mecanica del medio continio conocida como
Elasticidad. Varios autores nombran a la Elasticidad como la acustica de solidos [5], debido
a que a comparacion de la acustica donde el sistema es un fluido, en la elasticidad resulta ser
los solidos el sistema estudiado.

Originalmente la Acustica era el estudio de pequefias ondas de presion en el aire detectables
para el oido humano [6]. Actualmente el campo de la acustica ha sido extendido a més altas
y bajas frecuencias detectables para una persona (ultrasonido e infrasonido). La propagacion
de ondas en este sentido es una propagacion de energia mecanica, causada por la respuesta a
fuerzas externas al medio por donde se propagan, por lo que la generacidn de éstas ondas se
considera un problema de condiciones de frontera. El sonido generado por una bocina o
cualquier movimiento inestable en la frontera de un sélido son ejemplos de la generacion de

este tipo de fendmeno.

Como se menciond antes en este trabajo se estudia la vibracion de ondas mecénicas en dos
barras solidas de material elastico que se encuentran en contacto superficial. EI analisis de la
propagacion de ondas mecanicas en dos barras interconectadas puede describirse por medio
de un modelo de resorte/amortiguador. Tanto los modos de vibracién como los efectos de la
interaccion de dos barras que resulta de los modelos propuestos pueden ser verificados
experimentalmente por medio del estudio de la propagacién de ondas ultrasonicas generadas

y detectadas con transductores de tipo piezoeléctrico.

Las Pruebas No Destructivas (PND) son ampliamente utilizadas para la inspeccién de
estructuras en Ingenieria Civil, Aeroespacial y en Ingenieria Mecanica [1]. Estas
evaluaciones sirven para estimar la vida util de estructuras, el control de calidad en soldadura,
también para la medicion de espesores, la deteccion de fallas tales como laminaciones,
burbujas, etc. En el caso de los cables trenzados que se utilizan en la propagacion de energia
eléctrica aérea, estos pueden estar sujetos a vientos, cambios de temperatura, corrosion [7].
En general en el uso de cable trenzado las fallas comienzan con las fracturas de los alambres

individuales. En este tipo de sistemas el desarrollo de métodos de inspeccion no invasivos



En el analisis de la transmision/reflexion de ondas mecanicas en estos sistemas hay muchos

factores a estudiarse desde el punto de vista de la Fisica. Por ejemplo, cada alambre del cable
funciona como guia de onda que tiene sus propios modos de vibracion, es importante estudiar
cuales de estos modos son aptos para el disefio de pruebas no destructivas, los modos que
puedan propagar ondas a mas largas distancia podrian ser mejores en el disefio de una PND.
Cuando el alambre que encuentra discontinuidades como fracturas, corrosion o burbujas
podria ocurrir conversion de modos. En este caso seria importante el estudio del mecanismo
en que esta conversion ocurre, de qué forma podria ser detectada y estudiada. La
implementacion de los métodos de analisis numéricos adecuados para el anlisis de sefiales
es también un tema de interés, se puede por ejemplo estudiar la Transformada de Fourier, la
Transformada de Fourier de Tiempo Corto, la Transformada Wavelet, etc. Por otra parte en
la mayor parte de los cables existe un “trenzamiento” helicoidal en los alambres que la
conforman, el estudio de cémo es que esta transmisién influye en los modos de oscilacion
del sistema, la interaccion entre alambre y alambre, tanto del punto de vista teérico y
experimental es un problema bajo estudio. Asi como hemos mencionado los anteriores puntos
hay otros mas que tienen que ser investigados para poder desarrollar una PND ultrasénica
adecuada para este tipo de sistemas. En este sentido en esta propuesta se propone el analisis
de los modos de propagacion e interaccion mecanica entre dos barras sélidas, que desde el
punto de vista fisico es analogo a lo que ocurriria entre dos alambres en este tipo de cables.

Esta es la motivacion para desarrollar el presente proyecto.

Basados en vibraciones mecénicas es de interés practico. El objetivo es disefiar una PND
ultrasonica donde el cable funcione como una guia de onda eldstica, colocando en un lugar
de la estructura un generador de ondas y en otro (o incluso en el mismo) un sensor, el analisis

de la sefial detectada brindaria una herramienta para el andlisis estructural del sistema.

Asi para resolver el problema se cuenta como objetivo general estudiar de forma tanto teérica
y experimental la propagacion de ondas ultrasonicas entre dos barras cilindricas paralelas en

contacto superficial.

1. Estudiar los modos de oscilacion elastica en una barra sélida de material isotrdpico.



2. Estudiar la forma en que interaccionan mecanicamente dos barras cilindricas paralelas que

se encuentran en contacto superficial.

3.Desarrollar programas para resolver numeéricamente el modelo de Pochhammer-Chree para

la propagacion de ondas elasticas en una barra sélida de seccion transversal circular.

4.Desarrollar programas para el modelo de interaccion elastica dos barras cilindricas

paralelas que se encuentran en contacto superficial presentado por T. Haag et al [4].

5.Disefiar un arreglo experimental que represente bien el fendbmeno de la transmision en

barras sobre una barra elastica y sobre dos barras paralelas.

6.Seleccionar el material de las barras sélidas, tomando en cuenta las especificaciones y

asegunes que se hacen teéricamente.

7.Realizar experimentos necesarios sobre el sistema que se escogio, para ambos casos que se

desea estudiar.
8.Analizar resultados con ayuda del software adecuado para el procesamiento de sefiales.

9.Comparar los datos experimentales con los programas que se realizaron para resolver las

ecuaciones de los modelos utilizados

10. Escribir los resultados obtenidos y presentarlos en un trabajo escrito al igual que

presentarlos como tema de tesis.

Los desplazamientos de las particulas en estos sistemas cilindricos son descritos mediante la
ecuacion de onda [2,3]. Uno de los modelos tedricos de la elasticidad que se ha realizado en
este ambito es el de Pochhammer-Chree [2], en el cual se basa la descripcion del sistema de
una sola barra presentada en este trabajo. Para lo que primero se hard una introduccién a
conceptos basicos de Mecénica del Medio Continuo (MMC) y Teoria de Elasticidad en el
Capitulo 1, con los cuales se trabajara para describir la propagacién de ondas dispersivas en

una sola barra en el Capitulo 2.

Tras repasar los temas necesarios se indagara en como es que la energia de la

perturbacién mecanica se propaga de la barra excitada a una barra que este en contacto con



esta, por lo cual se revisara un modelo basado en resortes y amortiguadores en el capitulo 3
[4,5]. La motivacion de este trabajo es la de apoyar con evidencia, la hipotesis de la
transferencia de energia entre una barra activa a una barra pasiva via los modos de

Pochhameer-Chree.

Se propone un arreglo experimental descrito en el Capitulo 4, el cual consiste en una
barra de aluminio, con el cual se trabajé para presentar evidencia de la hipotesis ya
mencionada. Por lo cual se revisara la caracterizacion de éste y técnicas, tal como lo es la
transformada de Fourier de tiempo corto que es una herramienta que se utiliza mucho en el
procesamiento de sefiales acusticas [11]. Con estas herramientas realizamos la descripcion
experimental del fendmeno de la transmision de energia entre dos barras en contacto. Por
ultimo, presentamos los resultados obtenidos y algunas conclusiones respecto en la hipotesis

hecha en el Capitulo 5.

Antecedentes

El andlisis de las vibraciones en barras es ampliamente utilizado en ingenieria, especialmente
en la civil, aeroespacial y mecénica [10, 12]. Por ejemplo, los cables de alambres multiples
que se utilizan en estructuras de gruas, puentes o elevadores, donde juegan un papel muy
importante a la hora de cargar con pesos demasiado grandes. Escoger el cable indicado lleva
a la consideracion el aguante del cable; resistencia a la fatiga por torsion; y resistencia a
aplastamiento, corrosion, etc. Muchos defectos pueden desarrollarse en un cable debido a,
por ejemplo, sobrecargas o ambientes dificiles. Varias técnicas pueden ser usadas para
inspeccionar cables de alambres multiples. En ocasiones, este tipo de cables son examinados

usando flujos magnéticos o técnicas de emision acustica.

Los sistemas de una sola barra han sido estudiados bajo diferentes condiciones de frontera y
distintos tipos de excitacion debido a su relativa simplicidad [2]. La teoria de Pochhammer-
Chree es la formulacién exacta para la propagacion de ondas elasticas en sistemas de barras
solidas isotropicas de seccion transversal circular, sin embargo, existen otras teorias
aproximadas como la de Timoshenko [2] y Euler-Bernoulli [12] que son matematicamente

mas sencillas.



El interés en el analisis de la propagacion de ondas mecéanicas en dos 0 mas barras
interconectadas es un problema abierto de amplio interés préctico. Existen varias formas de
abordar este sistema, uno de los primeros ha sido modelar la interaccion mecénica por medio
de resortes [17], este analisis aln sigue vigente, como se demuestra su aplicacion en el estudio
del comportamiento dindmico de arneses. Otra forma de tratar estos sistemas es considerar
que las barras estdn unidas por una capa de material elastico o viscoelastico [13]. Una
aproximacion a esta situacion fisica es simular la interaccion mecanica mediante resortes en

paralelo con amortiguadores (modelo de Kelvin Voigt) [17].

Un aspecto importante a mencionar es que en su mayor parte las formulaciones para
el acoplamiento de vibraciones entre barras se basan en teorias aproximadas tal como Euler-
Bernoulli para ondas de tipo flexural o transversal. En 2009 Haag Thomas et al [4]
propusieron un modelo basado en energia con una interaccion resorte-amortiguador,
encontrando asi una expresion para el intercambio de energia entre barras paralelas, aplicable
para la solucion exacta de modos de Pochhammer-Chree. Posteriormente realizaron pruebas
en un sistema de dos barras de aluminio acopladas entre si, comprobando sus resultados son

utiles para el analisis de dafio en cables trenzados [14].

Si bien este tipo de problemas han sido mayormente estudiados en ingenieria
mecanica, estos sistemas son también interesantes desde el punto de la Fisica. Hemos
mostrado anteriormente como los métodos utilizados en Fotdnica y Fononica pueden ser
utilizados en este tipo de estructuras finitas [7]. Se demostré como el Método de Expansion
en Ondas Planas puede ser utilizado para estudiar las vibraciones mecanicas, obteniendo

resultados tan exactos como los que se obtienen con la teoria de Pochhammer-Chree.

Por otra parte, como antecedente de preparacion previa, recientemente el estudiante
Tadeo Pefia Moreno defendio la tesis intitulada “Estudio Tedrico-Experimental de la
Dependencia Angular de los Modos Longitudinales Pochhammer-Chree en Barras de
Aluminio” [15]. Este trabajo tedrico-experimental proporciona al estudiante conocimiento

para poder dar continuidad a su investigacion en las metas de este proyecto.



Metodologia

Como bien se dijo anteriormente el presente estudio se enmarca dentro de la teoria de
elasticidad, donde se revisa parte de la bibliografia necesaria [1,12] para atacar el problema
de forma tedrica. Con esto se hizo una exploracion de temas de mecanica del medio continuo
para después estudiar el problema de la dispersion de ondas mecanicas en sistemas cilindricos,
con la Teoria de Pochhammer-Chree [2,3]. Posteriormente se continué la revision
bibliografica haciendo el desarrollo de la energia del sistema compuesto por dos barras
cilindricas, con lo que mas tarde se obtiene unas expresiones a solucionar y asi encontrar el
cambio de energia mecanica entre una barra activa y otra pasiva [4]. Se utilizaron diversos
softwares como Mathematica, MatLab [18] y programas hechos en fortran para la solucién
tanto de las ecuaciones de dispersion para los modos Pochhammer-Chree, como también en

la solucion de las ecuaciones de intercambio de energia entre ambas barras.

Las pruebas experimentales realizadas en el trabajo presente se realizan sobre barras de
aluminio de aleacién 6061, con transductores piezoeléctricos de 1Mhz de frecuencia central,
adheridos ambos extremos para el caso de los modos Pochhammer-Chree, en una sola barra.
Se hace transmitir paquetes de ondas en la barra mediante un generador de funciones. Para
el sistema compuesto de dos barras en contacto se utilizan c-clamps para mantenerlas
presionadas entre si [5], de igual manera con transductores piezoeléctricos se hizo transmitir
sefiales a través de la que seria la barra activa [4]. Posteriormente todas las sefiales recibidas
fueron capturadas con un osciloscopio para después procesarlas con una transformada de

Fourier de tiempo corto [9, 10].
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Fig. a Diagrama de flujo de los pasos llevados a cabo para la presentacion de este trabajo.



Capitulo 1

Teoria de elasticidad

En este capitulo se revisaran varios conceptos de la MMC, ya que serviran de base para
presentar mas adelante ecuaciones que describen el fendmeno de la transmision de ondas
ultrasénicas en barras cilindricas. Algunos de estos conceptos son los tensores de
desplazamiento y de esfuerzos, son estos dos los que seran mas relevantes a lo largo del
trabajo. NOtese que en este trabajo se considerara al sistema estudiado como un material
isotropico, homogéneo y sometido a pequefias perturbaciones, esto permite hacer varias
aproximaciones a la hora de trabajar con algunos de estos temas.

1.1 Tensor de deformaciones

Una de la caracteristica de los cuerpos elésticos estudiados por la Mecénica del Medio
Continuo, es la de volver a su estado de origen después de haber sufrido una fuerza; al cambio
de distribucion en la configuracion de los elementos que componen al cuerpo se le conoce
como deformacion. Para comprender mejor este concepto, se considera un cuerpo de dos
dimensiones como el que es mostrado en la Fig. 1.1. [16].

Ahora se presentan dos casos en los que se somete el cuerpo a una fuerza paralela al eje x
[Fig. 1.1 (a)] y otro donde se aplica la fuerza en direccion y [Fig. 1.1 (b)], al aplicar dicha
fuerza se nota un desplazamiento de las particulas del material (Aux y Auy, respectivamente)
en ambos casos de la forma que se muestra en la Fig. 1.1. Asi, definimos la deformacion
tomando los cocientes del cambio de longitud debido a estas fuerzas, sobre la longitud

original en cada caso (siendo dichos cocientes los siguientes, Aux /AX, Auy/ AY).



: Auy
: T----------
]
|
|
. AY
|
1
- AX bIﬂUx-l— Y

Fig. 1.1, (a) Incremento de longitud de un material en direccién X, (b) Incremento de longitud de un

material en direccion Y.

Au, Au,
. ey = — .
AX YoAY (1.1)

ey =

Siguiendo el mismo ejemplo, se presenta ahora un caso donde tengamos una fuerza aplicada
con componentes en el eje x y el eje y sobre el mismo cuerpo. Teniendo asi un escenario

parecido al de la Fig. 1.2.
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Fig. 1.2, Ejemplo de deformacion de corte.

A una deformacion de este tipo se le conoce como deformacion de corte, que se define como
el cambio de dos vectores que anteriormente eran ortogonales entre si; en este caso siendo
dichos vectores los lados del elemento que en su estado original yacen en los ejes x y y. Para

expresar este cambio de configuracion del elemento nos apoyaremos en los angulos 01 y 0>.

Yxy = g_ 61+ 63) .
(1.2)

Ahora, tomando la aproximacion a angulos pequefios se reescribe con la definicion de

tangente estos mismos

_ (Dux &)
yxy_(AY-l_AX ' (13)

Por dltimo, se define la deformacion de corte como un medio de la suma de dichos angulos.

1 1(%_{_&)_ (1.4)

€y = — ==
xy Zny 2\ Ay AX

11



Al ver esta ultima expresion uno puede darse cuenta que en el caso anterior a este puede ser
tratado con la misma expresion si repetimos el subindice. Asi, tomando las tres expresiones

obtenidas se escribe de forma general, tomando el limite cuando AY y AX tienden a cero.

- 1(% + %)_ (1.5)

e:: =
) 2 an 0X;

Donde a e;; se le conoce como tensor de deformacion, el cual contiene informacion

cuantitativa del desplazamiento relativo entre partes vecinas del mismo material. Al correr

todos los indices y organizarlos en una forma matricial se obtiene.

Ouy aux) (6ux 0uy) (6ux 6uz)
(0X+6X 6Y+6X 6Z+6X

1 ouy 6ux) (6uy 6uy) (auy auz)
e;i; = — B — _ —_— —_— B — _
U 2 ( ax = ay ay + oY oz + X
(Gl g 2 (B 2y (% O (1.6)
0X 0Z oY 0Z 0Z 0Z

Como se puede ver el tensor tiene la propiedad de ser simétrico con lo se escribe.

el-j = eji' (17)

1.2 Tensor de rotacion

Ya se reviso la idea como una fuerza aplicada en un solido puede deformarlo, cuando pasa
esto entran en juego cierto tipo de fuerzas internas (esfuerzos) para llevar al cuerpo a su
estado inicial, pero no todas las veces ocurre esto; podria ser que el cuerpo presentara un
movimiento rigido como respuesta a dicha fuerza, asi la parte rotacional del movimiento

causaria también un desplazamiento de la configuracion inicial de las componentes del sélido.

Se presenta de nuevo el sistema cuadrado de dos dimensiones, el cual presenta una rotacion

como la que se muestra en la Fig. 1.3 [16].

12



Fig. 1.3, Desplazamiento y rotacion rigida en el plano X-Y.

Haciendo un paralelismo con el caso anterior para deformaciones, se puede escribir el
movimiento del cuerpo ayudandose con el angulo que éste se movio para terminar en su

estado final. Utilizando la misma notacion que en la seccion anterior, se escribe.

by = L(Zx 4 2) (1.8
xy = 2\ oy ax )’
Suponemos que en este caso 6; = — 6,.
= 26,-0,)=0
Wyy = E( 1= 1) — V. (1.9

Y esto concuerda ya que el cuerpo no sufre una deformacion si no se trata del caso en el que

toda la figura rota en el mismo sentido. Asi, se propone la siguiente expresion para un caso

donde se presenta solo rotacion.

_ im0 (1.10)
Wxy = 2( oY ax)'
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Donde a w,,, se le conoce como el tensor de rotacion, de igual maneara corriendo los indices

y al acomodarlos en una matriz de tres por tres obtendremos la siguiente expresion.
0 ou, OJu, (aux 6uz)
/ Y X 970X \
ouy _ Oy 0 ouy _0u,) |
X adY d0Z 0X

|
(Ouz aux) ou, OJu,, 0 )
X 97 Yy oz

: (1.11)

De esta manera se observa una de las caracteristicas de este tensor, al contrario del tensor de
deformaciones en este se puede ver que tiene la propiedad de ser asimétrico, teniendo asi la

siguiente propiedad.

a)ij = —a)jl-. (112)

1.3 Tensor de desplazamiento

Como se observo en las dltimas dos secciones, la deformacion y la rotacion de un cuerpo
dependen de cuanto se han desplazado sus componentes con respecto a su configuracién
inicial; por lo que se puede decir que el desplazamiento esta en funcion de la rotacion y la
deformacidn del cuerpo. Para ver més a fondo este concepto, veremos en un sistema donde
tenemos los puntos P y Q como se muestra en la Fig 1.4. Méas tarde estos mismos son

sometidos a un desplazamiento terminando en los puntos p y q [16].
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Fig. 1.4, Desplazamiento relativo du de Q a P.

Donde el desplazamiento relativo de Q con respecto a P es

du = dug — dup. (1.13)

El desplazamiento unitario seria entonces du/dS, donde la magnitud dS es el largo de PQ,
las componentes rectangulares del desplazamiento unitario relativo serian (en el limite donde

dS tiende a cero).

du, Oduy dX = Ou,dX Juy, OuydY OuydY (1.14)

a5~ ox as T axase s~ ay dS ' aY ds

Donde las derivadas parciales son evaluadas en el punto P y donde no depende de las
componentes (dX/dS, dY /dS) del vector unitario 7 en la direccion de PQ. Asi, escribiendo

las componentes en forma matricial tenemos.

dur\  [fOuy Ouy\ [ax
as | _ | ax oy das

duy duy ou,, day | (115)
as X aYy as
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au _ 1.16
as ~ Jum (1.16)

Siendo asi la primera columna las componentes del desplazamiento de Q relativo a P, la
matriz columna n siendo las componentes de direccion del vector 7 y por ultimo tenemos el
tensor de desplazamiento en su representacién matricial de dos dimensiones. Ahora, sabemos
que una de las propiedades de una matriz, es que podemos escribir a ésta como la suma de
una matriz simétrica y otra antisimétrica. Con esto y la idea que habiamos dicho antes de
describir el desplazamiento en funcidn de la rotacién y deformacion del cuerpo, escribimos.

Qux  Ouy Fux (% 4+ oy ) 0 (% _ %)

ax oy | _1 ox oY 1) + 1 oY X/ | (1.17)
Qux Ouy | 2 (O&J,%) ouy 2 (a&_%) 0

0x ay (5).¢ oYy oy (3).¢ oYy

Siendo asi el tensor de rotacion una suma del tensor de deformacion y el de rotacion.

u ;= e+ wj. (1.18)
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1.4 Tensor de esfuerzos

Cualquier solido eléstico sometido a fuerzas que lo deforman reaccionara a éstas y presentara
fuerzas opuestas que trataran de regresarlo a su estado original, estas son llamadas esfuerzos
internos. Estas se consideran fuerzas de superficie ya que son fuerzas causadas por el contacto
directo con otro cuerpo. Para describir este tipo de reaccion se usa el concepto de vector de
traccion, imaginemos un corte en un elemento de volumen arbitrario el cual est sometido a

una deformacion.

Fig. 1.5, Fuerza superficial 41 aplicada en la superficie 4S.

Como se muestra en la Fig. 1.5 Af es el vector suma de la distribucion de fuerza ejercida en

la superficie 48, asi el vector traccion queda definido por [19].

Af (1.19)

Claro que el vector T queda expresado en términos del vector 7 normal a la superficie

T=T'A + T2A% + T37%. (1.20)

Siendo la primera componente la traccion normal a la superficie y las otras dos son esfuerzos
paralelos a ella. Para ayudar a ver mejor la representacion matricial de este tensor, es mejor
tomar un ejemplo méas sencillo donde el volumen estudiado sea un cubo sometido a

deformaciones perpendiculares a cada una de las caras de este.
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AXZ

X3

Ax
3 X;

Fig. 1.6, Componentes de esfuerzo.

Dadas las componentes que se muestran aplicadas sobre el elemento de volumen en la figura

1.6, se escribe el tensor en su forma matricial [19].

TU=(

Ty Ty T13)

T21 TZZ T23 .
T31 T32 T33

(1.21)

Siendo los elementos de la diagonal los esfuerzos normales y los que estan fuera de ella

representan los esfuerzos de corte.

T

i
R Ty Trg
TZ} =|Tar T2
T3 T

1.22

= Tijeij . ( )
Ti3\ /M
T35/ \n3
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1.5 Ley de Hooke

Una de los principios mas importantes de la mecanica es la ley de Hooke y aqui en el ambito
de los solidos elésticos también se tiene dicha relacion. Esta consiste en tratar a las
deformaciones como funcion lineal de los esfuerzos y viceversa, con lo que la ecuacion

incluye los dos puntos vistos hasta ahora, el tensor de deformacion y el tensor de esfuerzos.
Ley de Hooke como se ve en un curso de mecanica

F = —kx. (1.24)

Esta es la forma mas comun de representar a la ley de Hooke, donde la relacionan una fuerza
F ejercida por el resorte con la elongacion o deformacién de este mismo denotado por la letra
X, donde k es la constante del resorte.

Ley de Hooke en la Mecénica del Medio Continuo.

Tij = Cijki €xi- (1.25)

Donde T es el tensor de esfuerzos, e es el tensor de deformacion y C;j, es un tensor de
constantes elasticas el cual consta de ochenta y un componentes, una matriz bastante larga
de escribir. Sin embargo, gracias a que los tensores de esfuerzos y e deformaciones son
simétricos, se reduce a una matriz de treinta y seis componentes independientes. Se toma en
cuenta que en este caso se estudia el comportamiento de un material homogeéneo e isotropico
como lo es el aluminio, en estos casos el tensor de elasticidad del medio es invariante a las

rotaciones, con lo que se obtiene.

Cijkl = RiijanpquCmnpq' (126)

Donde Rij es una matriz de rotacion, esta Gltima expresion se puede escribir de la siguiente

forma, la cual es una de las representaciones generales para un tensor de rango cuatro.

Cijki = @66y + BSySj1 + v6: 8- (1.27)
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Donde los coeficientes «, 8,y son constantes. Al sustituir, esta expresion en la ecuacion
(1.25) se obtiene.

Tij = (@8yu + BSubj + ¥8uSj)ex. (1.28)

Tij = aeydy + Bey; + yej;. (1.29)

Ademas, con la propiedad de que el tensor de deformacion es simétrico, también se define

A=ay2u=p+y,resulta.

Tiyj =Xeyd+2u e (1.30)

Donde los coeficientes A y u son los coeficientes de Lamé, una de las representaciones mas

comunes del tensor es la siguiente.

1

Donde K = 1+ %u. Para llegar a ella se usa la siguiente identidad del tensor de deformacion
en la ecuacion (1.30).

1 1
eij = s eudij + (e —eud)). (132)

Donde se puede observar que el primer termino de la identidad es una deformacion de corte

puro, puesto gque solo contiene las componentes de la diagonal del tensor de desplazamiento
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y la segunda es una compresion hidrostatica, puesto que la suma de las componentes es cero.
Asi, laecuacion (1.30) es conocida como ley de Hooke para sélidos elasticos isotropicos [19],
donde solo se necesitan dos coeficientes independientes de los ochenta y uno con los que

comenzamaos.

1.6 Ondas elésticas

Para describir el movimiento de un material eléstico es necesario empezar generalmente por
la forma de la segunda ley de Newton para el medio continuo. Asi, con la condicién de
equilibrio de un solido elastico y aplicando la segunda ley de Newton se obtiene.

oT;;
fi=24 (1.33)

J

_dE; dmiy, 9% (1.34)
= ="av ~Paz

(')Tl-- _ azui (135)
(')xij P 8t2 |

Siendo esta la expresion de la segunda ley en el contexto de la Mecanica del Medio Continuo.

Ahora, aplicando la ley de Hooke (1.30) para un material sélido, homogéneo e isotrépico.

Tij = 7\8115” + 2 u eﬁ. (136)

Sustituyendo y desarrollando.

azui_%_ )

1 aui+auj s 37
p ot? N axij N ax] 2 ax] axi ey ijl- ( . )

2u
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2 2 2
0 Uu; ) Uu; d uj aeu

+A

= + .
Pz ~ Maxox, ' Mox ox  ox Y

Se observa que el ultimo término también puede ser escrito.

1( 0u; ou; ) ou;
i — -\ — — )=
u 2 ( 0x; + 0x; 0x;

Usamos esto en el desarrollo.

62ui azui azuj

otz U 9x;jox; ) dx; 0x;

62ui azui azuj
Por = “axj ox; ) dx; 0x;

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Desarrollando los términos de esta Gltima expresion se puede ver las siguientes igualdades.

62ul 2
E =V Uu;.
Xj ax]
Y también.
0%u;
L= y(V-y
6xiaxj ( l).

(1.42)

(1.43)
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Asi, se sustituyen estas dos ultimas expresiones en el desarrollo.

Py = pvA, + (u+ ) V(Y- ).

Usando la siguiente identidad se reescribe.

Viu, = V(V-u)— VxVxu,.

pil; = pWV(V-) — WWaVax + (+0) V(V-w).

pu; = QU+ V(- -T) — pVx Vi,

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

Esta ecuacién de movimiento puede ser separada en dos partes, una dilatacional donde

Vxu, =0y V-u, esunacantidad finita, al igual que una de corte para la cual V x u, s una

cantidad finitay V- u, = 0 [19].

uU=1u + U,

Donde
Vxu =0
V-u;=0.

Con esto la ecuacion (1.47) es separada en las siguientes dos expresiones.

(1.48)

(1.49)

(1.50)
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U, = % V2 4. (1.51)

i, = M y2 g (1.52)
p

. . A+2
Donde se define % como el cuadrado de la velocidad transversal C;y T” como el cuadrado

de la velocidad longitudinal C,. Para una onda monocromatica la solucién a la ecuacion (1.47)

es la siguiente [19].
u(x, t) = u(x)e @t + y, (x)e . (1.53)

Siento w = 2mf, con f como la frecuencia en hercios, también tomando en cuenta que cada

componente de la solucién satisface la ecuacion de Helmholtz.

Vzul + klzul = O,

y (1.54)

V2u, + k. u, = 0.

Conk;=w/c; Y ks = w /c, siendo los vectores de onda de las componentes longitudinal
y transversal, respectivamente. Asi con la solucion de estas expresiones se cambia la ecuacion

(1.53) por la siguiente.
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u(x’ t) — ulei(klx—wt) + utei(ktx—wt)_ (1.55)

Como se pudo observar en esta seccion y se anteriormente las interacciones de un medio con
fuerzas externas crean deformaciones, estas deformaciones son las que viajan a traves del
medio como ondas mecéanicas. Es precisamente en esta Ultima seccion que se ha encontrado
las expresiones matematicas de como es que las deformaciones y desplazamientos de las

particulas en el medio se desplazan a través del medio como ondas.
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Capitulo 2
Ondas elasticas en barras

En esta seccion se profundizard mas en como éstas se comportan en el sistema a estudiar,
un cilindro de material s6lido y homogéneo, de seccion transversal circular, radio a y longitud
infinita, siendo la imagen de la Fig 2.1 una seccion de éste. También haciendo la suposicion
de que nuestras ondas son de longitud de onda “grande” con respecto al radio de la barra.
Para esto se trabajara la teoria de Pocchamer, con la cual se describira los diferentes tipos de

ondas en el cilindro.

I
d
X 0

Fig. 2.1, Representacion de una seccion de nuestro sistema estudiado.

2. 1 Ondas en una barra infinita

En esta seccion se desarrollard un poco lo visto en el capitulo anterior, pero desde un punto
de vista mas enfocado al sistema en cuestion, se reescribe el tensor de esfuerzos en
coordenadas cilindricas, el cual cumple con la ecuacidn de onda, asi se trabaja con de este

tipo de herramientas para conocer asi la amplitud de oscilacion del sistema estudiado.

En general en un medio sélido pueden existir tanto ondas longitudinales como transversales,
la ecuacion de onda puede ser escrita en funcion de estas dos componentes. Una forma alterna
de escribir la amplitud de oscilacion para este tipo de sistemas es en funcion de los dos

potenciales elésticos @ y H [2].

i = Vo + VxH. 2.1)
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Tal que

(2.2)

VxH = u;.

Donde el potencial H cumple con la ecuacion de onda vectorial y el potencial ¢ con la

ecuacion de onda escalar.

1 0%® (2.3)
V2p = — —
cf 0t?

2y - 10%H (2.4)
VH = 555

Asi con estos dos potenciales y haciendo uso de coordenadas cilindricas acorde a la simetria

del sistema, las componentes del vector de desplazamiento son las siguientes.

_ 00 10H, 0H,

ur—E‘F;agﬁ'E. (25)
109 N 0H, O0H, -
=250 ez ar (26)
_ 09 N 10 . 10H, 27
Yz = 5z rar(r o) r 00 ° 27)
Una de las condiciones en la frontera de la barra a considerar es la siguiente.
Ty = e = L,=0 r=a. (28)
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Donde T;; = Aey 6y + 2 pe;;. Esto debe cumplirse debido a que, en la frontera entre dos
medios la fuerza ejercida por elemento de volumen sobre sus alrededores debe ser igual a la

fuerza que ejercen éstos sobre dicho volumen, pero en direccion opuesta.

T+ T2 = 0. (2.9)
Siendo
Sustituyendo la relacion 7, = —#,, obtenemos:
(T —T5)m =0. (2.11)

Evaluando en la frontera r = a, Las condiciones de frontera para el tensor de esfuerzos serian.

Tr1r|r=a = Tr2r|r=a-

Tr19 lr=a = Trze l+=a- (2-12)

Trlzlrza = Trzz|r=a-

Siendo los tres términos del lado derecho iguales a cero. Asi para una onda armonica que

viaja en el cilindro se propone la siguiente solucion general para los potenciales.

@ = f(r) Op(0) elkz=@D) (2.13)
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H = hy(r) 6,(0)e"**=“D, hy (r) 05(6)e'**~*D, h,(r) 6,(6)e'* >V, (2.14)

Haciendo sustitucion de dichas soluciones en las respectivas ecuaciones de onda, se
encuentra una solucion compuesta de senos y cosenos para la parte con dependencia en 6.
Asi si sustituyendo (2.13) en (2.2) se obtiene.

2

1 1 w
" —fr _ noo_ 2 = -
f" 04 + rf Op + er o— k*fOq e fOq, (2.15)

Usando el método de separacion de variables resulta.

fll f/ < (1)2> @II¢
r’—+r——|k?——=|r=——— =n? (2.16)
f f Clz Oy
Por lo que.
04 = Asinnb + B cosnb. (2.17)

Donde n es un namero entero, al hacer la sustitucién de la solucién para H, resultados
similares se obtienen para @y, 0,, 6. . Diversos requerimientos en las diferentes
dependencias de 6 de las partes longitudinal, torsional y flexural, hacen que se descarte uno
de los dos términos de la solucion dependiendo del modo estudiado, dejando las siguientes

expresiones.

@ = f(r) cosnf e(kz=w0),

H, = h,(r) sinng e!(kz—w0),

(2.18)
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Hg = hy(r) cos n@ eitkz—wb),
H, = h,(r) sinn@ eikz—wt),

Siguiendo con la determinacion de la dependencia de r de las cuatro funciones, comenzando

por @ de la expresion (2.16).

d*f 1 df , n¥\ .
ar? ;E+(“ “)f—“- (2.19)

Donde a? = w?/c} — k,, es de notar que esta ecuacion diferencial de segundo orden es la

funcién Bessel de orden n, teniendo la solucién.

f(r) = A (ar). (2.20)

Donde la segunda parte de la solucion de la ecuacion Bessel Y, es descartada debido a su
comportamiento en el origen. De manera similar sustituyendo para la parte de h, se tiene la
misma ecuacion diferencial con excepcion de que se tendria % = w?/c? — k,, asi la

solucién seria en este caso.

h,(r) = B J,(Br). (2.21)

Para las dos ultimas soluciones de la parte radial, resultan las siguientes ecuaciones

diferenciales, haciendo el desarrollo desde la expresion (2.2).

hy Yahy 1 2h 4 2nhy — h)— k2R + o 2.22
dr2 r dr 72 n-ny, nng T zr C?r_' ()
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d?hy 1dhy 1, 2y L W
T+ T 77 (nhe + 2nh. — ho) — kZhe + ghe = 0. (2.23)

Son dos ecuaciones y dos incognitas, asi se resta la primera de la segunda para obtener.

2 1d (n+1)° _
{W rar TP r—z} (hy = hg) = 0. (2.24)

De nuevo una ecuacion diferencial Bessel, para la cual la solucion resulta ser la siguiente.
hy — hg = 2B3)n+1(BT). (2.25)
Si se suman las dos expresiones (2.22) y (2.23), se obtiene una ecuacién parecida.

d? 1d 2 (n-1)? _
{F-I_;E-i_ﬁ — 2 }(hr+h9)—0.

(2.26)

Con solucién.

h, + hg = 2ByJn_1(BT). (2.27)

De las cuales podemos obtener la solucién para h,.y hg, las cuales serian las siguientes dos.

hy = BiJn-1(B1) + Bz/n41(BT). (2.28)

he = B1Jn—1(Br) = ByJn+1(BT). (2.29)

Asi se tiene cuatro soluciones de la parte radial, con las cuatro constantes A, B, B; Yy B, por
determinar con condiciones de frontera. De hecho por la propiedad de invariancia de “gauge”,
una de las constantes sin perder generalidad, haciendo B, = 0, lo cual resultaria en el caso
h, = — hg. Asi, se sustituyen las soluciones encontradas las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7),

las expresiones de los desplazamientos y algunos de las tensiones quedarian de la siguiente
forma.

U, = [f’ + (g) h, + kzhr] cos n@ e'(kzz=wt),
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Ug = [— (g) f+k,h, — h’z] sinn@ e!(kzz=0t),

n+1)h .
U, = [—sz —h', - (n+ Dhr " ) rl cosnf egilkzz—wt),
(2.30)
T = [=A(a? + kDS + 2u{f "+ 2 (1, = 22) + k1, | cosnBeikaz=e0,
2n n+1 .
Trg=n [_T<f’ - ]r:) — (2hy — B*h,) — k, (T h, — h’r)] sinnfetkzz=wt),

n n+1 nk .
T, =1 [—Zsz' — ;{h'r + (T - B*+ k;) hr} - Tzhz] cosnfeikzz-wt)

Donde las tres tensiones vienen siendo dadas por la ley de Hooke en coordenadas cilindricas,
sera que con los resultados obtenidos en este apartado que adelante se analizara los tres casos
de modos presentes en un cilindro. Asi, el procedimiento para encontrar la ecuacion de
frecuencia resulta de sustituir las expresiones para f, h,., hg, h, en las condiciones de frontera
para el tensor de esfuerzos (2.30), evaluados en r = a. Lo cual nos arroja los coeficientes del

siguiente determinante:

laij| =0(,j =1,2,3). (2.31)
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2.2 Modos torsionales

El caso de las ondas torsionales resulta cuando las componentes u, y u,- no existen (ver Fig.
2.2); de la ecuacion de la onda que satisface ugy se sigue que es independiente de 6. Por esto
mismo la componente H, es la Gnica que es diferente de cero del potencial vectorial H. Con

esto, las expresiones de estas dos componentes son.

ug = —PBBsJ; (Br)e!kzz=wb),

(2.32)

H, = B3Jo(Br)ete=ob,

También, es de notar que en las condiciones de frontera de (2.30), T, es la Gnica que se toma
en cuenta. Haciendo ésta igual a cero se obtiene la ecuacion de frecuencia de los modos

torsionales, lo cual resulta de la condicion.

(2.33)

Aplicando estas condiciones y sustituyendo las ecuaciones de (2.32) en T,, obtenemos la
siguiente relacion.

Bajo(Ba) = 2] (Ba). (2.34)
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Esta igualdad se cumple cuando Sa toma el valor de alguna raiz de la funcion Bessel, alguna

de estas son las siguientes.

fia=5136, f,a=8417, fsa=1162,... (2.35)

Lo cual lleva a la siguiente relacion entre el nimero de onda y la frecuencia.

(Bya)? = (wa/c;)? — (k,a)?. (2.36)
B —
o P
t 0 v
2a ................................................................
‘v

Fig. 2.2, Modos torsionales en una barra solida.

2.3 Modos longitudinales

Para el caso de los modos longitudinales se considera que el desplazamiento ug es igual a
. d
cero, lo que obtenemos si i 0y n = 0, por lo cual nos quedaremos solo con las

siguientes expresiones.

_0®  9H, 09 10
Y= T ez Y2 =%, Trar e (2.37)
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Lo que lleva al comportamiento de las ondas descrito en la Fig 2.3 [3]. Asi sustituyendo las
soluciones de Hy y @ , deberian ser suficientes para describir este tipo de movimiento de las
ondas en este caso, considerando de nuevo el caso n = 0 las expresiones mencionadas

quedarian de la forma.

& = A],(ar)e!kzz=00),

(2.38)

Hg = —ByJ,(Br)e'kzz=wb),

Sustituyendo estas dos ecuaciones en las condiciones de frontera de (2.30) paraT,, =T, = 0
y r = a obtenemos la relacion que cumplen los modos longitudinales en la barra cilindrica,

la cual tiene la siguiente forma.

2
(62 + k) Ja(aa) s (B0) — (B ~ kD) o(aa) Jy (Ba) — 4kZap Ju(aa) jo(Ba) =0 &%)

A la cual se le conoce como la ecuacion de frecuencias de Pochhammer para los modos

longitudinales, donde.
2
w
ﬁZ =2 kzz'
t

(2.40)

2
w
2 _ 2
a __z_kZ'
l

La cual es una ecuacion transcendental a resolver para encontrar los modos longitudinales
permitidos en la barra, una forma de resolver dicha expresion es creando un algoritmo
numérico que encuentre el valor de las frecuencias y los vectores de onda tales que la

ecuacion Pochhammer para los modos longitudinales sea minima.
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Fig. 2.3, Modos longitudinales de una barra cilindrica sélida.

2.4 Modos flexurales

Hasta ahora se ha visto que las dos componentes de desplazamiento se obtuvieron del caso
n = 0. Asi, en orden de que las primeras familias de modos flexurales aparezcan, elegimos
n = 1. En este caso los desplazamientos de las tres componentes existen (véase Fig 2.4), lo
que hace que la ecuacién de Pochhammer para la frecuencia se la mas complicada hasta ahora.
La cual resulta de las tres ecuaciones diferenciales para las componentes de los tres
desplazamientos que dependen de la coordenada r y condicion de frontera de (2.30). Lo que

resulta en la siguiente ecuacion para la frecuencia.

J1 (@2 (B)(fiFE + foFuFp + fsFp + fuFo + f5) = 0, (2.41)

Donde
fl = Z(ﬁ_z - E;)Z’

fo = 25*(5B* — k),

fa = B¢ — 10B* — 2B%k2 + 2B2kZ + B2k: — 4k2,

36



fa = 2B*(B%kZ — B% — 9K3),

fs = B?(—B* + 8% — 2%kZ + 8kZ — k),

18]
Il
Q
IS}
=

:a-’[},

F, = xJo(x)/]1(x).

Una vez mas para encontrar las raices para la ecuacion de las frecuencias se realiza un

programa tal que nos arroje los valores de K; y o, tal que minimicen esta ecuacion.

Fig. 2.4, Modos flexurales en una barra.

2.5 Modos flexurales de orden superior

Hasta ahora se han revisado los casos para los cuales n = 0, para los cuales se obtienen las
expresiones de los modos torsionales y modos longitudinales, el caso cuando n = 1, donde
aparece la primer familia de modos flexurales. Ahora, para el caso cuando n > 1 obtenemos
las familias de flexurales de orden superior. Para este mismo caso, ninguno de los
coeficientes del determinante (2.31) es igual a cero, por lo que para obtener la solucion de la

ecuacion de frecuencia basta con igualar el determinante a cero y resolver para a y .
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Como se observo en estas secciones, retomamos lo visto en la tltima seccién del Capitulo 1
donde se describié mateméaticamente que los desplazamientos de las particulas de un medio
continuo debido a perturbaciones exteriores, son descritos por la funcion de onda y que esta
es posible separarla en dos partes, transversal y longitudinal. Asi tomando en cuenta este
hecho se procedio a describir el problema de ¢qué pasaria si el medio continuo se tratase de
un cilindro? Después de esto se procedio a reescribir las ecuaciones de onda en dos
potenciales, para asi describir el tipo de movimiento que las particulas del medio continuo

toman.
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Capitulo 3

Intercambio de energia entre dos barras

En este capitulo se revisaran algunos de los aspectos principalmente enfocandose en como
es la energia en el sistema estudiado. Asi como en una revision para obtener una expresion
de la transferencia de energia en un sistema de dos barras cilindricas acopladas. Para lo cual
primero se hard un desarrollo para encontrar una expresion para la energia o potencia
promedio en el sistema. Paso siguiente, se indagara en el caso ya comentado de dos barras
en contacto y se dard una expresion para la perdida de energia en el sistema, debido a la

interaccion, asi como la misma atenuacién que el material causa.

3. 1 Energia en el medio

Como ya se ha mencionado parte de la resolucion del fendmeno es encontrar informacién de
éste a través de expresiones matematicas que nos ofrece la fisica. Una de estas expresiones
utilizada con mucha frecuencia en diferentes sistemas es el Hamiltoniano [9]. Bajo ciertas
condiciones este se identifica con la energia del sistema, por lo que trabajaremos con éste
para conocer mas acerca de la energia. Como sabemos la expresion del Hamiltoniado es la

siguiente.

H=T+V. 3.1)

Donde T, representa la energia cinética del sistema y V es la energia potencial del mismo.
Ahora, dado que se busca conocer como es la energia en cualquier instante de tiempo para el
sistema, asi se conoce de [4], que para el caso de propagacion de ondas de tipo longitudinal
en un sdlido elastico perfecto, la energia en cualquier instante de tiempo en un volumen V

estd dada por la siguiente integral.

E= Jvivipdvi, i=1,2. (3.2)

%
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La energia cinética

1
T == pv?. (3.3)
Densidad de energia eléstica
1 3.4
V= Eai]-ul-j. ( )

Si se toma en cuenta que el sistema en cuestion es un medio isotrépico

O-ij = Aullaij + Z,LLU,U (35)

Reescribimos en téerminos de las velocidades de sonido, c¢; Y ¢

pct = A+ 2y, pct =1, (3.6)
0ij = pciuydij — 2uydyjpcf + 2pctuy), (3.7)
0ij = pciuydij + 2pcf (ui; — uydyj). (3.8)

Ahora, para una onda monocromatica longitudinal, se escribe el tensor de desplazamiento

de la siguiente forma [19].
i, = Re(4, expli(k - # — wb)]). 3.9

Que cumple con las siguientes identidades.

i, xk=0, VX1 =0. (3.10)

1
V=2 peiuguy + ped (wijui; — upiy). (3.11)
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La cual tiene también la propiedad [19].

0= uijuij — U;iUy- (312)

Para comprobar esto se considera una onda longitudinal monocromatica, la cual se escribe

de la siguiente forma.

- - A - - .
i, = Re(A expli(K -7~ wt)]) = = Re (7 F expli(k -7 - wt)] ). (3.13)
uj = Re(5kjexpli(k - ¥ — wb)]). (3.14)
Donde se toma en cuenta las identidades de (3.10) [19].
(V X ﬁl)k = Sijkaj =0. (315)

Lo cual quiere decir que d;u; = 0ju;, asi 0 = w;;u;; — uyuy = 0;u;0;u; — 0w, 0;u;.

iA o iA I (3.16)
d;u;j0;u; = Re [? kik; exp[i(k -7 — a)t)]] X Re [? kik; exp[i(k -7 — wt)]].

00w, = Re | = kik; expli(k - 7 — w)]| x Re |= k;k; explik - 7 — wt)] |- )

De aqui que 6 = w;;u;; — u;u, = 0, asi para una onda longitudinal la expresion (3.11) es

la siguiente.
1 2
V= Zpciuguy.
(3.18)
Y la expresion densidad de energia.
1.1 3.19
H = Epuiui + Epclzuiiujj. ( )

Se toma el promedio de ésta
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1 1
<H>= —p <y > +§pcl2 < Uy >

(3.20)

Para lo cual se necesita obtener el promedio de Ty V. Asi, dada una onda longitudinal

armonica la energia cinética es.

1

1 1 1 (°
<T>= 5P < W > = —szp <uu; > = —wzzp— f Re(u;) Re(u;)dt.
T T

Siendo 7 el periodo
,1 1 %1 1
<T>= —-w Ep;.[r E(uiui)z(uiui)dt.

De la expresion (3.14) se reescribe el producto u;u;
1 1 (%°1//4 S
— _2_ 5 _ 1. H A
<T>= —w Zprj;4((kk]exp[l(k 7 wt)])
A >
- (7 k; expli(k - 7 — wt)])

x (&1 expli(k -7 - wt)]) - (S ks expli(k -7 = wt)]) ) de.

Al realizar la multiplicacion e integracion se obtiene

1 |4)2 1
_ 2t T — 221412
<T>=-w 2P . kiki= w 4IAI k.

Ahora, se obtiene el promedio de la energia potencial, con un proceso similar

1 2 1 2
<V>= E pPC; < uiiujj > = E PC; klk] < uiuj >.

1 1,01 o 1 )
<V >= —opctkik_ [, - (wi —u) 5w —u)dt.

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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1 1(°1(/A T
<V>= —Epclz kjki?fr Z((Ek] expli(k - 7 —wt)])

*

- (% k; expli(k - 7 — wt)]))

(3.27)
A o AT LT o
X (E kjexpli(k - 7 — wt)]) — (7 kjexpli(k -7 — wt)]) dt.
1 |A|? 1
<V>= chlzkikj —kik; = ZPC12|A|2k2- (3.28)
Reescribimos k = c%
(3.29)

1
<V>= pr2|A|2.

Al ver ambos resultados es de notarse que < V > = < T >. Asi, para una onda longitudinal

monocromatica

<H>=<T>+<V>=2<V>= p<uy >. (3.30)

Con estos resultados se vuelve a la integral de la energia
E = f vv;pdV, i=1,2. (3.31)
v

Se realiza un cambio de coordenadas a cilindricas debido a la naturaleza del problema a
estudiar

dV =rdrdedz. (3.32)

Donde, el vector de velocidad esta dado por

BP=F=ff+r@d+ 22 (3.33)
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= vv; = 124+1r2¢?+ 22 (3.34)

U
U

Reescribiendo la integral de la energia
E= J:U p(F2+ 12 ¢% + 2%)rdrde dz. (3.35)
rQz

Se integraen r y ¢, con @ como el resultado

E= aj lvg(2)|%dz. (3.36)

Teniendo en cuenta que dz = cydt, ¢, = (21 — 2o/ t; — to) = dz/dt, se sustituye en la

integral para transformarla en una integral en el tiempo

E = ac, ftzllvs(t)lzdt. (3.37)

De la definicién de potencia tenemos,

E ty 3.38
pP= m = acgf lvg(£)|2dt /(t; — to) = acy < vZ > ( )
1~ Lo to
Con
v, = Re[ﬁsei(kz—wt)] — Re[ﬁsei(kz—wt)e—kz] ) (3.39)
P(z) = acgl%s e 2kz, (3.40)

Acorde con esta expresién obtenida, se nota que la potencia mecanica promedio asociada a
la propagacion de ondas elasticas, longitudinales y harmonicas en el medio, es proporcional

a la amplitud de la velocidad superficial en éste mismo [4].
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3. 2 Descenso de la energia

Ahora estudiaremos el descenso de la energia entre dos barras paralelas del mismo material
como se muestra en la siguiente figura, para esto se considera la pérdida de energia debido a

la interaccion entre las barras y la pérdida que causa el mismo material.

)
il
0E:

Fig. 3.1, Sistema conformado por dos barras en contacto. Donde la barra uno representa a la barra
activa por la cual se hace incidir una sefial y la barra nimero dos es la barra pasiva la cual
inicialmente esta en reposo y esta en contacto con la barra uno.

Consideremos la pérdida de energia en un segmento de longitud dz a lo largo de la barra.

dP = P(2) — P(z + dz) = P(z) — P(2) — Z—P dz.
z (3.41)

oP
0z

(3.42)

dP = dz = —2kP(z)dz = —c,P(z)dz.

Donde c,, = 2k, es el coeficiente de absorcion del material, esto debido a la energia disipada
por la resistencia del material a ser perturbado. Ahora, se plantea un sistema compuesto de

dos barras como se ve en la Fig 3.1 para el cual se tienen las siguientes expresiones

dP" = —c,, P1(2)dz.
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(3.43)
dP)* = —cp Py (2)dz.
Donde

dPf: Es la energia transmitida por unidad de tiempo en el segmento dz del cilindro uno al

cilindro dos debido al acoplamiento.

d P Energia transferida por unidad de tiempo del cilindro dos al cilindro uno en el

segmento dz debido al acoplamiento

Ahora, se considera que el trabajo que realiza la barra uno sobre la barra dos

W = Fdr. (3.44)
aw dar
—=F—=Fuv,.
ac =~ Cae (3.45)

Con v, igual a la velocidad radial en la superficie del cilindro nimero uno

<. . dr (3.46)
dPf =F—.

Se considera la interaccion entre ambas tiene un comportamiento parecido al de un resorte.
Conociendo que en un resorte F = —k, modelamos dos fuerzas de interaccion, la que ejerce

el cilindro uno al dos y viceversa. Con esto el analisis de fuerzas del sistema es
F = kd51 - kdsZ = kvldt - kvzdt. (347)

Sustituyendo en (3.46)
dﬁf = k (v1 - vz)vldt,
(3.48)
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dﬁzc = _k (Ul - Uz)vzdt.

Se obtiene el promedio temporal de la transferencia de energia en ambos cilindros

< dPf >=

N &

(U1 — D) 01 dt,
(3.49)

- k

De (3.40) se sustituye y despeja ¥

Dy = \/ZCgaPlz\/cha Py,

(3.50)

v, = \/ZCgaP2=\/2cga P,.

Con estas nuevas expresiones para las velocidades se reescribe (3.49)

<P >= % e (P~ /Po)JPrd,
(3.51)

< dP§ >= —2 co(JP, ~ JP)PodE

Con ¢, = kcya. Si se considera el cambio de energia total en ambos cilindros como la suma

de dos partes, aquella que es debido al material (3.43) y aquella entre la interaccion entre

ellos (3.51), se obtiene

0P, 9P OPf
dz 0z 0z’

(3.52)
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P, Py aps
dz 0z 0z’

JaP.
a_Zl = —CmP1 + Cc(\/Fl - \/P_2)\/ﬁ1,

(3.53)

0P.
a—ZZ = —CpmPy + Cc(\/P_l - \/P—z)‘/ﬁz

Al resolver estas dos ecuaciones diferenciales se obtiene como es el cambio en la potencia

de la perturbacién mecénica, debido a la interaccion entre las dos barras y el efecto de

atenuacion del mismo material.
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Capitulo 4

Arreglo experimental

En esta seccion se hablara de como se realizo el trabajo de laboratorio para la caracterizacion
del material utilizado, midiendo los pardmetros necesarios para el calculo que se desean
realizar, comparando dichos resultados con aquellos reportados en la literatura. DE igual
manera describe el arreglo experimental que se utilizo en la obtencion de las sefiales que se
obtuvo. Por ultimo, se presenta la herramienta matematica utilizada en el analisis de dichas

sefiales obtenidas.

4.1 Material utilizado

El primero de los puntos a tocar en esta seccion consiste en especificar al lector el material
con el que se trabajo durante esta tesis. Este consistio de barras de aluminio de aleacion T
6061, la cual es una de las aleaciones mas comunes en el uso industrial. Esta contiene una
alta proporcion aluminio, con alrededor de 96%. Otros de los elementos presentes en esta

aleacion suelen ser el magnesio y silicio.

Como se menciono, se utilizaron barras de este material para el estudio de transmision de
ondas ultrasonicas en este medio. A continuacidon, se muestran las caracterizaciones hechas

al material.

Fig. 4.1, Barras de aluminio aleacion T6061.
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4.2 VVelocidad de Sonido

Otra de las propiedades del material a a determinar fueron sus velocidades de sonido,
transversal y la longitudinal respectivamente mediante el uso de transductores, es necesario
calibrar, para su correcto funcionamiento. Para esto se realiza una medicion de la velocidad
de sonido con el método eco-pulso a un objeto con una velocidad ya conocida, comprobando
que la velocidad que se mida esté en un rango de tolerancia. Si el valor obtenido se encuentra

en este rango podemos continuar con las corridas del experimento.

Las corridas se realizaron utilizando la misma técnica eco-pulso, la cual consiste en la
deteccidn de ecos producidos por una discontinuidad en una pieza del material. En Figura
4.2 podemos ver un ejemplo de las sefiales tipicas que resultan al usar esta técnica, con la
cual se obtiene el tiempo de vuelo de la onda. Asi con la profundidad de la pieza del material,
el tipo de transductor utilizado (longitudinal o transversal) y el tiempo de recorrido son
suficientes para determinar la velocidad de sonido en el material con el que se trabaja. Las

velocidades transversal y longitudinal de la barra de aluminio fueron de:
¢, =6367.985m/s

Para la velocidad de sonido longitudinal y
¢ = 3798.185m/s

para la velocidad de sonido transversal.

Estos dos valores se encuentran en el rango de tolerancia para el aluminio, con lo que
podemos decir que las podemos utilizar como las velocidades caracteristicas de nuestro

sistema.
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Fig. 4.2, Sefial tipica del método pulso eco.

4.3 Arreglo experimental

Para la parte experimental se acordd utilizar la configuracion mostrada en la figura 4.3, en la
cual se utiliza la técnica de “transmision a través de”. Donde se usaran piezoeléctricos para
la emision y la recepcion de las ondas ultrasonicas que viajaran en una barra de aluminio,
siendo la emisién controlada con un generador de pulsos y la recepcion se capturara con un
osciloscopio, el cual captura la sefial, mandando los datos a una computadora para su analisis

con la transformada de Fourier de tiempo corto, de la cual hablaremos méas adelante.
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post proceso
Computadora

Oscilescopio l
Transductor emisor [Transductor recepter L
Amplificador I

———

Barra de aluminlo

Generador de ondas

Fig. 4.3, Diagrama del arreglo experimental usado para la emision, deteccion y analisis de sefiales a
través del sistema.

Para la transmisién de energia entre dos barras del mismo material se penso en un arreglo
similar, con la Unica diferencia que la transmision seria entre la union de dos barras iguales.
Esta se llevo a cabo con “C-clamps” en puntos a lo largo de ambas barras, como se muestra

en la figura.
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Fig. 4.4, Fotografia del arreglo experimental usado, el cual consistia de dos barras.

En este caso una de las barras activa y la otra es la pasiva, como se discutio en el capitulo 3.
La sefal elegida para este caso fue un pulso de n =5 ciclos, la cual fue transmitida en la barra

activa y detectada en esta misma.

4.4 Transformada de Fourier de tiempo corto (STFT)

Como sabemos, varias de las sefiales en la naturaleza cambian de espectro en el tiempo, una
de las herramientas de analisis es este cambio en el espectro es la transformada de Fourier de
tiempo corto, cuya expresion en la siguiente [9].

N/2-1

X [k] = Z wn]x[n + H]e /2™n/N = | =0,1,..n. 4.1)
n=-N/2
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w: ventana de analisis
l:numero de cuadro
H:tamaio de salto

Una de las diferencias que podemos notar rapido en cuanto a esta transformada es que la
funcion a transformar es el producto de la sefial que se quiere estudiar x[n + [H], la cual
tiene un numero de cuadro y un tamafio de salto entre cada cuadro y w[n] la cual es la ventana
de andlisis. Esta ventana de analisis es una funcion real y simétrica que recubre a la sefial
entre cada marco que itera la sumatoria de la transformada, resultando asi a la salida de la
funcién una secuencia de espectros, todos del mismo tamafio en magnitud y fase. A

continuacion, mostramos un ejemplo de cdmo se da la secuencia de espectros en una sefial.

xw,[n]=w(n]x[n+IH] [=0,1,...,

6 M“,WI{J!’”J Nww\w
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Fig. 4.5, Diferentes pasos que toma el marco de la ventana en la sefial que se encuentra en la parte
de abajo.

Como podemos ver en la figura 4.5, la transformada de Fourier da varios pasos dictados por
el contador | y marcados por el tamafio de ventana que nos da H. A todos estos marcos de

ventana son los que se les aplica la transformada de Fourier. Haciendo una analogia, digamos
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que cada ventana es una fotografica en cierto tiempo de la sefial y el conjunto de todos estos

espectros nos deja ver un video de como se comporta el espectro en el tiempo.

A continuacion, se tiene como ejemplo la transformada de Fourier de tiempo corto a una

sefal “chirp” la cual es una sefial que aumenta su frecuencia con respecto al tiempo.

sigrial
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Fig. 4.6, Transformada de Fourier de una sefial tipo Chirp.

Como se puede observar en la primera parte de la Fig. 4.6 la frecuencia de la sefial incrementa
respecto al tiempo, lo cual se ve reflejado en la segunda parte, que consiste en su transformada
de Fourier de tiempo corto. En esta se puede observar como aumentan proporcionalmente la
frecuencia contra el tiempo. Una caracteristica que hay que tomar en cuenta respecto a las
variables que son transformables de Fourier es que siempre presentan una relacién de
incertidumbre entre ellas. En este caso el tiempo y frecuencia de la sefial se ven
comprometidas por esta caracteristica. Asi, esto se ve reflejado al momento de elegir una

ventana mas amplia tendremos mejor resolucion en la frecuencia y viceversa.
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Capitulo 5

Analisis de resultados

En este Gltimo capitulo se revisaran los resultados de los trabajos experimentales que se
llevaron a cabo a lo largo del proyecto. Se hizo pasar un pulso ultrasénico ultracorto a través
de una barra de aluminio de 60 cm de longitud y una pulgada de didmetro. La onda mecanica
viaja a traves de la barra hasta el otro extremo de la misma. Transmitiéndose a través del
medio en contacto con una barra la cual genera un decaimiento en la amplitud de la sefal
conforme avanza. En esta seccion veremos como se relaciona la caida en la amplitud de la
sefial con la interaccion que se lleva en el medio al estar una barra aislada y ambas barras en

contacto.

5.1 Modos de dispersién en una barra

En el capitulo dos se obtuvieron las ecuaciones de frecuencia para los diferentes modos que
existen en la barra. Estas ecuaciones describen como son los modos de vibracion de una barra
de geometria cilindrica. Modos vibracionales se refiere al tipo de movimientos que llegan a
existen en la barra cuando ésta es perturbada mecanicamente. Para resolver las ecuaciones
de frecuencia obtenidas en el Capitulo 2 se realizaron varios programas. A continuacion,

presentamos los resultados de los programas.

Dada la ecuacion (2.20), se realizé un programa para encontrar las raices de ésta, esto se logra
hallando los valores de w Y k, tal que la ecuacion es minima, estos valores son graficados en
la Fig. Cada linea representa un modo vibracional diferente, cada uno dado por la naturaleza
de la ecuacion (2.20). Esto debido al comportamiento de la funcion Bessel que contiene dicha
ecuacion, esta funcién como sabemos cuenta con mas de una raiz, por lo tanto, existiran
tantos modos como raices tiene la funcion Bessel. También, haciendo una analogia en el
efecto que un prisma tiene sobre la luz que pasa en él, de igual manera la sefial se dispersa,
separando la sefial en diferentes frecuencias de modos vibracionales. Cada linea en la grafica

representa uno de ellos.
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Fig. 5.1, Modos de dispersion torsionales en una barra cilindrica

Los modos longitudinales se obtienen al encontrar las raices de la ecuacién (2.21), de igual
manera existen varias soluciones debido a la naturaleza de la funcion Bessel. Se pueden
observar la familia de soluciones de modos vibracionales longitudinales en la Fig. 5.2. El
primer modo de oscilacion tiene velocidad de fase menor que la velocidad de sonido
transversal y tiende a la velocidad de sonido de las ondas Rayleigh en el aluminio. Estos
modos ocurren en interfaces solido/vacio, para el sistema esto corresponde a oscilaciones
cuyo maximo se encuentra en la superficie de la barra de aluminio, donde tanto las

contribuciones longitudinales como las transversales decaen al interior en la direccion radial.
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Fig. 5.2, Modos longitudinales en una barra cilindrica

Para una mejor discusion de los modos longitudinales que son los que se revisaran
experimentalmente més adelante, se tiene la Fig. 5.3. donde se muestra los modos
longitudinales para la barra de estudio, con los pardmetros materiales reportados en el

Capitulo 4 de esta tesis, a diferencia de la Fig.5.2 el eje de ordenada muestra frecuencia

desnormalizada en Hertzios.
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Fig. 5.3, En lineas negras los modos de oscilacion longitudinales para una varilla de aluminio de 1

pulgada de didmetro. En rojo lineas de sonido longitudinal (L;) y transversal (L;) para el aluminio.

Las lineas de sonido (Fig. 5.3) se definen como la recta cuya pendiente es la velocidad de

fase:
L, = c,k, (5.1)

donde u = [, t para las velocidades de sonido longitudinal y transversal respectivamente. Por

otra parte, se cumple la siguiente relacion entre frecuencia y vector de onda:
2
k| =25 = k2 + k2. (5.2)
Cu
Despejando la componente r del vector de onda tenemos
w2
ky = [%—k2 . (5.3)

Si se quieres que la onda tenga componente k,. del vector de onda real entonces es necesario

que la cantidad dentro de la raiz sea positiva, esto implica que

%>k§. (5.4)

m
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Un vector de onda k,. imaginario corresponderia a una onda que decae en la direccion radial;
si es real entonces tendra un comportamiento oscilatorio en esa direccion. Por tanto, la linea
de sonido definida en la Ec. (5.1) divide al espacio en dos regiones: la parte de la relacion de
dispersion ubicada por encima de la linea de sonido corresponde a modos oscilantes con
velocidad de fase mayor que la velocidad de sonido del material. Por debajo de la linea de
sonido las parejas (w, k,) corresponden a ondas que decaen en la direccion radial, cuya

velocidad de fase es menor que la velocidad de sonido.

De manera similar se encontraron los modos flexurales de primer orden, pero esta vez se

obtuvieron minimizando la ecuacién (2.22).

=]

Fig. 5.4, Modos flexurales

Por ultimo, se realiza un nuevo programa para encontrar la solucion a la ecuacion de los
modos flexurales de orden mayor. Los cuales como ya se mencioné en la seccién 2.5 son las

soluciones cuandon > 1.
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Fig, 5.5, Modos Flexurales de orden superior

Tras que se realizaran los célculos de los modos vibracionales con los programas, se hicieron
mediciones en el sistema descrito en el Capitulo 4. A primera instancia se hicieron incidir
pulsos ultrasénicos de 1MHz de frecuencia central, con un transductor piezoeléctrico

longitudinal. En la Fig. 5.6 se muestra como estaba compuesto el arreglo experimental en
estas pruebas.
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Fig. 5.6, Configuracion experimental.
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Como se observa en la figura anterior, la sefial era creada por el generador de funciones y

transmitida a la barra mediante el transductor piezoeléctrico emisor, esta sefial ese trataba de

pulso. A continuacion, en la Fig. 5.7 se muestra uno de estos pulsos antes de viajar a través

de la barra de aluminio.
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Fig. 5.7, Pulso de 1MHz de frecuencia central.

Como se observa esta sefial consiste de una perturbacion de voltaje, la cual es convertida en
una perturbacion mecénica por el transductor piezoeléctrico. Esta perturbacion mecanica es
pues, la que viaja a través de la barra, excitando la configuracion del medio. Una vez que la
perturbacién llega al otro extremo de la barra se captura una sefial como la presentada en la
Fig. 5.8, esta sefial de recepcion es el mismo pulso dispersado por la barra de aluminio. A

continuacidn, en la Fig. 5.8 se muestra la sefial capturada por el transductor piezoeléctrico
receptor.
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Fig. 5.8, Pulso ultrasonico longitudinal de 1Mhz de frecuencia central.

Una vez obtenida la grafica del pulso se procede a realizar la transformada de Fourier de
tiempo corto (STFT). Como ya se describi6 en el Capitulo 4, esta herramienta matematica da
informacion de cémo la frecuencia cambia con el tiempo. Al ser este un pulso longitudinal
se esperaria que éste excitara los modos longitudinales de la barra. En la Fig.5.9, se muestra

lo obtenido al realizar la STFT.
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Fig. 5.9, STFT de un pulso longitudinal de 1Mhz de frecuencia central, con modos longitudinales

calculados (color negro).

Como se observa en la Fig. 5.9, los modos longitudinales fueron excitados por el pulso
transmitido en la barra, dado que la superposicion de la STFT (en colores) coincide
perfectamente con los modos longitudinales calculados para esta barra (color negro). Es de
notar que los modos longitudinales presentados en la figura 5.2 y los presentados en la
imagen de arriba son los mismos. Antes de compararlos con la STFT de la sefial, éstos pasan
por un calculo para obtener las curvas en los ejes de tiempo contra frecuencia, como se

muestra en la figura de arriba.

Este proceso no es mas que encontrar la velocidad de grupo de la grafica en la Fig 5.2, la cual

e ey d . . .
por definicion es v, = ﬁ. Al obtenerla y conociendo la longitud de la barra, es posible

encontrar los tiempos de llegada con un simple despeje ya que v, = % , donde d es la longitud

de la barra y t los tiempos de llegada. Después se encuentra la frecuencia con la definicion
de frecuencia angular w = 27 f, con esto se calcula la frecuencia y asi se obtienen los datos
en los ejes necesarios para graficar junto con la STFT.
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5.2 Intercambio de energia entre dos barras

Como se vio en el capitulo tres se obtuvieron las ecuaciones (3.12) con las cuales podemos
describir el decrecimiento de la energia mecanica entre dos barras en contacto, en el capitulo
cuatro se menciono el arreglo experimental y procedimientos a seguir. En este Gltimo capitulo

se revisara los resultados obtenidos para el fenémeno estudiado.

Los transductores piezoeléctricos de contacto utilizados para el arreglo experimental
mostrado en el Capitulo 4 (Figura 4.1) emiten ondas de tipo pulso de cinco ciclos. En la Fig
5.10 mostramos como se da la interaccion mecanica entre las dos barras, siendo la barra uno

la activa (por donde se transmite la sefial) y la barra nimero dos que es la pasiva.

Fig 5.10 Segmento dz que muestra la Interaccion entre ambas barras, donde, la barra (activa) uno es
la barra por donde se transmite la sefial y la barra (pasiva) dos la que recibe energia mecénica de la
barra nimero 1.

Como vimos en el capitulo cuatro esta interaccion es modelada de acuerdo con las ecuaciones
(3.12). Para visualizar esta interaccion se realizo un programa en mathematica donde se
encontrd la solucidn de estas ecuaciones. A continuacién, se muestra los resultados de la

gréafica obtenida.
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Fig. 5.11, Cambio de energia en ambas barras a lo largo del cilindro.

Como podemos observar en la Fig. 5.11 tenemos tres casos para diferentes valores de c.,
estos vienen en pares, siendo Al y A2 el primero. En esta grafica se nota la perdida de energia
de ambas barras debido al material, ya que, si extendiéramos la grafica en el eje x, ambos
valores de la energia tienden a cero. También se observa una ganancia al principio en la barra

pasiva, debido a su interaccion con la otra.

Se ided un experimento tal que permitiese percibir el decrecimiento de la amplitud para el
caso de la interaccion mecénica de dos barras en contacto, para el cual se espera un
decrecimiento en la energia mecénica de la barra, asi un decrecimiento en la amplitud de la

sefial. El arreglo experimental que se usé para este caso es el presentado en la Fig. 5.12.
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Fig. 5.12, Arreglo experimental usado para medir la interaccion entre dos barras, a) primer caso
donde solamente hay trasmision y recepcion en una misma barra. b) segundo caso donde hay
trasmision entre la misma barra, pero esta esta acoplada a la barra pasiva.

Como podemos ver en la figura se hizo transmision en dos casos, el primero de ellos fue para
el caso de transmision en la misma barra, se realizaron varias medidas de la amplitud de la
sefial de recepcion, donde se aumentaba la frecuencia de una sefial de tipo “burst”. La

amplitud ofrece una medida de como es la energia de la sefial.

Tras esto se procedio al segundo caso donde se realizo el mismo procedimiento, pero esta
vez se tenia la barra acoplada a otra barra que hacia el papel de barra pasiva. A continuacion,

en las gréficas 5.13 y 5.14, se muestran los resultados de estas mediciones.
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Fig. 5.13, Diferencia de amplitud entre los casos a) y b).
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Fig. 5.14, Diferencia de amplitud entre los casos a) y b).

Como se puede observar en la grafica en el primer caso donde solo se tiene una barra la
amplitud de la sefial es un poco mas intensa al llegar al transductor receptor que en el caso
b) que es de las dos barras acopladas. Gracias a que sabemos que para una onda el doble de
su amplitud es proporcional a su energia. que la energia, por esto podemos decir que la sefial
es mayor en el primer caso que en el segundo caso y esto es evidente ya que por el contacto
entre ambas barras genera una pérdida de energia de la barra activa hacia la pasiva.
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Conclusiones

Como se presentd en la introduccion e hipotesis de este trabajo, se estudia la transmision de
ondas mecanicas en sistemas de barras de longitud | y radio a, con condiciones de frontera
imperfectas. Se revisO la teoria necesaria para la descripcion matemaética del fendmeno
estudiado, dentro del ambito de la MMC. Donde se revisé la teoria de elasticidad para y
posteriormente el modelo de por Pochhammer—Chree de la transmision de ondas mecanicas
en barrass, con la cual se expresa matematicamente los tipos de movimientos que las
particulas que conforman el medio continuo interactian al ser perturbadas por fuerzas
externas. Con esta teoria que se llego a las ecuaciones de frecuencia con los que se obtuvieron
valores para k; y w, se graficaron las diferentes familias de modos vibracionales. Para lo cual

se obtuvieron resultados comparables con la teoria.

Después de revisar la teoria de Pochhammer—Chree para la transmision en una sola barra se
procedio a estudiar la transferencia de energia entre dos barras en contacto paralelo. Por lo
cual se hizo un analisis de como se da la transmisidn en de energia en este tipo de sistema.
Con este se reviso el trabajo de Haag et al [4]. Con esto se llegaron a dos ecuaciones
diferenciales que describen el comportamiento de la potencia por unidad de longitud en el

medio. Ya con la solucidn se hallaron graficas que describen este mismo comportamiento.

Se desarroll6 el sistema experimental, el cual se compone de una barra de aluminio, tras haber
realizado la caracterizacion de las velocidades de sonido, se procedio a realizar las corridas
experimentales con el fin de comparar con los resultados tedricos obtenidos de los programas
realizados. Para esto se procedi6 a incidir ondas de tipo longitudinal en el sistema, para las
cuales se utilizaron transductores piezoeléctricos de contacto para transmitir y capturar las
sefiales. Después de haber capturado las sefiales se procedié a hacer un analisis de éstas con
un software especializado en el procesamiento de sefiales con lo que se encontraron los
modos longitudinales del sistema de una barra de aluminio. Comparando la sefial encontrada
con el programa hecho en fortran se encontrd que coincidio perfectamente con la sefial hecha
experimentalmente. Por lo que se encontré que el uso de la teoria de Pochhammer—Chree

para la descripcion del fenémeno de transmision de ondas en barras.

71



Posteriormente se presenta un sistema compuesto por dos barras de aluminio en contacto
superficial paralelo. Donde por una de las dos barras se transmite la sefial, esta barra se
conoce como la barra activa y otra barra en contacto superficial con ésta que se conoce como
la barra pasiva. La hipdtesis propuesta dice que habra un decrecimiento en la energia en la
barra activa y un incremento en la pasiva debido al contacto que hay entre ellas. Lo cual se
puede observar en las gréficas hechas con los datos encontrados al resolver las ecuaciones
diferenciales al estudiar la teoria de Haag et al. Para ver este fenOmeno experimentalmente
se ideo el sistema descrito en el Capitulo 5, el cual consistia de las barra activa y pasiva
acopladas con C-clamps. Se procedio a incidir ondas a diferentes frecuencias en la barra
activa tomando lectura de la amplitud de la sefial, para después hacer incidir la de nueva
cuenta las mismas sefiales en la barra activa sin la presencia de la barra pasiva para ver ; Coémo
es que la afectaba la amplitud de la sefial? Esto debido a que la amplitud de la sefial esta
relacionada con la energia del sistema. Tras haber tomado lectura en ambos casos se procedid
a graficar ambos casos en una sola grafica para observar el comportamiento de la amplitud
de la sefal.

Con esto se observo un decrecimiento en la amplitud de la sefial por lo cual quedd demostrada
la hipétesis antes dicha. La presencia de la barra pasiva afecta la energia del sistema
decreciendo la energia mecénica de la sefial en la barra activa, la cual transfiere parte de la

energia a la barra pasiva.

Como futuro trabajo se propone realizar un arreglo para mas de una barra pasiva en contacto,
haciendo los cambios necesarios en las ecuaciones de transferencia de energia para cada barra

presente.
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ANexos

A continuacion, se muestra el codigo de los programas utilizados en este trabajo, estos
incluyen los programas para resolver las ecuaciones de frecuencia para los tres tipos de
modos vistas en el Capitulo 2 y las ecuaciones 3.53 para hallar como es la potencia en el caso

del acoplamiento de dos barras cilindricas visto en el Capitulo 3
Codigo para encontrar las raices de los modos torsionales.

PROGRAM Tor

I Declaracién de variables

implicit none

real :: b, a, w, cl, ct, kz, kzmin, wmin, dkz, dw, tor, torAA, torA, kzmax, wmax, wl, wil
integer :: n, maxkz, maxw, m, f
cl=6367.9854

ct=3798.185

a=0.0127

kzmax=10

wmax=28

kzmin=0.001

wmin=0.001

tor=0.0

torAA=0.0

torA=0.0

| Escritura de datos obtenidos

open(1, file="datos1.dat', status= 'unknown')

open(2, file="datos2.dat', status= 'unknown')
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open(3, file="datos3.dat’, status= 'unknown')
open(4, file="datos4.dat', status= 'unknown')
open(5, file="datos5.dat’, status= 'unknown')
open(6, file="datos6.dat’, status= 'unknown')
open(7, file="datos7.dat’, status= 'unknown')
open(8, file="datos8.dat', status= 'unknown')

open(9, file="datos9.dat', status= 'unknown')

I Aqui definimos el nimero de iteraciones que realiza el programa

maxkz=100

dkz = (kzmax - kzmin)/maxkz
maxw=10000

dw = (wmax - wmin)/maxw
do n=1, maxkz, 1

kz = kzmin + n*dkz

f=0

do m=1, maxw, 1

wl=w

wl=kz

w =wl + m*dw

if (w<wmax) then

b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)
torAA=torA

torA=tor

I Ecuacion de frecuencia para los modos torsionales
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tor =abs(2.0*bessel_j1(b)-b*bessel_jo(b))
I Criterio de seleccidn de datos para encontrar los minimos de la ecuacién de frecuencia

if (torAA > torA .and. tor>torA ) then
write(f,*) kz, wl

f=f+1

end if

end if

end do

end do

end program

B. Codigo para hallar raices de modos longitudinales

PROGRAM Long

implicit none
I Declaracién de variables

DOUBLE PRECISION :: b, a, w, cl, ct, kz, kzmin, wmin, dkz, dw, long, longAA, &
longA, kzmax, wmax, wl, wi, al, a0, a2, wt, b0, b2, J1a,J1b,l13,I1b,&
Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1, i0a2, i1a2, iOb2, i1b2

integer :: n, maxkz, maxw, m, f

COMPLEX :: i=cmplx(0.0, 1.0)

cl=6367.9854

ct=3798.185
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a=0.0127
kzmax=10.0
wmax=28.0
kzmin=0.001

wmin=0.001

| Escritura de datos en archivos externos

open(1, file="datos1.dat', status= 'unknown')
open(2, file="datos2.dat', status= 'unknown')
open(3, file="datos3.dat', status= 'unknown')
open(4, file="datos4.dat', status= 'unknown')
open(5, file="datos5.dat', status= 'unknown')
open(6, file="datos6.dat’, status= 'unknown')
open(7, file="datos7.dat', status= 'unknown')
open(8, file="datos8.dat', status='unknown')
open(9, file="datos9.dat', status='unknown')
open(10, file="datos10.dat’, status="unknown’)
open(11, file="datos11.dat’, status='unknown’)

open(12, file="datos12.dat’, status="unknown’)

I Aqui se define el nimero de iteraciones que el programa hara

maxkz=100

dkz = (kzmax - kzmin)/dble(maxkz)
maxw=100000

dw = (wmax - wmin)/dble(maxw)

do n=1, maxkz, 1
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kz = kzmin + n*dkz
long=0.0
longAA=0.0
longA=0.0
f=0

wl = kz*(cl/ct)

wt = kz

do m=1, maxw, 1

w =wmin + m*dw

| Zona tres donde los resultados son todos reales

if(w>wl) then

b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)

al =sqrt(((w*ct/cl)**2)-(kz*kz))
longAA=longA

longA=long

I Ecuacion de frecuencia de los modos longitudinales

long =dabs(2.0*al*(b*b+kz*kz)*bessel_j1(b)*bessel_jl(al) &
-(b*b-kz*kz)**2*bessel_j1(b)*bessel_jO(al)&

-4*kz*kz*b*al*bessel_jO(b)*bessel_j1(al))

if (longAA > longA .and. long>longA ) then
write(f,*) kz, w
f=f+1

end if
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I Zona dos donde existen resultados imaginarios para alfa

else if (w>wt .and. w<wl) then
b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)

a0 =(((w*ct/cl)**2)-(kz*kz))

a2=sqrt((kz*kz)-(w*ct/cl)**2)

I Llamada a la subrutina de funcion bessel para nimeros complejos In(X)

call IKO1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11a2 = Bil
10a2 = Bi0
longAA=longA
longA=long
I Ecuacion de frecuencia para modos flexurales
long =dabs(-2.0*a2*(b*b+kz*kz)*bessel_J1(b)*I11a2-((b*b-kz*kz)**2)*bessel_J1(b)*I0a2 &
+4.0*kz*kz*b*a2*bessel_JO(b)*I1a2)
| Criterio de seleccidn para encontrar los minimos
if (longAA > longA .and. long>longA .and. dabs(w-dw-wt)> dw ) then
write(f,*) kz, w
f=f+1
end if
I Primera zona donde existen resultados imaginarios tanto para alfa como beta
Iprimer zona

else if (w<wt)then
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b0 = ((w)**2 - (kz)**2)

a0 =(((w*ct/cl)**2)-(kz*kz))

a2=sqrt((kz*kz)-(w*ct/cl)**2)
b2 = sqrt((kz)**2-(w)**2)
I Llamada a la subrutina de funcién Bessel para nimeros complejos In(X)

call IKO1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)

11a2 = Bil

10a2 = Bi0

call IKO1A(b2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)

11b2 = Bil

I0b2 = Bi0

longAA=longA

longA=long

I Ecuacién de frecuencia para modos flexurales

long=abs(-2.0*i*a2*(-b2*b2+kz*kz)*11b2*11a2-i*((-b2*b2-kz*kz)**2)*11b2*10a2 &
+4.0*i*kz*kz*b2*a2*10b2*11a2)
I Criterio para obtener los valores para la cual la ecuacién de la frecuencia se minimiza.
if (longAA > longA .and. long>longA ) then
write(f,*) kz, w
f=f+1
end if
end if
end do
end do

end program
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ISubrutina para la funcidn Bessel de primer orden para nUmeros complejos.

SUBROUTINE IKO1A(X,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)

Purpose: Compute modified Bessel functions 10(x), 11(1),
KO(x) and K1(x), and their derivatives
Input: x --- Argument (x00)

Output: BIO --- 10(x)

DIO - 10'(x)
BI1 - 11(x)
DI1 - 11'(x)
BKO --- KO(x)
DKO --- KO'(x)
BK1 --- K1(x)
DK1 -- K1'(x)
IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION a, al, b, BiO, Bil, BkO, Bkl ,ca,cb, &
& ct, Di0, Di1, DkO, Dkl ,el, pi,r,w0, &
& ww , X

DOUBLE PRECISION x2 , xr , xr2

INTEGER k , kO

DIMENSION a(12), b(12), a1(8)

PI1=3.141592653589793D0

EL=0.5772156649015329D0
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X2=X*X
IF (X.EQ.0.0D0) THEN
BI0=1.0D0
BI1=0.0D0
BK0=1.0D+300
BK1=1.0D+300
DI0=0.0D0
DI1=0.5D0
DKO0=-1.0D+300
DK1=-1.0D+300
RETURN
ELSE IF (X.LE.18.0D0) THEN
BI0=1.0D0
R=1.0D0
DO 15 K=1,50
R=0.25D0*R*X2/(K*K)
BIO=BIO+R
IF (DABS(R/BI0).LT.1.0D-15) GO TO 20
15  CONTINUE
20  BI1=1.0D0
R=1.0D0
DO 25 K=1,50
R=0.25D0*R*X2/(K*(K+1))
BI1=BI1+R
IF (DABS(R/BI1).LT.1.0D-15) GO TO 30
25  CONTINUE
30  BI1=0.5D0*X*BI1
ELSE

DATA A/0.125D0,7.03125D-2, &
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35

40

7.32421875D-2,1.1215209960938D-1, &
2.2710800170898D-1,5.7250142097473D-1, &
1.7277275025845D0,6.0740420012735D0, &
2.4380529699556D01,1.1001714026925D02, &
5.5133589612202D02,3.0380905109224D03/

DATA B/-0.375D0,-1.171875D-1, &
-1.025390625D-1,-1.4419555664063D-1, &
-2.7757644653320D-1,-6.7659258842468D-1, &
-1.9935317337513D0,-6.8839142681099D0, &
-2.7248827311269D01,-1.2159789187654D02, &
-6.0384407670507D02,-3.3022722944809D03/

K0=12

IF (X.GE.35.0) KO=9

IF (X.GE.50.0) KO=7

CA=DEXP(X)/DSQRT(2.0D0*PI*X)

BI0=1.0D0

XR=1.0D0/X

DO 35 K=1,K0
BI0=BIO+A(K)*XR**K

BIO=CA*BIO

BI1=1.0D0

DO 40 K=1,K0
BI1=BI1+B(K)*XR**K

BI1=CA*BI1

ENDIF
IF (X.LE.9.0D0) THEN
CT=-(DLOG(X/2.0D0)+EL)
BK0=0.0DO

W0=0.0D0
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R=1.0D0
DO 65 K=1,50
WO0=WO0+1.0D0/K
R=0.25D0*R/(K*K)*X2
BKO=BKO+R*(WO0+CT)
IF (DABS((BKO-WW)/BKO0).LT.1.0D-15) GO TO 70
65 WW=BKO
70  BKO=BKO+CT
ELSE
DATA A1/0.125D0,0.2109375D0, &
1.0986328125D0,1.1775970458984D01, &
2.1461706161499D02,5.9511522710323D03, &
2.3347645606175D05,1.2312234987631D07/
CB=0.5D0/X
XR2=1.0D0/X2
BK0=1.0D0
DO 75 K=1,8
75 BKO=BKO+A1(K)*XR2**K
BKO=CB*BKO0/BIO
ENDIF
BK1=(1.0D0/X-BI1*BK0)/BIO
DIO=BI1
DI1=BI0-BI1/X
DKO0=-BK1
DK1=-BKO-BK1/X
RETURN

END
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C. Programa para encontrar raices de los modos flexurales

PROGRAM Flex

implicit none

I Definicién de variables

DOUBLE PRECISION :: b, a, w, cl, ct, kz, kzmin, wmin, dkz, dw, tor, torAA, &
torA, kzmax, wmax, wl, wil, al, a0, a2, wt, b0, b2, J1a,J1b,l1a,l1b,&
BiO,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1, i0a2, ila2, iOb2, ilb2, fa, fb&

, 1,12, 13,4, f5

integer :: n, maxkz, maxw, m, f

COMPLEX :: i=cmplx(0.0, 1.0)

cl=6367.9854

ct=3798.185

a=0.0127

kzmax=10.0

wmax=28.0

kzmin=0.001

wmin=0.001

leEcritura de datos en archivos externos

open(1, file="datos1.dat', status='unknown')
open(2, file="datos2.dat', status= 'unknown')
open(3, file="datos3.dat', status= 'unknown')
open(4, file="datos4.dat', status= 'unknown')
open(5, file="datos5.dat', status= 'unknown')
open(6, file="datos6.dat', status= 'unknown')

open(7, file="datos7.dat', status= 'unknown')



open(8, file="datos8.dat', status= 'unknown')

open(9, file="datos9.dat', status= 'unknown')

open(10, file="datos10.dat', status='unknown')
open(11, file="datos11.dat', status='unknown')
open(12, file="datos12.dat', status='unknown')
open(13, file="datos13.dat’, status='unknown')
open(14, file="datos14.dat', status='unknown')
open(15, file="datos15.dat’, status='unknown')
open(16, file="datos16.dat’, status='unknown')
open(17, file="datos17.dat’, status='unknown')
open(18, file="datos18.dat', status='unknown')
open(19, file="datos19.dat', status='unknown')
open(20, file="datos20.dat', status='unknown')
open(21, file="datos21.dat', status='unknown')
open(22, file="datos22.dat', status='unknown')
open(23, file='datos23.dat’, status="unknown’)

open(24, file="datos24.dat’, status="unknown’)

IDefinicion de numero de iteraciones que realiza el programa

maxkz=100
dkz = (kzmax - kzmin)/dble(maxkz)
maxw=100000
dw = (wmax - wmin)/dble(maxw)

do n=1, maxkz, 1

kz = kzmin + n*dkz
tor=0.0

torAA=0.0
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torA=0.0
f=1
wl = kz*(cl/ct)
wt = kz

do m=1, maxw, 1

w =wmin + m*dw
IZona tres con valores reales para alfa y beta
Izona tres
if(w>wl) then
b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)
al =sqrt(((w*ct/cl)**2)-(kz*kz))
torAA=torA

torA=tor

fa=al*bessel_jO(al)/bessel_ji(al)
fb=b*bessel_jO(b)/bessel_j1(b)

f1=2%(b**2-kz**2)**2

f2=2*(5*(kz**2)+b**2)*(b**2)
f3=(b**6)-10*(b**4)-2*(kz**2)*(b**4)+2*(b**2)* (kz**2)+&
(b**2)*(kz**4)-4* (kz**4)
f4=2*(b**2)*(2*(b**2)*(kz**2)-(b**2)-9* (kz**2))

f5=(b**2)*(-(b**4)+8*(b**2)-2*(b**2)* (kz**2)+8*(kz**2)-(kz**4))

I Ecuacién de frecuancia para los modos flexurales

tor=dabs((bessel_j1(a)*bessel_j1(b)**2)*(f1*fb**2+f2*fa*fb+f3*fb+f4*fa+f5))

88



ICriterio que elige los valores minimos hallados

if (torAA > torA .and. tor > torA .and. dabs(w-dw-wl)> dw ) then

if( w>=7.5270 .and. w<=7.82478 .and. kz>=2.2007 .and. kz<=2.4009) then
go to 100

end if

if( kz>=5.90035 .and. kz<=6.0005 .and. w>=11.8740 .and. w<=12.1128) then
go to 100

end if

if( kz>=0.10099 .and. kz<=0.70094 .and. w>=11.85885 .and. w<=11.86838) then
go to 100

end if

write(f,*) kz, w
f=f+1
100 end if
Isegunda zona con valores complejos para alfa
Izona dos
else if (w>wt .and. w<wl) then
b = sqrt((w)**2 - (kz)**2)

a2 = sqrt((kz*kz)-(w*ct/cl)**2)
call IKO1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11a2 = Bil

10a2 = Bi0

torAA = torA



torA = tor

fa=a2*10a2/11a2

fb=b*bessel_jo(b)/bessel_ji(b)

f1=2%(b**2-kz**2)**2

f2=2*(5*(kz**2)+b**2)*(b**2)
f3=(b**6)-10*(b**4)-2*(kz**2)*(b**4)+2*(b**2)* (kz**2)+&
(b**2)*(kz**4)-4*(kz**4)
f4=2%(b**2)*(2*(b**2)*(kz**2)-(b**2)-9*(kz**2))
f5=(b**2)*(-(b**4)+8*(b**2)-2*(b**2)* (kz**2)+8* (kz**2)-(kz**4))
lecuacion de frecuancia para modos flexurales

tor=abs((i*11a2*(bessel_j1(b)**2))*(f1*fb**2+f2*fa*fb+f3*fb+f4*fa+f5))

if (torAA > torA .and. tor>torA .and. dabs(w-dw-wt)> dw .and. dabs(w-dw-wl)> dw) then
write(f,*) kz, w
f=f+1

end if

Iprimer zona

else if (w<wt)then

a2=sqrt((kz*kz)-(w*ct/cl)**2)

b2 = sqrt((kz)**2-(w)**2)

call IK0O1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)

11a2 = Bil
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10a2 = Bi0
call IK0O1A(b2,Bi0,Di0,Bi1,Dil1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11b2 = Bil

I10b2 = Bi0

call IKO1A(a2,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,Dk0,Bk1,Dk1)
11a2 = Bil

10a2 = Bi0

torAA=torA

torA=tor

fa=a2*10a2/I1a2

fb=b2*10b2/11b2

f1=2%(-b2**2-kz**2)**2

f2=-2%(5%kz**2-b2**2)*p2**2

f3=(-b2**6)-10% (b2**4)-2%(b2**4)* (kz**2)-2%(b2**2)* (kz**2)-&
(b2**2)* (kz**4)-4* (kz**4)

f4=-2%(b2%*2)*(-2%(b2**2)* (kz**2)+(b2**2)-9% (kz**2))

f5=-1%(b2**2)*((-b2**4)-8*(b2**2)+2* (b2**2)* (kz**2)+8* (kz**2)-(kz**4))

tor=abs((-1*i*11a2*(11b2**2))* (F1* (fo**2) +f2*fa*fb+f3*fo+f4*fa+f5))

if (torAA > torA .and. tor>torA ) then
write(f,*) kz, w
f=f+1
end if
end if
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end do
end do

end program

SUBROUTINE IKO1A(X,Bi0,Di0,Bi1,Di1,Bk0,DkO0,Bk1,Dk1)

Purpose: Compute modified Bessel functions 10(x), 11(1),
KO(x) and K1(x), and their derivatives
Input: x --- Argument (x00)

Output: BIO --- 10(x)

DIO -- 10'(x)
BI1 - 11(x)
DI1 - 11'(x)
BKO --- KO(x)
DKO --- KO'(x)
BK1 --- K1(x)
DK1 -- K1'(x)
IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION a, al, b, BiO, Bil, BkO, Bkl ,ca,cb, &
& ct, Di0, Di1, DkO, Dkl ,el, pi,r,w0, &
& ww , X

DOUBLE PRECISION x2 , xr , xr2

INTEGER k , kO

DIMENSION a(12), b(12), a1(8)

P1=3.141592653589793D0
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EL=0.5772156649015329D0
X2=X*X
IF (X.EQ.0.0D0) THEN
BI0=1.0D0
BI1=0.0D0
BK0=1.0D+300
BK1=1.0D+300
DI0=0.0D0
DI1=0.5D0
DKO0=-1.0D+300
DK1=-1.0D+300
RETURN
ELSE IF (X.LE.18.0D0) THEN
BI0=1.0D0
R=1.0D0
DO 15 K=1,50
R=0.25D0*R*X2/(K*K)
BIO=BIO+R
IF (DABS(R/BI0).LT.1.0D-15) GO TO 20
15  CONTINUE
20  BI1=1.0D0
R=1.0D0
DO 25 K=1,50
R=0.25D0*R*X2/(K*(K+1))
BI1=BI1+R
IF (DABS(R/BI1).LT.1.0D-15) GO TO 30
25  CONTINUE
30  BI1=0.5D0*X*BI1

ELSE
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DATA A/0.125D0,7.03125D-2, &
7.32421875D-2,1.1215209960938D-1, &
2.2710800170898D-1,5.7250142097473D-1, &
1.7277275025845D0,6.0740420012735D0, &
2.4380529699556D01,1.1001714026925D02, &
5.5133589612202D02,3.0380905109224D03/

DATA B/-0.375D0,-1.171875D-1, &
-1.025390625D-1,-1.4419555664063D-1, &
-2.7757644653320D-1,-6.7659258842468D-1, &
-1.9935317337513D0,-6.8839142681099D0, &
-2.7248827311269D01,-1.2159789187654D02, &
-6.0384407670507D02,-3.3022722944809D03/

K0=12

IF (X.GE.35.0) KO=9

IF (X.GE.50.0) KO=7

CA=DEXP(X)/DSQRT(2.0D0*PI*X)

BI0=1.0D0

XR=1.0D0/X

DO 35 K=1,K0

35 BIO=BIO+A(K)*XR**K

BIO=CA*BIO

BI1=1.0D0

DO 40 K=1,K0

40 BI1=BI1+B(K)*XR**K

BI1=CA*BI1

ENDIF
IF (X.LE.9.0D0) THEN
CT=-(DLOG(X/2.0D0)+EL)

BK0=0.0D0



W0=0.0D0
R=1.0D0
DO 65 K=1,50
WO0=WO0+1.0D0/K
R=0.25D0*R/(K*K)*X2
BKO=BKO+R*(WO0+CT)
IF (DABS((BKO-WW)/BKO0).LT.1.0D-15) GO TO 70
65 WW=BKO
70  BKO=BKO+CT
ELSE
DATA A1/0.125D0,0.2109375D0, &
1.0986328125D0,1.1775970458984D01, &
2.1461706161499D02,5.9511522710323D03, &
2.3347645606175D05,1.2312234987631D07/
CB=0.5D0/X
XR2=1.0D0/X2
BK0=1.0D0
DO 75 K=1,8
75 BKO=BKO+A1(K)*XR2**K
BKO=CB*BKO0/BIO
ENDIF
BK1=(1.0D0/X-BI1*BK0)/BIO
DIO=BI1
DI1=BI0-BI1/X
DKO0=-BK1
DK1=-BKO-BK1/X
RETURN

END
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D. Programa para encontrar raices de los modos flexurales de

orden superior

Programa creado en lenguaje Python.
# -*- coding: utf-8 -*-

Created on Fri Nov 10 09:40:06 2017

from scipy import special
import numpy as np

from cmath import sgrt

epsilon=1.0e-6
#valores de entrada
r=2.714

cl=6.368e5
ct=3.142e5
kmin=0.0

kmax=5.0

divk=50
omegamin=0.0
omegamax=5.5

divomega=1000

mu=r*ct*ct

|=r*(cl**2-2*ct**2)

divk=(kmax-kmin)/divk
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divomega=(omegamax-omegamin)/divomega
fill=open("f2-1.dat","w"
fil2=open("f2-2.dat","w"

fil3=open("f2-3.dat","w"

for k in np.arange(kmin+epsilon,kmax+2*epsilon,divk):
det=0.0
detA=0.0
detAA=-1.0
n=1
for omega in np.arange(omegamin+epsilon,omegamax+2*epsilon,divomega):
detAA=detA
detA=det
BB=omega**2-k**2
B=sqrt(BB)
AA=(omega*ct/cl)**2-k**2
A=sqrt(AA)
J2A=special.jn(1,A)
J2B=special.jn(1,B)
J2Ap=special.jvp(1,A)
J2Bp=special.jvp(1,B)
all=(1*(AA+k*k)/(2*mu)+AA-1)*12A+A*I12Ap
al2=(1-BB)*J2B-B*J2Bp
al3=2*(B*J2Bp-J2B)
a21=1*(A*J2Ap-J2A)
a22=-1*(B*J2Bp-J2B)
a23=-(2-BB)*J2B+2*B*J2Bp
a31=-A*J2Ap

a32=-(BB-k*k)*B*J2Bp/(2*k*k)



a33=1*J2B
a=np.matrix([[al1,a12,a13],[a21,a22,a23],[a31,a32,a33]])
det=np.linalg.det(a)
det=np.absolute(det)
pl=abs(omega-divomega-k)-divomega
p2=abs(omega-divomega-k*cl/ct)-divomega
if(detAA>detA and detA<det and p1>0.0 and p2>0.0):
print k, omega-divomega
if(n==1):
fil=fil1
elif(n==2):
fil=fil2
elif(n==3):
fil=fil3
fil.write("%10.5f %10.5f \n" % (k,omega-divomega))

n=n+1

E. Programa para resolver el cambio de energia entre un sistema

de dos barras acopladas horizontalmente

Programa hecho en Matlab

function xp = Haag2000 (t, x)
kl=6;k2=4;ml=1;m2=1;cm=0.20;kc=1;

xp=zeros (4,1);
FXp=[x(2);-cm*x (2) ~kc*(x(1)-x(3));x(4),;-cm*x(4) -
ke* (x(3)-x (1)) ];

xp (1) =x(2) ;

Xp (2)=—-cm*x (2) —kc*sgrt (x (1)) * (sgrt (x(1l))-sgrt (x(3)));

$xp (2)=-k1/ml*x(1)-k2/ml*(x(1)-x(3));

xp (3)=x(4);

$xp (4)=-k2/m2* (x (3)-x (1)) ;

Xp (4)=-cm*x (4) —kc*sqgrt (x(3)) * (sgqrt (x(3))-sqgrt(x(1)));
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