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INTRODUCCTION.

La presente investigacién es un modesto esfuerzo en el camino
de mejorar la metodologia con la gue Se imparten los cursos de
cdlculo diferencial. Se formula aqui una propuesta metodoldgica
para enseflar este curso, a partir de problemas ¥y con el auxilio de
la computadora, en el nivel bachillerato; se compara
experimentalmente con la manera en gue usualmente se ensefla vy se

reportan los resultados obtenidos.

El trabajo esta estructurado en seis capitulos, que se resumen

enseguida.

En el Capitulo I se da el marco de referencia de la
investigacidén, que tiene como punto de partida 1las revisiones
curriculares que se han llevado a cabo durante la presente década
en los distintos niveles educativos de nuestro pails, gue han
repercutido y siguen repercutiendo tanto en log contenides como en
1os métodcs con los que se ensefla la matematica. Desde la revisidn
general del nivel basico, las mds recientes del nivel medio
superior, hasta llegar a las revisiones que se han emprendido
actualmente en las escuelas de Ingenieria de la Universidad de
Sonora. Como parte de este marco, se incluyen también en este
capitulo algunas investigaciones realizadas alrededor del uso de

la computadora en la ensefianza de la matemdtica.

En el Capitulo II, se definen 1los diferentes supuestos
tedricos en los gue se sustenta este trabajo, se hacen explicitos
los sustentos tedricos metcdolbgicos, psicolégicos,

epistemoldgicos, etc., en los que descansa este trabajo.

El Capitulo III esta dedicado a describir la formulacidén del
proyecto, desde su concepcidn hasta su culminacidén. Resefidndose las
diferentes etapas planeadas para su realizacién; la formulacidn, la

elaboracién de materiales, la operacién y el andlisis de los datos



&i

y conclusiones.

En el Capitulo IV, se detallan las conclusiones a las gue se€
ha llegado, producto del andlisis de los datos recabados con los
instrumentos aplicados a lo 1largo del cursc y de las observaciones
registradas durante su imparticidn. También se enlistan algunas
recomendaciones que se desprenden de la experiencia obtenida en el
transcurso de este estudio y se dejan abiertos algunos problemas
que no han podido abordarse agui.

Considerando que 1las dos versiones de notas del cursc de
Cilculo Diferencial, escritas y cometidas a prueba en este trabajo,
representan también un aporte del mismo, se ha decidido integrarlas
como parte del cuerpo de esta tesis, estas versiones conforman el

Capitulo V y VI respectivamente.

Log instrumentos de evaluacién utilizados, asi como la
totalidad de los datos recabados con fines estadisticos se han
remitido a los Anexos con el fin de que 1a lectura del capitulado
resulte mds fluida.



CAPITULO I.
MARCO DE REFERENCIA

INTRODUCCION.

la investigacidén que agqui se presenta, parte de una serie de
reflexiones acerca de la problemdtica que los profesores de cdlculo
diferencial enfrentan en el nivel medio superior, es consecuencia también
de la necesidad de vincular los estudios de maestria en matemdtica
educativa que algunos maestros hemos realizado, con el trabajo docente que
realizamos. Este trabajo se inscribe en el marco de las revisiones
curriculares que se realizan hoy en dia en todos los niveles del sistema
" educativo mexicano y parte de 1a conviccién de que las propuestas
metodolégicas debieran tener bases experimentales € incluir 1las
herramientas tecnolégicas a las que sé tiene acceso, concretamente la
computadora.

I.1 LAS REVISIONES CURRICULARES ACTUALES.

Es indudable que la sociedad actual ha sufrido, sobre todo durante
1os Gltimos afios, importantes cambios econdmicos, politicos y sociales; que
a su vez han repercutidc en el smbito laboral, cultural, cientifico,
tecnoldgico, ambiental, y por supuesto en el educativo. A saber, algunas

de las caracteristicas mds importantes que la sociedad actual presenta son:

a) Tendencia globalizadora de la economia, marcada por la conformacidn ds
grandes blogues econdmicos como son; el EUropeo, el de Rmérica del Norte,

el de la Cuenca del Pacifico, etc.

b) Avances vertiginosos de la ciencia y la tecnologia, que han originado,
por un lado; una acumulacidén muy grande del conocimiento y por otro la
incorporacién de recursos tecnolégicos (en la industria, servicios,

economia, etc.) que se encuentran en constante cambio.

c) Importantes cambios que se han manifestado en la divisién politica del
mundo como son; la desintegracidén del bloque Soviético y de Yugoslavia,

etc.



d) E1l deteriorc ambiental gque presenta el planeta.

I.a escuela como institucidén inmersa en una sociedad cambiante
necesita adecuarse a estos cambics, de lo contrario corre el riesgo de

quedarse rezagada.

Esto ha provocado que & nivel mundial muchas instituciocnes educativas
se encuentren en proceso de revisién de sus curriculas. En particular, en
México, nuestro Sistema Educativo vive actualmente un intenso proceso de

revisién curricular en todos los niveles.

T.1.1. LA REVISION CURRICULAR DEL NIVEL BASICO (1989).

A partir de 1989, el gobierno de la Replblica Mexicana encabezado por
el presidente, Lic. Ccarlos Salinas de Gortari, impulsa una reforma
educativa para el nivel primaria y secundaria, y a partir de ese momento
estos dos niveles escolares se integran en uno solo, que desde entonces se
conoce como nivel bésico.

Esta reforma curricular es motivada, segin el CONALTE®, por la
problemdtica educativa que desde la década de los 80’'s se vive en el pais
en el nivel primaria y secundaria caracterizada por; i) pcbres indices de
eficiencia terminal (800 mil alumnos abandonan cada afio la escuela
primaria, 1 millén 700 mil nifios entre 10 y 14 afios no se han matriculado
en el nivel primario, ii) bajo promedio nacional de escolaridad, iii) alta

tasa de reprobacién de nifios y jévenes. Entre otros factores.

El Sistema Educativo enfrentaba la problemdtica anterior, con planes
y programas de estudio que habian permanecido practicamente gin cambiocs
durante aproximadamente dos décadas, por ello la S.E.P elabord un nuevo
curriculum para el nivel basico; en particular en el irea de matemdticas,

estos cambios han repercutido en:

a) La reestructuracién de los planes y programas dJue conforman el nivel
bédsico.

1 «fr. CONALTE., Hacia un Nuevo Modelo Educativo., SEP., México D.F., 1991.,

pp. 22 - 23.



b) Una nueva propuesta metodoldgica de ensefianza, reflejada en los nuevos
libros de texto publicados hasta ahora.

c) Una concepcidén diferente del rol del estudiante en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, es decir se concibe al alumno como un sujeto activo
en este proceso.

d) Incremento en el nimero de horas del séptimo al noveno grado.

En este momento (1994), la reforma educativa ha empezado a operarse
en todas las escuelas primarias ¥y secundarias del pais por lo que
resultaria prematuro evaluar sus alcances, aunque lo cierto es que enfrenta
dificultades muy similares a las que enfrentd la reforma de hace dos
décadas.

I.1.2. LA REVISION CURRICULAR EN EL BACHILLERATO.

Hablar de las revisiones curriculares en el bachillerato resulta mas
complejo que en el nivel basico, ya que el abanico de bachilleratos del
pais es muy amplio. Pese a esta diversidad se puede decir que de manera
general, el bachillerato, desde hace aproximadamente cinco afios, se

encuentra en un proceso de revisidn de sus curriculas.

Este replanteamiento de la curricula es motivado por algunos
factores, a saber; i) la reforma curricular que se esta impulsando en el
nivel basico, ii) el rezago del bachillerato con respecto a los avances de
la sociedad, iii) los recursos tecnolégicos a los que actualmente se tiene
acceso, en particular, la computadora. Estas revisiones a la curricula en
su mayoria han propuesto modificaciones précticamente inapreciables y de

manera muy poco frecuente, se aprecian propuestas de punta.

De la diversidad del bachillerato® podemos distinguir, las escuelas
que forman el bachillerato tantiguo" (antes de la década de los 70's) que
a la postre sirven de patrén para formar las instituciones del bachillerato

"nuevo" (después de la década de los 70’s). Dentro de las escuelas del

2 ofr. Soto Munguia, José Luis., Tesis de Maestria "Elementos para el Analisis

del Curriculum de Matemdticas del Bachillerato"., Departamento de Matemdtica
Educativa, CINVESTAV IPN., México D.F., Capitulo I.



antiguo bachillerato podemos decir que la mas representativa es la Escuela
Nacional Preparatoria (ENP) de la Universidad Nacional Autdénoma de México,
que en enero de 1964 aprobd el nuevo plan de estudios por la iniciativa
del entonces rector de la UNAM, Dr. Ignacio Chévez. Curricula gue en la
actualidad se sigue impartiendo en esta institucidén sin, prdcticamente,

ningtn cambio formal.

En la década de los 70's, se manifesta un "hoom" en las instituciones
del nivel medioc superior, en esta época surgen tres de los bachilleratos
mis importantes actualmente:

a) E1 26 de Enero de 1971 el Consejo Universitario de la UNAM aprueba la
creacién de los CCH, a iniciativa del entonces rector Dr. Pablo Gonzilez
Casanova.

b) El Colegio de Bachilleres, creado por decreto presidencial el 26 de
Septiembre de 1973.

c) El1 Bachillerato Tecnoldgico (constituido actualmente por C.B.T.A.,
CB.T.i.s., C.E.T. del Mar), creado por decreto presidencial a principios
de los 70's.

La creacidn de cada una de estas instituciones educativas cbedece a
formas distintas de pensar el bachillerato y se proponen lograr sus propios

propdsitos a partir de estructuras curriculares diferentes.

No obstante lo anterior, han mantenido los contenidos y la estructura
del plan de estudios préacticamente sin cambios; al menos en lo que se
refiere al tronco comin®. Es hasta principios de los 90's cuando estas
instituciones emprenden un proceso de reforma curricular mds de fondo, que
en algunos casos todavia no concluye.

Existe una permanencia de los planes de estudio en las instituciones

del nivel medio, en algunos casos de mis de veinte afios, ésto combinado con

> En este trabajo se entiende por tronco comiin, a el conjunto de conocimientos
y prdcticas educativas organizadas por las siguientes adreas del conocimiento;
Lenguaje y comunicacidn, Matematicas, Metodologia, Ciencias naturales, Histdrico-
Social.



otros factores las ha obligado a revisar sus curriculas, entre los
esfuerzos mias recientes en esta direccidén sobresalen los siguientes: 50
desde septiembre de 1993, el Colegio de Bachilleres impulsa un nuevo plan
de estudios, donde se destaca 1a reduccién de los cursos de matemdticas,
ii) en septiembre de 1992, el Bachillerato tecnolégico e BT L. )
impulsa un cambio en sus planes de estudio del tronco comin, los planes de
estudio de matemidticas practicamente no alteran su contenido, iii) en 1992,
impulsado por un equipo de profesores se inicia un proyecto para modificar

1a curricula de los CCH.

Por considerar que una revisidén curricular institucional debe ir més
alla del sdlo hecho de revisar los contenidos, en este sentido, por la
metodologia utilizada, la congruencia y sustentacidén de sus propuestas, lo
novedoso de la propuesta, entre otros factores, creemos que el proyecto que
se estd llevando a cabo en los CCH, es un ejemplo que muestra como deberia
realizarse una revisidn curricular; por esta razén a continuacidn

presentamos una resefia de este trabajo.

LA REVISION CURRICULAR DE 1L.OS CCH, DE LA UNAM (1992) .

Esta revisidn curricular surge a principios de 1992 por la reflexidn
que acerca de la problemdtica en la ensefianza de la matemdtica llevan a
cabo un equipo de profesores del CCH, motivados por una realidad donde se
destacan entre otros factores®; i) la necesidad de hacer real el cardcter
polivalente enfatizado en los principios de este colegio, ii) los cambios
de toda indole (cultural, laboral, tecnolégica, etc.) que se producen a un
ritmo vertiginosc en la sociedad actual, iii) la necesidad de realizar los
ajustes y renovaciones que mantengan al colegio como alternativa viable v
a la vanguardia como la mejor opcidén de ensefianza en su nivel, iv) la
necesidad de traducir los principios del colegio en el d&rea de

matematicas, entre otros.

Los factores anteriormente citados entre otros, sirven actualmente
de sustento a un equipo de profesores del CCH, para la elaboracidn de una

propuesta de cambio curricular en el idrea de matemdticas, cuyas

4 Lfr. Comisidn del Area de Matemdticas., Segunda Aproximacidn a la Revisidn
del Plan de Estudios del Bachillerato del CCH., CCH Cuadernillo Nimero 14., México
D.F., 1%93., pp. 5 -7.



caracteristicas mas importantes son’:

a) La propuesta de llevar una matemdtica viva, mds dindmica, al saldn de
clases, es decir una matemdtica no acabada (contraria a como se muestra en
los libros de texto), una ciencia que permita titubeos, donde el tanteo sea
parte de la resolucidn del problema, el ensayo ¥y el error estén siempre

presentes entre otros elementos.
b) La propuesta de enseflar la matemdtica via resolucidén de problemas.

c) La formulacién de una propuesta metodolégica que permita en la practica
docente hacer del estudiante un sujeto activo en el proceso de enseflanza-

aprendizaje.

d) Concibe al profesor, como un conductor del proceso de ensefianza-

aprendizaje.

e) La reestructuracidén de planes y programas donde se rechaza la idea de
la separacién de la matemdtica por ireas, es decir la conformacidn de
planes por blogques donde se incluyan la aritmética, &lgebra, geometria vy

cdlculo juntos.
£) La incorporaciémn de la computadora a la ensefianza de la matemdtica.
Esta revisién curricular actualmente se encuentra en etapa de
elaboracién de la propuesta.
T.1.3. LAS REVISIONES CURRICULARES EN EL NIVEL SUPERIOR.
El nivel superior como parte del sistema educativo nacional no puede
permanecer al margen de los cambios curriculares que se estdn dando en el
nivel basico y el bachillerato y en la actualidad, la mayoria de las

universidades del pais se encuentran en un pProceso de revisidn curricular.

En este proceso de revisidn, se puede mencionar en particular la

propuesta de cambio en la curricula de matemdticas, donde se destacan los

5 cfr. Comizidn del Area de Matemiticas., ibid., pp. 8 - 13.



siguientes: i) replantear la cantidad del ndmero de cursos a impartir, ii)
la imparticién de una matemética mis apegada a la carrera donde se imparte,
ii) reestructuracidén de los contenidos en los planes y programas, iii) 1la
incorporacién a la enseflanza de nuevos enfoques metodoldgicos, iv) la

incorporacién de la computadora al proceso de enseflanza-aprendizaje.

En este marco, la UNISON se cuenta entre las instituciones de nivel
superior gue actualmente se encuentran en un proceso de cambios
curriculares en algunos de sus departamentos, por citar algunos casos:
Ingenieria Quimica, Ingenieria Civil, Ingenieria Industrial, donde las
propuestas de cambio para el &area de matemdtica son muy similares a las

enlistadas en el parrafo anterior.

El panorama anterior refleja el trabajo curricular que actualmente
se esti desarrollando en todos los niveles educativos en nuestro pais,
revisiones curriculares que, desde nuestro punto de vista: i) se realizan
con lentitud en relacidn a las exigencias de nuestra sociedad, ii) en su
mayoria son de carécter vertical, y no involucran en su elaboracidn a uno
de los actores principales del proceso de ensefianza; el profesor, iii) la
mayoria de las propuestas enfatizan cambios en los contenidos de enseiflanza,
entre otros. Ya que consideramos gque las revisiones curriculares
institucionales deben ir mas alli de la revisidn de los contenidos, tomando
en cuenta las caracteristicas del alumno que se desea formar, el contenido
matemdtico necesario para ello, el tipo de maestro que se requiere para la
imparticién de los contenidos, etc., V¥ considerar en la revisién a todos

los actores que intervienen en el proceso educativo.

T.2 LA PROBLEMATICA EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

El problema que actualmente se enfrenta a nivel nacional, en la
ensefianza de la matemdtica del nivel medio superior es multifacético y
complejo, sus rasgos mds visibles son: i) el alto indice de alumnos
reprobados que se tiene al final de un curso, ii) las repercusiones que
esto tiene en el indice terminal de las instituciones educativas, idi) las
condiciones en las que un alumno reprobado aborda cursos posteriores de
matemdticas, iv) las repercusiones que se tienen en las materias cuyo
estudio requiere el conocimiento y manejo de ciertos contenidos matemdticos

tales como fisica, quimica, etc., v) los antecedentes académicos con los .



que el alumno ingresa a un curso de mateméticas, vi) la formacidn académica
de los profesores, vii) las condiciones laborales del docente, viii) la

diversidad del bachillerato, y seguramente otros mas.

En esta problemdtica general, se encuentra inmersa la gque en
particular enfrenta la ensefianza del curso de cdlculo diferencial, en el
nivel bachillerato.

Esta problemdtica no es propia de la actualidad, se viene
manifestando desde hace varias décadas y ante ella cada institucidn del
nivel medio (COBACH, CBTis, CCH, etc.) ha realizado intentos aislados por
abordarla. La metodologia empleada para abordar el problema tiene que ver
con la manera de como se concibe el problema, por ejemplo los CCH estén
realizando una revisién global de la curricula matemdtica, es decir, en la
revisién se contempla aspectos como los siguientes; se actualizan los
propdsitos educativos de los CCH., se plantean metodologias alternativas
para la ensefianza de la matemdtica, se incorpora la computadora a la
ensefianza de la matemdtica, se estructuran los cursos de una forma
novedosa, etc. Los COBACH reestructuraron el plan de estudios de
matemidticas, esto es, existe una reduccién en el nimerc de cursos del
tronco comin considerando en la revisidén sélo los contenidos de la
curricula matemiatica, esto es, existe una reduccidn en el nimero de curscs
del tronco comin (desaparecen los cursos de cédlculo diferencial e
integral), los CBTis bdsicamente se ha tratado de abordar la problematica
a través de la ACADEMIA local, estatal y nacional; perc sbélo se aborda en
estos organismos, el problema de los contenidos matemdticcos de los cursos,
en las propuestas de cambio a la curricula matemdtica, se observan el mismo

ntimero de cursos y el contenido matemdtico précticamente no se altera.

Es importante seflalar el esfuerzo realizado por la Seccidn de
Matematica Educativa del CINVESTAV del IPN (hoy Departamento de Matemdtica
Educativa), para abordar de manera organizada y sistemdtica, desde la
década de los 70’'s, esta problemidtica. Sus aportaciones en la direccidn de
enfrentar este problema han sido:

a) Constituir un equipo de investigadores que se han abocado al estudio del
problema.

b) El impulso al Programa Nacional de Formacidén y Actualizacidn de
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Profesores de Matemdticas, a través del cual se cfrecen estudios de

licenciatura y posgrado.

c) La promocidn de eventos nacicnales e internacionales de Matemitica

Educativa.

La problematica antes seflalada no es exclusiva de nuestro pais, sino
que se manifiesta a nivel mundial, en este contexto existen otros esfuerzos
encaminados al estudio del problema, quizds el trabajo mds destacado en
este momento sea el propuesto en E.U.A. por el "National Council of
Teachers of Matemathics" titulado "Estdndares Curriculares v de Evaluacidn
para la Educacidén Matemdtica" y que seguramente repercutird en la ensefianza
de la matemdtica a nivel mundial. En este trabajo se encuentra explicita
una postura ante la problemdtica y ademds una propuesta para abordarla que

se puede resumir en lo siguiente®:

a) Cambiar el énfasis de unos temas a otros en la curricula de matemdticas,

algunos de estos cambios propiciados por el uso de la computadora.

b) Modificar el rol que desempefia el estudiante en el proceso de

aprendizaje.

c) Cambiar el rol que desempefia el docente en el proceso de ensefilanza-
aprendizaje.

d) Cambiar la metodologia para ensefiar la matemitica, guiada por:
d.1) Las matemidticas como resolucién de problemas.
d.2) Las matemdticas comc comunicacién.

d.3) Las matemidticas como razonamiento.

¢ cfr. NCTM., Estdndares Curriculares y de Evaluacidén para la Educacién

Matemdtica., Sociedad Andaluza de Educacidn Matemitica "Thales",, Espafia., 1989.,
pp.- 126 -128.
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I.3 LOS RECURSOS TECNOLOGICOS
A LOS QUE ACTUALMENTE SE TIENE ACCESO EN EL PROCESO EDUCATIVO.

Una caracteristica de la sociedad actual es el avance vertiginoso de
la tecnologia originando con esto, un desarrollo que tiene que ver de
manera directa con la aparicién de calculadoras, calculadoras graficas,
videos, computadoras, software educativo, etc. La existencia de estos
recursos tecnoldgicos, ha originado que muchos estudiantes interactden con
ellos al margen de que las instituciones educativas o el maestro,
contemplen o no su uso en la escuela.

De este panorama tan amplio de recursos tecnoldgicos, en este trabajo

centraremos nuestra atencidn en la computadora.

El generar una propuesta para la incorporacién y el uso de la
computadora en el proceso de enseflanza-aprendizaje es un problema que en
la actualidad esta en discusidn, pero existen lineas trazadas por
investigadores que han estado trabajando en los dltimos afics en este
sentido, que nos indican los usos que se le pueden dar a la computadora en
este proceso, como gon:

Seglin Fernando Hitt:’

a) Pizarrdn electrénico.

b) Lecciones tutoriales.

c) Simulacién.

d) Evaluacidn.

e) El utilizar un lenguaje para el desarrollo de conceptos.

f) Software diseflado con propdsitos no educativos que es dtil en
Educacidén matemdtica.

Segln Hatfield®:
Como una herramienta de apoyo extraclase del profesor para:
a) Elaboracién de exdmenes escritos.

b) Produccidén de material didactico.

7 efr. Avalos Caudillo, Alicia., Tesis de Licenciatura "Andlisis de 1la

Educacidn Matemdtica y su influencia en el desarrollo cientifice y tecnoldgico de
México"., México D.F., 1991., pp. 125 -12%6.

® efr. Avalos Caudillo, Alieia., ibid., pp. 132 - 133.
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¢) Elaboraciédn de reportes de avance.

Sin duda la descripcién anterior de los usos que se le puede dar a
la computadora no estd acabada y es una muestra de los miltiples empleocs

que se le puede dar en el proceso de ensefianza.

En particular en la propuesta metodoldgica se utiliza la computadora

con Software Educativo y pizarrdn electrdnico; badsicamente como:

- Graficador.

- Herramienta de cidlculo.

Es importante mencionar que dentro de los miltiples usos que se le
puede dar a la computadora en el proceso de ensefianza-aprendizaje se
decidid por el ya citado debido a lo siguiente:

a) El tipo de computadora que se requiere para trabajar la paqueteria
matemdtica que se utilizd en la implementacién del curso, no es costosa,

ni requiere de disco duro, es suficiente con que posea "Drive" para discos
flexibles.

b) La paqueteria utilizada en el curso, no implica un gasto
econdmico, ya que ésta se puede conseguir facilmente.

c) El trabajo que el alumno realiza con la computadora no le exige
conocimientos elevados de computacidn.

d) El uso que se le da a la computadora le "evita" al alumno la
"pérdida" de tiempo en cdlculos laboriosos y utilizar el tiempo invertido
en ellos para reflexionar sobre los resultados obtenidos v los conceptos
involucrados en los procesos de resolucién de problemas .

13



CAPITULO II.
MARCO TEORICO

INTRODUCCION.

Hacer o aceptar una propuesta sobre la manera de implementar
la enseflanza de la matemdtica es resultado de consideraciones de
diversa indole; buenos resultados obtenidos, compatibilidad con
algunos supuestos aceptados, etc. Y estas consideraciones debieran
ser las que acoten la racionalidad de la propuesta y su probable

éxito.

La pretensidén de este trabajo es llevar a la préactica algunas
ideas aceptadas durante los estudios en la maestria en matemética
educativa, sobre la problemdtica que se enfrenta en la enseflanza de

la matematica.

II.1 EL TRABAJO.

En este trabajo se presenta, una propuesta metodolégica para
impartir el curso de Cédlculo Diferencial, que forma parte del plan

de estudios del sistema del bachillerato tecnolégico del pais.

Una caracteristica que distingue a esta propuesta es que el
estudiante desempefla durante la imparticién de este curso un rol
fundamentalmente "activo", los alumnos trabajan en equipo sobre la
resolucidn de problemas, discuten en equipo el plan o estrategia a
seguir para su solucién, confrontan las diferentes respuestas
encontradas en el equipo a nivel del grupo (argumentan sus
respuestas) y finalmente como producto de este trabajo, los alumnos
encuentran la solucién de los problemas o el significado de 1los
conceptos matematicos.

14



Consideramos que un ambiente de aprendizaje de las matemédticas
de este tipo, contribuye a desarrollar habilidades intelectuales,
hébitos de trabajo y valores en los estudiantes, que también pueden
ser motivadas en la enseflanza de otras materias como; Quimica,

Fisica y otras. Ejemplos de esto somn:

- La habilidad para resolver problemas:
- Identificando la informacidn importante de un problema.
- Encontrando las relaciones que se dan en un problema.
- Operando con ntmeros y simbolos.

- E1 hébito para trabajar en equipo.

- El hébito de la disciplina y la constancia en el trabajo

- Capacidad para formular sus puntos de vista.

- Capacidad para analizar argumentos escritos u orales.

- La capacidad de descubrimiento.

= ebg.

Consideramos importante el desarrollo de este tipo de
capacidades, dado que la sociedad actual demanda individuos con

estas caracteristicas entre otras.

IT.2 CONSIDERACIONES ACERCA
DEL CURRICULUM.

Algunas concepciones que sobre el curriculum manejan los
maestros de bachillerate son; "el curriculum son los contenidos del
programa de estudio de cierta materia" o "el curriculum es el plan
de estudios del bachillerato".

Por otra parte los estudicscos del curriculum lo conciben de
manera mas amplia, algunas de estas se han venido formulando en
Investigacidén Educativa, un ejemplo de esto es la caracterizaciédn
gque del curriculum hace la especialista Alicia de Alba "este debe

considerar todo el conjunto de aspectos que inciden en la vida
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escolar, deben tomarse en cuenta como aspectos importantes 1las
necesidades sociales, las necesidades institucionales, los marcos
filoséficos-normativos-axiolégicos que rigen la vida social, las
caracteristicas de los alumnos y de los maestros, y de modo central
el conocimiento que se ensefiard y se aprenderd. Todos estos
aspectos y atln otros deben estar contenidos en el curriculum de un
modo u otro, con el fin explicito de asegurar de modo eficiente la
transmisién de normas y valores, de conocimientos y pautas
conductuales a las jévenes generaciones de la sociedad, de modo de

asegurar la continuidad de &sta o sus paulatinas transformaciones".

Perc el curriculum es un producto de la historia humana y, por
lo tanto, cambia con el tiempo y las innovaciones gque aportan los
estudiosos de este campo. Por tanto, pareciera que no se puede
definir el curriculum sin plantear previamente una visién del mundo
que opere como marce de referencia de dicha definicidén y al mismo

tiempo la haga comprensible.

En este trabajo se considera el curriculum en la acepcidén que
lo concibe Alicia de Alba; es decir, como la estrategia global a
través de la cual se pretende alcanzar los objetivos més generales
de la Educacién. Concebido asi el curriculum, es claro que al
hablar de cambios curriculares se esta hablando en algin aspecto o
aspectos del mismo. En particular, el presente trabajo constituye
una propuesta de cambio en la metodologia de enseflanza del curso de

Cédlculo Diferencial que se imparte en el bachillerato tecnolégico.

ITI.3 LA FUNCION DE LA ESCUELA
Y LAS TENDENCIAS SOCIALES.

Si el trabajo docente se inscribe dentro de esta definicién
mas amplia de curriculum; su vinculacidén con los fines mas
generales que la escuela persigue, en la sociedad en la que esté

inmersa, resulta inevitable.
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La institucién educativa, como toda institucidén social, ha
sido creada para cumplir con determinadas funcicnes y se ha
desarrollade influida por los factores y tendencias que condicionan
y determinan el desarrollc social en general, a saber: factores

econdémicos, politicos, sociales, culturales, etc.

Su funcidn esencial se puede resumir de la siguiente manera:
preparar a las nuevas generaciones para enfrentar con éxito los
problemas y retos que plantea la sociedad actual, asi como los
problemas gque muy probablemente aparecerdn en el futuro inmediato

que seguramente serdn esencialmente distintos a los actuales.

Por esta razdén, la enseflanza de una materia, en particular del
cdlculo debe de estar contenida en una propuesta curricular que
aspire a contribuir a que la institucién educativa cumpla
adecuadamente su funcidén, esta propuesta deberid tomar en cuenta las
caracteristicas y tendencias del desarrollo social actual y de los
retos que la sociedad presenta, y desprender de ellas las tareas
que se imponen a la escuela, ya que de no ser asi se corre el
riesgo de que la institucidn quede muy pronto rezagada respecto a

las exigencias sociales.

Algunas caracteristicas y tendencias de la sociedad actual gque

es necesario tener presentes son:

a) Todas las actividades (industriales, agropecuarias,
financieras, comerciales, etc.) se ven influidas por la revolucién
cientifico-técnica, esto es, por el desarrollo vertiginoso de la
ciencia y la tecnologia, produciendo importantes y radicales
transformaciones en los procesos productivos y en la forma de

organizacidén del trabajo’.

* cfr. Skatkin M. N5 Problemas de la didiactica moderna., Editorial

Pedagdgica., Moscd., 1980., Traducidc por el M.C. Jiménez Rodriguez, Ramdn.,
UNISON., 1989., pp. 4-6.
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b) la tendencia globalizadora que agrupa a los paises en
grandes bloques aglutinados por los problemas ambientales, 1la

economia®?, el comercio, la produccién, etc.

c) El cambio de la divisién politica del planeta Tierra,
manifestada por; la unidén de las dos Alemanias, la caida del bloque
soviético (desintegracién de la URSS)?, la desintegracién de

Yugoslavia, etc.

d) La crisis ambiental, como consecuencia del uso irraciocnal
de los avances cientificos y tecnolégicos, gque ha puesto en peligro
la existencia misma de la vida en la tierra®.

e) La existencia de armamento altamente destructivo y su uso
para resolver conflictos internos de los paises y conflictos

internacionales, que va conformando un nuevo orden mundial.

f) La presencia de una enorme cantidad de seres humanos que
viven en la pobreza extrema®, es decir sin los minimos
indispensables para vivir una vida digna y decorosa, esto como
consecuencia de las politicas econémicas que se han implementado
por los grandes centros de poder.

g) La tendencia mundial hacia la democratizacidén®.

Este entorno social presenta nuevas exigencias a las

instituciones educativas, que se traducen en tareas cada vez mas

2 . . . : . s
cfr. Moreno Moreno, Prudenciano., Tesis de doctorado "Crisis y modernizacién

de la educacidn en Sonora 1980-1990"., UNAM., 19S1., pp. 13-14.

> ¢fr. De Alba, Alicia., El curriculum universitario ante los retos del siglo

XXI, la paradoja entre postmodernismo, ausencia de utopia y determinacidn
curricular., México D.F., 19%1., pp. 4-5. it

4

cfr. De Alba, Alicia., ibid., pp. 5 y 12.

cfr. De Alba, Alicia., ibid., pp. 5 y 11.

® efr. De Alba, Alicia., ibid., pp. 14-15.
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impostergables, como las siguientes:

a) Conocer con detalle los cambios que se estan dando en los
procesos productivos y proporcionar a los educandos un alto nivel
de conocimientos, los cuales son necesarios para el manejo
eficiente de alta tecnologia y para la comprensién de 1los
fundamentos cientificos de los procesos productivos modernos v de
su organizacidén racicnal; en sintesis, "se reclama que el alumno

domine los métodos para la aplicacidén de los conocimientos’".

b) El acelerado desarrollo de la ciencia y 1la tecneologia
provoca un rapido "envejecimiento" de las mAquinas y de los
conocimientos y, en consecuencia, reclama de la escuela desarrollar
en los individuos, no sélo capacidad para manejar la tecnologia
existente, sino para actuar y participar creativamente en el
proceso de renovacidén tecnoldgica que dé como resultado la
invencién en un futuro inmediato, de nueva maquinaria y/o nuevas
formas de trabajo. Lo anterior, crea la necesidad de desarrollar en
el estudiante "la conciencia de la necesidad de mantenerse en
actualizacidén permanente, esto es, dotarlo de los métodos para la
obtencidén del conocimiento®".

¢) El desarrollo tecnoldgico exige de la escuela el andlisis
y disefioc de estrategias y métodcs de ensefianza que contemplen el
uso racional de los recursos tecnolégicos a los gue actualmente se
tiene acceso en el proceso de enseflanza-aprendizaje, que ademids de
pretender mejorar el rendimiento académico de los alumnos, permita
a estos el uso y manejo adecuados de los lenguajes que usan estos
medios.

d) La tendencia globalizadora y de interdependencia reclama de
la escuela desarrollar y consolidar en 1los estudiantes "la

efr. CCH, Comigidén del Area de Matemiticas., Segunda aproximacidén a la
revisidn del Plan de Estudios del Bachillerato del CCH., Cuadernillo No. 14., México
D.Fey 1993., pe 10:

* ¢fr. CCH, Comisidn del Area de Matemdticas., ibid., p. 10.
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conciencia de la necesidad de mantener nuestra identidad nacional,
nuestros valores y tradicicnes’, es decir, que si bien es cierto
que como nacién no debemos aislarnos de este proceso y que lo que
decidamos y hagamos localmente tiene repercusiones mas alld de
nuestras fronteras, y reciprocamente, se debe fortalecer 1la
convicecidén de gque nuestras decisiones deben tomarse de manera
soberana y con absoluta independencia. Esto es, porgue la escuela
también prepara a los individuos que en determinado momento se
desempefian como dirigentes de la sociedad y tiene la

responsabilidad de tomar desiciones importantes en el pais.

e) La crisis ambiental exige de la institucién educativa, cocmo
una tarea urgente, incluir en los contenidos 1los elementos que
contribuyan a formar y desarrollar en el estudiante una cultura Yy
una conciencia ecoldgica que le permita comprender gue 1no tenemos
derecho a destruir el ambiente en el que también viviran las
futuras generaciones y gue lo conviertan en un activo ciudadano por
la conservacién del medio ambiente?® Yy, en UGltima instancia, por

la conservacién de la vida misma en nuestro planeta.

f) La escuela deberd desarrollar en el estudiante el amor por
Su trabajo’ y el amor por sus semejantes que lo lleven a oponerse
a toda accidén destructora y lo conviertan en un firme y decidido
militante por la paz mundial Y un promotor de los medios pacificos
para resolver los conflictos.

g) La escuela debe sensibilizar al estudiante para gue asuma
como suyo, como el mayor y como el més apremiante reto que presenta
la época actual, el problema de la pobreza extrema, vy desarrollar
en €l un profundo sentimiento de solidaridad con los gue menos

9

CONALTE., Hacia un Nueveo Modelo Educativo., SEP., México D.F., 1991., P 99.

** Como lo muestra el contenido de log libros de texto de Ciencias Naturales,

del nivel basico.

Hoofr, CCH, Comisién del Area de Matemdticas., ibid., p. 11.
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tienen, sentimientos gue lo lleven a asumir compromisos concretog??.

h) La tendencia mundial a la democratizacién exige a 1la
escuela convertirse en un modelo de participacidn democratica, que
fortalezca la conviccidn en el estudiante de que la democratizacién
de las organizaciones sociales, y de la sociedad en general, es una
condicidén previa indispensable para la superacién de los graves

problemas que agquejan a nuestro pais®.

Estas exigencias reclaman de la escuela desarrollar en el
individuo una de las méds complejas e importantes capacidades
humanas: la capacidad de pensar, pero pensar de manera inédita,

osada, critica, creativa y comprometida.

II.4 EL NIVEL MEDIO SUPERIOR.

II.4.1 GENERALIDADES.

En la actualidad existen en México wuna multitud de
instituciones que ofrecen educacién de nivel medio superior, las
cuales han sido creadas en diferentes momentos y con diferentes
finalidades. Con el fin de tener un panorama general de la
situacién actual de este nivel educativo, haremos un breve
recorrido por los acontecimientos més importantes de los Gltimos
afios, que han repercutido en la concepcidén y organizacién del Niwvel

Medio Superior.

En Enero de 1964 se aprobd un nuevo plan de estudics de la
Escuela Nacional Preparatoria ENP a iniciativa del entonces rector
de la UNAM, Dr. Ignacio Chévez. Esta reforma reviste particular
importancia, no sdélo porgue produjo el plan de estudios vigente

2 cfr, De Alba, Alicia., El Curriculum Universitario ante los retos del Siglo

XXI, la paradoja entre postmodernismo, ausencia de utopia y determinaciédn
curricular., México D.F., pp.

13

cfr. De Alba, Alicia., ibid., pp. 14-15.
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hasta la fecha en la ENP, sino porque revela el cambio notorio en

la manera de concebir el bachillerato.

Esta propuesta concibe al bachillerato como un ciclo
esencialmente formativo y propedéutico que tiene finalidades por si
mismo, entre las cuales se destaca:i) un desarrollo integral de las
facultades del alumno para hacer de él un hombre cultivado, ii)
formacidén de una disciplina intelectual, que lo dote de un espiritu
cientifico, iii) formacidén de una cultura general gque lo dote de
una escala de valores.

En la década de los 70’s, ante los graves problemas de la
educacidn masiva y popular, y a sus vigorosos empujes y protestas,
se contesta con la apertura de la mayoria de las instituciones de
educacidén media superior que actualmente existen en nuestro pais,
iniciando esto el 26 de Enero de 1971 cuando el Consejo
Universitario de la UNAM, aprobd la creacién del CCH, a iniciativa
del entonces rector, Dr. Pablo Gonzdlez Casanova. Posteriormente,
por decreto presidencial publicado el 26 de Septiembre de 1973, fue
creado el Colegio de Bachilleres. E1 29 de Diciembre de 1978, fue
creado el CONALEP, con fines exclusivamente terminales y en la
actualidad se encuentra en discusidén el proyecto de asignarle el
cardcter de bivalente.

Conforme se fueron creando las instituciones del nivel Medio
Superior, se fue conformando un espectro cada vez mas amplio de
opciones para cursar estudios de este nivel, de tal mecdo que para
1882, seglin Pantoja Moran:

"...se constata facilmente una gran diversidad de planes de estudio
y de programas de las materias, pues existen aproximadamente 186
planes de estudio diferentes que comprenden 275 materias que
presentan diferencias en el nombre, extensidn, ubicacién, o
contenido programidtico. Se detecta también una dispersién
significativa por cuanto a criterios metodolégicos y de concepcidn

en el proceso de enseflanza aprendizaje y una indefinicidn
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sustantiva respecto a su funcién"

La descripcién de Pantoja refleja la situacidn que guarda el
Bachillerato Mexicano a principios de la década de los 80’s. Varios
esfuerzos nacionales se hicieron para afrontar esta problematica,
el mas importante de ellos fue el Congreso Nacional del
Bachillerato de Cocoyoc, Morelos, realizado del 10 al 12 de Marzo
de 1982. En dicho congreso se obtuvieron una serie de acuerdos de

los cuales se destacan los siguientes:

1. Proporcionar al estudiante una cultura general basica que
vaya acorde a la época gue vive.

2. Proporcionar los instrumentos metodoldgicos para que pueda

manejar la ciencia y desarrollar el autoaprendizaje.

3. Habilitar al alumno para gue se 1incorpore a estudios
superiores © en su caso a un trabajo productivo.

4. La conformacién de un tronco comin dentro del bachillerato
en las siguientes &reas; i) Area de Matemdticas, ii) Area de
Ciencias Naturales, iii) Area de Lenguaje y Comunicacién, iv) Area
Histbrico Social.

5. Vincular la educacién media superior a la produccién
socialmente necesaria, atendiendo A&reas prioritarias para el
desarrollo del pais.

IT.4.2 EL BACHILLERATO TECNOLOGICO.

Este tipo de institucién educativa es creada por decreto
presidencial a principios de la década de 1losg 70’s, por el
presidente de la reptblica, Lic. Luis Echeverria Alvarez, parte de
este bachillerato lo formaban los C.E.C.Y.T. (Centro de Estudios

Cientificos y Tecnolégicos). Posteriormente estos institutos
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cambiaron de nombre a CBTisg, actualmente el Bachillerato
Tecnoldgico estd formado por los CBTis, CBTas y los CET del mar.

Una de las caracteristicas distintivas de estas instituciones
€S Su cardcter bivalente, esto es, en este nivel se prepara al
alumno para que se incorpore a estudios superiores (le proporciona
el bachillerato), y por otra 1lo capacita para desarrollar un
trabajo productivo, es decir, le da la oportunidad de obtener un
Titulo de Técnico.

Los propdsitos de estas instituciones educativas son:

- El desarrollo integral de las facultades del alumno.

- Proporcionar al estudiante una cultura general basica que

vaya de acorde a la época que vive.
- Proporcionar los instrumentos metodeldgicos para que pueda
manejar la ciencia y la tecnologia, y desarrollar el

autoaprendizaje.

- Habilitar al alumno para que se incorpore a estudios
superiores o en su caso a un trabajo productivo.

= Vincular la educacién media superior a la produccidn
socialmente necesaria, atendiendo Areas prioritarias para el
desarrollo del pais.

II.4.3 EL PLAN DE ESTUDIOS DEL AREA DE MATEMATICAS EN EL CBTis.
Se puede decir, que en general, los contenidos del programa de
estudios de matemdticas, han permanecido vigentes desde hace més de

una década y han estado constituido por temas de:

- Aritmética y Algebra.

24



- Geometria y Trigonometria.

- Geometria Analitica.

- Célculo Diferencial e Integral.

En 1584, como se menciona en el manual de programas maestros

del tronco
matematicas

comin del Bachillerato Tecnoldgico, 1los cursos de

que se impartian en esta institucién eran cuatro y los

grandes temas incluidos en ellos, eran los siguientes:

Cursc I. Aritmética y Algebra.

Sistemas Numéricos.
Lenguaje Algebraico.

Ecuaciones e inecuaciones.

Curso II. Geometria y Trigonometria.

Recta.

Angulos.

Tridngulos.

Poligonos

Circule y Circunferencia.

Relaciones Trigonométricas en el tridangulo

rectangulo.

Relaciones Trigonométricas en otros tridngulos.
Funciones Trigonométricas.

Funciones: Exponencial y Logaritmicas.

Curso III. Geometria Analitica y Estadisticas.

Conceptos intreoductorios.
Ecuacién de la Recta.
Paralelismo y Perpendicularidad.
Rectas Notables.

Circunferencia.

Pardbola.
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- Elipse.

- Hipérbola.

- Estadistica Descriptiva.

- Medidas de Centralizacién.

- Desviacidn Tipica y otras medidas de dispersién.
- Probabilidad.

- Inferencia Estadistica.

Curso IV. Calculo Diferencial.
- Funcicnes.
- Limites y Continuidad.
- Derivacién de Funciones.
- Analisis de Funciones.

- Calculo Integral.

En 1988, conforme el manual de programas maestros del tronco
comin del Bachillerato Tecnoldgico, el ntmero de cursos de
matematicas aumenta a cinco, conservando esencialmente los grandes
temas, sélc se quita del curso III, el tema "Estadisticas", como se
muestra a continuacién:

Curso I. Aritmética y Algebra.
- Sistemas Numéricos.
- Lenguaje Algebraico.

- Ecuaciones e inecuaciones.

Curso II. Geometria y Trigonometria.
- Recta.
- Angulos.
~ Tridngules.
- Poligonos
- Circulo y Circunferencia.
- Relaciones Trigonométricas en el tridngulo
rectangulo.
- Relaciones Trigonométricas en otros tridngulos.

- Funciones Trigonométricas.
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- Funciones: Exponencial y Logaritmicas.

Curso III. Geometria Analitica.
- Conceptos Introductorios.
- Ecuacidn de la Recta.
- Paralelismo y Perpendicularidad.
- Rectas Notables.
- Circunferencia.
- Pardbola.
- Elipse.
- Hipérbola,

Cursco IV. Cédlculo Diferencial.
- Funciones.
- Limites y Continuidad.
- Derivacidén de Funciones.
- Aplicaciones.

Curso V. Céalculo Integral.
- Concepto de diferencial de una funcién.
- Interpretacién Geométrica de la diferencial.
- La notacién Sigma.
- Teorema fundamental del cédlculo integral.
- Definicién de 1la integral de una funcién como una

suma .

En el afilo de 1991, en la reunién de academia nacional de
matematicas, en la Cd. de Puerto Vallarta, Jal. se revisaron los
contenidos de la curricula de matemdticas con el propdésito de
elaborar los programas que se impartirdn a partir del semestre
Septiembre de 1992, como resultado de esta reunién, los cursos
fueron nuevamente reestructurados, observandose dgue con respecto a
la propuesta de 1988 no se aprecian cambios en los contenidos

matematicos, quedando como sigue:

Curso I. Aritmética y Algebra.
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Sistemas Numéricos.
Lenguaje Algebraico.

Ecuaciones e inecuaciones.

Curso II. Geometria y Trigonometria.

Recta.

Angulos.

Tridngulos.

Poligonos

Circulo y Circunferencia.

Relaciones Trigonométricas en el

recténgulo.

Relaciones Trigonométricas en otros tridngulos.

Funciones Trigonométricas.

Funciones; Exponencial y Logaritmicas.

Curso III. Geometria Analitica.

Conceptos Introductorios.
Ecuacidén de la Recta.
Paralelismo y Perpendicularidad.
Rectas Notables.

Circunferencia.

Parabola.

Elipse.

Hipérbola.

Curso IV. Cédlculo Diferencial.

Funciones.
Limites y Continuidad.
Derivacidén de Funciones.

Aplicaciones.

Curso V. C&dlculo Integral.

Concepto de diferencial de una funcién.
Interpretacidén Geométrica de la diferencial.
La notacidén Sigma.

Teorema fundamental del cdlculo integral.
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- Definicién de la integral de una funcién como una

suma .

Es importante mencionar, que estos programas de estudio, estéan
acompafiados de una propuesta de ensefianza, que el manual de
programas maestros del tronco comin del bachillerato tecnoldégico de

1984, menciona textualmente (pidgina 70):

"...Asi, tenemos que el enfoque propuesto consiste en partir
de problemas de la realidad inmediata del alumno para que, a partir
de la necesidad de resclverlos, llegue a interiorizarse a través de
la Optica de ensayos y errores, apreciando con ello la simplicidad
Yy sencillez del lenguaje matemidtico existente. Una vez logrado esto
y partiendo de reglas propias, tendri la capacidad de vincular la
aplicacién de las matemdticas con otras areas del conocimiento."

Se observa que el curso de Cédlculo Diferencial siempre ha
estado presente en la curricula de matemitica de este nivel
educativo, y no se aprecian razones para gue este cursc sea
excluido del plan de estudios.

II1.4.4 EL PAPEL DE LA MATEMATICA EN EL BACHILLERATO.

Como ya se menciond, el espectro de instituciones gque imparten
el nivel bachillerato es muy amplio, a pesar de eso, existen una
serie de objetivos comunes que son compartidos por 1las
instituciones. Para poder alcanzar estos propdsitos se requiere
eéntre otras cosas que el trabajo docente se encamine en esa

direccién.
En la practica docente, es comin que la imparticién de un
curso de mateméticas se apoye en la exposicidn del discurso que el

maestro prepara para enseflar los contenidos matemidticos.

Esta forma de enseflanza de la matemdtica, deja al alumno el
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convencimiento de que las matemdticas se aprenden de manera pasiva,
de que los problemas que se plantean en clase se resuelven en pocos
minutos, y el estudiante acepta que los contenidos de la matemdtica
no se cuesticnan, es decir, el profesor le transmite al alumno la
idea de que la matemdtica es una ciencia acabada cuyos contenidos
estdn escritos en algtn libro y que &l se los transmitir&.

Pensamos gque una matemdtica donde para resolver un problema,
el alumno discuta la manera de abordarlo, elabore conjeturas,
ensaye, tantee, tenga libertad de equivocarse y corrija, y con un
lenguaje propio elabore las propuestas de solucidn, pudiera aportar
mds al logro de los objetivos que las instituciones del nivel medio

se plantea.

En esta dltima visién, el Area de Matemidticas adquiere un
importante sentido formativo dentro del plan de estudios, pues
contribuye de diversas maneras al desarrollo integral de la
personalidad del educando: el estudio de las matemdticas puede
proporcionar al bachiller los elementos necesarios para permitirle
interpretar los aspectbs légicos y numéricos de sus vivencias
intelectuales, que le permitird adquirir un bagaje de saberes
tebricos y préctico-funcionales, necesarios en el desarrollo de su
personalidad.

ALGUNAS CONSIDERACIONES ACERCA DE LA CONCEPCION Y LA ENSENANZA DE
LA MATEMATICA.

Las aportaciones que la matematica puede hacer a la formacidn
de los estudiantes depende en gran medida de cémo se concibe tanto
esta ciencia como su ensefilanza; es decir, la determinacidén del qué
y para qué de la ensefilanza debe ir acompafiada de una precisidn del
cobmo. En esta parte juegan un papel fundamental la delimitacidn de
los conceptos y procedimientos, también y de manera muy importante,
los valores y las actitudes que se fomenten en el estudiante a

partir de las orientaciones que se asigne a la enseflanza global en
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el Area.

Es frecuente que la préactica cotidiana del docente que imparte
un curso de matemédticas, se apoye fundamentalmente en la exposicién
de un discurso matemdtico dirigido a los alumnos, el cual esti
compuesto dependiendo del objetivo, de un proceso definido aplicado
a la resolucién de "algo" que siempre tiene solucién y por lo
general resulta ser Unica.

Este trabajo hace gque cominmente a las matemdticas se le
asocla con la certeza, se le identifica como la disciplina donde se
pueden obtener respuestas correctas rdpidamente.

Los efectos que esta practica tiene sobre las maneras de
pensar y estudiar la matemdtica ha sido objeto de numerosos
estudios. Las précticas presentes en el curriculum oculto, mas que
en los contenidos de los cursos de matemdticas, van formando una
serie de ideas en los estudiantes; que Shoenfeld resume del modo
siguiente:

"...la practica de estudiar matemdticas se relaciona muchas veces
con el recordar y aplicar la regla correcta a la pregunta de los
maestros, y la veracidad de las respuestas se determina con la
ratificacién por parte de los maestros o el libro de texto. Estas
ideas acerca de las matemdticas y el significado de su aprendizaje
se adquieren a través de los afilos al observar, escuchar, ¥

practicar actividades mateméAticas®*".

Esta manera de enseflar la matemdtica, deja en el alumno la
impresién de que los problemas siempre tienen solucidén y casi
siempre es linica, de que la resolucién del mismo tiene que ver con
el transito de "un sbélo camino" y al final de éste aparece la

solucidén correcta. Lester al respecto considera que:

* Santos Trigo, Luz Manuel., La Resolucidén de Problemas: Elementos para una

Propuesta en el Aprendizaje de las Matemdticas., Cuaderno de Investigacidn No. 25.,
CINVESTAV., IPN., México D.F., pp. 17-18.

31



"...debido a que los maestros muestran a los estudiantes solamente
los movimientos correctos al resolver un problema. Es decir,
seleccionan el método adecuado, trabajan correctamente las
operaciones y obtienen una solucidn correcta. De esta forma, los
estudiantes piensan que resolver problemas es seleccionar una serie

de trucos gue son solamente accesibles a unos cuantoss.n

Una concepcién de las matemdticas como ciencia bésicamente
deductiva y cerrada, con poco espacioc para el tanteo v la
aproximacién, no invita precisamente a que se utilicen en
situaciones inciertas o poco definidas, como son lag de la vida
cotidiana.

Asi, por ejemplo, concebir las matemdticas como el instrumento
universal de la representacién, no sélo confiere a esta ciencia el
limitado estatuto de lenguaje y compromete toda una concepcidn del
conocimiento como simple traduccién y lectura de lo inscrito en lo
real, sino supone también admitir que la formalizacién de 1la
matematica es punto de partida y su objetivo consiste en ordenar
los conocimientos y crear estructuras formales.

Su enseflanza en esta perspectiva, por tanto, se centra en la
matematizacidén de los procesos; en la intencidén de ir creando
sistemas formales y definiendo leyes 1légicas queiluego "facilitaran
la creacién de automatismos aplicables a una gran diversidad de
situaciones".

La matematica formal -pasar de reglas a estructuras y leyes
operativas- ha llevado a los alumnos a concebir esta disciplina
como algo incomprensible y despegado de la realidad.

Es indudable que los diversos métodos y fundamentaciones

tedricas que las matemdticas han utilizado a 1lo largo de su

" Lester, F. K. Jr., Trends and issues in mathematical problem solving

research., In R. Lesh & M. Landau (Eds.)., Acquisition of mathematics concept and
Procedures., Orlando, Fl., Academic Press, Inc., pp. 229-261.
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historia, y hasta la fecha, son elementos basicos para decidir en
qué medida contribuyen a la educacidn de los alumnos, e, incluso,

para orientar sobre como pueden aprenderse y ensefiarse.

Uno de los rasgos esenciales de las matemdticas es gue surgen
de un procesc de construccién ligado a la resolucidn de problemas
concretos, procedentes con frecuencia de otros campos del
conocimiento o de la actividad humana. Y en este proceso el
especialista o grupo de especialistas que resuelve el problema,
construye sus ideas matemdticas apoyando el trabajo sobre objetos
Y situaciones concretas, se hacen conjeturas, se tantea, se
aproxima a las soluciones y una vez resuelto el problema se

formaliza, se abstrae?®.

Este proceso de construccién se ha dado tanto en el desarrollo
histérico de las matemdticas, como en el desarrollo de las ideas
matemdticas en cada persona. El rigor de 1la deduccidén, la
abstracciédn, la formalizacién vy otras caracteristicas, que
tradicionalmente se dan como definitorias de las matemdticas, son

més propias de un producto final que de su proceso de construccién.

Una consecuencia didactica de esta postura epistemolégica
consiste en favorecer que los alumnos construyan sus ideas
matemdticas apoyando el trabajo sobre objetos y situaciones
concretas, el uso de lenguajes naturales para expresar sus ideas
matemdticas y potenciar la intuicién y la adquisicidn de conceptos
y relaciones mediante procesos inductivos, de modo gque al final se
pudiera alcanzar dominio de lo abstracto, de lo deductivo, y doten

de significado al lenguaje formal.

La Comisidén encargada de la reforma que se lleva a cabo en
estos momentos de los planes y programas de estudios del CCH-UNAM,
estad intentando incluir algunos de estos planteamientos en la nueva

* efr. Comisidn del Area de Matemiticas., Segunda Aproximacidn a la Revisién

del Plan de Estudios del Bachillerato del CCH., CCH., Cuadernilleo Nimero 14., México
D.F., 23 de Abril de 1393., pp. 7-9.



curricula; en la Introduccién a uno de sus mas recientes
documentos de trabajo, establecen:

"...de esta manera, los estudiantes podrdn percibir a la
matemdtica como una ciencia viva, que se inicia a partir de las
necesidades del hombre de conocer y descubrir su entorno fisico y
social, que, ademds, tiene una evolucidn y un desarrollo que admite
titubeos, conjeturas, aproximaciones, al igual que el rigor, la
exactitud y la formalizacidn®’."

II.5 CONSIDERACIONES ACERCA DEL APRENDIZAJE
DE LAS MATEMATICAS.

Como ya se ha mencionado y pese a los esfuerzos recientes en
el terreno curricular, prevalece alin en la prdctica docente, como
postura metodoldgica dominante aquella en la que el profesor expone
el conocimiento matemdtico y el estudiante lo aprende. En esta
postura la interaccidn entre estudiante y maestro es minima pues se
parte del supuesto de que el alumno retiene, conforme recibe, una

serie de resultados que posteriormente podrd reproducir.

Si aceptamos el hecho de que la génesis y evolucidn de los
conocimientos matemdticos no es ajena a la problemidtica que se
genera, cuando estos conocimientos se trasladan al aula; estamos
obligados a revisar la historia de la matemdtica; ésta nos muestra
que el conocimiento matemdtico surge de un proceso que estd ligado
a la resolucidn de problemas concretos, que proceden con frecuencia
de otros campos del conocimiento o de la actividad humana. A este
respecto, M. Kline nos muestra un excelente panorama en una de sus
obras que méds recientemente se ha traducido al espafiol, en ella se

afirma:

"...Para las generaciones pasadas, las matemdticas eran, en

Y Comisidn del Area de Matemidticas., ibid p. 7.



primer lugar y por encima de todo, la creacién mias refinada del
hombre para investigar la naturaleza. Los principales conceptos de
las matematicas, asi como sus poderosos métodos y casi todos sus
teoremas importantes, se obtuvieron en el curso de esta
investigacidén. La ciencia era la sangre y el alimento de 1las
matemdticas. Los matemdticos eran buenos compafieros de los figicos,
astrénomos, gquimicos e ingenieros en la empresa cientifica. Y
muchos de los principales matemdticos trabajaron mucho mds en la
astronomia, la mecénica, la hidrodindmica, la electricidad, el
magnetismo y la elasticidad que en la matemdtica propiamente
dicha.

En este proceso histdrico se ha observado que la matemdtica ha
tenido avances significativos cuando sus creadores, enfrentados a
un problema, tienen gue generar nuevas ideas matemidticas para su
resolucidn y en el transcurso de la misma, se hacen conjeturas, se
tantea, se aproxima a la solucién y una vez que se resuelve el
problema se formaliza y se abstrae. Los responsables de la reforma
curricular que se realiza actualmente en el CCH-UNAM, han tomado
muy en cuenta estas ideas; como se muestra en uno de sus Ultimos
reportes:

"...Esta estrecha relacién entre epistemologia y didactica se
manifiesta, al constatar que uno de los rasgos esenciales de las
matemiticas es que surgen de un proceso de construccién ligado a la
resolucidn de problemas concretos, procedentes con frecuencia de
otros campos del conocimiento o de la actividad humana.

Este proceso de construccién se ha dado tanto en el desarrollo
histérico de las matemdticas como en el desarrollo de las ideas

matemdticas en cada persoma®®."

** Kline, Morris., Matemiticas, la pérdida de la certidumbre., México D.F.,

siglo veintiuno editores, sa., 1985., pp. 336-337.

9 ' 1 2 o s ;- ¥y
Y efr. Comisidn del Area de Matemdticas., "Segunda aproximacidén a la revisién

del plan de estudios del bachillerato del CCH"., CCH., Cuadernillo No. 14., México
D.F., Abril de 1993., PP. 7-8.
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Atendiendo a estas ideas, pensamos que es posible replantear
la metodologia de enseflanza que se utiliza cotidianamente, y por
fortuna, la posibilidad de 1llevar al aula una propuesta
metodoldégica que considere este proceso, es un problema gque
actualmente se estd investigando en la comunidad matematica en
general. Y pareciera ser que, cada vez mas, existe el
convencimiento de que la actividad de resolucién de problemas
pudiera desempefiar un papel fundamental en la ensefianza de esta
disciplina?®°.

LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS A TRAVES DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS.

El propésito fundamental de la enseflanza de la matemdtica a
través de la resolucién de problemas® es que los estudiantes
aprendan, y desarrollen su pensamiento matemdtico, realizando en
clase actividades similares a las que lleva a cabo el matematico

cuando resuelve un problema.

Esto plantea al docente la tarea de diseflar y conducir

Situaciones®* que planteen al alumno un problema o grupo de

** Dos trabajos recientes dan cuenta de sendas propuestas metodoldgicas sobre

la ensefianza de la matemidtica a través de problemas, dada su trascendencia, damos
la referencia bibliogriafica:

NCTM., Estandares Curriculares y de Evaluacidn para la Educacién Matemitica.,
Sociedad Andaluza de Educacién Matemitica., Thales, Espafia., 1989., PP, 126-128.

Comisidn del Area de Matemdticas., Segunda aproximacidn a la revisidén del plan
de estudios del bachillerato del CCH., Cuadernillo No. l4., México D.F., BAbril de
1983,

* En este trabajo el significado de problema es el que establece Polya "Tener

un problema significa buscar concientemente con alguna accidn apropiada para lograr
una meta claramente concebida perc no inmediata de alcanzar", donde se pueden
identificar las siguientes componentes; i) Estar consciente de una dificultad, i4)
Tener deseocs de resolverla, iii) La no existencia de un camino para resoclverla, iv)
La atencidn por parte de una persona o grupo de personas para llevar a cabeo un

conjunto de acciones tendientes a resolver esa situacidn.

* Como lo sefiala Mashbits, ¥. D., en "Fundamentos PsicolSgicos de la conducecidn
de la actividad de aprendizaje", se considera al maestro como disefiador y conductor
de las actividades a través de las cuales los alumncs van descubriendo los
conocimientos matemiticos, el maestro consideraria en el digefio de las situaciones
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problemas que al ser resueltos; desarrollen conceptos en el
estudiante, muestren estrategias para resolver problemas, métodos
de solucién, etc. Esta estrategia de ensefianza requiere gque el
maestro modifique el rol que habitualmente tiene en el saldn de
clases, dedicdndose mds a coordinar y orientar el trabajo de los

estudiantes y menos a exponer los contenidos del curso.

Las estrategias de resolucidén de problemas consideradas en
ésta propuesta, son similares a las utilizadas por los matematicos
cuando intentan encontrar la solucidn de un problema no resuelto,
esto significa, dedicar tiempos considerables a la solucidén de un
problema, destacando en este proceso las siguientes actividades; el
entendimiento del problema, el planteamiento de conjeturas, el
tanteo y la aproximacién a la solucién; que contrasta con la
enseflanza de la matemdtica tradicional, donde un problema se
resuelve por el profesor ante los alumnos en pocos minutos, con una
estrategia que siempre lleva a la solucidn, que generalmente es
Gnica.

Estas ' etapas de exploracidn 3% reflexidn resultan
indispensables al quehacer matemdtico y forman parte de un proceso
de bisqueda de conocimientos, que debiera ser reproducido en el
ambiente escolar.

Se pretende de esta manera, convertir el salén de clase en un
espacio de actividad dinadmica, de trabajo en grupos pequefios, donde
se aliente a los estudiantes a discutir, confrontar y expresar sus
ideas matemdticas, en primera instancia utilizando su propio

lenguaje, hasta el uso de lenguajes matemiticos aprcpiados.

Especificamente en este trabajo, se sugiere gue para que los
conceptos y métodos tengan sentido y sean dtiles a los alumnos,

de aprendizaje el principio de la dialéctica que establece que la contradiccidn es
la base del desarrollo, es decir, la situacidén problémica deberi ser creada de tal
manera que provoque un conflicto en el alumno y que a través de la solucidn de tal
conflicto, este de el salto del conocimiento que posee al conocimiento que se desea
ensefiar.
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deberan ser presentados en relacién con una situacién concreta, con
un problema real que requiera solucidén, donde lo que interese sea
esta UGltima y, sélo en segundo término, la formalizacidn del
concepto matemdtico.

Este enfoque metodocldgico, que asume la resolucidén de
problemas como eje fundamental para la ensefianza de la matemitica,
tiene su sustento en una "concepcidén epistemolégica que reconoce
una base material a la génesis del conocimiento matemdtico,
confiere un carédcter constructivo y recursivo a su desarrollo ¥
asigna a los objetos wuna naturaleza concreta en el plano
simb6lice®n,

Por todo lo anteriormente citado pensamos que esta propuesta
metodolégica se acerca mds a los propésitos que se pretenden
alcanzar en el nivel medio superior; a los que ya se ha hecho
alusidn en la seccién II.4.

IT.6 LA COMPUTADORA Y LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

Una consecuencia del desarrollo tecnolégico es que, en la
actualidad resulta cada vez mds facil tener acceso a un equipo de
computo, debido a que cada vez se construyen equipos de menor
volumen y mayor capacidad, pero sobre todo, de menor costo, lo que
hace de la computadora un elemento comin en las empresas, en las
instituciones educativas y atn en muchos hogares.

La presencia de la computadora en las actividades productivas,
comerciales, financieras, etc., plantea a la escuela, en primer
término, la exigencia de preparar individuos que la operen, lc cual

*  afr. Martinez Sdnchez, Jorge (éompilador)., Lecturas en teorias del

aprendizaje., Seccidén Matemdtica Educativa., CINVESTAV-IPN., Diciembre-1979., PP -
63-75. o bien:

Moreno Armenta, Luis y Waldegg, Guillermina., Constructivismo y Educacién
Matemdtica., Educacidén Matemdtica., Volumen IV., No. 2., México D.F., Agosto-1892.,
pp. 9-12.



se traduce en la necesidad de incorporar cursos a los planes de
estudios de las escuelas cuyo propésito sea la capacitacién de el
manejo de dicho recurso tecnolégico.

Este requerimiento constituye uno de los elementos que
propicia que la computadora entre en las instituciones educativas;
aunque tal vez la mayor motivacibén provenga de querer encontrar
formas de incorporar la computadora a los procesos de enseflanza y

aprendizaje con la pretencién de mejorarlos.

En este sentido, buscar opciones que incluyan el uso de la
computadora en el terreno educativo, en particular en la ensefianza
de la matemdtica es una tarea de los investigadores y debiera ser

una preocupacidén de las instituciones educativas.

USOS DE LA COMPUTADORA EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

Pese a que actualmente la computadora es empleada en la
enseflanza y aprendizaje de la matemdtica, es importante seflalar que
ésta fue creada sin pensar que seria utilizada para estos fines y
Su uso, en la mayoria de las ocasiones, tiene que ver con la
adaptacidén de paquetes y lenguajes que se elaboraron con otros
propésitos. Gran parte de los paquetes matemdticos, son versiones
computacionales de los libros de texto, con muchas ventajas sobre
los textos tradicionales, perc carentes de una propuesta
metodoldgica concreta para ser utilizados en educacidn matemitica.
Las hojas electrénicas, disefiadas como potentes herramientas para
procesamiento de datos, tampoco incluyen una propuesta metodolégica
especifica de ensefianza. Los lenguajes computacionales, objetos de
estudio en algunas escuelas, permiten programar la computadora para
que resuelva determinado tipo de problemas matemdticos; pueden
usarse para enseflar matemdticas, aungue no han sido estructurados
para ello.

Sin embargo, las posibilidades de aprovechar al méximo las



potencialidades que la computadora tiene en la ensefianza y el
aprendizaje de la matemdtica, sera mayor en la medida en que los
lenguajes y la paqueteria se elaboren pensando exclusivamente en su
uso educativo.

Independientemente de gque en la actualidad se trabaje en la
direccidén anterior o no, lo cierto es que hoy se cuenta con
software que puede ser empleado como auxiliar en los cursos de
matematicas, por ejemplo; el Calculus, el Calcula, el Math Cad, el
derive, el Graphics Calculus, etc.

Es importante seflalar que para decidir la forma de uso que se
le darda a la computadora en la ensefianza de la matemdtica, se deben
considerar una serie de factores, a saber; el conocimiento de cémo
utilizar la computadora como apoyo en los cursos de matemiaticas, el
disefio de estrategias de ensefianza que precisen el uso de la
computadora para su ejecucidn, contar con software que puede ser
utilizado en el curso, disponer del equipo de cémputo necesario, y
seguramente, otros mas.

En particular los elementos que se consideran para incluir el
uso de la computadora como un auxiliar en la propuesta metodcldgica
elaborada para el desarrollo del curso de cdlculoc diferencial,
fueron:

a) La conveniencia de liberar al alumno de la necesidad de

realizar cdlculos laborioso, que se requieren en el curso.

Apoyado esto en la opinién que al respecto, es resumida por
Boltianski en los siguientes términos:

"...Los problemas se resuelven de manera mas efectiva, 1la
informacién necesaria se obtiene mas cémodamente, més ridpido, con
menor gasto de energia, con menor cansancio; como resultado se
logra evitar la ejecucidén de un gran numero de operaciones

monétonas y extenuantes que producen cansancio, irritacién,



dispersién de la atencidén y pérdida de interés?:. "

b) La existencia en el mercado de una gran cantidad de
software que puede ser utilizado como apoyoc en el curso de cidlculc
diferencial. De entre estos paquetes se han sgeleccionado tres:
"Calcula", "Graphics Calculus" y "Calculus". Estos se han
considerado convenientes pues su manejo no exige al alumno
experiencias computacionales previas, son de bajo costo y el alumno
puede disponer de una copia de cada paquete con sélo tener un disco
flexible.

c¢) Las caracteristicas del equipo de cémputo necesario. En
este caso se requiere de un centro de cémputo dotado minimo de
computadoras modelo 286 sin disco duro. Estos centros existen en un
nimero cada vez mayor de preparatorias, en particular la escuela

donde se ha realizado este trabajo cuenta con uno.

En el disefio del curso propuesto se ha contemplado el uso de
la computadora como pizarrén electrénico?®, lo cual ha significado,
especificamente en este trabajo:

i) La utilizacidén del software matemdtico "Calcula",
"Calculus" y "Graphics Calculus", con el propdsito particular de

* v. @. Boltianski Yy V. V, Rubstdv., Problemaz Psicoldgico-Pedagdgicos del

disefio de un sistema de juegos computarizados para el desarrollo., Traducido del
Rusc por M.C. Luis Nabor Alejo Armenta., UAS., Sinaloa, Méxice., 1990., pp. 2-4.

5. 3 .
Por supuesto que existen una gran cantidad de usos que se le pueden dar a la
computadora en el campo educative y en particular en la ensefianza de las
matematicas.

Una clasificacidn exhaustiva acerca de los diversos usos de la computadora en
el campo de la educacidn, puede verse:

"Andlisis de la educacidén matemdtica y su influencia en el desarrollo
cientifico y tecnoldgico de México" tesis de licenciatura en matemiticas aplicadas
Yy computacidn. Alicia Avalos Caudillo. Capitule 4, piginas 127-133, México D.F. 1991

O bien para una clasificacidn sobre los distintos usos de la computadora en
educacién matemidtica, puede consultarse:

"Las microcomputadoras en el aula e investigacidn en educacidn matemiatical,

Fernando Hitt Espinoza, Seccidn de Matemdtica Educativa, CINVESTAV, IPN, México,
paginas 3-22.
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que el alumno pueda escribir, elaborar graficas, hacer célculos,
etc., tal como se realiza en una clase normal en el aula, pero con
las ventajas que brinda la computadora.

ii) El disefioc de las actividades que requieren el uso de la
computadora para su ejecucidn. En este disefio se ha integrado a las
actividades el uso del software mencionado con la intencién de
liberar al alumnc de cdlculos laboriosos y utilizar el tiempo
invertido en ellos para reflexionar sobre los resultados obtenidos
Yy los conceptos involucrados en los procesos de resolucidn de
problemas.
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CAPITULO III.
EL PROYECTO

III.1 EL PROBLEMA.

El problema gque actualmente se enfrenta a nivel nacicmnal, en la
ensefianza de lz matemdtica del nivel medio superior es multifacético y
complejo, sus zrasgos méds visibles son: i) el alto indice de alumnos
reprobados que se tienen al final de un curso, ii) el bajc Indice
terminal de las instituciones educativas, iii) las condiciones en las gue
un alumno reprobado aborda cursos posteriores de matemdticas, iv) las
repercusiones que se tienen en las materias cuyo estudio requiere el
conocimiento y manejo de ciertos contenidos matemidticos tales como
fisica, quimica, etc., v) los antecedentes académicos con los que el
alumno ingresa a un curso de matemdticas, vi) la formacién académica de
los profesores, vii) las condicicnes laborales del docente, viii) 1la
diversidad del bachillerato, y seguramente otros mas.

Las experiencias vividas en el aula como profesor de matemdticas,
en particular en la ensefianza del cdlculo diferencial en el C.B.T.i.s.
No. 206 de Hermosillo, Sonora, asi como los resultados obtenidos en los
cursos de matemdticas impartidos en los tdltimos afios en dicha
institucién® y los datos recientes publicados por la SEP en sus
estadisticas estatales me han permitido observar algunos de los factores
de la problemdtica en la ensefianza de la matemdtica mencicnados en el

parrafo anterior, a saber:

Aproximadamente un 50% de los alumnos que participan en un curso de
matemdticas lo reprueban, lo cual, por si solo, es un problema grave, que
se hace mayor al sumarle las repercusiones que la reprobacidn tiene sobre
las materias vecinas en la reticula (horizontal o verticalmente). Como
consecuencia de lo anterior y de la aplicacidén del reglamento escolar,

se tiene que, de 600 alumnos que ingresan en promedio por generacidn,

! Estos datos fueron recabados de las listas "REVA", de Agosto de 1986 a Agosto
de 1992. Estas listas las entrega el docente al final del curso a la oficina de
Control Escolar del plantel.
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sélo egresan alrededor de 2807. El 95% de las bajas tiene como causa la
reprobacidén y como regla general se incluye entre las materias reprobadas
cuando menos un cursc de matemdticas y de manera frecuente una materia
de fisica o gquimica®. Si a esto agregamos que la aprobacidn no garantiza
un buen desempefio en cursos posteriores de matemiticas o materias afines;
se tiene entonces un panorama general del rendimiento escolar en
matemdticas y las repercusiones que éste tiene en la desercidén escolar
vy en la posibilidad de proseguir estudios superiores.

Como docente, piensc gque un factor que influye de manera
significativa en el aprendizaje es el método utilizado para enseflar; en
este sentido la blsqueda de formas alternativas de ensefianza, que ayuden
a mejorar los resultados que se obtienen en los cursos de matematicas,
se convierte en una actividad especialmente importante y en un reto para

los profesores.

El problema que se aborda en este trabajo, se refiere a uno de los
aspectos de la enseflanza del cdlculo en el bachillerato, especificamente
a la metodolocgia con la que se ensefia.

Se ha partido del supuesto de que el desarrollo de las habilidades
para resolver problemas con la herramienta del cdlculo es uno de los
principales propdsitos del cursoc en el bachillerato.

Se ha considerado ademds que la metodologia con la que se ensena
tradicionalmente el cdlculo no es la mds apropiada para el logro de este
propdsito; por esta razdn se propone una metodologia diferente ¥ Se pone
a prueba en dos grupos de caracteristicas afines.

Es decir, se tiene como hipdtesis de trabajo que la ensefianza a
través de problemas del cdlculo, apoyado por una serie de experiencias
de aprendizaje sistematizados - con ayuda de la computadora "nueva
propuesta" o "no tradicional" arroja mejores resultados que el método
tradicional.

? Este dato fue recabado al confrontar las listas de los alumnos que ingresan

en una generacidn contra los que egresan. De seis generaciones anteriores a Agosto
de 1992.

’ Este dato se obtuvo al hacer una investigacidn de las causas que originan las
bajas de alumnos, en el plantel.



III.2 DESCRIPCION DEL PROYECTO.

IIT.2.1 OBJETIVOS.

Los propdsitos del presente trabajo son los siguientes:

1) Diseflar una nueva propuesta metodolégica para la enseflanza del
cdlculo diferencial en el nivel medic superior, con apoyo de la
computadora.

2) . Contrastar experimentalmente la forma tradicional de ensefanza
con la nueva propuesta.

IIT.2.2 EL PROYECTO.

El proyecto fue pensado para realizarse en 4 etapas:

1) Formulacién.

2) Elabcoracidn de materiales.

3) Operaciédn.

4) Andlisis de datos y conclusiones.

1. FORMULACION.

Esta etapa incluyé la elaboracién del proyecto, asi como la
presentacidén y aprobacidén del mismo.

En el proyecto se contempld la planeacidén y realizacidn de las
siguientes actiwvidades:

a) Elaboracién del examen para diagnosticar el nivel de dominio de
los prerrequisitos matemdticos establecidos en el curso de calculo

diferencial y su aplicacién.

b) Seleccidn de los grupos en los cuales se impartirian los cursos.



c) Revisidn de libros de texto de cdlculo diferencial y materiales
de apoyo ya existentes.

d) Seleccidn de las notas a utilizarse en el curso tradicional.

e) Revisidn del cursc de cdlculc diferencial realizado bajo la
concepcidn de la enseflanza problémica‘, asi como, software sobre cidlculo
diferencial y material tedrico sobre el uso de la computadora en el

proceso de ensefianza.

£) Elaboracién de 1los materiales de apoyo para el curso no
tradicional.

g) Imparticidén de ambos cursos.

h) Aplicacidén de los instrumentos de evaluacidén.

i) Procesamientc y andlisis de los resultados.

j) Escritura de conclusiones.

2. ELABORACION DE MATERIALES.

i) Elaboracién de dos exdmenes de diagnéstico.

El primerc de ellos intenta evaluar los conocimientos matemdticos
minimos de aritmética, dlgebra y geometria que se requieren en un curso
de calculo, este instrumento contiene en total 25 reactivos de opcién

miltiple; ocho son de aritmética, nueve de dlgebra y ocho de geometria.

En aritmética se pretende medir el nivel con que realizan
operaciones bdsicas (suma, resta, multiplicacién y divisidén) con niimeros
enterog y racionales; en &dlgsbra se pretenden evaluar los siguientes
temas: suma, producto y factorizacidn de expresiones algebraicas,
resolucidn de ecuaciones de primer y segundo grado con una incégnita; en
gecmetria se pretende observar el nivel de conocimientos adquirides en

‘ efr. Avila Godoy, Ramiro, et al., Tesis de Maestria., Seccidén de Matemidtica

Educativa., CINVESTAV-IPN., México D.F., 1988.



los temas de &reas, perimetros, volimenes, teorema de pitdgoras y la

recta (ver anexo 1).

El segundo examen diagnéstico consta de cuatro problemas sencillos
que involucran conocimientos de aritmética y geometria, en cada problema
se incluyen una serie de preguntas abiertas (ver anexo 1) que tienen que
ver con alguna de las siguientes habilidades necesarias en la resolucién
de problemas:

- Habilidad para comprender el problema.

- Habilidad para representar la informacidén del problema en un
dibujo.

- Habilidad para detectar relaciones entre las cantidades
involucradas en el prcblema.

- Habilidad para encontrar estrategias de resolucidn del problema.
- Evaluacién de los resultados encontrados.

ii) Elaboracidén de notas para el curso no tradicional®. En este
curso se respetan los objetivos contemplados en el programa oficial vy

también los contenidos matemdticos, aungue éstos aparecen en otro orden.

Las notas se organizaron en cuatro mddulcs, cuyo contenido se puede
describir brevemente como sigue:

En el primer mdédulo se abordan problemas de optimizacidén que se
modelan con funcicnes que pueden analizarse con herramientas aritmética,
algebraica y geométrica; tales problemas han sido seleccionados con el
propésito de aproximarse a los métodos y los algoritmos del cédlculo, a
la vez que se intenta mostrar las limitaciones que tiene el precédlculo

como herramienta para resolver problemas de optimizacidn.

En el segundo médulo se proponen actividades con la finalidad de

poder encontrar un métodc para cbtener con exactitud el punto mds alto

* En el contexto de este trabajo se entiende por curso "no tradicional®, un

curse estructurado en base a problemas, donde los conceptos van apareciendo conforme
se requieren para resclverlo. Aqui el papel fundamental del maestro es el de
conducir el curso a través de situaciones de aprendizaje previamente disefiadas, el
alumno desempefia un rol mds activo. En cada actividad de aprendizaje hay un primer
momento en el que se trabaja en equipe para resolver un problema y posteriormente
ge discuten en el grupo las diferentes estrategias de solucidn seguidas por cada
equipo; como resultado final se espera obtener la solucidén o sclucicnes del problema
y se intenta explicitar los conceptos involucrados.
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v mds bajo de la grdfica de una funcidn. A partir de calcular la
pendiente de ciertas rectas secantes, se intenta obtener la recta
tangente a una curva en un punto dado, culminando con el trabajo
algebraico realizado por Fermat para calcular la pendiente de la recta
tangente a una curva en un punto de la misma. Por 4ltimo en este modulo
se obtienen seis reglas elementales para obtener la derivada de funciones

algebraicas.

En el tercer médulo se plantean problemas de optimizacidn (que se
modelan con funciones algebraicas) con la misma dindmica de los médulos
uno y dos pero con la finalidad de aplicar la herramienta matemdtica
descubierta por el alumno en el mddulc anterior.

En el cuarto médulo se plantean mds problemas de optimizacién con
el propésito de propiciar nuevas reglas de derivacidn y extender asi el
estudio de la derivada para otro tipo de funciones, en particular de las
trigonométricas.

iii) Elaboracién de las actividades de enseflanza para el curso no
tradicional con la ayuda de la computadora. Estas actividades estén
disefiadas con las mismas ideas empleadas en los cuatro mddulos, tratando
de usar el potencial de la computadora como herramienta de cdlculo y
graficador.

iv) Notas para el curso tradicional®. Originalmente se pensé
seleccionar estas nctas entre las existentes en el plantel donde se
realizd este trabajo, pero considerando las deficiencias gue presentaban
se decidid elaborar una nueva versidén de notas para este curso,
respetando los propdsitos, los contenidos y la secuencia de los temas
(funciones, limites, continuidad, concepto de derivada, teoremas ¥y
férmulas de derivacidén y problemas de aplicacidn), contemplados en el
programa oficial.

v) Elaboracién de instrumentos de evaluacidn para aplicarse al final

de los cursos. Se escribieron tres exdmenes diferentes:

‘ En este trabajo se entiende por "curso tradicional" un cursc organizado

respetando la secuencia mds comin de temas (funciones, limites, continuidad, el
concepto de derivada, teoremas y fdrmulas para derivar, aplicaciomnes), apoyado
fundamentalmente en la exposicidn y donde la secuencia de ensefianza es conceptos-
aplicacién.



- Un examen de conocimiento matemdtico y uno sobre resclucidn de
problemas, de caracteristicas similares a las descritas en el inciso i

(ver anexo 2).

- Un examen para utilizarse como evaluacidn sumaria de ambos cursos,
éste consta de 14 reactivos de opcidn miltiple y 7 reactivos de respuesta
abierta, estd diseflado para evaluar los temas principales de los cursos

(ver anexo 2).

3. OPERACION.

Los dos grupos participantes en el experimento fueron seleccionados
después de aplicar el examen diagndstico a los cuatro grupcs de
matemdticas, en los gque el profesor a cargo del proyecto impartia la
materia de matemdticas IV. La idea aqui fue que los resultados del examen
v la historia académica en las materias de matemdticas del bachillerato
en los grupos, permitieran seleccionar los dos gque resultaran més
homogéneos; tratando de disminuir de esta manera la posibilidad de que
en la contrastacidén de los resultados finales, las diferencias posibles

se deban a los grupos y no a los cursos.

Para que la variable profesor altere los resultados lo menocs
posible, se decididé que ambos cursos sean impartidos por el mismo
maestro. Los dos cursos iniciaron de manera simultdnea, después de haber
concluido con el programa de Geometria Analitica, aproximadamente a la
mitad del semestre IV (Abril de 1993).

Los cursos se impartieron con metodclogias diferentes. En el curso
tradicional, como es costumbre, se enfatiza la exposicidén de los temas
por el masstro, la secuencia de enseflanza es conceptos-aplicacidn, y la
discusidn con los estudiantes gira en torno a los conceptos y su correcta
aplicacién; mientras el cursc no tradicional enfatiza la participacién
activa de los estudiantes en clase, la secuencia de enseflanza es
problemas-conceptos, y la discusién de los estudiantes gira alrededor de
las estrategias de resolucidn de prcblemas.
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4. ANALISIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES. %PE%@SﬁGﬂF
MATEMATICAC
A partir de la evaluacidén realizada a lo largo del curso, se
pretenden establecer las ventajas vy desventajas que ofrece el curso no
tradicional sobre el tradicional. Esto significa en la practica, el
procesamiento y la comparacién de los datos obtenidos de los instrumentos
aplicados al principio y al final del curso, con la intencidén de
establecer:

a) En qué grupo hay mas avances, si los hay, con respecto al
conocimiento matemidtico que se dominaba al inicio del trabajo y el que
se tiene al final.

b) Cudles son las diferencias entre las habilidades matemdticas que
muestran los grupos en las evaluaciones finales, cdémo pueden
interpretarse esas diferencias y que conclusiones pueden obtenerse de esa

interpretacién.

¢) Cuidl de los dos grupos tiene un mejor desempefic en el curso de
cdlculo diferencial, y en qué sentido puede responderse este

cuestionamiento.

ITI.3 EL EXPERIMENTO

El montaje del experimento inicia en el mes de abril de 1993 al
inicio del tercer y dltimoc periodo parcial del semestre febrero-junio de

1993 y su operacidn se lleva a cabo de la manera siguiente:

1. La aplicacién del examen diagndstico. Este se aplicd a los cuatroe
grupos que en ese momento iniciaban el curso de cdlculo diferencial, con
la finalidad de reunir mds elementos que permitieran seleccionar los dos

grupos en los cuales se impartirian los cursos.

2. Seleccién de los grupos. Después de haber aplicado el diagndstico a
cuatro grupos y de haber analizado su historial académico en los cursos
anteriores de matemdticas (matemdticas I, II y III), se seleccionaron los

dos grupos considerados mds homogéneos segin estas dos referencias.
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Respetando lo anterior por considerar que los resultados obtenidos
fueron muy bajos, se pensd en la seleccidén de los dos grupos que
obtuvieron mds aciertos en el examen de conocimiento matemdtice y en el
examen de resolucidn de problemas por ser los gque mds cerca se
encontraban de reunir los prerrequisitos para un curso de cilculo (mismos
que estdn presentes en los diagnésticos). Por otro lado se compard el
comportamiento (mejores calificaciones y mayor indice de aprobados) de
los grupos en los cursos matemdticas I, II y III, observande gue los
propuestos mostraron un mejor comportamiento en este aspscto.
Posteriormente se realizd un andlisis estadistico por estratos para

determinar que tan equivalentes eran los dos grupos seleccionados.

Dada la urgencia de seleccionar los grupos inmediatamente después
de aplicados los diagnésticos, se hizo un procesamiento rapide de los
datos para tomar la decisidn, aungue posteriormente se les dic un
tratamiento estadistico més riguroso (los detalles al respecto pueden
verse en la seccidn IV.3).

3. Con los criterios antes mencionados, resultaron seleccionados los
grupos C y F; la asignacién de 1los cursos "no tradicional" vy
"tradicional" a estcs grupos se llevo a cabo por azar; obteniéndose que
el curso tradicional se impartiria al grupo F, y el no tradicional al
grupe ¢,

4. Una vez revisados los libros de cdlculo y los materiales existentes
para el curso tradiciconal se decidid no utilizar tales materiales, lo que
implicd la elaboracidn de notas para este curso, considerando para esto,
las ideas expuestas en los 1libros ‘"Lecciones de Cédlculo 1" de
Cruse/Lehman y el "Calculus" de Morris Xline, obteniéndose como
productos:

a) Un médulo para el tema de funciones.

b) Un médulo para el tema de limites y derivadas.

c) Un médulo para el tema de aplicaciones (Parte I).

d) Un médulo para el tema de aplicaciones (Parte II).
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5. Para la imparticidén del curso propuesta (cursc no tradicicnal), se
elabord material de apoyo producto de la revisidn del curso ya existente
obteniendo como producto:

a) Modulo I. Un acercamientc a los problemas de maximos y minimos.

b) Médulo II. Trazo de rectas secantes para obtener la recta tangente.
c) Médulo III. Resolviendo problemas de mdximos y minimos.

d) Médulo IV. Mas problemas de méximos vy minimos.

6. Para el disefio de las actividades de ensefianza con la computadora para
el curso no tradicicnal, una vez que se reviséd material tedrico sobre el
uso de la computadora en el proceso de enseflanza-aprendizaje y se

revisaron los pagquetes matemdticos; Calcula, Calculus, derive, G.C.

gréficos, Math Cad, entre otros se obtuvieron los siguientes productos:
a) Actividades de aprendizaje para el médulo I sobre resolucidn de
problemas de médximos y minimos utilizando el paquete calcula.

b) Actividades de aprendizaje para el méddulc II utilizando el paquets

g.c. graficos:

- Sobre graficacién de funciocnes, trazo de secantes y cdlculo de la

pendiente de la secante a una curva.

- Sobre el procesc Geométrico-Aritmético para determinar la

pendiente de la recta tangente en un punto de la curva.
¢) Disefio de actividades de aprendizaje para el médulo III y IV scbre la

resolucidn de problemas de méximos y minimos por el método gridfico

utilizando el paquete Calculus.
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El montaje del experimento se concluye al término del curso, con la

T
examen de conocimiento

aplicacién de los siguientes instrumentos: i)
i) examen de

matemdtico, ii) examen sobre resolucién de problemas, 1iii)

evaluacidén para los cursos de cédlculo.
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CAPITULO IV.
ANALISIS DE LOS DATOS Y CONCLUSIONES.

IV.1 INTRODUCCION.

En este capitulo se reportan los resultados obtenidos en el
trabajo, se interpretan y se desprenden las conclusiones finales.
Asi mismo se intenta acotar el caracter de estas conclusiones, las
limitaciones presentes en el trabajo v algunas recomendaciones para
mejorar la practica docente y para la realizacidén de otrog trabajos

que pudieran emprenderse en el futurc scbre el mismo tema.

El capitulo consta de seis secciones incluyendo esta primera
que se ha llamado Introduccidén, cuyc contenido describimos a

continuacidén en forma suscinta:

La segunda estd dedicada a describir las condiciones iniciales
del montaje, las caracteristicas de los grupos donde se impartiercn
los cursos, los criterios con que se seleccionaron dichos grupos.

Ademas se operativizan las hipdtesis sometidas a prueba.

La tercera'contiene un primer procesamiento de los datos en
los gue se ha basado la equivalencia de los grupos. Estos datos son
las calificaciones obtenidas por los estudiantes en 1o0s tres cursos
previos de matemdticas y los que provienen de la aplicacidén de los

exdmenes diagnésticos.

En la cuarta se lleva a cabo un segundo procesamiento de los

datos que se obtuvieron de los exdmenes diagnésticos.

En la quinta se exhiben los datos extraidos de los
instrumentos de evaluacién aplicados al final del curso y se
someten a pruebas estadisticas a fin de decidir sobre las hipdtesis
planteadas.
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En la sexta se dan las conclusiones finaleg del trabajo, que
se desprenden del tratamiento estadistico, se comentan los
resultados obtenidos, se sefialan algunas limitaciones observadas v
se hacen una serie de recomendaciones para quien estuviera

interesado en continuar con esta linea de trabajo.

IV.2 CONDICIONES INICIALES DE LOS GRUPOS.

Cuando se concluyeron los preparativos para la imparticién de
los cursos, una consideracién fundamental fue aplicar los dos
tratamientos en dos grupos de caracteristicas 1o mas similares
posibles, se intenté a la vez que la imparticién de los cursos se
hicieran en condiciones equitativas, con la finalidad de que la
aparicién de diferencias en el desempefioc final pudiera atribuirse
lo mas posible al efecto de las metodologias de ensefianza probadas

Y 1o a otros factores.

Los dos grupos escogidos presentan las siguientes
caracteristicas:

a) Ambos pertenecen a la misma especialidad técnica
(computacidn), cursaban las mismas materias en el mismo turno Y
tenian cargas similares de trabajo, asi mismo los espacios fisicos
que utilizaron a lo largo de la imparticién de los cursos fueron
similares para ambos.

b) El nldmero de alumnos que aprobaron los cursos de
matemdticas I, II y III, asi como los promedios de estos cursos son

aproximados (ver seccidén siguiente) .

c) Su desempefio en los exdmenes diagndsticos fue parecido (ver

seccidén siguiente) .

d) Considerando que los diagnésticos definen los

prerrequisitos para el célculo, los grupos seleccionados son los
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gue en mejor medida los cumplen.

Adicionalmente se tomaron las precauciones siguientes en el

transcurso del tratamiento:

e) Como una manera de controlar la variable profescr, ambos

cursos quedaron bajo la responsabilidad del mismo maestro.

f) En ambos cursos los estudiantes contaron con notas de clase

entregadas con anticipacién.

IV.2.1. PLANTEAMIENTO DE LAS HIPOTESIS.

Aunque la hipdtesis general del trabajo es que el curso
propuesta mejora el aprendizaje del cdlculo, operativamente esto se
ha traducido en la formulacién de 1las siguientes hipdtesis mé&s

especificas:

1) Los alumnos gque son sometidos al curso no tradicional,
adguieren un mayor dominio de sus conocimientos matemiticos de
aritmética, &dlgebra y geometria que aquellos alumnos que toman el

curso llamado tradicional.

2) Los estudiantes que son sometidos al curso no tradicional
desarrollan mé&s sus habilidades para resolver problemas gque

aquellos alumnos a los que se les imparte el curso tradicional.
3) Los alumnos que toman el curso no tradicional muestran un

mayor dominio en los temas del cdlculo diferencial que aquellos

alumnos a los que se les imparte el curso tradicional.
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IV.3 LA SELECCION DE LOS GRUPOS.

En este apartado se muestra el procesamiento de los datos
tomados al principio de los cursos, en los cuales se basé 1la
seleccidn de los dos grupos de trabajo.

IV.3.1. HISTORIAL ACADEMICO.

En el presente trabajo, se entiende por historial académico el
registro de las calificaciones finales obtenidas por los
estudiantes de los cuatro grupos B, C, D v F (en los gue el maestro
a cargo del experimento impartia clase) en los cursos de

Matematicas I, II y III . Un concentrado de estas calificaciones se
muestra en la tabla siguiente:

APROBADOS PROMEDIOS Y DESVIACIONES
GPO M I M II M III MI M II M III GLOBALES
B 43 49 33 49 69 49 |5.88|1.29|5.61(1.02]6.88|1.47]5.12|1.02
c 88 33 94 23 88 3a 7.2 |1.420"7.3 [1.29) 7.5 [1.48] 7.3 [1.11
D 59 32 66 32 81 32 6.5(1.46| 6.6 [1.66| 6.8 |1.27] 6.6 |1.28
F 91 34 76 34 82 34 8.3 |1.66| 6.8 |1.39| 7.4 ]1.37|7.5|1.186
% A: Porcentaje de alumnos aprobados. G: Desviacién estandar en cada curso.
T: Total de estudiantes por grupo. H. Promedio de los tres cursocs
L: Promedio en cada curso C. : Desviacidn estandar en los tres cursos.

La tabla anterior muestra que los grupos C y F son los méas
semejantes en lo que respecta a: porcentaje de alumnos aprobados en
el curso M I, promedic de calificaciones del curso M III, promedio
de calificaciones en los tres cursos y la desviacién estandar
global; en los otros posibles indicadores, los resultados obtenidos
por el grupo C son los més cercanos al grupo F, que resulta ser el
de mejor historial académico, con un promedio glcbal de 7.5. Para
complementar lo anterior, se han tomado las calificaciones promedio
en los tres cursos de cada alumno y se han clasificado en
percentiles para construir gréficas g-q que permitan comparar por
parejas los cuatro grupos.
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Estas graficas muestran claramente que los grupos mis
parecidos resultan el C y el F; con una ligera ventaja del grupo F
en este aspecto.

IV.3.2. EXAMEN DIAGNOSTICO.

Como ya se menciond este instrumento consta de dos partes, un
examen de conocimiento matemitico (que abreviaremos CM 1) de 25
reactivos de opcidén miiltiple Y otro sobre resolucidén de problemas
(que abreviaremos RP 1) con 12 preguntas de respuesta abierta. Como
un primer acercamiento a los resultados arrojados por el
diagnéstico, se procedié a su revisidn con el mismo criterio en
ambos examenes; asignando 1 punto si la respuesta fue correcta y O
si fue incorrecta.

En la siguiente tabla se muestran los promedios obtenidos por
los grupos en el examen diagnéstico.

GRUPO PROMEDIO CM 1 PROMEDIO RP 1
B 8.0 2l
& 8.2 2.7
D : 8.2 2.4
I 8.8 2.6

En la columna CM 1, en principio no se observan grandes
diferencias, hay un nivel bajo de respuestas correctas (entre 8 v
9 de un méximo de 25) Yy el grupo F aparece como el de mejor
desempefio. Mientras en la columna RP 1 se presentan diferencias méas
notorias entre los grupos, aungue se mantiene un bajo nivel de
respuestas correctas (entre 2 y 4 de un total de 12); el grupo F
sigue siendo el mejor, seguido por el C.

Considerando que este nivel de andlisis no aportaba elementos

suficientes para diferenciar los grupos, se optd por basarse en la

seleccién que se perfila del historial académico. Un segundo
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analisis de los datos arrojados por el diagnéstico se hace més
adelante, esperando recabar otros elementos que avalen la
equivalencia de los grupos.

En este segundo analisis, las puntuaciones obtenidas se
clasificaron por estratos y se sometieron a prueba estadistica
mediante el estadistico de prueba ji cuadrada usado para contrastar
la homogeneidad de grupos.

IV.3.3. COMPARACION POR ESTRATOS, DE LOS ACIERTOS EN EL DIAGNOSTICO

DE LOS GRUPOS C Y F.

La prueba estadistica se hizo bajo las siguientes

consideraciones:

a) El an&lisis se basdé en los supuestos y procedimientos
propuestos por Robert V. Hogg y Johannes Ledolter en el libro
Applied statistics for engineers and physical scientists, segunda
edicidén, pdgina 248.

b) Se aplicé para aceptar o rechazar la hipdtesis siguiente:

"El grupo C es equivalente al grupo F"

Esta hipbtesis se traduce en las hipétesis nula y alterna

siguientes:
Hy ¢ Py = Py donde 1 2 1,.4+:5;0
H, : Diy # Di;, para algin i.

donde p;; representa la proporcidén de alumnos del grupo "j

clasificados en el estrato "i",

c) Las pruebas se hicieron con un nivel de significancia
o =0.1.
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IV.3.3.1 COMPARACION DE LOS GRUPOS EN EL EXAMEN CM 1.

En este examen se consideraron los estratos siguientes: I de
0 a 5 reactivos correctos, II de 6 a 10, III de 11 a 15, IV de 1¢
a 20, y V de 21 a 25. La tabla de contingencia con el

reordenamiento de estratos por necesidades de la prueba es:

| g F
ESTRATO F_ £, £ £ TOTAL
A 6 3.9402985 2 4.0597015 8
B 16 18.223881 21 18.776119 37
¢ 11 10.8358209 Kl 11.1641791 22
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X°. = 2.66134337

- Para GL = 2y «o = 0.100, se obtiene X?, = 4.61

- Como X*. s X°,, entonces la hipdétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos C y F, pueden considerarse
equivalentes.

IV.3.3.2. COMPARACION DE LOS GRUPOS EN EL EXAMEN RP 1.

En este examen las puntuaciones se clasificarcon en los
estratos siguientes: I de 0 a 3 reactivos correctos, II de 4 a 6,
IITI de 7 a 9, yv IV de 10 a 12. La tabla de contingencia con el

reordenamiento de estratos por necesidades de la prueba es:



ESTRATO £, £, £, £, TOTAL
A 24 22..7 ) 23 .3 46
B 8 - 8.87 10 9.13 18
£ 1 1.48 2 1.52 3
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?, = 0.63

- Para GL = 2 y o = 0.100, se obtiene X?, = 4.61

- Como X*, = X°,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos C y F, pueden considerarse
equivalentes.

Los grupos C y F han sido seleccionados a partir de 1los
andlisis mostrados hasta agui, no obstante se ha considerado que la
asignacién de puntajes en base a "correcto/incorrecto", podria
diluir las caracteristicas de los instrumentos de evaluacién; por
ello se considerd necesario hacer posteriormente un andlisis
estadistico més acorde al disefio de los reactivos. Este andlisis se

reporta en la seccidn siguiente.

IV.4 LA EQUIVALENCIA DE LOS GRUPOS ATENDIENDO AL TIPO DE
REACTIVOS.

En este apartado se pretende apoyar la idea de la equivalencia
entre los grupos seleccionados, analizando los resultados de los

diagndsticos desde un punto de vista mas detallado al que se

utilizé en el apartado anterior.

Con respecto al examen CM 1, se hizo una prueba de
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proporciones, tanto de los aciertos generales por grupo, como ds
los aciertos obtenidos por cada grupo en cada una de las &reas
contenidas en el examen (aritmética, &lgebra y geometria). Mientras
que el examen RM 1, dada la naturaleza distinta de las preguntas,
se sometidé a prueba reactivo por reactivo, considerando los

diferentes niveles de respuesta dados por los estudiantes.

IV.4.1 COMPARACION DE LAS PROPORCIONES DE ACIERTOS GLOBALES Y POR
AREAS DE LOS GRUPOS C Y F, EN EL EXAMEN CM 1.

Este examen constaba de 25 reactivos, 8 de aritmética, 9
de algebra y 8 de geometria; fue presentado por 33 estudiantes del
grupo C y 34 del F. Las proporciones de aciertos pueden verse en la
siguiente tabla:

GRUPO | ARITMETICA ALGEBRA GEOMETRIA GLOBAL
o 77/264=0.29 123/297=0.41 85/264=0.32 | 285/825=0.35
F 110/272=0.40 | 121/306=0.40 108/272=0.4 | 339/850=0.40

Los datos observados en esta tabla fueron contrastados columna
por columna, empleando una prueba estadistica para comparar
proporciones.

La hipbtesis sometida a prueba para cada columna fue:

"El grupo C es equivalente al grupo F"

Que se traduce en cada caso en hipdtesis nula y alterna con la
siguiente forma:

Hc : pc hE pf'
Ha : pc = pf'

Se utilizd el estadistico de prueba



(pll - plz) - (pl - Pz) x0T X .
z =  gom PFE ——————— p g 1 -9
[p* g (1/n, + 1/n,)]1%? B, 4+ 1,

i

con un nivel de significancia de 0.1. (ver libro Applied statistics
for engineers and physical scientists, de Robert V. Hogg y Johannes
Ledolter, segunda edicidn, pégina 242).

Los resultados de las cuatro pruebas se muestran a

continuacidn:

GLOBAL.
Se obtuvo un valor z. = -2.2585998 y el valor de z,, = 1.645.
Como Z. < - Z4», la hipbtesis nula se rechaza. Lo que

significa que los grupos C y F no son equivalentes en sus

proporciones globales de aciertos.
ARITMETICA.
Se obtuvo un valor =z, = -2.737997 y el valor de Zo;2 = 1.645.
Como Z. < - Z4,, la hipétesis nula se rechaza. Lo que
significa que 1los grupos C y F no son equivalentes en sus
proporciones de aciertos en aritmética.
ALGEBRA.

Se obtuveo un valor 2z, = 0.2375678 y el valor de Z, = 1.645.

Como Z. < Z4;, la hipdtesis nula no se rechaza. Lo que

significa que los grupos C y F puede considerarse equivalentes en

sus proporciones de aciertos en dlgebra.



GEOMETRIA.

Se obtuveo un valor z, = -1.8105897 y el valor de Zg/2 = 1.645.
Como Ze < - Z4, la hipOtesis nula se rechaza. Lo que
significa que los grupos C y F no son equivalentes en sus

proporciones de aciertos en geometria.

IV.4.2 EXAMEN SOBRE RESOLUCION DE PROBLEMAS.

Este examen constaba de cuatro problemas desglosados en doce
preguntas abiertas que tienen que ver con alguna de las habilidades
necesarias en la resolucién de problemas ya descritas en la seccién
ITITI.2.2, inciso 2). Debido al tipo de preguntas incluidas en este
examen, las respuestas dadas por los estudiantes fueron muy
diversas, se elaboré una escala ordinal para medir los distintos
niveles de respuesta en cada reactivo, esta escala asigna cero al
nivel mds bajo (no contestd), 9 al nivel mas alto (contestd
correctamente) y una serie creciente entre 1 y 8 para los niveles
intermedios de respuesta.

Para cada uno de los doce reactivos se elabord una tabla donde
se registraron las frecuencias por nivel de respuesta dadas por los
estudiantes de cada grupo, (ver anexo) en algunas de estas tablas
los niveles fueron reagrupados por las necesidades estadisticas de
la prueba, considerandose en el reordenamiento el nivel cualitativo
de las respuestas.

La prueba estadistica que se utilizd en el andlisis de cada
uno de los reactivos fue la Ji cuadrada, ésta se aplicd bajo las

mismas consideraciones que en el apartado IV.3.3.

El proceso completo de la prueba estadistica, reactivo por
reactivo, empleado en este examen, se muestra en el anexo. La tabla
siguiente muestra un concentrado de los resultados obtenidos en



este andlisis:

REACTIVO 5 X%, GL CONCLUSION
1.1 0.3587807 2 .71 1 EQUIVALENTES
I.2 1.0130781 7.78 4 EQUIVALENTES
% .3 7.9124782 7.78 4 NO EQUIVALENTES
I.4 1.5025719 7.78 4 EQUIVALENTES
LT, X 0.4018308 4 61 2 EQUIVALENTES
I1.2 3.4832055 4.61 2 EQUIVALENTES
I1.3 2.558914 4.61 2 EQUIVALENTES

ITI.1 0.5987345 4.61 2 EQUIVALENTES
I1II1.2 1.2007267 4.61 2 EQUIVALENTES
I1I1.3 4.9504632 7.78 4 EQUIVALENTES
IV.1 0.3366648 %7 1 EQUIVALENTES
IV.2 2.879896 6.25 3 EQUIVALENTES

Los resultados de la tabla muestran que el grupo C y F son
equivalentes en 11 de 12 reactivos, lo gue se puede interpretar
como que al principio de 1los cursos no habia diferencias
estadisticamente significativa en el comportamiento, ante problemas

como los mostrados en el examen de resolucién de prcblemas.

A manera de ejemplo, se muestra el proceso ya descrito en los
dos reactivos siguientes:

REACTIVO I.2 (Problema 1, reactivo 2).

En este reactivo los niveles de respuesta dadas por Llos
estudiantes de cada grupo fueron:



NIVEL

SIGNIFICADO DEL NIVEL

Contestdé bien y representd bien

Contestd bien y no representéd

Contestd bien y representd mal

Representd bien (sin proc. arit.)

Contestd mal y representd bien

Contestd mal y representd mal

Contestd mal y no representd

O |H I (W |Id |l |

No contestd

Por necesidades estadisticas de la prueba, se reordenaron los

niveles de la siguiente manera:

- Nivel I (NI), constituido por el nivel 9.

- Nivel II (NII), formado por los niveles 8, ¥ 5.

- Nivel III (NIII), lo forman los niveles 4, 3 y 2.
- Nivel IV (NIV), constituido por el nivel 1.

- Nivel V (NV), formado por el nivel 0.

La tabla de contingencia utilizada fue:

| . i F ‘
NIVEL E £ £, £, TOTAL
NI 7 7.880597 9 8.119403 16
NII 5 5.9104478 7 6.0895522 12
NIII 9 8.8656716 9 9.1343284 18
NIV 7 5.9104478 5 6.0895522 12
NV 5 4.4328358 4 4.5671642 9
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se

obtiene que; X2, =

- Para GL = 4

1.0130781

y o = 0.100, se obtiene X*, = 7.78
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- Como X!. < X?,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupes G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo 2.

REACTIVO II.1 (Problema 2, reactivo 1).

Los niveles obtenideos en este reactiveo fueron:

NIVEL SIGNIFICADO DEL NIVEL
9 Bien
1 Mal
0 No contesté

En este caso no fue necesario un reordenamiento de niveles. La
tabla de contingencia utilizada fue:

NIVEL £ £, £, £ TOTHT,
9 2 1.4776119 1 1.5223881 3
! 23 23.641791 25 24.358209 48
0 8 7.880597 8 8.119403 16
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia y la
formula (2), se obtiene que; X* = 0.4018308

- Para GL = 2 y o« = 0.100, se obtiene X?, = 4.561
- Como X?, s X?,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo

que significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse

equivalentes respecto al reactivo 5.
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IV.5 CORROBORACION DE HIPOTESIS.

Con el propdsito de contrastar las hipdtesis planteadas en la
seccidén IV.2, al final de los cursos se han aplicado tres tipos de
exadmenes: uno de conocimiento matematico, con estructura vy
contenido muy similar al CM 1, denominado CM 2; otro de resolucién
de problemas, cuyo disefio es andlogo al RP 1, denominado RP 2 v un
tercero que pretende evaluar contenidos propiamente de calculo, que
incluye preguntas abiertas y de opcién mdltiple, identificado como
EF.

Esta seccibn estd dedicada al andlisis estadistico de los

datos arrojados por la aplicacién de estos tres examenes.

IV.5.1. COMPARACION POR ESTRATOS, DE LOS ACIERTOS EN EL EXAMEN
FINAL CM 2 Y RP 2 DE LOS GRUPOS C Y F.

El propésito de esta prueba es observar el comportamiento de
los grupos en el aspecto global de estog dos exdmenes, por esa
razdn en ambos instrumentos se emplea el criterio

"correcto/incorrecto" para la revisidén de los reactivos.

La prueba estadistica es del mismo tipo que la utilizada en el
apartado IV.3.3.
IV.5.1.1 COMPARACION DE LOS GRUPOS EN EL EXAMEN CM 2.

En este examen se consideraron los estratos siguientes: I de
0 a 5 reactivos correctos, II de 6 a 10, III de 11 a 15, IV de 16

a 20, y V de 21 a 25. La tabla de contingencia con el

reordenamiento de estratos, por necesidades de la prueba es:
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Il c r ]
ESTRATO £, £, £ B TOTAL
A i 3.0 5 3.0 6
B 12 10.0 9 11.0 65|
C 14 15.0 17 16.0 31
D 6 4.0 5 4.6 9

TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?, = 4.4

- Para GL = 3y « = 0.100, se obtiene X?, = 6.3

- Como X?, = X?,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos C y F, pueden considerarse
equivalentes.

IV.5.1.2. COMPARACION DE LOS GRUPOS EN EL EXAMEN RP 2.

En este examen las puntuaciones se clasificaron en los
estratos siguientes: I de 0 a 2 reactivos correctos, II de 3 a 5,
III de 6 a 8, IV de 9 a 11, V de 12 a 14, VI de 15 a 16. La tabla
de contingencia utilizada en la prueba es:

ESTRATO £ il i £, TOTAL
A 10 14.0 18 14.0 28
B 11 11.0 =K 11.0 22
C 10 6.4 3 6.6 13
D ) 2.0 2 2.0 4
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacidn de la tabla de contingencia, se
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obtiene que; X, = 6.04
- Para GL = 3 y « = 0.100, se obtiene X?, = 6.3

- Como X?. = X°,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupes C y F, pueden considerarse
equivalentes.

Considerado que la asignacién de puntajes en base a2
"correcto/incorrecto", podria diluir las caracteristicas de los
instrumentos de evaluacién; por ello se considerd necesario hacer
posteriormente un andlisis estadistico més acorde al disefio de los

reactivos. Este andlisis se reporta en la seccidn siguiente.

IV.5.2 SEGUNDA COMPARACION EN LOS EXAMENES FINALES CM 2 Y RP 2 DE
LOS GRUPOS C Y F.

Con la finalidad de elaborar un andlisis estadistico que
considere las caracteristicas de estog examenes, en esta parte se

llevan a cabo las siguientes pruebas:

IV.5.2.1. COMPARACION DE LAS PROPORCIONES DE ACIERTOS GLOBALES Y
POR AREAS DE LOS GRUPOS C Y F, EN EL EXAMEN CM 2.

Este examen constaba de 25 reactivos, 8 de aritmética, 9 de
dlgebra y 8 de geometria; fue presentado por 33 estudiantes del
grupo C y 34 del F. Las proporciones de aciertos pueden verse en la
siguiente tabla:

GRUPO ARITMETICA ALGEBRA GEOMETRIA GLOBAL
C 110/264=0.42 | 140/297=0.47 | 134/264=0.51 384/825=0.47
F 114/272=0.42 | 142/306=0.46 | 119/272=0.44 375/850=0.44
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Los datos observados en esta tabla fueron contrastados columna
por columna, empleando la misma prueba estadistica utilizada en el
apartado IV.4.1.

Los resultados de las cuatro pruebas se muestran a

continuacién:

GLOBAL.
Se obtuvo un valor z_ = 0.9979067 y el valor de z,, = 1.645.
Como Z. < 2Z4,, la hipbtesis nula no se rechaza. Lo que

significa que los grupos C y F pueden considerarse equivalentes en

sSus proporciones globales de aciertos.

ARITMETICA.
Se obtuvo un valor z_ = -0.0575189 Y el valor de z,, = 1.645.
Como 2z, > - z,,, la hipétesis nula no se rechaza. Lo que

significa que los grupos C Yy F pueden considerarse equivalentes en

Sus proporciones de aciertos en aritmética. !
ALGEBRA.

Se obtuvo un valor z_. = 0.1803092 ¥y el valor de 'z, = 1.645.

Como Z. < Z45, la hipdtesis nula no se rechaza. Lo que
significa que los grupos C y F pueden considerarse equivalentes en
Sus proporciones de aciertos en &dlgebra.
GEOMETRIA.

Se obtuveo un valor =z, = 1.6247361 Y el valor de z,, = 1.645.

Como Z. < Z,,, la hipbtesis nula no se rechaza. Lo que

=}
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significa que los grupos C y F pueden considerarse equivalentes en

sus proporciones de aciertos en geometria.

IV.5.2.2. COMPARACION DE LOS GRUPOS EN EL EXAMEN RP 2.

Este examen constaba de cuatro problemas desglosados en diez
Y seis preguntas abiertas que tienen que ver con alguna de las
habilidades necesarias en la resolucién de problemas ya descritas
en la seccidn III.2.2, inciso 2. Debido al tipo de preguntas
incluidas en este examen gque generaron una gran diversidad de
respuestas, se elabord una escala ordinal para medir los distintos
niveles de respuesta en cada reactivo, esta escala asigna cero al
nivel mis bajo (no contestd), 9 al nivel mds alto (contestd
correctamente) y una serie creciente entre 1 y 8 para los niveles

intermedios de respuesta.

Para cada uno de los diez y seis reactivos se elabord® una
tabla donde se registraron las frecuencias por nivel de respuesta
dadas por los estudiantes de cada grupo, (ver anexo) en algunas de
estas tablas los niveles fueron reagrupados por las necesidades
estadisticas de la prueba, consideradndose en el reordenamiento el

nivel cualitativo de las respuestas.

La prueba estadistica que se utilizé en el andlisis de cada
uno de los reactivos fue la Ji cuadrada, ésta se aplicé de la misma
manera que la seccidn IV.3.3.

El proceso completo de la prueba estadistica reactivo por
reactivo empleado en este examen, se muestra en el anexo. La tabla
siguiente muestra un concentrado de los resultados obtenidos en

este andlisis:

s,



REACTIVO X4, X, GL CONCLUSION
I.1 0.7516238 3,791 1 EQUIVALENTES
T D 6.8653924 4.61 2 NO EQUIVALENTES
I.3 14.092975 7.78 4 NO EQUIVALENTES
I.4 16.855496 7.78 4 NO EQUIVALENTES
I1.1 5.1330713 4.61 2 NO EQUIVALENTES
II.2 0.5122156 4.61 2 EQUIVALENTES
II.3 0.1633473 271 1 EQUIVALENTES
I1.4 4.8346072 4.61 2 NO EQUIVALENTES
TIT .1 0.2100579 4.61 2 EQUIVALENTES
IIT. .2 1.6353807 4.61 2 EQUIVALENTES
II1I.3 4.9861853 6.25 3 EQUIVALENTES
11I.4 9.3191966 6.25 3 NO EQUIVALENTES
I1I.5 5.9169966 6.25 3 EQUIVALENTES
III.6 7.8138503 4.61 2 NO EQUIVALENTES
Iv.1 19.480642 6.25 3 NO EQUIVALENTES
IV.2 3.2524659 6.25 3 EQUIVALENTES

Los resultades de la tabla muestran que existen 8 reactivos en
donde el grupo C y F son eguivalentes, pero hay otros 8 reactivos
donde no lo son. Un andlisis del tipo de habilidades que se

requerian para resolver los reactivos indica lo siguiente:

a) La equivalencia se da en agquellos reactivos con menor grado
de dificultad, que sb6lo reguieren de la habilidad para comprender
un problema sencillo o bien la aplicacién directa de algtn
conocimiento matematico.

b) Los grupos no tuviercn un comportamiento equivalente en
agquellos reactivos cuya resolucidn requeria de habilidades més
complejas. En concreto los reactivos donde los grupos no fueron
equivalentes exigian la habilidad para desarrollar estrategias de
solucién del problema y uno en particular exigia no sélo la
solucidén del problema, sino ademds el andlisis cuidadoso de la
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respuesta a fin de detectar una posible contradiccién.

A continuacién se i1lustra con graficas de barras el
comportamiento de los estudiantes en algunos reactivos con la
finalidad de explicar el sentido que tiene la equivalencia o no

equivalencia entre los grupos C y F.

El problema 1, sobre el que se hacian 4 preguntas (I.1, I.2,
I.3 y I.4), su enunciado era; "En un terreno rectangular de 500
metros por 200 metros se construird una institucidn educativa, la
tercera parte del terreno se utilizard para el drea de edificios,

el resto se ocupard como area deportiva".

La primera pregunta decia; "Si el rectangulo de la figura
representa el terreno indica en él la informacidén que se te

proporciona en el problema.

NO

GL
REACTIVO L1 n

EG-F

Contestar correctamente esta pregunta requeria de 1la
interpretacién de los datos y su representacién grafica, el

reactivo resultd muy sencillo y la grafica indica que ambos grupos
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muestran un comportamiento muy similar.

En la pregunta 2 de este mismo problema, que tenia un mayor
grado de dificultad, el comportamiento de los grupos contrasta con
la anterior. La pregunta 2, decia; "Si la parte del terreno qgue se
utilizard como drea deportiva, una cuarta parte serd utilizada para
la construccién de un estadio de fGtbol ¢Qué parte del total del

terreno abarcara el estadio de fiutbol?

N9 Ng N$§ N4 N3 N2 N1 NO

REACTIVO 1.2 i
[]eF

La grafica muestra que las respuestas del grupo C estan
corridas hacia los niveles mds altos de respuesta; particularmente
el grupo C aventaja notoriamente al F en el nivel N9, en el nivel
NO el grupo F aventaja al C y en los niveles intermedios no se
distingue una diferencia clara de un grupo sobre el otro. La no
equivalencia de los comportamientos se debe a que el grupoc C ha

logrado en general responder mejor que el grupo F este reactivo.

En el problema 3, donde se hacian 6 preguntas (III.1, III.2,
III.3, III.4, III.5 y III.6), su enunciado decia; "El perimetro de
un triangulo rectdngulo es de 3.72 metros, sus catetos son iguales
Y cada uno mide 1.24". La pregunta 6 de este problema (IITI.6),
exigia de un andlisis de los resultados encontrados para decidir,

si estos no eran contradictorios con la informacidén del problema.
En la grafica se muestra que el grupo C obtuvo un mejor

desempefio en el nivel N9 (mejor nivel de respuesta), en el nivel

intermedio existe una ventaja del grupo F, y en el nivel méas bajo
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no se aprecian diferencias entre los grupos.

N3 N2 NI NO

REACTIVO IIl.6

Des

IV.5.3. COMPARACION DE LOS GRUPOS EN EL EXAMEN EF.

Este examen consta de dos partes; una de 14 reactivos de
opcién miltiple y otra de 7 reactivos de respuesta abierta, con
ellos se evalud el cursoc de cdlculo diferencial. Se realizari un
primer andlisis estadistico donde se calificaron los reactivos con
el criterio "correcto/incorrecto", para esto se utilizari la misma

prueba Ji cuadrada por estratocs que se usd en el apartado IV.3.3.

IV.5.3.1 COMPARACION DE LOS GRUPOS EN LA PARTE DE OPCION MULTIPLE.

En esta parte del examen se consideraron 1los estratos
siguientes: I de 0 a 2 reactivos correctos, II de 3 a 5, III de 6
a 8, IV de 9 a 11, y V de 12 a 14. La tabla de contingencia
utilizada en la prueba es:

ESTRATO £, E, r. £ TOTAL
A 6 7.9 10 8.3 16
B 14 12.0 11 13.0 25
C 12 11.0 12 13.0 24
D 1 1.0 1 1.0 2
TOTAL 33 33 34 34 67
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- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X% = 1.4

- Para GL = 3 y « = 0.100, se obtiene X?, = 6.3

- Como X?, = X*,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupes C y F, pueden considerarse
equivalentes en la parte del examen final de opcidn miltiple.

IV.5.3.1 COMPARACION DE LOS GRUPOS EN LA PARTE DE RESPUESTA
ABIERTA.

En este examen las puntuaciones se clasgsificaron en los
estratos siguientes: I de 0 a 1 reactivos correctos, II de 2 a 3,
ITT de 3 a 5, IV de 6 a 7. La tabla de contingencia con el
reordenamiento de niveles es:

Y T N TR

ESTRATO £, £, il g TOTAL
A 8 11.328358 15 11.671642 23
B 8 10.343284 13 10.656716 ¥
C 17 11.328358 6 11.671642 23
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacidén de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?. = 8.568765

- Para GL = 2 y « = 0.100, se obtiene X?, = 4.61
- Como X?_ > X?,, entonces la hipdtesis nula se rechaza. Lo que
significa que; los grupos C y F, no son equivalentes en la parte de

respuesta abierta del examen final.

Con la finalidad de mostrar en que direccidn se da la no

equivalencia de los grupos en la parte de respuesta abierta, en la
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tabla siguiente se incluyen las frecuencias de respuestas correctas
por reactivo. Es importante hacer notar que los primeros cuatro
reactivos corresponden a ejercicios de derivacién de funciones 3%

los tres Gltimos se refieren al concepto geométrico de la derivada.

I FRECUENCIA DE ACIERTOS

GRUPO i % 3 4 5 5 7
o 15 12 25 16 2 8 8
F 18 6 17 1 26 0 I

IV.6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

Algunas conclusiones de este trabajo han ido apareciendo
gradualmente como resultado del procesamiento de los datos a lo
largo del presente capitulo, la intencién de este apartado en todo
caso es integrar estas conclusiones y presentar otras que provienen
de las observaciones registradas durante el desarrollo de los
cursos. Se intenta también delimitar los alcances y las
limitaciones del trabajo y plantear algunas recomendaciones para
trabajos posteriores.

IV.6.1. RESULTADOS OBTENIDOS.

La hipotesis general formulada en este trabajo ha sido
confirmada parcialmente, es decir los alumnos que fueron sometidos
a la propuesta metodoldgica mejoran su desempefio en algunos
aspectos, tales como la resolucién de problemas y la interpretacién
geométrica de algunos conceptos. Los resultados finales muestran
que hay una mejoria en el desarrollo de las habilidades para
resolver problemas alin cuando estos problemas no son propiamente de
calculo y esta mejoria es méds notoria conforme los problemas son
menos rutinarios (ver IV.5.2 y IV.5.3).

79



En lo que se refiere tanto al conocimiento matemdatico del
precdlculo y del cédlculo, como a las habilidades para resolver
problemas rutinarios; los grupos tienden a emparejarse al final del
curso, esto significa que los estudiantes que llevan el curso no
tradicional presentan una ligera mejoria con respecto a los que

cursan el tradicional.

Como se ha visto en la seccidn IV.4 los grupos no han
resultado equivalentes en lo que se refiere a su conocimiento
matemdtico inicial. Las dos grédficas g-g siguientes explican esta
falta de equivalencia inicial y a la vez muestran gue, aungue no se
reunieron elementos estadisticos para asegurar que el grupo C
revierte al final su tendencia con respecto al F (ver Seccidn

IV.5.2), su mejoria consiste en alcanzarlo.

CONOCIMIENTO MATEMATICO INICIAL CONOCIMIENTO MATEMATICO FINAL
Cvs, F Cwvs. F

1: i A e A i 1 :

w b - w g

R " F ‘

5 ofo N &
| -
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 6 g 10 12 14 16 18

REFERENCIA cmeppeese PERGENTILES

En la evaluacién final los reactivos de opcidn miltiple eran
problemas rutinarios de cdlculo o bien requerian para ser resueltos
de recordar algin conocimiento bé&sico del cé&lculo. Aungue los
grupos han resultado estadisticamente equivalentes (ver apartado
IV.5.3), en la grafica g-g siguiente puede observarse que el grupo
C se comportd de manera ligeramente mejor que el F en estos

aspectos.
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EVALUACION FINAL OM
Cuwvs F

GRUPO F
~

REFERENCIA sempties PERGENFILES

Por otra parte se observé que los alumnos del curso no
tradicional mostraron mayor responsabilidad en la entrega de
trabajos extraclase y en la asistencia a la clase, lo cual sugiere
que los estudiantes podrian haber estado mids motivados en este

curso que en el tradicional.

A la luz de estos resultados puede decirse gque el curso no
tradicional es mds recomendable para el nivel medio superior que el
curso tradicional, como ya se menciond, la imparticién de este
curso exigiria contar con las notas de apoyc y con al menos un
centro de cémputo modesto. Desde luego la recomendacidn esta
dirigida a los profesores de este nivel, en cuyas manos estd la
decisién de seleccionar la metodologia con la gque impartiran sus

cCursos.

Aquellos profesores para los cuales este trabajo resulte
convincente podrian usar las notas de clase con las que se impartid
el curso no tradicional. Si no fuera asi, ya sea porgue los
argumentos esgrimidos agqui no se consideren sélidos o porque no
existieran en su escuela las condiciones propicias, este trabajo
incluye las notas empleadas en el curso tradicional, elaboradas con
una secuencia de contenidos apegadas al programa oficial. Ambos

materiales son también una aportacidn de este trabajo.
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IV.6.2. LIMITACIONES.

Cualquier generalizacién que se pretenda hacer de los
resultados obtenidos, ya sea en la direccidn de ampliar el universo
de wvalidez de los mismos o en la direccidén de aplicar los
resultados a otros cursos de matemdticas, debiera tomar en cuenta
las limitaciones presentes en este trabajo y en las que se insiste

enseguida:

i) Los dos grupos sometidos a estudio eran los que observaban
mejor rendimiento académico en matemdticas y por la especialidad

técnica que cursaban tenian alguna familiaridad con la computadora.

ii) E1 estudio esté& basado, por limitaciones de tiempo y
recursos, en la imparticidén de los cursos durante un semestre, lo

que probablemente afecta la contundencia de las conclusiones.

iii) Aungue se ha considerado deseable hacer un seguimiento
del. desempefic de los estudiantes en los cursos universitarios de

matematicas, no se contempld esa posibilidad.

IV.6.3. COMENTARIOS FINALES Y PROBLEMAS ABIERTOS.

Durante la realizacidn de este trabajo, han ido apareciendo
problemas, que no se han abordado por considerarlos fuera del
alcance del mismo, pero se ha considerado pertinente plantearlos
porque su abordaje podria servir de base a trabajos futuros; a esto

estd dedicada la presente seccién.

Los instrumentos de evaluacidén que se han usado, han aportado
una gran cantidad de datos, cuyo procesamiento y andlisis se ha
considerado suficiente para los propdsitos de este trabajo, pero
seguramente que otros disefios estadisticos sobre los mismos datos

pudieran enriquecer las conclusiones. Si este tema despertara

82



interés, los datos completos se han incluido en los anexos.

Ha quedado fuera del alcance de este trabajo la posibilidad de
hacer un seguimiento de los estudiantes que han participado en este
estudio. Observar el desempefic de estos estudiantes en cursos
posteriores de matemdticas, resulta costoso en términos tanto de
tiempo como de recursos, pero se ha considerado un problema
interesante la posibilidad de comparar los efectos gque pudiera
haber tenido en la formacidn de los estudiantes el haber tomado el

curso de cdlculo con una metodologia o con otra.

En el disefio del curso no tradicional han quedado temas cuyo
tratamiento no involucra la computadcora, se tiene la conviccidn de
que el disefio puede enriquecerse incorporando el uso de la
computadora en algunos de ellos. Otra posibilidad tampoco explorada
seria la incorporacién de calculadoras manuales en este curso.
Estas dos posibilidades constituirian lineas de trabajo que
permitirian buscar el mejoramiento del curso no tradicional.

Recientemente han cobrado importancia en las instituciones los
cursos remediales para estudiantes reprcbados o de Dbajo
rendimiento; los estudiantes en los que se basa el presente trabajo
no responden a este perfil, pero seria interesante poner a prueba
la propuesta que se desprende de este trabajo con estudiantes que
han registrado fracasos en sus cursos de matemdticas.

Cualquier propuesta curricular que se haga para un curso de la
curricula matemética del bachillerato corre el riesgo de quedar
aislada si no se aborda la revisidn integral de esta curricula.
Aungue no se desprende directamente de este trabajo, pareciera
factible disefilar cursos como el aqui propuesto en materias
distintas del cdlculo diferencial.
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CAPITULO V.
NOTAS PARA EL CURSO
NO TRADICIONAL.

En este capitulo se hace explicita la propuesta metodoldgica de la
enseflanza del cdlculc a través de problemas y con apoyo computacicnal,
este material estd organizado en cuatro mdédulos, cuyo contenidoc puede

describirse como sigue:

En el primer médulo se abordan problemas de optimizacidn que se
modelan con funciones que pueden analizarse con herramientas aritmética,
algebraica y geométrica; tales problemas han sido seleccionados con el
propdsito de aproximarse a los métodos y los algoritmos del cdlculo, a
la vez que se intenta mostrar las limitaciones que tiene el precdlculo
como herramienta para resolwver problemas de optimizacién.

En el segundo médulo se propcnen actividades con la finalidad de
poder encontrar un método para obtener con exactitud el punto mds alto
y mds bajo de la grdfica de una funcidén. A partir de calcular la
pendiente de ciertas rectas secantes, se intenta obtener la recta
tangente a una curva en un punto dado, culminando con el trabajo
algebraico realizado por Fermat para calcular la pendiente de la recta
tangente a una curva en un punto de la misma. Por dltimo en este mddulo
se obtienen seis reglas elementales para obtener la derivada de funciones
algebraicas.

En el tercer médulo se plantean problemas de optimizacién (que se
modelan con funciones algebraicas) con la misma dindmica de los mddulos
uno y dos pero con la finalidad de aplicar la herramienta matemdtica

descubierta por el alumno en el médulo anterior.

En el cuarto médulo se plantean mds problemas de optimizacidén con
el propésito de propiciar nuevas reglas de derivacidn y extender asi el
estudio de la derivada a otro tipo de funciones algebraicas vy a las

funciones trigonométricas y trascendentes.
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MODULO TI.

UN ACERCAMIENTO A 1.0S PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS.
—e—faehienRa Oy A Yo rRUBLEMAS DE MAXTMOS Y MINTMOS.

PRESENTACTON.

Es muy comin encontrarse en la vida con situaciones en las
cuales se hace necesario tomar la mejor decisién posible, o, como
es frecuente decirlo,la decisién 6ptima. En particular, tales
problemas abundan en las distintas ramas de la economia, la inge-
nieria y la técnica.

Asi, por ejemplo, en la industria es frecuente enfrentar la
exigencia de producir la mayor cantidad posible de dispositivos
con las minimas pérdidas de material, o de fabricar piezas gque
sean lo mds resistente posible y al mismo tiempo lo mas ligero, de
reducir los gastos de produccién economizando no solamente materia
prima sino también combustibles, energia eléctrica, tiempo y otros
factores. Estos problemas, que se reducen al obtener un efecto
maximo (méaxima produccién, maxima resistencia, etc) o uno minimo
(minimas pérdidas, minimo peso, minimos costos, etc) se conocen
con el nombre de problemas de optimizacién (también se les llama
"problema sobre méximos y minimos" o "problemas sobre extremos").

La experiencia ha mostrado que, al enfrentar situaciones de
este tipo, el recurrir a las matemdticas resulta dtil y en la
mayoria de los casos, imprescindible.

El empleo de las matemé&ticas en la resolucién de problemas de
maximizacién empezé hace mucho tiempo, hace cerca de veinticinco
siglos. Por supuesto, al principio no hubo un enfoque tnico en la
solucidén de problemas de optimizacién. Fue solo hasta hace cerca
de trescientos afios cuando se creé un método general que permite
resolver problemas de optimizacién de la m&s diversa naturaleza,
gracias a las aportaciones que durante siglos hicieron ilustres
sabios y cientificos de todas las épocas como: Euclides, Arqui-
medes, Apolonio, Herdén, Tartaglia, Torricelli, Johnann y Jacob
Bernoulli, Fermat, Barrow, Newton Leibintz v muchos otros.

Este método general, complementado con los conceptos gque le
sirven de sustento, se constituyé en una rama del conocimiento
matemdtico, a la que se le ha dado el nombre ya clésico de
Calculo Diferencial.

El método de Cdlculo Diferencial resulté ser una poderosa
herramienta para la resolucién de problemas de optimizacién de las
més variadas ramas de la ciencia y de la técnica, y también pro-
porcioné una comprensién més profunda de la naturaleza y de las
leyes que la rigen. Asi por ejemplo, resulté que muchas de las
leyes de la naturaleza pueden ser formuladas como problemas de
optimizacién. Los sistemas mecénicos, la luz, la electricidad, los
liquidos y los gases, etc., se comportan de un modo tal, que su
evolucién minimiza o maximiza ciertas cantidades fisicas. Fermat
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encontrdé que la refraccién de la luz se explica por el hecho de
gue, al propagarse de un punto a otro en un medio heterogéneo, la
trayectaoria de refraccién es precisamente la que requiere el tiem-—
po minimo.

La evolucién paulatina de la ciencia y de la técnica, parti-
cularmente vertiginosa en nuestro siglo, plantearon toda una serie
de nuevos problemas de optimizacién que, a pesar de su aparente
simplicidad, no fue posible resolverlos con el método de Célculo
Diferencial. La necesidad de dar respuesta a tales problemas con-
dujo a la creacién de nuevas ramas de la matemédtica, como el C&l-
culo Variacional, la Programacidén Lineal, el An&lisis Convexo ¥ la
Teoria de la Direccién Optima.

Como vemos, se pueden distinguir diferentes niveles sobrados
de complejidad de los problemas de optimizacién, a cada uno de los
cuales le corresponde un método de solucidén y su respectiva teoria
de la matemdtica. En nuestro curso sbélo analizaremos el método de
solucién de los problemas elementales de optimizacién, cuya teoria
correspondiente lo es el Célculo Diferencial.

A pesar de esto, el calificativo de "elementales" no es siné-
nimo de “f&ciles" o de "poco interesantes”. Como veremos, entre
tales problemas "elementales" habré no solamente problemas impor-
tantes desde el punto de vista de su sentido préctico, sino tam-
bién problemas de un cierto grado de complejidad.

El proposito esgencial de este curso es gque te sirva para
aprender a resolver problemas elementales de optimizacidén. La

asimilacién del método de resolucién de tales problemas constituye
uno de los obietivos fundamentales del curso.
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Problema 1. El1 gallinero.

Dofia Josefa, habitante de Ures, ha criado gallinas sin nece-
sidad de tenerlas cautivas, esto le esté ocasionando una serie de
problemas por lo que decide comstruir un gallinero en la parte
posterior de su casa, sus ahorros s6lo le alcanzan para COmMprar 50
metros lineales de tela para cercarlo. Si el terreno donde desea
construir el gallinero es de 20 metros por 40 metros :(Qué dimen-
siones deber& de tener un gallinero de forma rectangular para que
este abarque la mayor &rea posible, y asi encerrar la mayor aanki—
dad de gallinas?

ACTIVIDADES A REALIZAR.
1. Anota lo que se te pide encontrar en este problema.

2. Haz un dibujo donde representes el gallinero, con la informa-
cién que se te proporciona en el problema.

3. A continuacién dibuja dos rectangulos distintos (que simulen el
gallinero) donde la longitud de la cerca sea de 50 metros.

4, De estas opciones ¢Cudl es la mejor? :Por qué?

5. ¢Son las Udnicas opciones posibles? ;Cuantas mas existen?

6. Como ya te diste cuenta, existen "muchos" posibles gallineros,
trataremos de pasar la informacién de los recténgulos a una tabla
como la que se muestra a continuacién para organizar la informa-
a16h.

TABLA 1.

base altura Longitud Area
del cerco cercada

10
14
15
18
20
25
30
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7. De los valores que se representan en la tabla ¢(Cudl representa

la mejor opcidén?

8. De todos los posibles gallineros gue existen ¢(Esas dimensiones
son las que abarcan la mayor &rea posible?

9. Si la respuesta a la pregunta anterior es negativa ¢Entre que
valores de la base crees que estd la mejor opcidn?

10. Tomando en cuenta los valores propuestos en la pregunta ante-—
rior intenta encontrar mejores aproximaciones en la tabla si-

guiente.

TABLA 2.

base

altura

Longitud
del cerco

Area
cercada

11. De los valores enlistados en la tabla 2

¢Cudl es la mejor

opcién?. De todos los posibles gallineros que existen (Esta es la

mejor?
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Problema 2. El corral.

Un ranchero necesita hacer un corral para encerrar el ganado,
dispone para ello de material suficiente para construir 171 metros
lineales de cerco. :(Cuanto deberdn medir los lados del corral
rectangular que contenga la mayor superficie posible con objeto de
poder encerrar la mayor cantidad de ganado?

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Realiza las mismas actividades del problema 1.

Nota! Para el llenado de la tabla uno utiliza los siguientes valo-
res para la base: 0, 5, 12, 15, 20, 30, 35, 40, 50, 60, 70, 80,
90, 150, b.

2. Construye una grdfica en el plano cartesiano, con los datos de
la tabla 1, representando en el eje x, la base del rectédngulo y en
el eje y, su &rea.

3. En la misma grédfica incluye los valores de la tabla 2.

4. :;Son todos los puntos que se pueden graficar? (Por qué?

5. ¢Qué forma tiene‘la gréfica?

6. :Qué representa de nuestro problema, cada punto de la gréfica?z

7. ¢Qué punto de la grafica representa la solucién de nuestro
problema?

8. Utilizando la grafica, estima las coordenadas de ese punto.

9. Anota las dimensiones del terreno rectangular que encerraria la
mayor cantidad de ganado.
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Problema 3. La llantera.

En un lote baldio de 50 metros por 100 metros, una compafiia
llantera requiere bardear un terreno rectangular de 600 metros
cuadrados de superficie, dejando sin bardear el lado que da al
norte porque serd utilizado como entrada al negocio, ¢Qué dimen-
siones deberd de tener el terreno para que la suma de la longitud
bardeada sea la minima?

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Haz un croquis donde representes la informacién de este pro-
blema.

2. Escribe lo gque se te pide encontrar.

3. ¢Cuantos recténgulos de 600 metros cuadrados como los del cro-
quis se pueden obtener?

4. Enlista algunas de esas opciones en la siguiente tabla.

base altura Area Longitud
cercada bardeada

10
15
20
25
30
40
50
60

5. Escribe la foérmula que utilizaste para calcular la altura.
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6. Escribe la férmula con la que calculaste la longitud de 1la
barda expresada en términos de la base y la altura.

7. Ahora, escribe la férmula para calcular la longitud bardeada
usando s6lo la base del rectangulo.

8. ¢Qué valores puede tomar la base en este problema? De estos
¢Cuél es el valor menor? ¢Cudl es el valor mayor?

9. Construye una gradfica en el plano cartesiano utilizando la
férmula de la pregunta 7, representando en el eje "x", la base del
terreno a bardear, y en el eje "y" la longitud bardeada.

10. En la gréafica :Qué representa cada punto?

11. ¢En qué punto de la grafica se encuentra la solucién de este
problema?

12. Utilizando la grafica, estima las coordenadas de ese punto.
12. ¢Como quedaria trazada una tangente a la curva en ese punto?

13. Escribe la solucién del problema.

FORMACION QUE ¢
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Problema 4. La caja.

Un empresaric desea hacer cajas sin tapa para envasar su
producto, para esto hard uso de piezas rectangulares de cartén de
50 centimetros por 30 centimetros, cortando cuadrados iguales en
las cuatro esquinas, y doblando como lo ilustra el profesor al
construir el modelo fisico del problema. Encuentra la longitud del
lado del cuadrado que ser& cortado en cada esquina, si se quiere
obtener una caja que encierre el mayor volumen posible.

Nota! Se sugiere que siguiendo las indicaciones del maestro ela-
bores un modelo fisico del problema.

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Escribe lo que vas a buscar en este problema.

2. Encuentra la férmula para calcular el volumen de una caja como
la del problema.

3. Si le llamamos "x" a la longitud del lado del cuadrado que se
va a cortar. Escribe las dimensiones de la caja, es decir el lar-
go, ancho y altura, expresada en términos de "x".

4. Escribe la férmula para calcular el volumen de la caja expre-
sada en términos de "x"

5. Grafica en el plano cartesiano la relacién anterior, represen-
tando en el eje "x", la longitud "x", y en el eje "y", el volumen
de la caja.

6. Localiza el punto de la grdfica donde se encuentra representada
"la caja de mayor volumen".

7. Traza una recta tangente a la curva en el punto anterior.
8. Escribe la solucién de este problema.
9. Encuentra las dimensiones de la caja de maximo volumen.
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ACTIVIDAD IMPORTANTE. discute en tu equipo el proceso
que se siguid para resolver los problemas anteriores
con la finalidad de que puedan observar el plan o
estrategia de solucién para estos problemas. Una vez
hecho esto, escribe en tu cuaderno, los pasos gue
pudiste apreciar en esta discusién.

Con los resultados de la discusidn anterior trata de
abordar los siguientes problemas.

Problema 5. La caja para empacar harina.

Se pretende empacar harina en cajas con tapadera, contando
pPara su manufactura con laminas de cartén rectangulares de 40 cm.
de largo por 24 cm. de ancho, cortando cuadrados iguales y doblan-
do como se muestra en la figura.

Nota! Se sugiere que elabores un modelo fisico del problema y que
anotes en el, la informacién que se te proporciona.

24 ¢m, h

@) ¢Cuanto mide el lado de los cuadrados que se cortan que hacen
que el volumen de la caja sea el maximo?

b) ¢Cudles son las dimensiones de la caja de mayor volumen?
C) ¢Cuél es el volumen de dicha caja?

d) Trézale una tangente a la grafica del problema, en el punto
donde estd representada la solucién.
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Problema 6. La barra de margarina.

Un tamafio de la margarina primavera se vende en barras que
tienen forma de un prisma de base cuadrada, el volumen de las
barritas es de 108 centimetros clbicos. Determinar las dimensiones
de la barra que minimizan la cantidad de envoltura. Ademas trazale
la recta tangente a la grafica del problema donde encuentres el
punto mé&s bajo de la curva.

Nota! Se sugiere que elabores un modelo fisico del problema y que
anotes en el, la informacidén que se te proporciona.

Problema 7. La lata para envasar chocolate.

La compafila nestlé usa latas de hojalata de forma cilindrica
para envasar chocolate en polvo marca "Quik" en su presentacidn de
400 gr. Hallar las dimensiones mas econdémicas (es decir, é&rea
minima de hojalata empleada en cada bote), sabiendo que el volumen
de cada bote es de 909.2 centimetros cilibicos. Ademds trazale la
recta tangente a la curva del problema en el punto gue representa
la solucién.

Nota! Se sugiere que elabores un modelo fisico del problema y que
anotes en el, la informacién que se te proporciona.

TAREA INDIVIDUAL.

Problema 8. El canalén.

De una larga pieza de lamina galvanizada de 40 cm. de ancho
se va a hacer un canalén para gque conduzca agua, doblando hacia
arriba las orillas del largo formando angulos rectos (ver la figu-
ra) para formar el canalén. Encontrar las medidas del ancho y la
altura del canalén que permita que fluya el mayor volumen de agua
por el mismo.

40| cm.
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Problema 9. El tambo de 200 litros.
Investiga si las dimensiones del tambo de 200 litros que se

utiliza en nuestro medio son las que minimizan la cantidad de
lamina utilizada para su construccién.

PROBLEMAS DE PROFUNDIZACION.

* Problema 10. La lata para envasar aceite.

Una compafiia fabricante de aceites desea construir latas
cilindricas de un litro de capacidad para envasar el producto.
Encuentra las dimensiones que debe tener la lata que requiera la
minima cantidad de material en su construccién.

Problema 11. El corral.

Lopez y Pérez poseen lotes vecinos de 25 metros por 50 me-
tros, LoOpez ha construido una barda alrededor de su terreno. Pérez
quiere construir un corral rectangular para encerrar su perro, de
drea tan grande como sea posible, para esto dispone de 38 metros
lineales de material para cercar. Por supuesto Pérez puede utili-
zar una pared de las que ya tiene bardeada el sefior Lépez:

a) S8i "x" representa la longitud del lado del corral que quedaré
en la barda de Lépez, encuentra la formula para calcular el &area
expresada en términos de "X" que encierra el corral que construira
Pérez para su perro.

b) En este problema que valores puede tomar la "x".

C) Encuentra las dimensiones del corral que abarca la mayor &rea
posible.

* Problema 12. Los postes.

Dos postes de longitudes de 15 y 10 metros respectivamente se
colocan verticalmente sobre el piso con sus bases separadas una
distancia de 20 metros. Calcula la longitud minima de un cable que
vaya desde la punta de uno de los postes hasta el suelo v luego
vuelva subir hasta la punta del otro poste.

* Problema 13. La ventana.

Un arquitecto desea diseflar cierto tipo de ventana de tal
manera que la parte inferior sea rectangular y la superior sea un
tridngulo equilédtero. Si cada ventana tiene una &area de 3 metros
cuadrados ¢Cuéles son las dimensiones de la ventana para gue su
perimetro sea el menor posible?
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Problema 14. La alberca.
Una persona tiene un patio rectangular en su casa gue mide 20 x 30
metros, y desea construir una alberca con fondo rectangular cuya
drea sea de 40 metros cuadrados. Determina las dimensiones del
fondo para gque la cantidad de material gque se usard en las paredes
sea el minimo.

Nota! Los problemas marcados con * son de mayor grado de dificul-

tad. No es obligatorio que los resuelvas, pero si los haces o al
menos lo intentas ;FEL I CIDADTE S!
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SOLUCIONANDO PROBLEMAS DE MAXIMOS ¥ MINIMQOS

CON AYUDA DE LA COMPUTADOQRA.

Problema 1. La siembra de hortalizas.

Un granjero proyecta sembrar hortalizas en un terreno rec-
tangular que tiene detrés de su casa, para proteger el sembrado lo
cercard disponiendo para elloc de 21 metros lineales de material
para la cerca ;(Cuédnto deberd medir los lados del terreno que con-
tengan la mayor &rea posible, para sembrar la mayor cantidad de
hortalizas?

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Anota qué es lo que vas a buscar en este problema.
2. Este problema de optimizacidén ¢Es de maximos o de minimos?

3. De acuerdo a la respuesta anterior :(Cémo ser& la gréafica en
este problema?

4. Escribe la relacién que utilizas para calcular el &rea que
encierra el cerco que construird el granjero (exprésala en térmi-
nos de la base y la altura).

5. Escribe la relacién anterior utilizando Gnicamente la base del
recténgqulo.

6. ¢Qué valores puede tomar en este problema la base del recténgu-
lo? ;

7. A partir de este momento utilizards la computadora para auxi-
liarte en la solucién del problema.

7.1 Enciende la computadora hasta colocarla en A>.
7.2 Introddcete al paquete CALCULA.

7.3 Define el intervalo de valores que puede tomar la base, de la
siguiente manera:

Presiona ALT - X , te pide el valor inicial, déselo y teclea
ENTER. Ahora te pide el valor final, déselo y teclea ENTER.
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7.4 Introduce la ecuacidén a la computadora de la siguiente manera;
presiona £ o y, enseguida escribe la ecuacién, al terminar teclea
ENTER.

7.5 Presiona la barra espaciadora para gque aparezca la gré&fica de

este problema. ¢(Se parece al bosquejo que hiciste en la actividad
tres?

8. ¢Qué representa cada punto de la grafica?
10. ¢(En qué punto de la grafica estd la solucién? {LOCALIZALO!

11. ¢(Coémo es la tangente a la curva en ese punto?
!Obsérvalo tecleando F4!

12, (Cudl es la solucidén de tu problema?

Problema 2. La caja para cerillos.

Una industria cartonera planea construir una cajita sin tapa
para empacar cerillos, para esto utilizaréd lédminas de cartén de 6
centimetros por 8 centimetros, cortando cuadrados iguales en las
cuatro esquinas y doblando los lados como lo muestra la figura.
Encuentra las dimensiones de la cajita de mayor volumen.

cores

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Una vez que leiste el problema identifica que es lo que se te
pide optimizar.

2. Anota lo que vas a buscar en este problema.
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3. Si le llamamos "x" al lado del cuadrado cortado en cada esqui-
na. Escribe el largo, ancho y altura de la caja en términos de
"X" .

4. Escribe la férmula para calcular el volumen de la caja en tér-
minos de "x".

5. Determina los valores gue puede tomar la x (lado del cuadrado
cortado en las esquinas) en este problema.

6. A partir de este momento utilizards la computadora para grafi-
car la relacién de este problema.

6.1 Enciende la computadora hasta colocarla en A>.
6.2 Entra al paquete CALCULA.

6.3 Introduce el intervalo de valores que puede tomar X, de la
siguiente manera:

Presiona ALT - x , te pide el wvalor inicial, déselo y teclea
ENTER. Ahora te pide el valor final, déselo y teclea ENTER.

6.4 Para graficar introduce la ecuacién de la manera siquiente,
primero presiona f o y, enseguida escribe la ecuacién al terminar
teclea ENTER.

6.5 (COmo esperas que sea la grafica de este problema?

6.6 Presiona la barra espaciadora para que aparezca la gréfica.

7. ¢Qué significa cada uno de los puntos de la gréficaz

8. ¢En qué punto de la grafica estd la solucién? !LOCALIZALO!

9. ¢Como es la tangente a la curva en ese punto?
!Verificalo tecleando F4!

10. :Cudl es la solucién de tu problema?
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FL SABER DE MIS Hlji‘;ﬂ
HARA MI GRANDEZJ
BIBLIOTECA
Problema 3. La lata sin tapa. DQMWMmﬂim

MATEMATICA®
¢Cudl es la menor cantidad posible de material que se debe
utilizar para construir una lata sin tapa, de base cuadrada, de 20
litros de capacidad?
NOTA! Un litro equivale a un decimetro ctbico.
ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Una vez que leiste el problema identifica que es lo que se te
pide optimizar.

2. Haz un croquis del problema y llamale "b" al lado de la base, y
“h" a la altura de la lata.

3. Encuentra la férmula para calcular la cantidad de material de
la lata expresada en términos de "b" y “h".

4. Escribe la férmula para calcular la cantidad de material de la
lata en términos de "b".

5. Determina los valores gque puede tomar la "b" en este problema.

6. Como ya lo apreciaste este problema es de minimos, ;Cémo espe-
ras que sea la gréfica de este problema?

7. A partir de este momento utilizaras la computadora para auxi-
liarte en la solucién del problema.
7.1 Posesibnate en A>. y entra al paquete CALCULA.

7.2 Define el intervalo de valores de "b", de la siguiente manera;
presiona ALT - x , te pide el valor inicial, déselo y teclea
ENTER. Ahora te pide el valor final, d&selo y teclea ENTER.

7.3 Introduce la ecuacién a la computadora.

7.4 Presiona la barra espaciadora para que aparezca la gréfica.
8. ¢Qué significa en tu problema cada punto de la gréfica?

9. ¢En qué punto de la gréfica esté& la solucién? !LOCALIZALO!

10. ¢COmo es la tangente a la curva en ese punto?
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{Verificalo tecleando F4!

11. ¢Cudl es la solucién de tu problema?

har 593
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En el presente médulo nos enfocaremos al analisis detallado
del método de Fermat aplicandolo para encontrar tangentes a dife-
rentes curvas. Recordemos una vez mas que resolver el problema de
las tangentes nos permitir& retornar a la solucién de los pro-
blemas de optimizacién.

PROBLEMA 1.

Traza las rectas que pasan por las parejas de puntos dados. De-
termina el valor de su pendiente, sefilala las rectas gue tengan
pendiente positiva, negativa y cero.

&)y -8, —-5); 12, 5) e) (-0.5, -0.38); (3.2, -2.43).
b) (-1, 4); (2, -3) £) (2/3, 3/2); (-2, -6).

)y (=5, =2); (1, -2 g) (V5 , 8); (5, -2 Y3 ).

d) (2, 7); (2, -3) B) «(=3/7, 2/9); (4/5; 2/9).

PROBLEMA 1.1 Con la informacién que se te proporciona en cada
inciso dibuja la recta.

a) pasa por (1, 2) y (-1, -4). b) pasa por (-2, 4) y m
C) pasa por (1, 1) y tienem = 5. d) pasa por (3, -1) ym = -4,
d) pasa por (2, -3) ym = -1/2,

PROBLEMA 2.

A continuacidén aparecen algunas funciones. En cada caso traza la
grafica y la recta secante a la curva gque pasa por los puntos
cuyas abscisas se dan. Una vez trazada la secante calcula su pen-
diente, '

a) y =2 - x? b) y=x*-3

X = -3 y x=1 X = -4 v X = =1/2
c) y = 3/x d) y=3-(1/2) x3

X =1 Yy X =3 x =0 v x =3
e) ¥ = 3(x - 2)? - 3 f) vy = 4x - %

X = 1.5 v X = 3.5 X=-1/2 yv x = 3/2

En el problema anterior se muestra la recta secante a
la grafica de una funcién Y como se determina su
pendiente; en los problemas siguientes vamos a ver
como podemos utilizar la recta secante para que a
través de ella lleguemos a encontrar la recta tangente
a la grafica de una funcién en un punto dado.
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PROBLEMA 3.
La grédfica que aparece a continuacién corresponde a la funcién
f(x) = x* y la recta "1" es su tangente en el punto A(l, 1).

a) Ahora traza una recta secante a la funcién gue pasa por el

punto A, y por el punto B de abscisa x = 3; calcula la pendiente
de esta secante.

m:

b) Traza dos rectas secantes mas dque pasen por el punto A y su

sequndo punto corte a la curva entre A Yy B, calcula sus pendien-—
tes,.

c) ¢Cuéntas rectas secantes mas a la funcién f(x) = x* puedes tra-
zar por el punto A?

PROBLEMA 4.
Tomemos la grdfica de la funcién anterior y localicemos el punto B
(-1, 1), llémale (x,, £(x ,)). Completa la tabla que se te propor-—

ciona y traza las rectas secantes que en ella se indican en la
gréfica de la funcién.

® X, Eix,) £{x:) m,
-1 3 1
=1 2 1
—~1, 1 1
=] 0 1
=3 —~0.5 1
=7 =-0,:9 1
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a) ¢Cuantas rectas secantes a la gréfica de la funcién se pueden
trazar por el punto B?

b) ¢Qué pasa con la recta secante en relacién con la recta tan-—
gente a medida que el valor de x, se acerca al valor de ®2

c) De la tabla ¢Cudl recta secante se parece mas a la recta tan-
gente a la curva en el punto B? :Cudl es el valor de su pendiente?

d) Determina otra recta secante que se encuentre mas cerca a la
recta tangente y calcula su pendiente.

e) ¢Cudl consideras gue sea el valor de la pendiente de la recta
tangente a la curva en el punto B?

f) Traza la recta tangente a la curva en el punto B.

g) Escribe la férmula que utilizaste para calcular la pendiente de
cada recta secante a la curva en este problema.

PROBLEMA 5.

Dada la funcién f(x) = (1/2)x?, graficala y localiza el punto
(1, 1/2) llémale a este punto (x,, f(x o)). Llena la siguiente
tabla y traza las rectas secantes que en ella se indican a la
grdfica de la funcién.

X, £ (x,)

X %) X — X, fix)~£fiix,) m
142 4

3

2

142
1/2
1/2 1x5
1/2 1.2
1/2 1.1

el i L T e e

a). En esta tabla :Qué representan los valores de la quinta co-
lumnavz

b). :Qué pasa con dichos valores a medida gue el valor de la x se
acerca al valor de la x,?
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c). ¢Qué va pasando con las rectas secantes a la curva, con res-—
pecto a la recta tangente, a medida que los valores de X se apro-
ximan a los valores de x,?

d). ¢Qué sucede con los valores de las pendientes de las rectas
secantes en relacién con los valores de la pendiente de la recta
tangente, a medida que los valores de x se acercan a los valores
de x,?

e). ¢Cudl de todas las rectas secantes anteriores tiene una pen-
diente méds cercana a al pendiente de la recta tangente?

f). Determina dos rectas secantes, que estén mds cercanas que las
anteriores a la recta tangente y determina su pendiente.

g) ¢Cuédl piensas que sea el valor de la pendiente de la recta
tangente a la curva en el punto B?

h) Con el valor encontrado en la respuesta anterior traza la recta
tangente a la gréafica de la funcién.

i) Escribe la férmula gque utilizaste para determinar el valor de
la pendiente de las rectas secantes en este problema.

PROBLEMA 6.

Para la funcién del problema tres dibuja su grédfica y localiza el
punto fijo (1,1), por ese punto traza las rectas secantes necesa-
rias para obtener la recta tangente. Escribe la férmula "para cal-
cular la pendiente de cualquiera de estas rectas secante" a la
gréfica de la funcién, utilizando los valores del punto fijo y de
la abscisa (x) del punto que se mueve.
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PROBLEMA 7.

Para cada inciso y tomando la funcién del problema tres, escribe
la férmula para calcular la pendiente de cualquier recta secante
que pase por el punto fijo, en términos de los valores de ese
punto y la abscisa del punto que se mueve. Se sugiere trazar la
grafica de la funcién, localizar el punto fijo y trazar las rectas
secantes necesarias para obtener la recta tangente a la curva.

a) (0, 0). b) (-2, 4) c) (2, 4) d) (3, 9)
e) (=3, 9). ) (1/2, 1/4) g) (-1/2, 1/4) h) (-1, 1)
PROBLEMA 8.

De los problemas anteriores se desprende que el punto fijo de 1la
curva puede ser cualquiera (con la condicién de estar precisamente
fijo). Si la abscisa de un punto fijo de la curva f(x) = x? es X,,
obtén una formula para calcular la pendiente de cualquier recta
secante a la curva, en términos de las abscisas del punto fijo y
del punto mévil.

PROBLEMA 9.

Para cada una de las funciones que se te dan a continuacién, con-
sidera que el punto fijo tiene coordenadas (%, £(%,)), obtén una
formula para calcular la pendiente de cualquier recta secante que
pase por el punto fijo expresada en términos de x y x, Grafica la
funcidén y localiza un punto fijo cualquiera, por &l traza las
rectas secantes necesarias para obtener la recta tangente.

\x

a) f(x) i b) £(x)

1/x )y £(x)

|
I
]

d) f¢x) 2x% + 4 - ey (=) % ¥ ljfx £) £(x) %> + 5%
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PROBLEMA 10.

En cada uno de los incisos siguientes se te proporciona la fun-
cién, un punto fijo y el incremento de x. Utilizando la computa-—
dora dibuja una grifica de la funcidén con la recta secante gue se
indica, para ello realiza las siguientes actividades.

a) f(x) = x2 t (=2, 4) h = 1.
b) f(x) = x° T (-1, -1) h = 0.5
c) f(x) = x* S (-1, 1) h = 3.
d) f(x) = 1/x ; x # 0. Q (1, 1/3) h = 2.
e) fix) =x 4+ 1/x ; ¥ # 0 t {1, 2) h = 3/2
f) f(x) = 4x - ¥° 0 (-2, 0) h = 5.
gy £(x) = 1/%* ; x # 0. P (-3, 1/9) h = 2.5
) E(x) =% — 2% | = # 0. u [{~d, 16.5) h = 8.
i) £(x) = (40 - 2x) ( 30 - 2x) x; 1 (1, 1064) h= 6.
jy £(x) =%x ; x =2 0. T (1, 1) h = 4,

ACTIVIDADES A REALIZAR,

1. Introdicete al paquete "G.C. GRAFICOS".

2. Para resolver los problemas elige la opcién 4 del mend.

3. Introduce a la computadora los elementos que se te dan en el
problema; la funcién, el punto fijo, y el incremento de x. Del
meni que aparece en pantalla en este momento, elige la opcidén
ESPERE y finalmente para la resolucién del problema activa APUNTE.
(copia de la pantalla un bosquejo en tu cuaderno indicando los
puntos de la curva por donde pasa la recta secante, ademds anota
sobre ella su pendiente).
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4. :Cuéantas rectas secantes a la curva pueden pasar por el punto
fijoz

5. Escribe la férmula para calcular la pendiente de cualquier
recta secante gue pase por el punto fijo en términos de los valo-
res del punto fijo y la "h".

PROBLEMA 11.

En los ejercicios del problema 10, entre otras cosas obtuviste una
féormula para calcular la pendiente de cualquier recta secante a
una curva que pasa por el punto fijo en términos de los valores de
este y la "h", eso mismo puede hacerse para cualquier punto de la
curva. Para las funciones del problema 10, llama (X,, f£(X,)) a las
coordenadas de un punto fijo "cualquiera" y obtén en cada caso,
una foérmula para calcular la pendiente de cualguier recta secante
que pasa por el punto fijo, expresada en términos de la abscisa
del punto fijo y la "h".

PROBLEMA 12.
En cada uno de los incisos siguientes se te proporciona la funcién
Yy un punto fijo. Realiza las actividades que se te indican.

a) f(x) = x? t (-2, 4)

b) £(x) = x° T (-1, -1)
c) £(x) = x* ' 8 (=1s 1)
d) £(x) = 1/x ; x # 0. g (1, 1/3)
e) f(x) =Vx ; x 2 0. T (1, 1)

£f) £(x) =2+ 1/ s x # 0. B (1 29

g) £(x) = 4x - ¥° 0 (-2, 0)
h) £(x) = 1/%x* ; x » 0, P (-3, 1/9)
i) f(x) =% — 2/x ; x » 0, u (-4, 16.5)

j) f(x) = (40 — 2x) ( 30 - 2x) x; x > 0. 1 (1, 1064)

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Introdicete al paquete "G.C. GRAFICOS".
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2. Elige la opcién 4 del mend.

3. Introduce a la computadora los elementos que se te dan en el
problema; la funcién, el punto fijo y un valor para "h". Del mend
que aparece en pantalla en este momento, elige la opcién NORMAL y
finalmente para la resolucién del problema activa APUNTE. Con los
resultados que aparecen en pantalla llena la siguiente tabla.

bic h m,

a) ¢Qué pasa con la recta secante a la curva en relacién a la
recta tangente cuando los valores de "h" se acercan al cero?

b) ¢Qué sucede con los valores de la pendiente de la recta secante
en relacién a los valores de la pendiente de la recta tangente, a
medida que los valores de "h" se acercan al cero?

c¢) ¢Cudl piensas que sea el valor de la pendiente de la recta
tangente?

d) Escribe la férmula para calcular la pendiente de cualquier
recta secante a la curva que pasa por el punto fijo, en términos
de la abscisa del punto fijo (x,) y "h".

e) Utilizando papel milimétrico traza la recta tangente a la curva
en el punto fijo.
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PROBLEMA 13.
Determina el valor de la pendiente de la recta tangente a la fun-
cién f(x) = x* en el punto (1, 1).

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Grafica la funcién y sefiala el punto (1, 1). Utiliza la nota-—
cidén (%, , £(%, ) ) para el punto fijo. (puedes utilizar el paguete
g.c gréficos para realizar esta actividad y determinar el valor de
la pendiente de la recta tangente a la curva).

2. Para la funcién dada, escribe la férmula para determinar la
pendiente de cualquier recta secante que pasa por el punto fijo,
en términos de la abscisa del punto fijo y el incremento de x.

3. (Cuél debe ser el valor de "h" para que la férmula anterior nos
determine el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva
en el punto fijo?

4. Sustituye ese valor en la férmula que determina la pendiente de
cualquier recta secante que pase por el punto fijo. ;Qué sucede en
la férmula al sustituir el valor de "h"?

5. Desarrolla el numerador de la férmula para las secantes y eli-
mina los términos semejantes, con el resultado obtenido escribe la
nueva férmula de las secantes,
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6. Si se puede realizar alguna simplificacién algebraica en la
férmula obtenida en el paso 5, realizala.

7. Realiza en la férmula obtenida en el paso 6. la actividad 4. y
escribe el resultado obtenido.

"ESTA FORMULA NOS DETERMINA LA PENDIENTE
DE CUALQUIER RECTA TANGENTE A LA GRAFICA
DE LA FUNCION F(X) = X? "

8. Utiliza la férmula para determinar la pendlente de cualquier
recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = x*® para resolver
este problema.
9. En papel milimétrico traza la recta tangente a la curva en el
punte (1, 1).

PROBLEMA 14.

Realiza las actividades del problema anterior para las siguientes
funciones.

a)y f(x) = x? en; (-2, 4), (-4, 16), (3, 9).
by f£i(x) = x* et (=l —1); (2; 8).

e Elx)y = x* en; (=ly 1)y {2 18)s

d) £f(x) = 1/x ; x # 0. en; (1, 1), (-2, -1/2).
) I{x) = 1/%° ; &+ 0. &0f (-3, 18, {3, I,
£) £(x) = 1/x¥* ; x # 0. en; (-2, -1/8).

g) f(x) =x+ 1/x ; x# 0. en; (1, 2).

h) £(x) = 4x - x* en; (-2, 0).

i) f(x) = x* - 2/x ; x # 0. en; (-4, 16.5).

J) £(x) = (40 - 2x) ( 30 - 2x) x; x > 0. en; (1, 1064).

k) £¢x) =x ; x 2 0. en; (1, 1y, (4, 2).
1y £6%) =% 3 2> 0. enp {1, 13, {8, 27,

m) £(x) =Yx ; x 2 0. en; (1, 1), (16, 2).
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RESUMEN.

En la presentacidén de este médulo haciamos ver que el pro-
pésito del mismo es ayudar a que podamos trazar la recta tangente
a una curva en un punto dado (para ello necesitamos conocer su
pendiente y por que punto pasa). Con el trabajo hasta aqui reali-
zado hemos alcanzado ese objetivo.

Un resumen de lo que hemos hecho es el siguiente:

1). Dada una curva cualquiera y = f(x) y un punto cualquiera de
la misma, de coordenadas (x,, f£(X%,)) que se considera fijo, tomamos
otro punto de la curva diferente del primero y cuyas coordenadas
representamos con (X, + h, (f(x, + h)) donde h # 0 (para que el
segundo punto sea diferente del primero).

2). Estos dos puntos que pertenecen a la curva, determinan una
recta secante a la misma, cuya pendiente se calcula:

m, = £(x, + h) - f(x,)
h

3). Cuando h es muy pequefia (cuando su valor es casi cero) la
recta secante esta muy cercana a la recta tangente a la curva en
el punto (%X,, £(X%,)) y por tanto la pendiente de la recta secante
es casi igual a la pendiente de la recta tangente.

4). De lo anterior se establecid que la pendiente de la recta
tangente a la curva y = £(x) en el punto (%x,, f(x ,)) es el valor
al que se aproxima la sucesién de pendientes de secantes a la
curva que pasan por el punto fijo cuando el valor de h se acerca
al cero. Ese valor se denomina valor limite y los matemdticos 1lo
escriben de la siguiente manera:
M, = lim m,
8-> 0,

Yy lo leen "la pendiente de la recta tangente a la curva es el
limite de la pendiente de la recta secante cuando "h" tiende a
cero"

y como m, = £(x, + h) - f(x,) finalmente
h

El valor de la pendiente de la recta tangente se escribe:

me, = lim f(x, + h) — £(x,) |
h

h = Dy

A esta expresién le llamaremos FORMULA GENERAL para la mg,
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PROBLEMA 15.

Utilizando la férmula general, obtén en cada caso, la férmula para
determinar la pendiente de cualquier recta tangente a las sigquien-—
tes curvas. Utiliza el paquete DERIVE para corroborar el resulta-
do.

a) f(x) = 3x + 5x%° £) f(x) = x* + 2x* - 1

by f(x) = x* + 2x + 3 g) £(x) = x ?* + 1/x

¢ fix) = 4x° h) £(x) = 3 Vx + 2

dy f£(x) = 2/(3x) i) £(x) = (2x* - 5x)/3

e) f(x) = -5%’ Y £68) = (LA {1/ )
COMENTARIO.

A los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores:

- 81 £(x) = %*, entonces m,, = 2%,
- 8i £(x) = 1/x, entonces m, = -1/%.%.

Los matemdticos le llaman a la fé6rmula de la pendiente de las
rectas tangentes a la curva (m.,, "LA DERIVADA DE LA FUNCION" y la
denotan como f’(x), es decir:

x*, entonces m,, = f£'(x) = 2x,,
1/x, entonces m, = £'(x) = -1/x°.

Ademas como X, es cualquier abscisa, es decir puede tomar cual-
quier valor permitido, los matemdticos la llaman "x".

PROBLEMA 16.
En los problemas anteriores (14 y 15) obtuviste una férmula para
calcular las pendientes de las rectas tangentes a las curvas:

f(x) = x? £r(x) = myg = 2x
f(x) = x° £'(x) = m, = 3%°
f(x) = x* £'(x) = m, = 4%x°

— Considerando los resultados anteriores ¢puedes predecir para las
siguientes funciones la férmula para las pendientes de las tan-
gentes?

fix)y = =x* £f'(x) = mg, = 2
f(x) = x7 £'(X) = mg = 2
f(x) = x° £'(x) = mg = ?
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¢Cudl serd la férmula para calcular la pendiente de las rectas
tangentes (LA DERIVADA) a la funcién f(x) = %", donde n es entero
positivo? ¢Si la funcién es de la forma f(x) = C'x*, donde n es
entero positivo y C es un nuimero real ? (REGLA 1).

PROBLEMA 17.
En los problemas anteriores encontraste que la férmula para calcu-
lar las pendientes de las rectas tangentes a las curvas:

f(x) = 1/x fr(x) = my, = -1/x%°
f(x) = 1/%x? £(x) = myg = -2/%°
E(x) = 1/%° £'(x) = my, = -3/x*

— Considerando los resultados anteriores gpuedes predecir para las
siguientes funciones la férmula para las pendientes de las tan-
gentes?

f(x) = 1/x* £'(x) = mg = 7
f(x) = 1/x° £/ (x) = my = ?
f(x) = 1/xV £7(xX) = myg = 7

¢Cual serd la foérmula para calcular la pendiente de las tangentes
(LA DERIVADA) a la funcién f(x) = 1/x", donde n es un entero posi-
tivo? ;Si la funcién es de la forma f(x) = C«(1/x%x"), donde n es un
entero positivo y C es un nimero real? (REGLA 2).

PROBLEMA 18.
En los problemas anteriores encontraste que las férmulas para
calcular las pendientes de las rectas tangentes a las curvas:

f(x) = x £'(x) = my, = 1/2 \x
f(x) =A\x £r(x) = myg = 1/3(Nx)?
f(x) =9\x (X)) = my = 1/4(Yx)3

— Considerando los resultados anteriores ;puedes predecir para las
siguientes funciones la férmula para las pendientes de las tan-
gentes?

fix)y = 1/9% £/(x) = m = ?
f(x) = 1/"™Mx By = My = ?
fix) = 1/ £/(x) = my = ?
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¢Cudl seréd la férmula para calcular las pendientes de las rectas
tangentes a la funcién (LA DERIVADA) f(x) ="Nx , donde n es un
nimero entero? :Si la funcién es de la forma £(x) = C ("x), donde
n es un entero positivo y C es un nGmero real? (REGLA 3).

PROBLEMA 19.

Utilizando las férmulas encontradas en los problemas 16, 17 y 18
encuentra la férmula para calcular la pendiente de cualquier recta
tangente a la funcién (LA DERIVADA). Verifica el resultado encon-
trado con el paquete DERIVE.

a) y = 4x3 b) y = 2/x c) v = 3 \x
dy g = -~ d) y = -1/(2%%) e) vy = —2("x)
£) vy = x*/3 g) ¥y = (3/4)%° £y v = *\x/3

PROBLEMA 20.
En los problemas anteriores encontraste que las férmulas para
calcular las pendientes de las rectas tangentes a las curvas:

a) f(x) = 3x + 5%° f'(x) = m, =3 + 10x
by £i{x) = % + 2%* - 1 £r(x) = mgy = 3x* + 4x
E) X)) =% + 2% + 3 f'(x) = mg, = 2x + 2
d) £(x) = x* + 1/x fr{x) = m, = 2x — /¥
e) f(x) = 3 \x + 2 fr(x) = my = 3/2 Ix

— Considerando los resultados anteriores ipuedes predecir para las
siguientes funciones la férmula para las pendientes de las tan-
gentes?

a) f(x) = 10x - 3x%x* + 5 f'(x)y = mg, = ?
b) £(x) = (-1/2)x* + 14x* - 1; £'(X) = m = ?
c) f(x) = x® - 2\x + 3/x Er(x) = mg = ?
d) £(x) = ~-10x* + 1)=%* £r(x) = my, = z

¢Cual serd la formula para determinar las pendientes de las tan-
gentes a la gréafica de la funcién £(x) = u(x) + v(x), donde u(x) y
v(x) son funciones? (REGLA 4).

REGLA 5. Si f(x) = u(x)-v(x) donde u(x) y v(x) son funciones en-
tonces £/(X)=m 5 = W(X)V'(X) + V(X) U (X) = U(X) My + V(X) m,
donde m,, Yy m ., son las férmulas para determinar las pendientes de
las rectas tangentes a las curvas u(x) y v(x).
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PROBLEMA 21.

Utilizando las férmulas de los problemas anteriores, obtén en cada
caso, la férmula para calcular las pendientes de las tangentes a
la siguientes curvas. Puedes utilizar el paquete DERIVE para veri-
ficar los resultados.

a) £(x) =5x° + 3x + 6 b) f(x) = x + \x

c) f(x) = 4x® + 3x® - 2x d) £(x) = 3/(2X) -"\x

e) £(x) = 7x° -5%* + 3 £) £(x) = x* + 2/(5%°) - 1/x
g) f(x) =x + 1/x h) £(x) = (4x + x\Nx )/3

i) £(x) = 5% - 4/% J) £(x) = (4 + 3x - x*)/(3x)

PROBLEMA 22.
Trazarle en cada caso, la tangente a la curva en el punto donde se
indica:

a) f(x) = x* - 2x -1 en X==-2 yen x = 3/2
b) f£(x) = x* + 10x* + 29x + 20 en X=-1 yen x =3
c) f(x) = 3x* - 1/x en X =1

d) £(x) = (42 - 2x)(20 - 2x)x en x = 5

e) £(x) = x + 4x%(10000/x?) en X = 20.

f) f(x) =5 - \x en x=-1 yen x =1
g) £(x) = (3x* + 6x -15)/5% en x =0 yen x =5
h) £(x) = (4x> + x \x )/5% en xXx=0 yen x = 10

PROBLEMA 23.
Determina el punto o los puntos donde las curvas dadas tienen las
pendientes indicadas:

a) f(x) = x* - 2x -1 m=-4, m=0, m=25
b) f(x) = x* + 10x* + 29% + 20 m=-7, m=0, m= 11
€) £(x) = (42 - 2x)(20 - 2x)x m =0

d) f(x) = x + 4x(10000/x?) m=20, m= 20

e) £(x) =5 — \x m=20,m= 1/2

) f(x) =% -2x + 1 m= -5/4

g) £{x) = m =0
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MODULO ITII.
RESOLVIENDO PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MIN IMOS.
PRESENTACION.

Como se mencions en el médulo I, el Propésito fundamental de
€ste curso es que aprendas a resolver problemas elementales de
optimizacién, ast como asimilar el método de resolucién de 1los
mismos. Para lograr esge objetivo tuviste un primer contacto con los

efectiva para 1la resolucién de problemas de optimizacién, debido
entre otras cosas a] trabajo aritmético Y geométrico tan laborioso
que se requeria en ese Momento para "aproximarse" a4 la solucién.

resolucién de los problemas de maximos Y minimos, esa herramienta
la obtuvimos del estudio del "cé&lculo diferencial", donde a través
de "manipular" a ]a recta Sécante, se resolvig el problema de
trazarle la recta tangente a una curva en un punto dado.

* Que resuelvas los pProblemas que se plantearon en el
Primer médulo.

* Se enlistan problemas de optimizacién para motivar el
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Problema 1. El gallinero.

Dofia Josefa, habitante de Ures, ha criado gallinas sin
necesidad de tenerlas cautivas, esto le est& ocasionando una serie
de problemas por lo que decide construir un gallinero en la parte
posterior de su casa, sus ahorros sélo le alcanzan para comprar 50
metros lineales de tela para cercarlo. Si el terrenoc donde desea
construir el gallinero es de 20 metros por 40 metros cQué
dimensiones deber&d de tener un gallinero de forma rectangular para
que este abarque la mayor &area posible, y asi encerrar la mayor
cantidad de gallinas?

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Haz un dibujo donde representes el gallinero, con la informacién
que se te proporciona en el problema.
2. Escribe lo que se te pide encontrar en este problema.

3. Anota la férmula para calcular el Area del gallinero.

4. Como puedes apreciar, la férmula anterior expresa el &area del
gallinero en términos de 1la base Yy la altura. Ahora expresa la
relacién para calcular el area del gallinero solo en términos de la
base.

A ESTA FUNCION LOS MATEMATICOS
1LAMA "MODELO MATEMATICO DEL
PROBLEMA" .

5. ¢Cuales son los valores que en este problema puede tomar la base
del gallinero?
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6. Para la resolucién gréfica del problema, utiliza la opcién 3 del
menu principal, copia un bosquejo de 1la grafica, localiza el punto
que representa la solucidén del problema y tr&zale una recta
tangente a la curva en ese punto,

7. Encuentra la férmula para calcular las pendientes de las rectas
tangentes a la grafica de la funcién.

8. :Qué punto de 1la grafica representa la solucién del problema?

¢Cudl es el valor de 1la pendiente de la recta tangente en ese
punto?
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9. Utilizando la férmula obtenida en la actividad 7, sustituye la
condicién geométrica que cumple la recta tangente de la actividad
8, encuentra el punto de la gréifica que representa la solucidén de
este problema.

10. Escribe la solucién del problema:

Problema 2. El corral.

Lépez y Pérez poseen lotes vecinos de 25 metros por 50
metros(ver figura), Lopez ha construido una barda alrededor de su
terreno. Pérez quiere construir un corral rectangular para encerrar
Su perro, de &rea tan grande como sea posible, para esto dispone de
38 metros lineales de material para cercar. Por supuesto Pérez
buede utilizar una pared de las que ya tiene bardeada el sefior
Lopez.

figura.
LOTE DEL SR. LOPEZ
BARDEADO
25 MTS. corral|{h LOTE DEL
SR. PEREZ.
b
50 MTS. 50 MTS.

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Escribe lo que se te pide encontrar en este problena.

2. Expresa la férmula para el &rea del corral como una funcién de
su base.

"ESTA ES LA FUNCION QUE MODELA
EL PROBLEMA"

3. Determina los valores que puede tomar la base del corral.
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4. Para la resolucién gréfica del problema, utiliza la computadora
con el paquete "calculus" en la opcién 3 del ment principal, copia
un bosquejo de la grdfica, localiza el punto gue representa la
solucidén del problema y trézale una recta tangente a la curva en
ese punto.

5. Encuentra la férmula para calcular las pendientes de las rectas
tangentes a la grdfica de la funcién.

6. ¢Qué punto de la gréfica representa la solucidén del problema?
iCuédl es el valor de la pendiente de la recta tangente en ese
punto?

7. Utilizando la férmula obtenida en la actividad 5, sustituye la
condicién geométrica que cumple la recta tangente en la actividad
6 y encuentra el punto de la grafica que representa la solucidén de
este problema.

8. Escribe la solucién del problenma:

Problema 3. La llantera.

En un lote baldio de 50 metros por 100 metros, una compafifa
llantera requiere bardear un terreno rectangular de 600 metros
cuadrados de superficie, dejando sin bardear el lado que da al
norte porque seré& utilizado como entrada al negocio, :;Qué dimen-—
siones deberd de tener el terreno para que la suma de la longitud
bardeada sea la minima?

ACTIVIDADES A REALIZAR.
1. Haz un croquis donde representes la informacién que se te
proporciona en este problema.
2. Escribe lo que se te pide encontrar.

3. Encuentra la funcién que modela el problema.

4. Encuentra los valores gue puede tomar variable con la expresaste
la funcién de este problema.

5. Utiliza la computadora para encontrar la solucidén del problema.
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6. Utilizando la férmula de las pendientes de las rectas tangentes
a la grifica de 1la funcién, encuentra el punto de la curva gue
Tepresenta la solucién del problema.

7. Escribe la solucién del problema.

Problema 4. La caja.

Un empresario desea hacer cajas sin tapa para envasar su
Producto, para esto hara uso de piezas rectangulares de cartén de
50 centimetros por 30 centimetros, cortando Cuadrados iguales en
las cuatro esquinas, y doblando como lo ilustra el profesor en 1la
construccién del modelo. Encuentra 1la longitud del lado de1
cuadrado que serd cortado en cada esquina si se quiere obtener una
caja que encierre el Mayor volumen posible,

Nota! Se te sugiere queé construyas un modelo fisico del problema
siguiendo 1las indicaciones dej profesor, vy anotes en &l, 1a
informacién dque se te proporciona en el enunciado.

ACTIVIDADES A REALIZAR.
1. 8i wuxw representa 1la longitud del 1lado del cuadrado gue se

cortaré en las cuatro eésquinas. Escribe 1a funcién que modela el
problema.

2. Encuentra los valores que puede tomar la variable "x".
3. Resuelve el broblema graficamente utilizando 1a computadora.
4. Resuelve el problema utilizando el método algebraico,

5. Escribe la solucién del problenma.

ACTIVIDAD IMPORTANTE. Discute en tu equipo el proceso
que se siguié para resolver los problemas anteriores
con la finalidad de que puedan observar e] plan o
estrategia de solucién Para estos problemas. Una vez
hecho esto, escribe en tuy Cuaderno, los pasos que
pudiste apreciar en esta discusién.

Con los resultados de 1la discusioén anterior trata de
abordar los siguientes problemas.
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COMENTARIO. Se te sugiere que elabores un modelo fisico del
problema y anotes en el, la informacién que se te proporciona en
aquellos problemas donde sea posible.

Problema 5. La caja para empacar harina.

Se pretende empacar harina en cajas con tapadera, contando
para su manufactura con la&minas de cartén rectangulares de 40 cm.
de largo por 24 cm. de ancho, cortando cuadrados iguales y doblando
como se muestra en la figura.

24 cm. h

| 20cm. | 20cm. | |
-

a) ;Cué&nto mide el lado de los cuadrados que se cortan que hacen
gue el volumen de la caja sea el maximo?

b) ¢Cudles son las dimensiones de la caja de mayor volumen?

c) ¢Cuédl es el volumen de dicha caja?

Problema 6. La barra de margarina.

Un tamafio de la margarina primavera se vende en barras que
tienen forma de un prisma de base cuadrada, el volumen de las
barritas es de 108 centimetros cibicos. Determinar las dimensiones
de la barra gue minimizan la cantidad de envoltura.

Problema 7. La lata para envasar chocolate.

La compafiia nestlé usa latas de hojalata de forma cilindrica
para envasar chocolate en polvo marca "Quik" en su presentacidn de
400 gr. Hallar las dimensiones mas econdémicas (es decir, &rea
minima de hojalata empleada en cada bote), sabiendo gque el wolumen
de cada bote es de 909.2 centimetros cubicos.
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Problema 8. La ventana.

Un arquitecto desea disefiar cierto tipo de ventana de tal
manera que la parte inferior sea rectangular y la superior sea un
tridngulo equilédtero como se ilustra en la figura. Si cada ventana
tiene una Area de 3 metros cuadrados ;Cudles son las dimensiones de
la ventana para que su perimetro sea el menor posible?

/

=

] h |

Problema 9. La alberca.

Una persona tiene un patio rectangular en su casa que mide 20
metros por 30 metros, y desea construir una alberca con fondo
rectangular cuya é&rea sea de 40 metros cuadrados. Determina las
dimensiones del fondo para que la cantidad de material que se usara
en las paredes sea el minimo.

Problema 10. La lata para envasar aceite.

Una compafiia fabricante de aceites desea construir latas
cilindricas de un litro de capacidad para envasar el producto.
Encuentra las dimensiones que debe tener la lata que requiera la
minima cantidad de material en su construccién.

Problema 11. El1 cartel.

Un impresor recibe un pedido para producir un cartel
rectangular que contiene 25 pulgadas cuadradas de impresién
rodeadas por margenes de 2 pulgadas a cada lado y 4 pulgadas en la
parte superior e inferior. :cudles son las dimensiones del papel
mas pequefio que puede usarse para hacer el cartel?

Problema 12. Los postes.

Dos postes de longitudes de 15 y 10 metros respectivamente se
colocan verticalmente sobre el piso con sus bases separadas una
distancia de 20 metros. Calcula la longitud minima de un cable gue
vaya desde la punta de uno de los postes hasta el suelo y luego
vuelva subir hasta la punta del otro poste.
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Problema 13. El tri&ngulo recténgulo.

Si a y b son los catetos de un tridngulo rectangulo de
hipotenusa 100 , encuentra el tri&ngulo que posea el valor mayor de
2a + b,

Problema 14. E1 nadador.

Un nadador estd situado en un punto A de un lado de un rio
recto de 200 metros de ancho y qulere desplazarse a un punto B
situado al otro lado del rio 700 metros aguas abajo. Si nada del
punto A a un punto P al otro lado del ric a razdén de 30 metros por
minuto y camina del punto P al B a razdén 80 metros por minuto.
Encuentra la ruta que el nadador debe de cubrir para llegar de A a
B en el menor tiempo posible.

Problema 15. La escalera.

Una cerca tiene 8 pies de altura con respecto al piso y corre
paralela a un edificio. La cerca se encuentra a un pie del
edificio. Encuentra la longitud de la escalera mas corta que pueda
colocarse en el suelo y recargarse en el edificio por encima de la
cerca.

Problema 16. El canalén.

Supéngase que le ha sido asignado el trabajo de construilr un
canalén para transportar agua de lluvia de una hoja de metal de 15
centimetros de ancho. A un tercio del ancho de la hoja se dobla
esta hacia arriba un &ngulo C, tal y como se muestra en la figura,
para formar los lados del canaldn. ¢Qué tan grande debe hacerse el
dngulo C para maximizar el &rea de la seccidén transversal del
canalén y por lo tanto su capacidad de acarreo?

l 15 cm. |

Problema 17. E1l bloque.

Un hombre esté jalando un blogue de 50 kg. con velocidad
constante, por medio de una cuerda sobre un piso horizontal, si el
coeficiente de friccidén es de 0.6 ;Cu&l es el a&ngulo con el qgue el
hombre debe tirar la cuerda para hacer el minimo esfuerzo para
jalar el bloque?
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Problema 18. EL cartel.

Sobre una torre se levanta un cartel. El cartel tiene 10
metros de alto y su orilla inferior esta a 91.5 metros sobre el
nivel de la calle. Un hombre cuyos o0jos se encuentran a 1.5 metros
sobre el nivel de la calle alza la vista para leer el cartel cQué
tan lejos se debe colocar de la base de la torre si se guiere ver
el cartel lo mas claramente posible, es decir, a qué distancia se
hace méximo el &ngulo formado por los ojos del hombre y las orillas
inferior y superior del cartel? Sugerencia: Maximizar la tangente
del é&ngulo.

PROBLEMAS DE REPASO
Problema 19. E1 lanchero.

Un hombre estd en un bote en el punto P a un kilémetro del
punto A que esté en la playa (ver figura). Desea ir al punto B que
esta a un kildmetro de A perpendicularmente a PA. Si puede remar
a 3 km/hr. y caminar a 5 km/hr. Determina hacia que punto C entre

A y B, debe remar para llegar a B en el menor tiempo posible.

B A

P
Problema 20. La ventana.

Una ventana tiene forma de un recténgulo coronado con un
semicirculo. Encuentra las dimensiones de la ventana gue deja pasar
mas luz, si su perimetro mide 5 metros.

Problema 21. El1 libro.

Las paginas de un libro deben tener cada una 600 centimetros
cuadrados de &drea con mérgenes de 2 centimetros a los lados v 3
centimetros arriba y abajo. Encuentra las dimensiones de la pégina
que permitan la mayor &rea impresa posible.

Problema 22. El canalén (29 problema).

Una pieza larga rectangular de l&mina de 50 centimetros de
ancho va a convertirse en un canal para agua doblando hacia arriba
dos de sus lados hasta formar &ngulos de 1209 con la base. ¢Cudl
debe ser la dimensién de las partes dobladas para que el canal
tenga capacidad méxima?
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Problema 23. La viga.

Encuentra las dimensiones de la viga rectangular de mayor
seccidn transversal, gque puede cortarse de un tronco cilindrico de

80 centimetros de radio.

Problema 24. El paquete de correo.

Un pagquete puede enviarse por correo si la suma de su altura
y el perimetro de su base es menor que dos metros y medio.
Encuentra las dimensiones de la caja de volumen médximo gue puede
enviarse por correo si la base del paquete es cuadrada.

Problema 25. El tridngulo isdsceles.

Si el &ngulo opuesto a la base de un triédngulo lsésceles se
incrementa a razén de 2 rad./min. y si los lados adyacentes del
tridngulo conservan su longitud de 10 centimetros ¢Qué tanto estaré
creciendo la base del tri&ngulo en el instante que el &ngulo
mencionado se convierte en &ngulo recto?
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MODULO IV.
MAS PROBLEMAS DE MAXTMOS Y MINIMOS.
PRESENTACION.

Hasta este momento del curso has resuelto cierto tipo de
problemas de optimizacién utilizando la herramienta que se presenté
en el médulo II. En este médulo te dards cuenta gue existen mas
problemas de méaximos y minimos que no podrias resolver por las
limitaciones de la herramienta que posees.

El propdésito de este material es de analizar algunos de esos
problemas para buscar la herramienta necesaria para su solucidn,
finalmente se te proporcionaran una seria de reglas (las mas
conocidas) para derivar funciones que seguramente apareceran al
momento de que pretendas resolver problemas en el nivel superior.

Problema 1. Los postes.
Dos postes de longitudes de 15 y 10 metros respectivamente se
colocan verticalmente sobre el piso con sus bases separadas una
distancia de 20 metros. Calcula la longitud minima de un cable que

vaya desde la punta de uno de los postes hasta el suelo y luego
vuelva subir hasta la punta del otro poste.

ACTIVIDADES A REALIZAR.
1. Haz un dibujo donde representes la informacidén que se te
proporciona en el problema.
2. Escribe lo gue se te pide encontrar en este problema.

3. Anota la férmula para calcular la longitud del cable.

4. Ahora expresa la relacién anterior en funcién de una variable.

A ESTA FUNCION LOS MATEMATICOS
LLAMA “MODELO MATEMATICO DEL
PROBLEMA" .

5. ¢Cudles son los valores que en este problema puede tomar la
variable independiente?
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METODO GRAFICO.

Utiliza la computadora con el paquete de tu preferencia

(calcula, calculus, g.c. gréficos, etc). para encontrar la solucién
gréfica del problema.

METODO "ALGEBRAICO".

6. Encuentra la férmula para calcular las pendientes de las rectas
tangentes a la gréfica de la funcién.

REGLA. Si f(x) = Wg(x) ; donde f£(x) y g(x) son funciones, entonces;
meg = £7(x) = g'(x)/2 Vg(x)

- Ahora, resuelve la actividad anterior.

7. Utilizando la férmula de las tangentes (la derivada) encuentra
el punto de la grédfica que representa la solucién del problema.

8. La solucién del problema es:

1:31

) s 10 § - —wes Ui planu Cartesliano, en ella
localiza el punto dque representa la solucién del problema v escribe

Sus coordenadas. Con la informacién obtenida grafi i
. e
la solucién del problema. e SR eaa

METODO "ALGEBRAICO".

7. Encuentra la férmula para calcular las

T pendientes de las rec
tangentes a la grafica de 1la funcién. e



Problema 2. El1 canaldn.

Supéngase gque le ha sido asignado el trabajo de construir un
canalén para transportar agua de lluvia de una hoja de metal de 15
centimetros de ancho. A un tercio del ancho de la hoja se dobla
esta hacia arriba un &ngulo B, tal y como se muestra en la figurs,
para formar los lados del canaldn. (Qué tan grande debe hacerse el
dngulo B para maximizar el &rea de la seccidén transversal del
canalén y por lo tanto su capacidad de acarreo?

| 15 cm. ! Pigq

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Escribe lo que se te pide encontrar en este problema.

2. Anota la férmula para calcular el &rea de la seccidn transversal
del canalodn.

3. Ahora expresa la relacién anterior en términos de "x".

*“MODELO DEL PROBLEMA"

5. ¢Cudles son los valores que en este problema puede tomar la
variable independiente?

METODO GRAFICO.
6. Elabora una gréfica del problema en el plano cartesiano, en ella
localiza el punto que representa la solucién del problema y escribe
sus coordenadas. Con la informacién obtenida de la grédfica escribe
la solucidén del problema.

METODO "ALGEBRAICO".

7. Encuentra la férmula para calcular las pendientes de las rectas
tangentes a la gréafica de la funcién.
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REGLA. 81 f£(x) = sen x , entonces my = f£'(x) cos X

REGLA. Si f(x)

il
Il

cos x , entonces m £fr(x)

—Ben X

—Ahora resuelve la actividad anterior.

7. Utilizando la férmula de las tangentes (la derivada) encuentra
el punto de la gréfica que representa la solucién del problema.

8. La solucién del problema es:

las reglas que hasta el momento has utilizado son:

Regla 1. 8i f(xX) =C'x* ; C e Ryn e€ N ; entonces;
my = £'(x) = C-n x**
Regla 2. 8i f(x) = C(1/x* ); CeRyn eN ; entonces;

m, = £'(x) = C(-n/x")

133



Regla 3. Si f(x) =C™x ; Ce Ryn € N ; entonces;

my = £7(x) = C({1/n "Nx*7")

Regla 4 (Suma de funciones). Si f(x) = u(x) + v(xX) + w(x) +
entonces; M, = £/(xX) = W/ (xX) + v{X) + W (x) +

Regla 5. Si f(x) = C ; C € R ; entonces;

mg, = £'(x) =0

Regla 6 (Producto de dos funciones). Si f(xX) = u(xX)*v(x) ;
entonces; WM, = £9{x) = ux) v (x] + v{x)-a’{x)

Regla 7. Si f£(x) = Vg(x) ; donde f(x) y g(x) son funciones,

entonces; m, = £'(x) = g’ (x)/2 Vg(x)
Regla 8. Si f(x) = sen x , entonces m, = £'(X) = cos X
Regla 9. Si f(x) = cos X , entonces m, = £’(X) = —-sen x

Las reglas adicionales son:
Regla 10 (Cociente de dos funciones). Si f£(x) = g(x)/h(x),

entonces; m,, = £/(x) = [h(x)-g’(x) - g(x)-h'(x)] /l h(x)l?

Il

Regla 11. Si £(x) tan x , entonces m, = £'(x) = sec® x

Regla 12. Si f(x) ~EEE? 3

Il
1

‘ctg x , entonces m, = £’(x)

Regla 13, Si f(x) sec x , entonces mg, = £'(x) sec x+tan x

Regla 14. Si £(x) csc X , entonces m,, = £'(x) =~g8c %oty X
Regla 15. 8i f(X) = Ln x , entonces; m, = £'(x) = 1/x

Regla 16. Si f(x)

e* , entonces; m ., = £'(x) = e*

Problema 3. Utilizando las reglas anteriores encuentra la férmula
para determinar las pendientes de las rectas tangentes (la
derivada) de las siguientes funciones:

a) £(x) =\ (3x® + 5x - 1)° by f(x) =V (4 x + 6)/(x> + 3x + 4)
c) S(t) =V 100t? + 16 d) f(x) =V 25 - %2
e) f(x) =\ x® +x*+x+ 1 £) f(x) =\ x(x* - 8x + 9)
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"h" tiende a cero) para las siguientes funciones, se sugiere que
grafiques la funcién, selecciones un punto fijo cualquiera Yy traces
las secantes necesarias para obtener la recta tangente,.

a) f(x) = sen x
b) f(x) = cos x
c) £f(x) = tan x



g) S¢t) =\ 10t® + 16t% - 10 h) £(x) =YV (25 - x* )(¥* + 2x)
i)y £(x) = (3%* + 5x - 1)/(x* + 3x + 4)

J) S(t) = (100t® + 16t)/ (10t® + 16t% — 10)

k) f(x) = (x- \x )/ x*

1) f(x) = (=2%7 + 4x®* + 10x - 1)/ ¥

m) f(x) = (x* - 8x + 9) / (4 x + 6)

n) f(x) = (25 — x* )(x* + 2x) / (-8%® + 7x* + 10x - 1)

fiy Verifica que si f(x) = [ g(x)l? , entonces;

m, = £'(x) = 2g(x)-g’'(x)

I

o) Encuentra la regla para derivar f(x) u(x) v(x) w(x)

1l

p) Encuentra la regla para derivar f(x) Ng(x)

Problema 4. Encuentra la férmula general {(m, = lim m, ; cuando la
"h* tiende a cero) para las siguientes funciones, se sugiere que
grafiques la funcién, selecciones un punto fijo cualquiera y traces
las secantes necesarias para obtener la recta tangente,

a) £(x) = sen x
b) £(x) = cos x
c) f(x) = tan x

Problema 5. Utilizando 1las reglas de derivacién anteriores
encuentra la férmula para determinar la pendiente de cualquier
tangente (la derivada) de las siguientes funciones:

a) f(x) = 2 sen xX-+cos X by f(x) = cosx
c) £(x) = 2 sen? x d) £(x) = cos 2x
e) S(t) =sen t +V 16 - cos? t
£y £(x) = x/tan x g) f(x) = sec x-tan x
hy £{x) = (x + ¢ctg %)® i) £(x) = x(tan X - cot x)
j) h(t) = 6 - 3 sen t
cos t sen t
k)Y v(t) = cos t +

\ 16 — cos® t
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1) h(t) = (10 N cos* t )/(1 + t)

m) Utilizando la regla 8 y 9 comprueba que:

I

fr(x) = —-csc?® x

Il

m: 1) 81 E(x) cot x , entonces; m,

sec? x

m.2y 8i £ tan x , entonces; m,, = £’(x)

Problema 6. Encuentra la férmula general para las pendientes de las
tangentes (m,, = lim m, ; cuando la "h" tiende a cero) de las
siguientes funciones, se sugiere gque grafiques la funcién,
selecciones un punto fijo cualquiera y traces las secantes
necesarias para obtener la recta tangente.

a) £(x) In x

b) £(x)

ex

Problema 7. Utilizando las reglas anteriores encuentra la derivada
de las siguientes funciones:

a) f(x) = 41lnx b)) £f(x) = -2e* c) £(x) = (") (1lnx)
d) f(x) = 121lnx + 5cosx - 3e* e) f(x) = Vlnx + e&*

E) E{x) = & £lox)® g) £(x) = lnx/e*

h) f(x) = sen®x + 3secx + 6e~ iy £(x) =\ (e*)(lnx)
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CAPITULO VI

NOTAS PARA EL CURSO TRADICIONAL.

Las notas de apoyo para este curso fueron elaboradas
considerando las ideas expuestas en los librcs "leccicnes de
calculo 1" de Cruse/Lehman y el "Calculus" de Morris Kline. El
orden de los contenidos se apega al establecido en el programa de
estudios para el curso de célculo diferencial del nivel medio

superior, su contenido se resume brevemente a continuacién:

En el tema I, funciones; se aborda el estudio de las
funciones, a partir de problemas fisicos y geométricos se trata de
estudiar el concepto de funcién, asi como su representacién

grdfica, el dominio y el rango de una funcién.

El tema II, Limites y Derivadas; a partir de tres problemas de
méximos y minimos se pretende propiciar el estudio de un método
para trazar rectas tangentes a una curva, considerando en este
método la presentacidén del concepto de la derivada, las primeras
reglas para derivar, asi comec la idea de limite y la resolucidn de

limites.

El tema III, Aplicaciones (Parte I); Se utiliza la herramienta
matemdtica discutida en los temas antericres para resolver

problemas de maximos y minimos.

El tema IV, Aplicaciones (Parte II); Se Aborda el estudio de
mas problemas de méximos y minimos para propiciar el estudio de
nuevas reglas para derivar como son; la regla de la cadena, reglas

para derivar funciones trigonométricas, etc.
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I. FUNCIONES.
INTRODUCCION.

Iniciaremos el curso de célculo diferencial con el estudio de
las funciones, este se llevard a cabo con la presentacién de una
serie de problemas geométricos y fisicos con el propésito de
presentar en algunos casos la idea y en otros el concepto de lo que
es una funcidén, qué es el dominio y el rango de una funcién, coémo
se elabora la gréfica de una funcién.

Problema 1. La férmula A = 17, se utiliza para calcular el &rea de
un cuadrado, donde "A" representa el &rea del cuadrado y "1" la
medida de su lado. Con esta relacién calcularemos el &rea de
"algunos" cuadrados y pasaremos la informacién a la siguiente
tabla:

1 ’ 1 l 1.5 ’ 2 ’ 4 9 ‘ 20 l 100

A

L } 2,25 4 ’ 16 ‘ 81 ‘ 400 ‘ 10000

Pregunta. En este problema ¢Pueden colocarse en la tabla
valores negativos de 1? ;Por qué?

En la férmula anterior, al momento de calcular el &rea del
cuadrado puede observarse como depende el valor de la variable A
del valor de la variable 1.

Esta dependencia en muchas ocasiones se comprende mejor
representando la relacién por medio de una grafica, cuando la
relacidén a graficar es entre dos variables se puede utilizar el
plano cartesiano para ello.

Para la relacién anterior representemos en el eje "X" los
valores de "1" y en el eje "Y" los valores de A.

Para que se vea mas claro la forma de la gréfica calculemos
mas valores y representémoslos en el plano (ver figura a).

1 } 0.5 l 1,25 ’ 2.25 ‘ 2.5 t 3.5 ’

I
A f 0:...25 ,1.5625 5.0625| 6.25 112.25 1

En la gréafica "para cada valor que toma la variable 1,
iCuantos valores de A le corresponden?®.

138



47 °
gT ®
2T [ ]
11 -®
®
i L L 1
T T 1 I
1 2 3 4 1
figura a.

Preoblema 2. Un cuerpo se mueve en linea recta con una velocidad de
80 Km/hr. iniciande el movimiento desde el punto A y moviéndose
hacia la derecha (ver figura).

=0
0 Km. 100 Km. 200 Km. 300 Km. 400 Em.

[ I I I I

A

Representamos con la letra "d" la posicién del cuerpo después
de transcurrido un tiempo "t" expresado en horas.

En la siguiente tabla se muestran "algunas" posiciones para
algunos tiempos.

‘ 1 ‘ 1.5 ‘ 2 ’ 3 [ £ ‘ 5} ‘

t
d i 80 r 120 ‘ 160 ' 240 ‘ 320 ' 400 ‘

Prequnta. En este problema ;Se puede obtener una posicién del
cuerpo cuando los valores de £t < 0 ?

Para calcular "d" es evidente que se multiplicé 80 por"t", es
decir, la férmula para calcular la posicién del cuerpo dado el
tiempo en horas es d = 80 t, como en el ejemplo anterior,
nuevamente se vuelve a manifestar una dependencia entre "d" y "t*",
especificamente cuando se calculé "d", el valor de esta dependia
del valor gue tomaba "t".

Si en el eje "X" representamos el tiempo en horas y en el eje
"Y" la posicién "d", la gréfica de la relacién d = 80 t; es la que
se muestra a continuacién:
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Observa la grédfica y responde, para cada valor que toma la
variable t, ¢(Cuéntas posiciones tiene el cuerpo?

Problema 3. Cuando un cuerpo cae libremente sobre la superficie de
la tierra, la posicidén (d) en metros de este, a partir del punto de
caida esta dada por d = 4.905 t?, donde el tiempo "t" estd dado en
segundos.

La discusién de este problema, se hard de manera similar a la
presentada en los problemas 1 y 2.

Primeramente, vamos a calcular algunas posiciones del cuerpo

para ciertos tiempos, y ©para ordenar los resultados, los
colocaremos en la siguiente tabla:

Jo L e [0 |es |

d ‘ 4.905 ‘ 19.62 44,145 l 207+236 l 490.5

Nuevamente se puede apreciar, observando los cédlculos, que el
poder calcular el valor de "d" depende del valor que le asignemos
a lltli.

En este problema :;Se podrén asignar valores negativos a la
variable t?

Si representamos en el eje "X" al tiempo y en el eje "Y" a la
posicién del cuerpo, una grédfica de la relacidén del problema seria
como la que se muestra a continuacidn:




En este problema para cada valor de *"t" ;Cu&ntas posiciones
tiene el cuerpo?

Es comin que una funcidén se exprese por medio de una
férmula que explicita cémo calcular los valores de la
variable dependiente a partir de los valores de la
variable independiente.

LA GRAFICA DE UNA FUNCION.

Como ya se vio en los ejemplos iniciales una funcién puede ser
representada con una grédfica en el plano cartesiano. Es importante
gue entiendas que no todas las grédficas representadas en el plano
cartesiano son gréficas de una funcién.

Ejemplos de grédficas de una funcién son las mostradas en los
ejemplos 1,2 vy 3, y cualquier gradfica que tenga ese comportamiento.

A continuacién se presenta el ejemplo de una gréfica que no es
la gréfica de una funciédn.

De la Geometria Analitica sabemos gque la grafica de la
expresién X? + Y° = 16 en el plano cartesiano, nos representa una
circunferencia con centro en el origen y radio 4. (ver figura a).
Obsérvese que en la grafica a cada valor de"X", le corresponden dos
valores de "Y", Es decir el valor de "Y" no depende en forma tnica
en el sentido visto en los ejemplos anteriores.
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figura a.
PROBLEMAS PROPUESTOS I.

1. La férmula para calcular el volumen de un cubo es V = a®, donde
a es el lado o arista del cubo. Calcula el volumen para 10 cubos
con aristas distintas:

a) La relacién V = a® ;Es una funcién? ;Por qué?

b) Sefiala en la relacién la variable dependiente y la variable
independiente.

c) Construye una grédfica de la relacién en el plano cartesiano.

2. Un cuerpo se mueve en linea recta, a la derecha del punto A
partiendo del reposo, con una aceleracién uniforme de 4 m/s?. La
posicién (d) del cuerpo para un tiempo (t) esta dada por la
relacién d = 2-t?, donde el tiempo esta dado en segundos. A
continuacién llena la siguiente tabla:

a) La relacién d = 2-t? :Es una funcién? ¢Por qué?

b) Sefiala en la relacidén cudl es la variable dependiente y cué&l la
variable independiente.

c) Dibuja una gréfica en el plano cartesianoc de la relacién.

3. De una larga pieza de hoja de lamina de 25 centimetros de ancho
se va hacer un canalén para lluvia doblando hacia arriba sus
orillas para formar sus lados (ver fugura). Expresa el &rea de la
seccién transversal del canalén para lluvia como una funcién de su
altura. Ademéds sefiala en la funcién cudl es la variable dependiente
Yy cudal es la variable independiente.
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seccién
__________________________ transversal
25cm i

h

4. E1 area de un parque municipal de forma rectangular serd de 1000
metros cuadrados. Expresa el perimetro del parque como una funcidn
de su base. Seflala ademds en la funcién encontrada cudl es la
variable dependiente y cudl la variable independiente.

5. Un campesino desea sembrar un terreno rectangular con
hortalizas, para que no se las coma los animales lo cercaré& con 20
metros lineales de malla.

Expresa el &rea del terreno sembrado como una funcién de la base y
en la funcién encontrada indica cudl es la variable independiente
y cué&l la variable dependiente.

6. Expresa el perimetro de un tridngulo equildtero de lado "1" ¥y
altura "h" como una funcién de su altura. En la funcidén encontrada
indica cudl es la variable dependiente y cudl la variable
independiente.

7. Grafica las siguientes relaciones, identifica cuales son
gréficas de una funcién y cuales no.

1) X-Y = 0 2) Y = 2x+1 3) Y = -X+4 4) Y = 5X+2
5y ¥ = ¥ 6) Y = -X* 7) ¥ = X? 8) Y = 3X*-6
gy ¥ = X 10) X*+Y? = -25 11) X2+Y? = 49 12) 4X%+9Y¥® = 36
131 ¥ = 8 14) Y = -2%° 15) Y = —X*+4 16) Y = -2X°+2
17y XY = 1 18) ¥ = 1/%? 19) Y = X + 1/X 20) ¥ = #\x

21) ¥ = +\x-5 22) ¥

2-NX-3 23) Y = 1/(X-2) 24) Y = 1/(X-4)

8. En las siguientes relaciones seflala cual es la variable
dependiente y cual la variable independiente.

1) A = r? 2) v=2a? 3) P = 100T 4y xy =1

5) wv? = 8 6) p* = ¢’ 7) t/s = 100 8) P = 41
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DOMINIO Y RECORRIDO DE UNA FUNCION.

Cuando se tiene una funcidén al conjunto de todos los valores
que puede tomar la variable independiente se le conoce como DOMINIO
y al conjunto de los valores gque puede tomar la variable
dependiente se le conoce como RECORRIDO o IMAGEN. (Obtener el
DOMINIO y LA IMAGEN de las funciones de los ejemplos 1,2 y 3
presentados al inicio del tema).

NOTACION DE UNA FUNCION.

Cuando los matemdticos quieren destacar una relacidén que es
funcidn, utilizan una simbolizacién muy particular, por ejemplo, la
relacién que se menciondé en el ejemplo 1, A = 1% donde "A es una
funcién de 1", esto lo escriben de la siguiente manera:

A(l) = 12 o B{ly = I?

En el ejemplo 2. d = 80 t, se observé que "d es una funcidn de
t", en notacidén funcional esto quedaria escrito:

d(t) = 80 t o F(t) = 80 t.

Es importante entender gque lo anterior es una manera de
escribir que una cantidad es funcién de otra y en este curso solo
significard eso, es decir la manera anterior de expresar una
funcién no significa que:

A deba ser multiplicada por 1, ni F por 1.

PROBLEMAS PROPUESTOS II.

l. Para los problemas del 1 al 6 de los problemas propuestos I.
Utiliza la notacién de funcidn para escribir la relacién encontrada
y en cada caso diga cudl es su DOMINIO y RECORRIDO o IMAGEN.

2. Para los incisos del problema 7 de los problemas propuestos I.
Encuentra el DOMINIO y RECORRIDO de las relaciones gque sean
funciones.
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TEMA II. LIMITES Y DERIVADAS.
Introduccisdn.

Hasta el momento eres poseedor de una herramienta matemé&tica
que te permite solucionar ciertos problemas (algebra, geometria vy
trigonometria). En este curso resolveris un tipo de problemas que
se denominan "problemas de méximos y minimos". Estos problemas se
presentan en las distintas ramas de la economia, la ingenieria v la
técnica, por ejemplo; en la industria es frecuente enfrentar la
exigencia de producir la mayor cantidad posible de dispositivos con
las minimas pérdidas de material, o de fabricar piezas que sean lo
més resistente posible y al mismo tiempo lo m&s ligero, de reducir
los gastos de produccién economizando no solamente materia prima
sino también combustibles, energia eléctrica, tiempo y otros.

Los procesos de solucién de estos problemas son relativamente
nuevos (tendréan alrededor de 300 o 400 afios) y tales procesos estan
ligados histéricamente al descubrimiento del "Célculo Diferencial".

Nuestro trabajo del tema II inicia con la discusién de algunos
aspectos de los problemas de maximos y minimos, trabajo que se
realizard considerando tres problemas.

TRES PROBLEMAS ELEMENTALES DE OPTIMIZACION.
Problema 1. El gallinero.

Dofia Josefa, habitante de Ures, ha criado gallinas sin nece-
sidad de tenerlas cautivas, esto le estd ocasionando una serie de
problemas por lo que decide construir un gallinero en la parte
posterior de su casa, sus ahorros sélo le alcanzan para comprar 50
metros lineales de tela para cercarlo. Si el terreno donde desea
construir el gallinero es de 20 metros por 40 metros :;Qué dimen-
siones deberd de tener un gallinero de forma rectangular para que
este abarque la mayor &rea posible, Yy asi encerrar la mayor canti-
dad de gallinas?

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Haz un dibujo donde representes el gallinero, con la informacién
que se te proporciona en el problema.

2. Escribe lo que se te pide encontrar en este problema.
3. Anota la férmula para calcular el &rea del gallinero.

4. Como puedes apreciar, la férmula anterior expresa el &rea del
gallinero en términos de la base y la altura. Ahora expresa la
relacién para calcular el &rea del gallinero solo en términos de la
base.
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A ESTA FUNCION LOS MATEMATICOS LE
LLAMAN "MODELO MATEMATICO" DEL

PROBLEMA.

5. Utilizando el plano cartesiano graficaremos la funcién;
representando en el eje x la variable independiente y en el eje y
la variable dependiente.

Sugerencia: Para graficar la funcién primeramente obtén su Dominio.

6. ¢Qué representa cada punto de la grafica?

7. Localiza el punto de la grafica donde esta representada la
solucién y trézale en ese punto una recta tangente a la curva.

Problema 2. La llantera.

En un lote baldio de 50 metros por 100 metros, una compafiia
llantera requiere bardear un terreno rectangular de 600 metros
cuadrados de superficie, dejando sin bardear el lado que da al
norte porque serd utilizado como entrada al negocio, ¢Qué dimen-
siones deberd de tener el terreno para que la suma de la longitud
bardeada sea la minima?

ACTIVIDADES A REALIZAR.
1. Haz un croquis donde representes la informacién que se te
proporciona en este problema.

2. Escribe lo que se te pide encontrar.

3. Escribe la férmula para calcular la 1longitud bardeada,
utilizando la base y la altura del terreno.

4. Escribe la férmula anterior en funcién de la base.

5. Grafica la funcién que modela al problenma.

6. ¢Qué representa cada punto de la grafica?
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7. Localiza el punto de la gréfica donde estd representada la
solucidén del problema y tr&zale en ese punto una recta tangente a
la curva.

Problema 3. La caja.

Un empresario desea hacer cajas sin tapa para envasar su
producto, para esto hard uso de piezas rectangulares de cartédn de
50 centimetros por 30 centimetros, cortando cuadrados iguales en
las cuatro esquinas, y doblando como se ilustra en la figura que se
muestra en el pizarrén. Encuentra la longitud del lado del cuadrado
gque serd cortado sl se quiere obtener una caja que encierre el
mayor volumen posible.

ACTIVIDADES A REALIZAR.
1. 81 "x" representa la longitud del lado del cuadrado que se

cortard en las cuatro esquinas. Escribe la funcidén gque modela el
problema.

2. Encuentra los valores que puede tomar la variable "x"

3. Grafica la funcién que modela el problema.

4. :Qué representa cada punto de la gréfica?

5. Localiza el punto de la grdfica donde estd representada la
solucién del problema y tré&zale en ese punto una recta tangente a
la curva.

CONCLUSIONES .

* Cuando se obtiene la grdfica de la funcidén que modela el problema
de méximos y minimos, la solucién se encuentra representada en el
punto mas alto (si es de maximos) o mas bajo (si es de minimos).

** En los puntos de la grédfica de la funcién donde esté
representada la solucidn, la recta tangente a la curva en ese punto
es horizontal.

**%* Ta segunda conclusidén implica que el proceso de solucién de los
problemas de mé&ximos y minimos esta relacionado con el problema "de
trazar rectas tangentes a una curva".

Es importante mencionar, que a pesar de que la solucidén a este
tipo de problemas se dio hace alrededor de 300 afios, el problema de
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trazar rectas tangentes a una curva fue abordado por los griegos
hace alrededor de XXIII siglos, encontrando sé6lo la solucidn a
algunos tipos de curvas llamadas cdénicas utilizando métodos
geométricos. La solucidén al problema de trazar rectas tangentes a
"cualquier" tipo de curva fue dada en el siglo ZXVII por el
distinguido matemé&tico Fermat.

A continuacién trabajaremos en la bisqueda de un método que
nos ayude a trazar rectas tangentes a una curva.

EJERCICIO 1. Para las siguientes graficas, trézale al menos cinco
rectas secantes a cada una.

a) b)

EJERCICIO 2. Dibuja la grafica de la funcidén f(x) = 4x — x°, traza
la recta secante a la curva que pasa por los puntos (-1/2, -15/8)
y (3/2, 21/8).

CONCLUSIONES DE 1OS EJERCICIOS 1 Y 2.

EJERCICIO 3. En el dibujo se muestra la grdfica de la funcién £(Xx)
= x? , la recta tangente "l1" a la curva en el punto P de
coordenadas (-1, 1); y el punto Q de coordenadas (3, 9).
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ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Traza las siguientes rectas secantes a la curva y calcula su
pendiente.

a) Pasa por los puntes (-1, 1) v (3, 9); m =

b) Pasa por los puntos (-1, 1) vy (2, 4); m =

c)} Pasa por los puntos (-1, 1) v (1, 1); m =

d) Pasa por los puntos (-1, 1) yv (0, 0); m =

e) Pasa por los puntos (-1, 1) y (-0.5, 0.25); m =

f) Pasa por los puntos (-1, 1) y (-0.8, 0.64); m =

g) Pasa por los puntos (-1, 1) ¥y (-0.9, 0.81); m =

h) Pasa por los puntos (-1, 1) v (-0.99, 0.9801); m =

2. :Qué le sucede a la recta secante a medida que el valor de la
abscisa del segundo punto se acerca a -1?

3. ¢Qué le sucede a la recta secante a medida que el punto Q se
aproxima al punto P?

4, ¢Cudl es el valor aproximado de la pendiente de la recta
tangente?

EJERCICIO 4. Estima el valor de la pendiente de la recta tangente
a la grédfica de la funcién f(x) = x* en el punto (-2, 4).

TAREA. Utilizando el proceso visto en los problemas anteriores
estima el valor de la pendiente de la recta tangente a la gréfica
de la funcién £(x) = x* en el punto (3, 9) y (1.5, 2.25), con los
valores encontrados dibuja la recta tangente a la curva en los
puntos indicados.
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EJERCICIO 5. Estima la pendiente de la recta tangente a la gréfica
de la funcién f(x) = x* en el punto (1, 1). Utilizando el wvalor
encontrado de la pendiente de la recta tangente, trézala.

ACTIVIDADES A REALIZAR POR LOS ALUMNOS.
1. Estimar el valor de la pendiente de la recta tangente.

2. Trazar la recta tangente.

Considerando el trabajo realizado en las actividades
anteriores para estimar la pendiente de la recta tangente,
reflexionemos alrededor de las férmulas utilizadas para calcular
las pendientes de las rectas secantes.

La figura siguiente muestra la gréfica de la funcién f£(x) = x*, asi
como las rectas secantes que pasan por el punto fijo.

BIBLIOTECA
DEPARTAMENTO |

MATFMA

EL SABER DE MIS HIJUS
HARA M| GRAMDEZA



a) Si llamamos (X,, V. ) ¥ (Xz, YV.) @ los punteos por donde pasa la
recta, de la geometria analitica se tiene:

Y = Y

X T %
b) Comc se vio en el tema I, en este curso denotaremos las
funciones utilizando f£(x) por "y". Por lo que la férmula utilizada
para calcular las pendientes de la recta secante que pasa por los

puntos de coordenadas (x,, f(x.)), (%X,, f£(x,)) seré:

f(x;) - £(x)

X = B
c) En el proceso de estimar la pendiente de la recta tangente, se
pueden distinguir dos puntos en cada recta secante; uno de ellos
gue permanece fijo y otro gque se mueve a lo largo de la curva.
Llamemos (X,, f(X,)) a las coordenadas del punto fijo y (x, f£(x))
a las coordenadas del punto que se mueve entonces:

f(X) - f(Xﬂ

£ — %,

d) Ahora le llamaremos "incremento de x" a x-X, ¥ lo denotaremos
por "h", entonces h = x — x,; de donde la férmula ahora es:

f(X) . f(xo)

m, =
h

EL METODO.

Ejercicio 6. Considerando la funcién del ejercicio 5 determinaremos
la pendiente de la recta tangente a la grédfica de la funcién en el
punto (1, 1), de una manera mas precisa. Para auxiliarnos en el
proceso, utilizaremos la grdfica siguiente:




1. Primeramente construiremos una férmula para determinar la
pendiente de las rectas secantes gue pasan por el punto fijo en
términos de x, y "h".

Elx) — £(=,) ,
*) De la férmula m, = 7 Y la grafica se tiene que:
h

las coordenadas del punto fijo (x%,, £(%,)) para este problema son
(X, X%X,%) Yy las coordenadas del punto mévil (x, £(x)) son (x, x?),
entonces, la formula para la pendiente de las rectas secantes es:

*) De la relacién h = x - x, , se obtiene x = X, + h , entonces
x* = (%, + h)?. Ahora la férmula para determinar la pendiente de las
rectas secantes que pasan por el punto fijo expresadas en términos
de %X, y h es:

(X, + h)z i on

m, =
h

*) Pero si el valor de "h" se acerca a 0, entonces la pendiente de
la recta secante se aproxima a la pendiente de la recta tangente.

*) Los matematicos precisan la condicién anterior escribiéndola de
la siguiente manera:

M., = Lim m,

m
h -0

y la leen: "la pendiente de la recta tangente es el limite de 1la
pendiente de la recta secante cuando la "h" tiende a cerg”

— para nuestro problema entonces se tiene que :

(X, + h)2 - on

mg, = Lim
h
h-0

El resultado anterior nos plantea dos problemas en este curso; uno
de ellos consiste en saber el significado de la palabra "Limite" en
el contexto del céalculo diferencial, el otro saber como se resuelve
la expresién matemética para determinar la pendiente de la recta
tangente. Antes de abordar el trabajo en las direcciones
mencionadas anteriormente resolveremos algunos ejercicios para
encontrar la férmula de la pendiente de la recta tangente expresada
como un limite.



EJERCICIO 7. En cada inciso se te proporciona una funcién y un
punto fijo. Dibuja una gréfica de la funcidén y localiza el punto
fijo que se te indica; En ese punto realiza el trazo de las rectas
secantes que utilizarias para encontrar la recta tangente.
Encuentra la férmula para determinar la pendiente de cualguier
recta secante trazada, en términos de %, y "h", concluye tu
problema cuando encuentres la férmula para determinar la pendiente
de la recta tangente a la curva en el punto fijo expresada como un
limite.

a) £(x) = x* ; (1,1) b £y =% 5 (1,2).

oy Elxy =% — 2 § (—=1,-1) dy £(x)y = 1/x ; (2,1/2).

e) f(x) = (1/2)x* ; (-1,1/2) £y f(x) =Vx + 1 ; (4,3).

gy E(xy = & 3 (<1,3) hy £(x) = 1/x* ; (-1,1).
RESUMEN:

Un resumen del trabajo realizado durante este tema es el
siguiente; iniciamos el trabajo analizando una serie de actividades
de tres problemas de optimizacién, de ahi se concluye que para la
resolucidén de estos problemas es necesario antes resolver el
problema de trazarle rectas tangentes a una curva, pero al tratar
de resolver este problema llegamos a resultados como 1los
siguientes:

) (X, + h)z = on (X, + h)? - %,°
m., = Lim N M., = lim 5
h-=20 h-=>20
\' %, +h -\ x,
m., = Lim BE G smsmasionimsisms oidn®aima
h

h = 0.

Ahora trabajaremos en dos direcciones, la primera seréd para
estudiar la idea de "Limite" en el contexto del cé&lculo
diferencial, y posteriormente resolver las expresiones obtenidas en
los ejercicios anteriores.
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LA IDEA DE LIMITE.

Ejercicio 8. Dado el segmento AB (ver figura), nos acercaremos del
punto A al punto B de la siguiente manera:

| | I
| | T

* Se dard un primer salto de R a C donde C es el punto medio del
segmento AB.

A c D E F ? T
||

* Ensequida daremos otro salto de C a D donde D es el punto medio
del segmento CB.

* Después daremos otro salto de D a E donde E es el punto medio del
segmento DB.

* ¥ asi sucesivamente...

PREGUNTAS.
1. :Qué tanto nos podemos acercar al punto B?
2. ¢Cuando se podréd llegar al punto B?

Ejercicio 9. Dado el siguiente cuadrado de lado 2; realiza lo
siguiente:
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PREGUNTAS.

1. A medida de q
; ue aumenta el nuimero de 1 de 1

i . 4 ados
inscrito, ¢Su &rea crecerd o decrecera? 1 poligono

3. ¢Hacla qué valor tiende el &rea del

oligono inscri i
gue el numero de sus lados crece? posig ito a medida



* El cuadrado de lado 2 tiene una &rea de 4 unidades cuadradas.

* Ahora dividamos el cuadrado en cuatro cuadrados iguales para
obtener cuadrados de lado 1, este cuadrado tiene &rea de 1 unidad
cuadrada.

* Volvemos a dividir el cuadrado de lado 1 en cuatro cuadrados
iguales y obtenemos cuadrados de lado 1/2, este cuadrado tiene una
&rea de 1/4 unidades cuadradas.

* Y asi sucesivamente...
PREGUNTAS.

1. ¢Hacia que valor se acerca el Area del cuadrado mas pequefio si
hacemos un nimerc cada vez mas grande de divisiones?

2. ¢0Oué tanto nos podemos acercar a ese valor?

Ejercicio 10. El dibujo siguiente muestra una circunferencia con un
cuadrado y un octégono inscritos.

En la figura se observa que el
drea del cuadrado es menor que
la de la circunferencia.

Ahora inscribiremos un octégono
¢Cémo es su Area con respecto al
area del cuadrado Yy la
circunferenciaz

Si continuamos duplicando el nimero de lados del poligono
inscrito, es decir, inscribimos un poligono de 16 lados, luego uno
de 32 lados, posteriormente uno de 64 y asi sucesivamente:
PREGUNTAS.

1. A medida de que aumenta el ntmero de lados del poligono
inscrito, ¢Su &rea creceré& o decrecera?

2. ¢Se podra obtener mediante este proceso un poligono inscrito de
&rea mayor que la de la circunferencia?

3. ¢Hacia qué valor tiende el &rea del poligono inscrito a medida
que el numero de sus lados crece?
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Ejercicio 11. La figura siguiente muestra la gréafica de la funcién
f(x) = x*, la recta secante que pasa por los puntos "P" y "Q" y la
recta tangente a la grdfica de la funcién en el punto "P",

* Ahora moveremos la recta secante moviendo el punto "Q" hacia "p"
como lo indica la figura.

PREGUNTAS.
1. :0ué tanto se puede acercar el punto "Q" hacia "p"?

2. ¢(Puede llegar el punto "Q" hacia el punto "P" sin afectar a la
recta secante?

3. ¢Qué le sucede a la recta secante a medida que el punto "Q" se
acerca al punto "P"? :La recta secante puede llegar a ser recta
tangente en este proceso?
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RESOLUCION DE LIMITES.

Ejercicio 12. Resuelve la expresién Lim x?
X = 3

— Empezaremos diciendo, que siempre que la expresién que se quiera
resolver lo "permita" podemos *estimar® con una buena aproximacién
el resultado de la resolucién del limite utilizando un proceso
aritmético. se te sugiere que siempre que vayas a resolver un
limite utilices este proceso para tener una idea de la respuesta
que se desea encontrar.

— Proceso aritmético. Método.
La solucidén de este limite puede
pq 1im. encontrarse mediante una simple
sustitucidn.
2 4
Lim x* = 32 = 9
2.5 625 X == 3
el resultado se lee "el valor limite
2.8 7.84 de x* cuando x tiende a 3 es igual a
9" como lo muestran ambos procesos.
2.9 8.41
2.99 8.9401

2+999 8.994001

Existen limites como el anterior cuyo resultado se obtiene de
manera directa, pero no todas las expresiones de limites son de ese
tipo por ejemplo; las expresiones que se obtuvieron en los
ejercicios anteriores son mas complicadas y su resolucién serd mas
compleja como se muestra a continuacién:

Ejercicio 13.

(X, + h)2 . on

lim
h
h =0

- Vamos a estimar el resultado utilizando el proceso aritmético:

G.01 0.001

1 l 0.5 ’ 0.1

s
|

| | i 1 i |
lim 2x, +3 2x, +2 2x, +1 2x, +0.5 2x, +0.1 2%, +0.01 2%, +0.001

Observa que el resultado “"tiende" a 2x,
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RESOLUCION:

— Como ya lo observaste la expresién no acepta la sustitucién de
gque la "h por el cero", el proceso entonces consistiréd en obtener
expresiones que sean equivalentes y que alguna de ellas acepte lea
sustitucién anterior.

— Si elevamos el binomio al cuadrado se obtiene:
X" ¥ 2%, h 4+ R - %2

lim ; para h # 0
h

h -0
— 81 sumamos términos semejantes en el numerador:
2%, W+ hf

lim ; S1 se divide entre h (h # 0) se tiene:
h

h -0

lim 2%, + h 2%, + 0 = 2x,

h-0

(X, + h)? - x° I
Entonces;| lim = 2%, |
h

h-0

Ejercicio 14.

\V'x, +h -1\ x,

lim
h
h-20

— Como se puede apreciar nuevamente se observa que la expresién no
acepta la sustitucién de "h por cero", por lo gue una vez mas
trataremos de obtener expresiones equivalentes, con el propésito de
que en algunas de ellas se pueda introducir la condicién antes
mencionada.

— Multipliquemos el numerador por su conjugado para eliminar 1los
radicales, y por supuesto para no alterar la fraccién también
multiplicaremos el denominador por ese conjugado:

(V% +h =N %)V x+h +1V x)

lim

h (Vx,+h +V x)
h -0
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— Realizando el producto en el numerador se obtiene:

(ﬂxo+h)2—(ﬂxo)2

lim

h (Vx, +h +1V x )

h -0

Xo+h - Xo

= Lim =

h (VY x, +h + ¥ X, )

h-=20

— Sumando términos semejantes en el numerador:

h

lim

h(Vx +h +V x )

h =0

1

; Simplificando:

1 1

lim
(V% +h +\ x)

h -0

Vo, +0 + 9V x

2\ x,

\x, + h

ud

L

Entonces;|| lim
h
h » 0

2%, |

— Para que adquieras la habilidad en la resolucién de limites se te
proporciona un listado de ejercicios, donde algunos de ellos se
discutirédn en la clase y otros se dejarédn como trabajo extraclase.

Ejercicio 15. Para los limites que se dan a continuacién, en
aquellos donde la expresién lo "permita" utiliza el proceso

aritmético para "estimar"

(xo £ h)3 _ Xo3

a) lim
h
h -0
5(%, + h)* = 5x.?
c) lim
h
h -0

el resultado, posteriormente resuélvelo:

(X, + h)4 - Xoﬂ

b) lim
h
h->0

B{x, + h)®? - 8x2?

d) lim
h
h -0
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X, + h Xo (%o + h)? X,
e) lim f) lim
h h
h -0 h-=0
5 5 L i
X, + h Xy F{x, + h)® 32,7
g) lim h)y 1lim
h h
h - @ h =0
N x, +h - N x 2V x,+h -2V %
i) 1lim j) lim
h h
h-20 h-20
wo - X% y> + 8
k) lim 1) 1lim
w - X ¥y % 2
w > X y = -2
X 4+ 5% + 6 b
m) lim n) lim
9 — & =~ 12 X + 10
b ol x = 0

LA DERIVADA.

Una vez expuesta la manera de como resolver limites, a
continuacién se muestra el proceso para resolver el problema de
trazarle rectas tangentes a una curva.

EJERCICIO 1. Trézale la recta tangente a la grdfica de la funciédn
f(x) = x¥*, en el punto (-1, 1).

RESOLUCION.

1. Como ya se mencioné en el capitulo anterior, para la resolucidn
de este problema es necesario primeramente determinar el valor de
la pendiente de la recta tangente y posteriormente con el valor de
la pendiente y conociendo el punto de tangencia se procedera a
graficarla.
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2. Calculo de la pendiente de la recta tangente:

a) Primeramente dibujaremos la grédfica de la funcién, localizaremos
el punto fijo y por él, trazaremos las rectas secantes necesarias
para obtener la recta tangente.

b) Enseguida obtendremos la férmula para determinar la pendlente de
cualguier recta secante que pasa por el punto fijo en términos de
X, ¥ h.

- Se sabe que si el punto fijo tiene coordenadas (X,, £(%.)) ¥ el
punto mévil (x, £(x)), entonces la pendiente de la recta secante se
determina de la siguiente manera:

f(X) - f(xu)

m, =
h

- En la grafica se observa que; (X, , f£(X,)) para este problema es
(X,, X2) y las coordenadas del punto mévil (x,f(x)) son (X%, x4,
entonces la férmula para las pendientes de las rectas secante sera:

- Como X = X, + h , entonces x* = (X, + h)?. Rhora la férmula para
determinar la pendiente de las rectas secantes que pasan por €l
punto fijo expresadas en términos de X, y h es:

(%, + h)y* — &°

m, =
h

— Pero como; m, = Lim m,

161



- La férmula de la pendiente de la recta tangente es:

(Xo i h)z - on

m,g = Lim
h
h =20
ik + B ~ &°

- Como; Lim = 2%,

h

h -0
- Entonces la m, = 2X, Y en nuestro problema x, = —1, finalmente se
tiene que;
My = 2(-1) = -2.

- La grafica de la funcién con la recta tangente queda:
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Por ejemplo: Si queremos trazar la recta tangente a la grdafica
de la funcidn en:

a) (-3, 9), la pendiente de la recta tangente es; 2(-3) = 6,
b) (-2, 4), la pendiente de la recta tangente es; 2(-2) = 4,
¢) (0, 0), la pendiente de la recta tangente es; 2(0) = 0,

d) (1.5, 2.25), la pendiente de la recta tangente es; 2(1.5) = 3,

EJERCICIO 2. Trézale la recta tangente a la gréfica de la funcién
f(x) = 1/x%, en el punto (3, 1/3).

RESOLUCION.
1. C&lculo de la pendiente de la recta tangente:
a) Dibujaremos la grafica de la funcién, localizaremos el punto

fijo y por él, trazaremos las rectas secantes necesarias para
obtener la recta tangente.

b) Enseguida obtendremos la férmula para determinar la pendiente de
cualquier recta secante que pasa por el punto fijo en términos de
¥, ¥ h.

— Se sabe que si el punto fijo tiene coordenadas (x%,, f(%X,)) y el
punto mévil (x, f£(x)), entonces la pendiente de la recta secante se
determina de la siguiente manera:

£(x) - £(x%)

m, =
h

- En la grafica se observa que; (X,, f(X,)) para este problema es

(X0, 1/%,) v las coordenadas del punto mévil (x, £(x)) son (x, 1/x),
entonces la férmula para la pendiente de las rectas secante sera:
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L/ = 1/,

WMa =
h

— Como x = X, + h , entonces 1/x = 1/(%, + h). Ahora la férmula
para determinar la pendiente de las rectas secantes que pasan por
el punto fijo expresadas en términos de x, vy h es:

/(% + h) - 1/x%,
m, =
h
— Pero como; m,, = Lim m,
h-0

— La férmula de la pendiente de la recta tangente es:

1/(x, + h) - l/xo

m., = Lim
h
h -0

1/(Xo + h) i 1/Xo
Como; Lim = =1/,
h

h-=20

— Entonces la m,, = -1/%,, V¥ en nuestro problema x, = 3, de donde se
obtiene finalmente que;

mtg = —1/(3)2 = —l/go

- La gréafica de la funcién con la recta tangente queda:




COMENTARIO.
A los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores:

- 8i f(x)
- 8i f(x)

¥?, entonces My, = 2X,
1/x, entonces m, = -1/%>.

Los matemd&ticos le llaman a la férmula de la pendiente de las
rectas tangentes a la curva (m.) , "LA DERIVADA DE LA FUNCION" ¥y
la denotan como f’(x), es decir:

- 8i f(x) = x*, entonces mg, = £'(X) = 2x,,
- 8i f(x) = 1/x, entonces mg4 = £°(X) = A -

Ademas como X, es cualquier abscisa, es decir puede tomar cualquier
valor permitido, los matemdticos la llaman "X".

EL PROCESO -

EJERCICIO 3.

Para cada una de las siguientes funciones, encuentra la foérmula
para determinar la pendiente de las rectas tangentes a la gréfica
de la funcidén (LA DERIVADA DE LA FUNCION).

a) f(x) = x° i) £(x) = 1/x°

b) f(x) = x* k) f(x) = Ix

c) f(x) = 1/%x° 1y Ex) = Ax

dy £(x) = 1/x* m) £{x) = N=x

e) f(x) = 3x + 5x° ny () =% + 2% = 1
£f3 f(x) = % + 2x + 3 i) f(x) = x * + 1/x

g) f(x) = 4% o) fix) =3 \x +2

h) £(x) = 2/(3x) p) E(x) = (2%* — 5%)/3
iy gz = —5% q) £(x) = (-1/2)(1/x* )
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COMENTARIO. REGLA 1.
En los ejercicios anteriores obtuviste una férmula para calcular
las pendientes de las rectas tangentes a las curvas:

f(x) = x° fr(x) = my = 2X
f(x) = x° fr(x) = m = 3%
f(x) = x* £r(x) = myg = 4x°

—~ Considerando los resultados anteriores ;puedes predecir para las
siguientes funciones la férmula para las pendientes de las tan-
gentes?

i = %= £/(x) = my, = ?
f(x) = ¥’ E(X) = My = ?
f(x) = x° £ (x) = mg = ?

¢Cual serd la foérmula para calcular la pendiente de las rectas
tangentes (LA DERIVADA) a la funcién £(x) = x*, donde n es entero
positivo? ¢Si la funcién es de la forma f(x) = C-x°, donde n es
entero positivo y C es un ndmero real ?.

COMENTARIO. REGLA 2.
En los ejercicios anteriores encontraste que la férmula para calcu-
lar las pendientes de las rectas tangentes a las curvas:

£{x) = 1/% Erim) = My, = ~L8°
£Ixy = Ly £'(x) = mg = -2/%
f(x) = 1/%° fr(x) = m, = -3/%x*

- Considerando los resultados anteriores gpuedes predecir para las
siguientes funciones la férmula para las pendientes de las tan-
gentes?

f(x) = 1/x% £/ (x) = mg = ?
f(x) = 1/%° £/(X) = my = 2
f(x) = 1/x%x*7 fri{x) = m, = ?

¢Cuédl serd la férmula para calcular la pendiente de las tangentes
(LA DERIVADA) a la funcién f£(x) = 1/x°, donde n es un entero posi-
tivo? ¢Si la funcidén es de la forma f(x) = C-(1/x"), donde n es un
entero positivo y C es un numero real?.
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COMENTARIO. REGLA 3.
En los ejercicios anteriores encontraste que las £fdérmulas para
calcular las pendientes de las rectas tangentes a las curvas:

fix) = Ix fr(x) = my, = 1/2 Vx
fix) =Nx Filgl = my = 1/3(MNx)?
Eixy =" £r(x) = m, = 1/4("x)?

- Considerando los resultados anteriores ;puedes predecir para las
siguientes funciones la férmula para las pendientes de las tan-
gentes?

filx) = 1/24% £//X) = My = ?
f(x) = 1/ % /(X)) = Mg = 2
fiigy = 1%z £r(X) = My = ?

¢Cudl serd la férmula para calcular las pendientes de las rectas
tangentes a la funcién (LA DERIVADA) f£(x) ="Ix , donde n es un
nGmero entero? ¢Si la funcién es de la forma f(x) = C ("™x), donde
n es un entero positivo y C es un numero real?.

Ejercicio 4. Utilizando las férmulas encontradas (1,2 y 3) en los
ejercicios anteriores, encuentra la férmula para calcular la
pendiente de cualquier recta tangente a la funcién (LA DERIVADA).

a) y = 4x° b) vy = 2/x ¢) y =3 Ix
d) y = —2x%2 d) v = -1/(2x%) e) y = -2Mx
f) v = x*/3 g) v = (3/4)%° £y y = *\x /3

COMENTARIO. REGLA 4.
En los problemas anteriores encontraste que las férmulas para
calcular las pendientes de las rectas tangentes a las curvas:

a) f(x) = 3x + 5x° f'(x) = mg =3 + 10x
by fiz) =& + 2% -~ 1L fr(x) = mg = 3%x* + 4%
g) Elx) = 322 -+ 2% + 3 frix) = My, = 2X + 2
d) £f(x) = x* + 1/% fr(x) = mgy = 2x - 1/%°
e) f(x) =3 ix + 2 £r(x) = mg = 3/2 Ix
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- Considerando los resultados anteriores ;puedes predecir para las
siguientes funciones la férmula para las pendientes de las tan-
gentes?

a) f(x) = 10x - 3x* + 5 £ri(x) = my, = ?
by £(x) = (-1/2)x* + 14x® — 1;£'(X) = Mg = ?
c) f(x) = x* - 2 x + 3/x £'(X) = My = ?
d) £(x) = -10x* + 1/%° £r(x) M, = 7

(Cudl serd la f6rmula para determinar las pendientes de las tan-
gentes a la grafica de la funcién f(x) = u(x) + v(x), donde u(x) y
v(x) son funciones?.

REGLA 5. 8i f(x) u(x)-v(x) donde u(x) y v(x) son funciones en-
tonces f£'(X)= Mg W) v (X) + v(x)u'(x) = u(x) 'm, + V(X) My
donde m,, Y m ., son las férmulas para determinar las pendientes de
las rectas tangentes a las curvas u(x) y vV(X). '

Ejercicio 5. Utilizando las férmulas anteriores, obtén en cada
caso, la férmula para calcular las pendientes de las tangentes a la
siguientes curvas.

a) f(x) = 5x* + 3x + 6 b) f(x) = x + \x

c) f(x) = 4x® + 3x° - 2-x d) f£(x) = 3/(2x) -"\x

e) £(x) = 7x* -5%x° + 3 £f) f(x) = x° + 2/(5%%) - 1/ %
gy fix) = x + 1/x h)y £(x) = (4x + x \x )/3

i) £(x) = 5%* - 4/x2' 3y £(x) = (4 + 3x - x%)/(3 %)

Ejercicio 6. Trazarle en cada caso,
punto donde se indica:

la tangente a la curva en el

gy f(zxy = ¥ — 2% -1 en Xx=-2 yen x = 3/2
Bl 8(=) = % + 10x* + 29% + 20 en x=-1 yen x =3
gy £(x) = 3x* - 1l/x en x =1

dy £(x) = (42 - 2x)(20 - 2x)x en X =5

e) £(x) = x + 4%(10000/%?) en x = 20.

fy f(x) =5 - \x en x=-1 yen x=1
g) ftx) = (3x* + 6x -15)/5x en x =0 yen X =5
h) £(x) = (4%x® + x+ \x )/5% en x =20 y en x = 10
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Ejercicio 7. Determina el punto o los puntos donde las curvas dadas
tienen las pendientes indicadas:

a) £(x) = %x* - 2x -1 m=-4, m=0, m=25
b) f(x) = x* + 10x* + 29x + 20 m=-7, m=0, m=11
c) £(x) = (42 - 2x)(20 - 2xX)x m =0

d) f(x) = x + 4x (10000/x?) m=0, m= 20

e) f(x) =5 - \Ix m=0, m= 12

£) Elx) =2 — 2% + 1 m= -5/4

g) £(x) = ¥° m=0
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TEMA III. APLICACIONES.
RESOLVIENDO PROBLEMAS DE MAXTIMOS Y MINIMOS (PARTE I).

INTRODUCCION.

Como se menciondé en la presentacién del curso uno de los
propésitos del mismo es resolver cierto tipo de problemas de
optimizacidén, para tal propdésitoc se estudiaron; el temas I
(funciones) donde se hace un estudic breve de las funciones, el
tema II (Limites y Derivadas) donde se expone la herramienta
necesaria que se utiliza en la resolucidn de problemas elementales
de mé&ximos y minimos.

En este tema se plantean una serie de problemas, en los
primeros cuatro se muestra el proceso de resolucién de tales
problemas con la finalidad de que a través de ellos logres entender
la manera de resolverlos. Después se te proporcionan algunos
problemas para que tu los resuelvas.

Problema 1. El gallinero.

Dofia Josefa, habitante de Ures, ha criado gallinas sin nece-
sidad de tenerlas cautivas, esto le esté ocasionando una serie de
problemas por lo que decide construir un gallinero en la parte
posterior de su casa, sus ahorros sd6lo le alcanzan para comprar 50
metros lineales de tela para cercarlo. Si el terreno donde desea
construir el gallinero es de 20 metros por 40 metros (Qué dimen-
siones deberd de tener un gallinero de forma rectangular para gque

este abarque la mayor &rea posible, y asi encerrar la mayor canti-
dad de gallinas?

RESOLUCION.

1. Para entender de una mejor manera el problema vamos a hacer un
croquis del mismo.

cerco

galline- 40 m.
st o] h

b
terreno

20 m.
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2. Ahora vamos a escribir lo que se pide encontrar en este
problema.

"Las dimensiones que debe tener el terreno de forma

rectangular para que abarque la mayor area posible®

3. De la geometria elemental sabemos que la férmula para calcular
el 4rea del gallinero es:

4. Como puedes observar, la férmula anterior expresa el area del
gallinero en términos de la base y la altura. Rhora expresaremos la
relacién para calcular el &rea del gallinero como una funcién de la
base.

— Sabemos que; A =Db-h  —— (1)

- y ademéas que; 50 = 2°b + 2:h -——(2),

- Despejando "h" de la segunda relacién se tiene que;

h =25 - b ———(3)

Sustituyendo (3) en (1) tenemos que:

"A ESTA FUNCION LOS MATEMATICOS
A(b) = b(25 - b) LE LLAMAN MODELC MATEMATICO DEL
PROBLEMA"

5. :Cudles son los valores que en este problema puede tomar la base
del gallinero?
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METODO GRAFICO.

6. Dibujaremos una grédfica de la funcién que modela el problema y
localizaremos el punto que representa la sclucidn.

A

160 +
140 |
120 4-
100
80 -

20 1
[rAL P I S (R, SUR, SN S T
——p—t——t 1 p—

T T T =

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24\

- Nota! Como la solucién grafica, depende de los valores de las
coordenadas del punto mas alto que encuentres en la grédfica, esta
la daremos en el pizarrén una vez gue obtengas esos valores.

:Cémo es la recta tangente a la grafica de la funcién en el
punto donde est& representada la solucién?
METODO ALGEBRAICO.

7. Encontremos la férmula para calcular las pendientes de las
rectas tangentes a la gréfica de la funciénm.

A(b) = b(25 - b) es:
A’tb) = b(=1) + (25 - b) 1 = 25 - 2b.

— Otra manera de encontrar la férmula de la pendientes de las
rectas tangentes a la curva es expresando la funcidén como una suma

de funciones:
A(b) = 25b - b?, de donde se obtiene que:
A" (b) = 25 - 2b

— Entonces la férmula para determinar la pendiente de las rectas
tangentes a la curva es:

A’(b) = myg = 25 - 2b |
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8. Como ya se observé la pendiente de la recta tangente en el punto
que representa la solucién es "cero" entonces;

25 — 2b = 0, de donde;
b = 25/2.
9. La solucién del problema es:

—-Como queremos encontrar las dimensiones del gallinero, necesitamos
encontrar el valor de la base y la altura, en la actividad anterior
se obtuvo gque la base es 25/2, para determinar la altura
sustituiremos el valor de "b" en la relacién (3) de donde obtenemos
que;

k= 25 — 25/2 = 25/4:

_ Entonces "Las dimensiones del gallinero de mayor drea posible
son:
b=25/2m.y h=25/2 m.

Problema 2. El corral.

Lépez y Pérez poseen lotes vecinos de 25 metros por 50 metros
(ver figura), Lopez ha construido una barda alrededor de su
terreno. Pérez quiere construir un corral rectangular para encerrar
su perro, de &rea tan grande como sea posible, para esto dispone de
38 metros lineales de material para cercar. Por supuesto Pérez
puede utilizar una pared de las que Yya tiene bardeada el sefior
Loépez.

figura.
LOTE DEL SR. LOPEZ
BARDEADO
25 MTS. corrallh LOTE DEL
SR. PEREZ.
b
50 MTS. 50 MTS.
RESOLUCION.

1. Escribiremos lo que se pide encontrar en este problema.

nI,as dimensiones que debe tener el corral de forma rectangular
para que abarque la mayor area posible"
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2. De la geometria elemental sabemos que la férmula para calcular

el &rea del gallinero es:
A = b+h

3. Como puedes observar, la férmula anterior expresa el &rea del
gallinero en términos de la base y la altura. Ahora expresaremos la
relacién para calcular el &rea del gallinero como una funcién de la
base.

Sabemos que; k= byl ———(1)
- y ademés que; 38 = 28 + h —=(2)
-~ Despejando "h" de la segunda relacién se tiene;

h = 38 — 2b ———(3)

|

Sustituyendo (3) en (1) tenemos que:

"A ESTA FUNCION LOS MATEMATICOS
A(b) = b(38 - 2b) LE LLAMAN MODELO MATEMATICO DEL
PROBLEMA™"

4. gCudles son los valores que en este problema puede tomar la base
del corral?

METODO GRAFICO.

5. Dibujaremos una gradfica de la funcién que modela el problema y
localizaremos el punto que representa la solucidn.

1804

160 +
140
120 4
100 4

60 }
4 }
20 |

2 4 6 8 10 12 14 16 18&022 24
- Nota! (mismo comentario del problema anterior)
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:Cémo es la recta tangente a la grafica de la funcidén en el
punto donde esta representada la solucidn?
METODO ALGEBRAICO.

6. Encontremos la férmula para calcular las pendientes de las
rectas tangentes a la gréfica de la funciédén:

A(b) = b(38 - 2b), derivando se tiene que:
A*(b) =b{-2) + (38 - 2b) 1 = 38 — 4b.
—Otra manera de encontrar la férmula de la pendientes de las rectas
tangentes a la curva es exXpresar la funcién como una suma de
funciones:
A(b) = 38b - 2b?, derivando tenemos que:
A’(b) = 38 — 4b

- Entonces la foérmula para determinar la pendiente de las rectas
tangentes a la curva es:

[ |
1
A'(b) = mg = 38 — 4b _ﬂﬂ

7. Como ya se observd la resolucién grafica del problema, la
pendiente de la recta tangente en el punto gque representa la
solucién es "cero", entonces;

38 — 4b = 0, de donde;

b = 38/4 = 19/2.

8. La solucidén del problema es:

—-Como queremos encontrar las dimensiones del corral, necesitamos
encontrar el valor de la base y la altura, en la actividad anterior
se obtuvo gque la base es 19/2, para determinar la altura
sustituiremos el valor de "b" en la relacidén (3) con lo que
obtenemos que;

h = 38 - 2(19/2) = 19.

— Entonces; "las dimensiones del corral de mayor drea posible son:

b=19/2m. y h = 19 m.
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- Y ademds que; A =600 = b-h ——-—(2)

— Despejando "h" de la segunda relacién se tiene que:

h = 600/b ———(3)
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Problema 3. La llantera.

En un lote baldio de 50 metros por 100 metros, una compafiia
llantera requiere bardear un terreno rectangular de 600 metros
cuadrados de superficie, dejando sin bardear el lado que da al
norte porque seréd utilizado como entrada al negocio, :Qué dimen-
siones deberd de tener el terreno para que la suma de la longitud
bardeada sea la minima?

RESOLUCTION.

1. Para entender de una mejor manera el problema vamos a hacer un
croquis del mismo.

600 | { N.
m*. |h | | |

5 100 m.
barda

lote
baldio

50 m.

2. Ahora vamos a escribir lo que se pide encontrar en este
problema.

"Las dimensiones que debe tener el terreno de la llantera de
menor longitud bardeada”

3. La férmula para calcular la longitud bardeada (L) de la llantera
es:

L =Db + 2h

4. Como puedes observar, la férmula anterior expresa la longitud
bardeada de la llantera en términos de su base y su altura. Ahora
exXpresaremos la relacién para calcular la longitud bardeada como
una funcién de la base.

— Sabemos que; L = b # 2h ===(1)

- Y ademds que; A = 600 = b+h ——{(2)
- Despejando "h" de la segunda relacién se tiene que:

h = 600/b —=(3)
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— Sustituyendo (3) en (1) tenemos que:

L(b) = b + 1200/b

"A ESTA FUNCION LOS MATEMATICOS
LE LLAMAN MODELO MATEMATICO DEL
PROBLEMA"

5. ¢Cuales son los valores gue en este problema puede tomar la base

de la llantera?

METODO GRAFICO.

6. Dibujaremos una grdfica de la funcién que modela el problema y
localizaremos el punto que representa la solucién.

...................

- Nota! (mismo comentario del problema anterior)

¢Coémo es la recta tangente a la grafica de la funcién en el
punto donde estd representada la solucidn?

METODO ALGEBRAICO.

7. Encontremos la férmula para calcular las pendientes de 1las
rectas tangentes a la gréfica de la funcién.

L(b) = b + 1200/b, derivando se obtiene que:

L’(b) = 1 — 1200/b?.

— Entonces la férmula para determinar la pendiente de las rectas

tangentes a la curva es:

177



L'(b) =my, = 1 - 1200/b?

8. Como ya se observé la pendiente de la recta tangente en el punto
que representa la solucién es "cero" entonces;

1 - 1200/b* = 0, de donde;
b = +\1200

— Como los valores gue puede tomar la b en este problema son:
0 < b < 50; entonces la respuesta es: b = \1200.

9. La solucién del problema es:

- Como ya se mencioné al inicio del problema lo que gqueremos
encontrar es la medida de la base y la altura de la llantera de
menor longitud bardeada, ya obtuvimos que b = Y1200, ahora para
determinar el valor de la altura sustituimos el valor de la base en
la relacién (3), obteniendo que:

h = 600/N1200

- Entonces "“Las dimensiones de la llantera de menor longitud
bardeada son:

b = V1200 m. y h = 600/Y1200 m.

Problema 4. La caja.

Un empresario desea hacer cajas sin tapa para envasar su
producto, para esto hard uso de piezas rectangulares de cartén de
50 centimetros por 30 centimetros, cortando cuadrados iguales en
las cuatro esquinas, y doblando como se ilustra en la figura gque se
muestra en el pizarrén. Encuentra la longitud del lado del cuadrado
que serd cortado en las esquinas y las dimensiones de la caja, si
se guiere obtener una caja que encierre el mayor volumen posible.

RESOLUCION.
1. Escribiremos lo que se pide encontrar en este problema.
"Las dimensiones del cuadrado que se cortara en cada esquina,

asi como las dimensiones de la caja de mayor volumen®

2. La férmula para calcular el volumen de la caja es:
V=1-a-h
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3. Como puedes observar, la férmula anterior expresa el volumen de
la caja en términos del largo, ancho y altura. Ahora expresaremos
la relacién para calcular el volumen de la caja en términos de una
sola variable.

— Sabemos que; ¥ = Lvgsl ———{1)

— Y ademds que; l =50 - 2x ———(2)
& =30 = 2% ——(3)
1 B (4)

— Sustituyendo las relaciones (2), (3) vy (4) en la primera relacién
tenemos gque:

"A ESTA FUNCION LOS MATEMATICOS
V(x) = (50-2x)(30-2x)x LE LLAMAN MODELO MATEMATICO DEL
PROBLEMA "

5. ¢Cuédles son los valores que en este problema puede tomar la x?
METODO GRAFICO.

6. Dibujaremos una gréfica de la funcién gue modela el problema y
localizaremos el punto que representa la solucidén.

¢Como es la recta tangente a la grafica de la funcién en el
punto donde esté representada la solucién?

METODO ALGEBRAICO.

7. Encontremos la férmula para calcular las pendientes de las
rectas tangentes a la grafica de la funciénm.

V(x) = (50-2x)(30-2x)x = 4%°® - 160x%* + 1500%.
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- Derivando se obtiene:

Vr(x) = 12x* - 320x + 1500.
—Otra manera de encontrar la férmula de la pendientes de las rectas
tangentes a la curva es utilizando la regla para los productos

(este trabajo se deja como ejercicio al alumno).

— Entonces la férmula para determinar la pendiente de las rectas
tangentes a la curva es:

Vi(x) = m, = 1l2x* — 320x + 1500]

8. Como ya se observé la pendiente de la recta tangente en el punto
gue representa la solucién es "cero" entonces;

12%* — 320x + 1500 = 0, de donde;

—(-320) = N (-320)% — 4(12)(1500)

Xy,2 T
2(12)
320 + V30400
Zp,2 =
24
- De donde se obtiene que:
320 + 30400 320 + 40 V19
Xl — - —
24 24
320 — \30400 320 - 40 \N19
Xz —3 —
24 24

— Como los valores que puede tomar la "xX" en este problema son:
0 < x < 15
— Entonces la "x" que representa la solucidn es:

%, = (320 — 40 V19) / 24

9. La solucién del problema es:
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- Derivando se obtiene:

wrix) = 12x* - 320% 4+ 1504,
—Otra manera de encontrar la férmula de la pendientes de las rectas
tangentes a la curva es utilizando la regla para los productos

(este trabajo se deja como ejercicio al alumno).

_ Entonces la férmula para determinar la pendiente de las rectas
tangentes a la curva es:

|

Vi(x) = m, = 12x* — 320x + 15001

8. Como ya se observo la pendiente de la recta tangente en el punto
que representa la solucién es "cero" entonces;

12%? — 320x + 1500 = 0, de donde;

—(-320) + V(-320)* - 4(12)(1500)

Xy,2 T
2(12)
320 + V30400
Xy,2 T
24
- De donde se obtiene gque:
320 + V30400 320 + 40 V19
XI = =
24 24
320 — \30400 320 — 40 N19
XZ ] —
24 24

— Como los valores gque puede tomar la "x" en este problema son:
0 = x < 15
- Entonces la "x" que representa la solucidén es:

x, = (320 — 40 V19) / 24

9. La solucién del problema es:
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— Considerando el valor de "X" encontrado en la actividad anterior
se obtiene que la dimensidn del cuadrado que se cortard en las
esquinas es:

x = (320 — 40 V19)/ 24.

- sustituyendo este valor en las relaciones (2), (3) Y (4) se tiene
que las dimensiones de la caja de mayor volumen son:

1 = 50 — (320 — 40 N19)/12,

a = 30 - (320 - 40 \19)/12.

h = (320 — 40 \19)/24.
ACTIVIDAD IMPORTANTE. analiza el proceso due se
siguid para resolver los problemas anteriores

con la finalidad de que puedas observar el plan o
estrategia de solucién para estos problemas. Una vez
hecho esto, escribe en tu cuaderno, los pasos due
pudiste apreciar en esta discusidn.

con los resultados de la discusién anterior trata de
abordar los siguientes problemas.

Problema 5. La caja para empacar harina.

Se pretende empacar harina en cajas con tapadera, contando
para su manufactura con laminas de carton rectangulares de 40 cm.
de largo por 24 cm. de ancho, cortando cuadrados iguales y doblando
como se muestra en la figura.

cortes

24 cm.

{ 20cm. | 20cm. |
|

- x

a) ¢Cuanto mide el lado de los cuadrados que S€ cortan que hacen
gue el volumen de la caja sea el maximo?

b) ¢Cudles son las dimensiones de la caja de mayor volumen?

¢y gCudl es el volumen de dicha caja?
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Problema 6. La barra de margarina.

Un tamafio de la margarina primavera se vende en barras gque
tienen forma de un prisma de base cuadrada, el volumen de las
barritas es de 108 centimetros cibicos. Determinar las dimensiones
de la barra que minimizan la cantidad de envoltura.

Problema 7. La lata para envasar chocolate.

La compafiia nestlé usa latas de hojalata de forma cilindrica
para envasar chocolate en polvo marca "Quik" en su presentacién de
400 gr. Hallar las dimensiones mas econdémicas (es decir, &rea
minima de hojalata empleada en cada bote), sabiendo que el volumen
de cada bote es de 909.2 centimetros cibicos.

Problema 8. La ventana.

Un arquitecto desea disefiar cierto tipo de ventana de tal
manera que la parte inferior sea rectangular y la superior sea un
tridngulo equiléatero como se ilustra en la figura. Si cada ventana
tiene una area de 3 metros cuadrados i;Cuéles son las dimensiones de
la ventana para que su perimetro sea el menor posible?

Problema 9. La alberca.

Una persona tiene un patio rectangular en su casa que mide 20 x 30
metros, y desea construir una alberca con fondo rectangular cuya
srea sea de 40 metros cuadrados. Determina las dimensiones del
fondo para que la cantidad de material que se usard en las paredes
sea el minimo.
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Problema 10. La lata para envasar aceite.

Una compafiia fabricante de aceites desea construir latas
cilindricas de un litro de capacidad para envasar el producto.
Encuentra las dimensiones que debe tener la lata que requiera la
minima cantidad de material en su construcciédn.

Problema 11. El1 cartel.

Un impresor recibe un pedido para producir un cartel
rectangular gque contiene 25 pulgadas cuadradas de impresidn
rodeadas por mérgenes de 2 pulgadas a cada lado y 4 pulgadas en la
parte superior e inferior. ¢cudles son las dimensiones del papel
mas pequefio que puede usarse para hacer el cartel?

Problema 12. Los postes.

Dos postes de longitudes de 15 y 10 metros respectivamente se
colocan verticalmente sobre el piso con sus bases separadas una
distancia de 20 metros. Calcula la longitud minima de un cable que
vaya desde la punta de uno de los postes hasta el suelo y luego
vuelva subir hasta la punta del otro poste.

Problema 13. El tridngulo recténgulo.

Si a y b son los catetos de un tridngulo rectangulo de
hipotenusa 100, hallar el triéngulo rectédngulo que posea el valor
mayor de 2a + b.

Problema 14. E1 nadador.

Un nadador estéd situado en un punto A del lado de un rio recto
de 200 metros de ancho y quiere desplazarse a un punto B situado al
otro lado del rio 700 metros aguas abajo. Si nada del punto A a un
punto P al otro lado del rio a razén de 30 metros por minuto y
camina del punto P al B a razoén 80 metros por minuto. Encuentra la
ruta que el nadador debe de cubrir para llegar de A a B en el menor
tiempo posible.

Problema 15. La escalera.

Una cerca tiene 8 pies de altura con respecto al piso y corre
paralela a un edificio. La cerca se encuentra a un pie del
edificio. Encuentra la longitud de la escalera mas corta que pueda
colocarse en el suelo y recargarse en el edificio por encima de la
cerca.
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Problema 16. El1 canaldn.

Supéngase que le ha sido asignado el trabajo de construir un
canalén para transportar agua de lluvia de una hoja de metal de 15
centimetros de ancho. A un tercio del ancho de la hoja se dobla
esta hacia arriba un angulo €, tal y como se muestra en la figura,
para formar los lados del canalén. ¢Qué tan grande debe hacerse el
&4ngulo C para maximizar el &rea de la seccidén transversal del
canalén y por lo tanto su capacidad de acarreo?

i - 15 cm. ] P_cm_‘

Problema 17. El1 bloque.

Un hombre estd jalando un blogue de 50 kg. con velocidad
constante, por medio de una cuerda sobre un piso horizontal, si el
coeficiente de friccién es de 0.6 ;Cudl es el &ngulo con el gue el
hombre debe tirar la cuerda para hacer el minimo esfuerzo para
jalar el bloque?

Problema 18. EL cartel.

Sobre una torre se levanta un cartel. El cartel tiene 10
metros de alto y su orilla inferior esta a 91.5 metros sobre el
nivel de la calle. Un hombre cuyos ojos se encuentran a 1.5 metros
sobre el nivel de la calle alza la vista para leer el cartel ¢(Qué
tan lejos se debe colocar de la base de la torre si se qulere ver
el cartel lo mas claramente posible, es decir, a qué distancia se
hace maximo el angulo formado por los ojos del hombre y las orillas
inferior y superior del cartel? Sugerencia: Maximizar la tangente
del angulo.

PROBLEMAS DE REPASO
Problema 19. E1 lanchero.

Un hombre estd en un bote en el punto P a un kilémetro del
punto A que estéd en la playa (ver figura). Desea ir al punto B que
esta a un kilémetro de A perpendicularmente a PA. Si puede remar
a 3 km/hr. y caminar a 5 km/hr. Determina hacia que punto C entre
A vy B, debe remar el lanchero para llegar a B en el menor tiempo
posible.
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Problema 20. La ventana.

Una ventana tiene forma de un rectdngulo coronado con un
semicirculo. Encuentra las dimensiones de la ventana que deja pasar
mas luz, si su perimetro mide 5 metros.

Problema 21. El1 libro.

Las padginas de un libro deben tener cada una 600 centimetros
cuadrados de area con margenes de 2 centimetros a los lados y 3
centimetros arriba y abajo. Encuentra las dimensiones de la pédgina
que permitan la mayor &rea impresa posible.

Problema 22. El1 canalén.

Una pieza larga rectangular de lamina de 50 centimetros de
ancho va a convertirse en un canal para agua doblando hacia arriba
dos de sus lados hasta formar &ngulos de 1209 con la base. ¢Cuél
debe ser la dimensién de las partes dobladas para que el canal
tenga capacidad méxima?

Problema 23. La viga.

Encuentra las dimensiones de la viga rectangular de mayor
seccién transversal, que puede cortarse de un tronco cilindrico de
80 centimetros de radio.

Problema 24. El paquete de cOrreo.

Un paquete puede enviarse por correo si la suma de su altura
y el perimetro de su base es menor gque dos metros y medio.
Encuentra las dimensiones de la caja de volumen méximo que puede
enviarse por correo si la base del paquete es cuadrada.
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Problema 25. El tridngulo isdsceles.

Si el angulo opuesto a la base de un triangulo isésceles se

incrementa a razén de 2 rad./min.

tridngulo conservan su longitud de
creciendo la base del triangulo
mencionado se convierte en angulo
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TEMA TIV.
RESOLVIENDO PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS (PARTE II).
PRESENTACION.

Hasta este momento del curso has resuelto cierto tipo de
problemas de optimizacidén utilizando la herramienta que se presentd
en el tema II. En este mddulo te dards cuenta que existen mas
problemas de méximos y minimos que no podrias resolver por las
limitaciones de la herramienta gque posees.

El propésito de este material es de analizar algunos de esos
problemas para buscar la herramienta necesaria para su solucién,
finalmente se te proporcionaran una seria de reglas (las mas
conocidas) para derivar funciones que seguramente aparecerdn al
momento de que pretendas resolver problemas de médximos y minimos en
el nivel superior.

Problema 1. Los postes.

Dos postes de longitudes de 15 y 10 metros respectivamente se
colocan verticalmente sobre el piso con sus bases separadas una
distancia de 20 metros. Calcula la longitud minima de un cable que
vaya desde la punta de uno de los postes hasta el suelo y luego
vuelva subir hasta la punta del otro poste.

Nota! Como ya adquiriste experiencia en la resolucién de problemas

de maximos y minimos, en este médulo se te presentan una serie de

actividades a resolver en cada problema propuesto, una vez que sea

resuelto en el equipo, su solucidén se discutird en el grupo.
ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Haz un dibujo donde representes la informacién que se te

proporciona en el problema.

2. Escribe lo que se te pide encontrar en este problema.

3. Anota la férmula para calcular la longitud del cable.

4. Ahora expresa la relacién anterior en funcién de una variable.

A ESTA FUNCION LOS MATEMATICOS
LLAMA "MODELO MATEMATICO DEL
PROBLEMA" .
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5. ¢Cuédles son los valores que en este problema puede tomar la
variable independiente?

METODO GRAFICO.
6. Elabora una grafica del problema en el plano cartesiano, en ella
localiza el punto que representa la solucién del problema Y escribe
Sus coordenadas. Con la informacidn obtenida de la gréfica escribe
la solucién del problema.

METODO "ALGEBRAICO".

7. Encuentra la férmula para calcular las pendientes de las rectas
tangentes a la grafica de la funcién.

REGLA. Si f(x) = Vg(x) ; donde f(x) y g(x) son funciones, entonces;

Mg = £7(x) = g’ (x)/2 Vg(x)

— Ahora, resuelve la actividad anterior.

8. Utilizando la férmula de las tangentes (la derivada) encuentra
el punto de la gréfica que representa la solucién del problema.

9. La solucién del problema es:
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Problema 2. El1 canalén.

Supéngase que le ha sido asignado el trabajo de construir un
canaldén para transportar agua de lluvia de una hoja de metal de 15
centimetros de ancho. A un tercio del ancho de la hoja se dobla
esta hacia arriba un &ngulo B, tal y como se muestra en la figura,
para formar los lados del canalén. :(Qué tan grande debe hacerse el
angulo B para maximizar el &rea de la seccién transversal del
canalén y por lo tanto su capacidad de acarreo?

I.‘ 15 cnm. | a cm.!

ACTIVIDADES A REALIZAR.

1. Escribe lo que se te pide encontrar en este problema.

2. Anota la férmula para calcular el &rea de la seccidn transversal
del canaldn.

3. Ahora expresa la relacidén anterior en términos de "x"

"MODELC DEL PROBLEMA"

5. ¢Cudles son los valores gue en este problema puede tomar 1la
variable independiente?

METODO GRAFICO.
6. Elabora una gréfica del problema en el plano cartesiano, en ella
localiza el punto que representa la solucidén del problema y escribe
sus coordenadas. Con la informacién obtenida de la gréfica escribe
la solucidén del problema.

METODO “"ALGEBRAICO".

7. Encuentra la férmula para calcular las pendientes de las rectas
tangentes a la gré&fica de la funciédn.
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REGLA. Si f(x) = sen x , entonces m, = f£'(X) = cos X
REGLA. Si f(x) = cos x , entonces mg, = f£'(X) = —-sen X
—Ahora resuelve la actividad anterior.

8. Utilizando la férmula de las tangentes (la derivada) encuentra
el punto de la gréfica que representa la solucién del problema.

9. La solucién del problema es:

las reglas gue hasta el momento has utilizado son:

Regla 1. Si f(x)

C-x" ; C e Ryn e N ; entonces;
Mg = EF{) = €«n ¥

Regla 2. 8i f(x)

C(l/x" ); Ce Ry n e N ; entonces;

mg = £'(x) = C(-n/x""?)
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Regla 3. Si £(x) =C™x ; C e Ry n € N ; entonces;

m.g = £/(x) = C(1/n ™x™1)

Regla 4 (Suma de funciones). Si f(x) = u(x) + v(x) + w(x) +
entonces; Mg, = E7(x) = u'(x) + vi(x) + w'(x) +

Regla 5. 8i f(x) = C ; C € R ; entonces;

My = L7({R] = 0
Regla 6 (Producto de dos funcicnes). Si f£(x) = u(x) -v(x) ;
entonces; M = E7(=) = w{X)-v{x) + w50 |x)

Regla 7. Si f(x) = Vg(x) ; donde f(x) y g(x) son funciones,

entonces; m, = £(x) = g'(x)/2 Vg(x)
Regla 8. S8i f(x) = sen x , entonces m,, = £'(X) = cos x
Regla 9. 8i f(x) = cos x , entonces m,, = £"(x) = —sen x

Las reglas adicionales son:

Regla 10 (Cociente de dos funciones). Si f(x) = g(x)/h(x),

entonces; m,, = £/(x) = [ h(x) g’ (x) - g(x)-h"(x)] /lh(x)]?

Regla 11. 8i f(x) = tan x , entonces m, = £’(x) = sec® x

Regla 12. Si f(x) = ctg x , entonces m, = £/(x) = -csc? x
Regla 13. 8i f(x) = sec x , entonces m, = £’(x) = sec x-tan x
Regla 14, 81 f(x) = cse x ; entonces m,, = £'(X) = —¢c8c x+ctg X
Regla 15. S1 f(x) = Ln x , entonces; m, = £'(x) = 1/x

Regla 16. Si f(x) = e* , entonces; m ., = £/(x) = &*

Problema 3. Utilizando las reglas anteriores encuentra la férmula
para determinar las pendientes de las rectas tangentes (la
derivada) de las siguientes funciones:

a) f(x) =\ (3x* + 5x - 1)° b) f(x) =V (4 x + 6)/(x* + 3x + 4)
c) s(t) =V 100t% + 16 dy f(x) =1V 25 - x2
e) f(x) =V x* +x* +x + 1 f) f(x) =\ x(x* - 88 + 9)
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g) s(t) =V 10t® + 16t*> — 10 h) f(x) =V (25 - x* )(x® + 2%)
i) £(x) = (3x* + 5x — 1)/(x* + 3x + 4)

j) S(t) = (100t® + 16t)/ (10t® + 16t* — 10)

ky f(x) = (x- \x )/ x°

1) f(x) = (—2%* + 4x* + 10x - 1)/ ¥°

m) £(x) = (x* - 8x + 9) / (4 X + 6)

n) £(x) = (25 — x® )(x* + 2X) / (-8%® + 7x* + 10x - 1)

fi) Verifica que si f(x) = [ g(x)]? , entonces;

mg, = £7(x) = 2g(x)+g’(x)

o) Encuentra la regla para derivar £(x) U(X)*V(X) W(X)

p) Encuentra la regla para derivar f(x) Ng(x)

Problema 4. Encuentra la férmula para las tangentes expresada como
un limite (m,, = lim m, ; cuando la "h" tiende a cero) para las
siguientes funciones:

Se sugiere gque grafiques la funcidén, selecciones un punto £fijo
cualquiera y traces las secantes necesarias para obtener la recta
tangente.

a) f(x) = sen x
b) f(x) = cos x
c) f(x) = tan x

Problema 5. Utilizando las reglas de derivacién anteriores
encuentra la férmula para determinar la pendiente de cualquier
tangente (la derivada) de las siguientes funciones:

a) f(x) = 2 sen x-cos x b) f£(x) = cosx

c) f(x) = 2 sen? x d) f(x) = cos 2x

e) S(t) =sen t +\ 16 - cos? t

f) f(x) = x/tan x g) £(x) = sec x-tan x

h)y £(x) = {(x + ctg x)* i) £(x) = ={tan x ~ cot x)
j) h(t) = 6 - 3 sen t
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cos t sen t

Cos £ #*

k) v(t)
N\ 16 - cos® t

(10 N cos® t )/(1 + t)

1) h(t)

m) Utilizando la regla 8 y 9 comprueba que:

I

m.l) Si £(x) = cot x , entonces; m, = £’ (x) —gee’ x

m.2) Si £(x) = tan x , entonces; mg = £'(x) = sec? x

Problema 6. Encuentra la férmula para las tangentes expresada como
un limite (m,, = lim m, ; cuando la "h" tiende a cero) para las
siguientes funciones:

Se sugiere gque grafiques la funcién, selecciones un punto fijo
cualquiera y traces las secantes necesarias para obtener la recta
tangente.

a) f(x) = Ln x

by £6x) ex

Problema 7. Utilizando las reglas anteriores encuentra la derivada
de las siguientes funciones:

a) f(x) = 41nx b) f(x) = -2e* c) £(x) = (e*)(lnx)
d) f(x) = 121lnx + 5cosx - 3e&* e) f(x) = VNlnx + e*

£) £(x) = 5 (1lnx)? g) £(x) = lnx/e*

h) f(x) = sen’x + 3secx + 6e* i) £(x) =\ (e*)(lnx)
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- CONOCIMIENTO MATEMATICO

- RESOLUCION DE DROBLEMAS
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EXAMEN DIAGNOSTICO.

DE

CONOCIMIENTO MATEMATICO.

LA PRESENTE EVALUACI@N TIENE LA FINALIDAD DE DIAGNOSTICAR
EL CONOCIMIENTO MATEMATICO QUE HASTA EL MOMENTO POSEES EN
- ARITMETICA, ALGEBRA Y GEOMETRIA CONOCIMIENTO con: LOS QUE
yABORDARAS EL CURSO DE CALCULO DIFERENCIAL j

POR LA RAZON ANTERIOR ESTE EXAMEN NO INFLUIRA EN TU EVA:'“
LUACION EN EL PRESENTE CURSO DE MATEMATICAS :

:”TUS 'RESPUESTAS PERMITIRAN TENER INFORMACION PRECISA SOBRE
LOS CONOCIMIENTOS MATEMATICOS QUE DOMINAS Y EN BASE 2
ELLO  ORGANIZAR E IMPARTIR EL CURSO DE MATEMATICAS DE
ALCULO DIFERENCIAL : '

INSTRUCCIONES ..

- ESTE EXAMEN CONSTA DE DOS PARTES, UN CUADERNILLO'D_
_ DREGUNTAS DE  OPCION MOLTIPLE (ESTE EJEMPLAR) Y UN_
~ HOJA DE RESPUESTAS o | | G

3EN 'ESTE CUADERNILLO CADA REACTIVO APARECE CONACiNC,
E--OPCIONES "UNA DE ELLAS ES. LA CORRECTA ANOTA EN. LA HOJ
DE’ RESPUESTAS LA LETRA QUE CORRESPONDA A LA SOLUCION

:NO RAYES ESTE CUADERNILLO DE ‘PREGUNTAS SI NECESITA
?HACER OPERACIONES UTILIZA HOJAS EN BLANCO Y ANEXALAS

5NO UTILICES CALCULADORA

:HAZ TU MEJOR ESFUERZO PARA CONTESTAR COMPLETAMENTE EST.
-EXAMEN ¥ GRACIAS POR TU COLABORACION i : i
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CUADERNILLO DE PREGUNTAS.

ARITMETTCA,

1. Al sumar 393, 4658, 3790 y 67 el resultado es:

a) 7908 b) 8608 c) 8898 d) 9808 e) ninguna de las

anteriores.
2. El resultado de la suma (19) + (-41) es:
a) 22 b) 60 ¢)] =22 d) -60 e) ninguna de las
anteriores.

3. Al efectuar la operacién (2/7) x (3/7) se obtiene:
a) 6/7 b) 6/49 c) 14/21 d) 21/14 e) ninguna de las
anteriores.
4. El resultado de (3/8) + (5/2) es:
a) 23/8 b) 8/10 c) 16/4 dy 17/2 e) ninguna de las
anteriores.
5. El numero sefialado en la recta numérica por la flecha es:

=2 =1 0 1 l 2
! | | I S

a) 3/4 bY ~3/2 €) 6/4 d) 5/4 e) ninguna de las
anteriores.

6. De los siguientes dibujos, aquel donde la parte sombreada
corresponde a 2/3 es:

a) c)

d) e) ninguna de las anteriores.

7. La expresién decimal de 1/3 es:

a) 0.3 by 0.33 c) 0.333 d) 0.3333 e) ninguna de las
anteriores.
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8. Si sumamos 1/8 + 1/6 + 1/4 el resultado es:

a) 3718 by 1/192 c) 13/24 d) 3/192 €) ninguna de las
anteriores,

ALGEBRA,

9. Al efectuar 1la operacién de a* + 2ab + b2 — a* - ab el resultado
gue se obtiene es:

a) ab + p? b) -ab + bz C) -2a%? - 3ab + b?

d) —-a* - 2a?b? + p2 €) ninguna de las anteriores.

10. Al efectuar 1la operacidén -2X (X - 1) obtenemos:
ay -2x* - 1 b) 2x* + 2x c) —-2%X? + 2%

d) -2x% + 2 €) ninguna de las anteriores.

11. El resultado de (a — 2b)? es:

a) a® - 4p*? b) a? + 4p? c) a® + 4ab + 4bh2
d) a® - 4ab + 4p? ) ninguna de las anteriores.
A

12. La expresién es igual a:

A+ B

A+ B

a) 1/B b) B ¢) (A/A) + (A/B) d)

B

€) ninguna de las anteriores,

13. El1 resultado de factorizar 2Xh 4+ h? es:
a) h*(2x + 1) b) h(2x + h) ¢) 2X(h + h?)

d) h(2X + h?) €) ninguna de las anteriores.

14. El producto de (2X + 3Y) (2x + 3Y) es igual a:
a) 4X* - 6XY + 9y b) 4x* + 6xy + gy

c) 4X* + 9y? d) 4x* - 9y2 €) ninguna de las anteriores.
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15. El1 resultado de 1la operacién (3Xh? + 3X°h + h*) / h es:

a) 3%Xh + 3% + h? b) 3X + 3x? c) 3Xh + 3X + h?

d) 3Xh + 3%X* + h? €) ninguna de las anteriores.

16. En la ecuacién 5% + 26 = 3X + 32, el valor de 1la incégnita x

es:

a) 12 b) 58/2 c) 6/8 d) 58/8 €) ninguna de las
anteriores,

17. Las soluciones de 1la ecuacidén 2X* + 4X - 6 = 0 son:

a) 4y -6 by 1y 3 c) 1y -3 d) -4y 6 €) ninguna
de las anteriores.

GEOMETRIA,

18. En el siguiente tridngulo rectangulo el valor de la hipotenusa
es:

ay 7 b) 10 c) 14 6

d) 4 €) ninguna de las anteriores.
8

19. Si se tiene un rectangulo de 50 metros de perimetro y su altura
mide 10 metros entonces la base del rectdangulo mide:

a) 5 metros b) 40 metros c) 30 metros

d) 25 metros e) ninguna de las anteriores.

20. Un circulo tiene dos metros de radio, si duplicamos el valor
del radio el &rea del sireulo:

&) se duplica b) se triplica €) se cuadruplica

d) se sextuplica e) ninguna de las anteriores,

21. Se tiene una recamara Cuyo piso tiene una &rea de 24 metros
cuadrados, si la altura del cuarto es de 2.5 metros el volumen de

la recémara es:

a) 24 b) 48 c) 60 d) 26.5 €) ninguna de las anteriores,

201



22. Un rectédngulo tiene una drea de 60 metros cuadrados, si la base
mide 12 metros su altura expresada en metros sera:

a) 5 b) 60 &y 12 d) 36 e) ninguna de las anteriores.

23. La gréfica de la ecuacién Y= -X? + 3X - 2 es:

1Y Y
a) b)

sz 1 l f‘/—\z

' : )
2 o//// \\\

o e) ninguna de

¥ INy de las anteriores
c) | dy i1
1 2 L 2
] X \4/ 5 <
,g,
24. De las siguientes rectas :cuidl tiene pendiente cero?
Y y
a) ' b)
x X
¥ y
c) ' d)
N . 5

e) ninguna de las anteriores.
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25. la grafica en el plano cartesiano de Y

b)

e) ninguna de las anteriores.
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DATOS GENERALES.

NOMERE DEL ALUMNO




HOJA DE RESPUESTAS.

DATOS GENERALES.

NOMBRE DEL ALUMNO

FECHA DE APLICACION GRUPO
ESPECIALIDAD TURNO
RESPUESTAS.
s [ ) 16. ( )
21 ) L7 o )
P ) 18 { )
4. ) 9., ¢ )
B, i€ ) 20. )
6.( ) 2 5 )
Zu | ) 22 .4 )
8. ( ) 23. ( )
2.8 ) 24 . ( )
Lo, ) 25 . 4 )
ok 995 ) 26. (.. )
12. ¢ ) 2. { )
13. ¢ ) 28. ( )
14. ( ) 29. | )
15 1 ) 38 ; i )
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EXAMEN DIAGNOSTICO.

SOBRE

RESOLUCION DE PROBLEMAS.

, ESENTE’EVALUACION TIENE LA FINALIDAD DE INﬁEéTIGAEj
US HABILIDADES PARA RESOLVER PROBLEMAS . -

”FSTE‘ XAMEN NO INFLUIRA EN TU EVALUACION EN EL PRESENTE
URSO DE MATEMATICAS

INSTRUCCIONES

_ESTE EXAMEN CONSTA DE UNA SERIE DE. PROBLEMAS.DONDE EN;
CADA UNO DE  BILLOS  SE TE. PLANTEAN VARIAS PREGUNTAS
_LEELAS CON ATENCION i CONTESTALAS CORRECTAMENTE

'PARA RESOLVER AS :PREGUNTAS UTILIZA.EL ESQACIO QUE SE
- EN CADA UNA DE ELIAS. - e "

PARA RESOLVERFESTE EXAMEN UTILIZA"LUMA

ILICES_CA CULADORA

:HAZ TU MEJOR ES‘UERZO PBRA CONTESTAR COMPLETAMEN
EXAMEN s GRACIAS :POR: TU COLABORACION e
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DATOS GENERALES.

NOMBRE DEL ALUMNO

FECHA DE APLICACION GRUPO

ESPECIALIDAD TURNO

Problema 1. Un campesino posee un terrenc rectangular de 200 metros
de largo por 100 metros de ancho. En la mitad del terreno siembra
maiz, en una cuarta parte siembra hortalizas ¥y el resto del terreno
se queda sin sembrar.

Pregunta 1. Si el rectdngulo de la figura representa el terreno del
campesino indica en el la informacién que se te proporciona en el
problema.

Pregunta 2. Si de la parte del terreno que se siembra de hortalizas
una tercera parte la siembra de lechugas ¢Qué parte del total del
terreno se siembra de lechugas?

Pregunta 3. ¢Cudl es el &rea de 1la parte que se siembra de
hortalizas?
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Pregunta 4. :Cudl es el perimetro de la parte de terreno que se
sembrd de maiz?

Problema 2. Se tiene una caja de base cuadrada sin tapa, donde el
drea de la base Y sus cuatro caras laterales juntas es de 2800
centimetros cuadrados.

Pregunta 1. Si le llamamos "b" al lado de la base y "h" a la altura
de la caja, escribe la férmula para calcular el volumen de la caja:

Pregunta 2. Escribe la férmula para calcular el &rea de una cara
lateral de la caja:

Pregunta 3. Si el lado de la base mide 20 centimetros éCudl es el
drea de una cara lateral?

Problema 3. El perimetro de un tridngulo recténgulo es de 3.72
metros, sus catetos son iguales y cada uno mide 1.24 metros.

Pregunta 1. Escribe 1la férmula para calcular el perimetro del
tridngulo

Pregunta 2. Encuentra el valor del lado desconocido del triangulo.
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Pregunta 3. Haz un dibujo del tridngulo donde indiques los valores
de sus lados.

Problema 4. Un ranchero y su caballo se encuentran a 4 kilémetros
al sur de un rio cuya agua fluye de oeste a este y a 7 kilémetros
al norte de una iglesia, la iglesia se encuentra a 8 kilémetros al
oeste de la casa del ranchero.

Pregunta 1. Haz un dibujo donde representes la informacién que se
te proporciona en el problema.

Pregunta 2. Sobre el dibujo traza una ruta por donde el ranchero
pueda ir desde donde se encuentra, a darle de beber agua a su

caballo en el rio y después regresar a su casa. Intenta que la ruta
trazada sea la més corta.
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E X & MEN ES FIN ALES

. - RESOLUCION DE PROBLEMAS =

e o EVALUACI@N i
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EXAMEN FINAL.

DE

CONOCIMIENTO MATEMATICO.

LA:PRESENTE EVALUACION TIENE LA FINALIDAD DE DIAGNOSTICAR
EL CONOCIMIENTO MATEMATICO QUE HASTA EL MOMENTO POSEES EN-
ARITMETICA ALGEBRA ¥ GEOMETRIA S i i

'POR La RAZON ANTERIOR ESTE EXAMEN NO INFLUIRA EN TU EV
UAC'QN EN EL PRESENTE CURSO DE MATEMATICAS S

INSTRUGCibNES”'

.__TE EXAMEN CONSTA DE DOS PARTES CUN cﬂADERNILLo DE
REGUNTAS DE OPCION MULTIPLE (ESTE EJEMPLAR) """ Ly UNAi
HOJA DE RESPUESTAS o G

EN ESTE CUADERNLLLO CADA  REACTIVO APARECE CON CINCO;
:OPCIONES 'UNA DE ELLAS ES IA CORRECTA. ANQTﬁ EN LA,HOJA:
: ZSPUESTAS LA LETRA QUE CORRESPONDA A LA'SOLU B

’ RAYES ESTE CUADERNILLO DE PREGUNTAS SI N’.":!CE?SI'I‘.Y%S";i
'HACER OPERACIONES UTILIZA HOJAS EN BLANCO Y_ANEXALAS_ i

UTILICES CALCULADORA

HA TU MEJOR ESFUERZO PARA CONTESTAR COMPLETAMENTE ESTE;
REXAMEN Y GRACIAS POR TU COLAEORACION e o o
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a)

a)

a)

a)

6.

CUADERNILLO DE PREGUNTAS.

ARITMETTICA.

Al sumar 693, 5798, 890 y 7 el resultado es:
5388 b) 7188 c) 7378 d) 6388 €) ninguna de las
anteriores,
El resultado de la suma (23) + (-38) es:
15 b) 61 oy =15 d) =61 e) ninguna de las
anteriores.

Al efectuar la operacién (5/9) x (2/9) se obtiene:

10/9 b) 10/81 c) 45718 d) 18/41 €) ninguna de las
anteriores.

El resultado de (2/3) + (8/12) es:

16/12 b) 10/15 c) 10/36 d) 34/3 e) ninguna de las
anteriores.

El nimero sefialado en la recta numérica por la flecha es:

l
-2 =\ 0 1 2 v 3
| | | | | | |

5/4 b) =5/2 ~ ey 10/4 d) 9/4 €) ninguna de las
anteriores.

De los siguientes dibujos, aquel donde 1la parte sombreada

corresponde a 3/4 es:

a)

d)

a)

ey 7 B e
2y A

it

B} B ¢

e) ninguna de las anteriores.

La expresién decimal de 2/3 es:

0.6 b) 0.66 c) 0.666 d) 0.6666 e) ninguna de las
anteriores.
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8. Si sumamos 1/2 + 1/5 + 1/8 el resultado es:

a) 3/156 by 1/80 c) 33/40 d)y 3/80 e) ninguna de las
anteriores.

LLGEBRA.

9. Al efectuar la operacién de x* + 2xh + h? +1 - x> - 1 ;
resultado que se obtiene es:

a) 2xh + h? b) 2xh + h? + 2 gy —2%* + 2xh + h?

d) —x* + 2xh + h? e) ninguna de las anteriores.

10. Al efectuar la operacidén -3a (a? - 1) obtenemos:
&)y =3g* — 1 b) 3a® + 3a c) —-3a* + 3a

d)y -3a®> + 3 e) ninguna de las anteriores.

11. El resultado de (x — 3h)® es:

&j ® -~ R b) x* + 9h? c) ¥* + 6xh + h?
d) x* — 6xh + h® e) ninguna de las anteriores.
A
12. La expresiodn es igual a:
A + B
A+ B
a) 1/B b) B c) (A/BA) + (A/B) d)
B

e) ninguna de las anteriores.

13. El resultado de factorizar 3x*h + 3xh?® +h® es:
a) R3%® + 3Ix + 1) b) h(3x* + 3xh + h?) c) 3x(xh + h* + h?)

d) h(3x® + 3xh + h?) e) ninguna de las anteriores.

14, E1 producto de (2x + 8) (2x - 8) es igual a:
a) 4x* + 64 b) 4x* + 32x + 64 c) 4x® - 32x + 64

d) 4x* - 16x + 64 e) ninguna de las anteriores.
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15. E1 resultado de la operacién (3xh?® + 3x*h + h?) / h es:

a) 3xh + 3x* + h? by 3x + 3%° c) 3xh + 3x + h®

d) 3xh + 3x* + h? e) ninguna de las anteriores.

16. En la ecuacién 6x + 14 = 8x + 20, el valor de 14 incbgnita X
es:

a) -12 b) 34/2 c) —6/14 d) 34/14 e) ninguna de las

anteriores.
17. Las soluciones de la ecuacién 2%2 + 6x — 8 = 0 son:
a) 4 vy -4 by 1y 4 c) 1y —4 dy -1y 4 e) ninguna

de las anteriores.

GCGEOMETRTIA.

18. En el siguiente tridngulo recténgulo el valor de la hipotenusa
es:

a) 14 b) 20 c) 28 12

d) 400 e) ninguna de las anteriores.
16

19. El1 sefior Rodriguez cercdé los cuatro lados de un lote
rectangular de su propiedad y para ello utilizé 100 metros lineales
de malla. Si la base del terreno es de 20 metros su altura es:

a) 5 metros b) 80 metros c) 60 metros

d) 10 metros e) ninguna de las anteriores.

20. Un circulo tiene un metro de radio, si duplicamos el valor del
radio el &rea del circulo:

a) se duplica b) se triplica c) se cuadruplica

d) se sextuplica e) ninguna de las anteriores.

21. Se tiene una alberca de fondo rectangular, donde el &rea del
piso es 48 metros cuadrados, si la profundidad de la alberca es de

3.5 metros su volumen es:

a) 48 b) 144 c) 168 d) 51.5 e) ninguna de las anteriores.
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22. Un rectadngulo tiene una &rea de 30 metros cuadrados, si la base
mide 5 metros su altura expresada en metros seréa:
a) 6 b) 9 g) 12 d) 18 e) ninguna de las anteriores.

23. La grafica de la ecuacién ¥= -%X* + 3% — 2 es:

a) b)

i ; \
e) ninguna de
2 de las anteriores

c) | d) \ /
| r 2 | Ly
N

-3 :

24. De las siguientes rectas :cudl tiene pendiente cero?

[N

a) _ b)

/

&) d) \\\\\

e) ninguna de las anteriores.
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25.

\\

X2

~
-

\

-4

e) ninguna de las anteriores.

la grafica en el plano cartesiano de

¥

ble///

™~

+2X - 4 es:

d)
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HOJA DE RESPUESTAS.

DATOS GENERALES.

NOMBRE DEL ALUMNO

¥ GRUPO
FECHA DE APLICACION

TURNO
ESPECIALIDAD

RESPUESTAS.

i i ) 18 )
- ) 3 { )
3 ) 18. )
i ) 19. )
B ) 20.( )
€. ( } 21.( )
T2t 7 ] 2 ;
g ¢ ) 23 . ¢ )
5 ( ) 24. ( )
10. ( ) 25.1 )
131 ~ 3 281 )
- ) =l )
. ) 28. ( )
S, ) 29. ( )
15. | 30.( )
216

- RESOLVER. ESTE EXAMEN UTILIZA PLUMA"

NO UTILICES CALCULADORA

HAZ .U MEJOR ESFUERZO PPRA'CONTESTAR COMPLETAME ‘E ESTE
EXAMEN Y GRACIAS POR TU COLABORACION




EXAMEN FINAL

SOBRE

RESOLUCION DE PROBLEMAS.

LA PRESENTE AVALUACION TIENE ia FINDLIDAD DE iﬁvEsTIGAgf
: US_HABILIDADES PARA RESOLVER PROBLEMAS . i .

_ESTE EXAMEN NO INFLUIRA EN TU EVALUACION EN EL
1CURSO DE MATEMATICAS i : : G

INSTRUCCIONES

EESTE EXAMEN CONSTA DE UN- LISTADO DE PROBLEMAS‘ -
CADA UNO DE ELLOS SE TE PLANTEAN UNA SERIE DE PREGUNTASﬁ
EELAS CON ATENCION ¥ CONTESTALAS CORRECTAMENTE T o

?PARA'RES©LVER 1AS PREGUNTAS UTILIZA EL ;ESPACIOiQUE SEf
DEJA EN CADA UNA DE ELLAS. . | .

RA'RESOLVER ESTE EXAME UTILIZA PLUMA'-

'TILICES CALCULADORA”

HAZ TU MEJOR ESFUERZO DPARA. CONTESTAR COMPLETAM E ESTE
XAMEN ¥ GRACIAS POR TU COLABORACION o
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DATOS GENERALES.

NOMBRE DEL ALUMNO

FECHA DE APLICACION GRUPO

ESPECIALIDAD TURNO

Problema 1. En un terreno rectangular de 500 metros por 200 metros
se construirid una institucién educativa, la tercera parte del

terreno se utilizard para el area de edificios, el resto se ocupara
como area deportiva.

Pregunta 1. Si el rectédngulo de la figura representa el terreno
indica en el la informacidn que se te proporciona en el problema.

Pregunta 2. Si de la parte del terreno que se utilizard como &rea
deportiva, una cuarta parte serd utilizada para la construccidn de
un estadio de fdtbol ¢Qué parte del total del terreno abarcard el
estadio de fatbol?

Pregunta 3. ¢Cudl es el &area de la parte que ocupard la seccidn de
edificios?

Pregunta 4. ¢Cudl es el perimetro de la parte de terreno que
comprende el &drea deportiva, excluyendo el estadio de fatbol?
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Problema 2. Se tiene una caja de base cuadrada con tapa, donde el
irea de sus seis caras juntas &s de 4000 centimetros cuadrados.

Pregunta 1. Haz un dibujo de la caja en CTIES dimensiones,
sefialando en ella los lados de su base y su altura.

Pregunta 2. Si le 1lamamos "b" al lado de la base ¥ "h" a la altura
de la caja, escribe la férmula para calcular el volumen de la caja.

Pregunta 3. Escribe la férmula para calcular el &drea de una cara
lateral de la caja

Pregunta 4. Si el lado de la base mide 20 centimetros iCudl es el
Zrea de una cara lateral?

problema 3. El perimetro de un tridngulc rectangulo es de 3.72
metros, sus catetos son iguales vy cada unc mide 1.24 metros.

Pregunta 1. Escribe la f6rmula para calcular el perimetro del
triangulo

Pregunta 2. Encuentra el valor del lado desconocido del triangulo.

Pregunta 3. Haz un dibujo del triangulo donde indiques los valores
de sus tres lados.
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Pregunta 4. Utiliza el dibujo anterior para calcular el perimetro
del tridngulo.

Pregunta 5. Escoge tres segmentos de 1.24 centimetros y trata de
construir un tridngulo rectangulo.

Pregunta 6. ¢Consideras que la respuesta gque encontraste en este
problema es correcta?

Problema 4. Un lanchero se encuentra a 4 kilédmetros al sur de una
playa gque va de oeste a este y a 7 kilémetros al norte de una isla
A, la isla A se encuentra a 8 kilédmetros al oeste de una isla B.

Pregunta 1. Haz un dibujo donde representes la informacidén que se
te proporciona en el problema.

Pregunta 2. Sobre el dibujo traza una ruta por donde el lanchero
pueda ir a la playa y posteriormente a la isla B. Intenta que la
ruta trazada sea la mas corta.
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EVALUACION.
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Problema I.

ge desea construlr una

ventana rectangular de 4 metros

cuadrados de area. La ventana se colocara en una pared de b metros

de

hase por 3 metros

ventana de menor perimetro?
Nota. Considerando el problema ant
reactivos.

de altura ¢Cuésles son las dimensiones de la

erior resuelve los siguientes 5

1. En el problema lo gue se desea es:

a) minimizar el perimetro b) maximizar el area

c) maximizar el perimetro d) minimizar el area

e) ninguna de las anteriores.

2. Si "A" representa el &rea de la ventana "P" el perimetro y "b"
la base de la ventana; la funci6én gque modela el problema en
términos de la base es:

a) A{b) = b (P - 2b)/2 b) P(b) = 2b + (2/b)

c) P(b) = 2b + (8/b) d) A(b) = b(P - 2b)

e) ninguna de las anteriores.

3.
a)

d)

§.
a)

da)

5.
a)

da)

Problema II.
Eln) =
rectas secantes
Nota.

Los valores que puede tomar la

0 <b <68 b) 4/3 £ b £ 6
0 £b 26 e) ninguna de las
La f6rmula de las pendientes de

meg = (P/2) - 2b b) Meg = P
Meg = 2 — (8/B%® ) e) ninguna
La solucién del problema es:

b =4y h

1 b) b=2yh =

b 5y h 4/5 e) ninguna de

La figura A muestra;
x2 - 1, el punto fijo de
necesarias para o
Considerando este

reactivos

222

problema

variable independiente (b) son:

c) b 2> 4/3

ghtericres:

las tangentes (la derivada) es:

- 4b c) Meg = 2 = {2/b% ]
de las anteriores.
2 c) b = 4/3 vy h = 3

las anteriores.

la grafica de la funcidn
coordenadas (%o, f(Xo)),
btener la recta tangente.
resuelve los sigulentes 2

y las



223



6. La formula para determinar la pendiente de las rectas secantes
en términos de xo y h es:

({%X0 + h)2 = 1) = (%Xe® = 1)

a) Ma =
h
({o + H)? — 1) - %e® = 1
b) ma =
h
(x2 - 1) - (%2 - 1)
C) Ma =
h
((X0 + h)Z2 - 1) - Xo?
d) ma =

h

e) ninguna de las anteriores.

7. La férmula para las pendientes de las tangentes expresada como
un limite es:

((X0 4+ h)2 - 1) - (%02 - 1)
a) meg = 1lim
h—s% 0 h
{{%e + KIZ - 1) = ®e® = 1
b) mtg = 1lim
n—sp 0 h

(%2 - 1) - (%o0® - 1)
c) mtg = lim
h—s 0 h

({xe + h)® = 1) - Xo*
d) Meg = 1lim
h—sp 0 h

e) ninguna de las anteriores.

Problema III. Para la funcién f£(x) = 2x + 50/x ;
Nota. Considerando este problema resuelve 1los siguientes 2
reactivos.

8. La férmula para las pendientes de las tangentes (la derivada)
es.t

2 — 50/x=

2x + 50/x= b} meg = 2 # 50/x%*% C) Meg

a) Meg

d) Meg 2 =~ 50/X e) ninguna de las anteriores.
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9. La pendiente de la recta tangente en los

¢)

puntos (-5,-20),

O, =48, 3/2

e) ninguna de las anteriores.

10. E1 dibujo gue muestra una recta tangente a la curva en el punto

(1,52), (10,25) =on:
a) -8, 52, 41/2 b) 4. 52, 52
d) 12, 4B —3
upﬂ es: 1L
LA
a) »
4
EQC
¢
c) —>

e) ninguna de las anteriores.

b)

d)

ﬂ;

/ N\

.‘F" /

11. La grafica de la funcion f(x) = 1/x* es:

{\

a)

o
-
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a)
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&) ninguna de las anterloree,

(nd

2, La funcioén f(x) = 1/%; loz valores que puede tomar 1a varlabl
"y (dominio de la funcion) son:

13. La figura que muestra la recta tangente & la grafica ds
funcién en el punto gQue representa la sclucién de un problem

maximos:
! ‘\\\ — \\\m"/////

o }

c) a) \
‘ |

e} ninguna de las &nLLET1GIES.
1fxs + h) - Li¥e
14. La solucién de Lim es:
h —» C h
i 9 4 2. oA T e = . L Lo o 3] v &
a) -1/%c By 1/ %s )2/ 2% d; - Mo
e) ninguna de las anteriores.
> Encuentra la f6rmula de las tangentes (la derivads) de las
siguientes funciones:

15. f(x) = -10 x7 + 1/x® -5 cos X
16. (=) = sen?® X
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Y. fix)

"

\! < + 10x2 -20x + 40

18. f£(x) Ln x/e=

i

V

Problema IV. Si 1a funcién £(x) = X7
actividades:
1. Bivuja Is créiica dc lz fenslon ¥ aralize &1 pu
2. Traza las rectas secantes que e indican en la
y determina st rendierite
: T
Xo 1, h M=
1
~3 | 4
T
¥ ‘ ‘J-
ik H ]
!
-1 i 2
=q 1.
il g.5
i 0.1
L
3. Con los wvalcres obtenidoz en la tabla estima
prendiente de la recta tangente.
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ANZ—";LI s1cim STAD fsTICO REACTIVO BOR REACTIVO.

1, EXAMEN DE RESOLUCION DE DROBLEMAS INICIAI

228



ANALISIS ESTADISTICO DE LOS DATOS OBTENIDOS

oy 71, EXAMEN DE RESOLUCION DE PROBLEMAS INICIAL,

El anidlisis estadistico de los datos de este diagndéstico se
realiza reactivo por reactivo, utilizando para esto la ji cuadrada,
bajo las consideraciones y procesos descritos en el libro "Applied
Statistics for engineers and physical scientists" de Robert V. Hogg
y Johannes Ledolter, segunda edicién. Esta prueba se aplicd para
aceptar o rechazar la hipétesis siguilente: "El grupo C es
equivalente al grupo F", las pruebas se hicieron con un nivel de

gignificancia de 0.1.

Este examen consta de cuatro problemas de aritmética v
geometria, en cada uno de ellos se incluyeron preguntas abiertas
con el fin de medir alguna habilidad para resclver problemas. Por
el tipo de reactivos, las respuesta dadas por los alumnos en cada
pregunta es muy variada. Para distinguir entre las respuestas
obtenidas se elabord una escala ordinal donde se destaca solamente
que una respuesta es mejor O peor que otra, esto, sin &animo de

asignar una calificacidén numérica.

A continuacién se presenta la diversidad de respuesta

encontradas en cada reactivo:

Reactivo I.1, IV.1l y IV.2

NIVEL SIGNIFICADO DEL NIVEL
9 Representd bien
2 Representé incompleto bien
1 Representd mal
0 No contestd
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0 No contestd
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ANALISIS ESTADISTICO DE LOS DATOS OBTENIDOS
EN EL EXAMEN DE RESOLUCION DE PROBLEMAS INICIAL.

El andlisis estadistico de los datos de este diagnéstico se
realiza reactivo por reactivo, utilizando para esto la ji cuadrada,
bajo las consideraciones y procesos descritos en el libro "Applied
Statistics for engineers and physical scientists" de Robert V. Hogg
y Johannes Ledolter, segunda edicidén. Esta prueba se aplicd para
aceptar o rechazar la hipdtesis siguiente: "El grupo C es
equivalente al grupo F", las pruebas se hicieron con un nivel de

significancia de 0.1.

Este examen consta de cuatrc proklemas de aritmética vy
geometria, en cada uno de ellos se incluyeron preguntas abiertas
con el fin de medir alguna habilidad para resolver problemas. Por
el tipo de reactivos, las respuesta dadas por los alumnos en cada
pregunta es muy variada. Para distinguir entre las respuestas
obtenidas se elabord una escala ordinal dende se destaca solamente
que una respuesta es mejor o peor que otra, esto, sin animo de

asignar una calificacidn numérica.

A continuacién se presenta la diversidad de respuesta

encontradas en cada reactivo:

Reactivo I.1, IV.1 y IV.2

NIVEL SIGNIFICADO DEL NIVEL
g Representd bien
2 Representd incompleto bien
1 Representd mal
0 No contestd
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Reactivo I.2, I.3 y I.4

NIVEL

SIGNIFICADO DEL NIVEL

Contestd bien y representd bien

Contestd bien y no representd

Contestdé bien y representd mal

Representd bien (sin proc. arit.)

Contestd mal y representd bien

Contestd mal y representd mal

Contestd mal y no representd

O | N W oo

No contestd

Reactive TI.1, IT.2 ¥ Iil.l

NI

VEL SIGNIFICADO DEL NIVEL

9 Bien

1 Mal

0 No contestd

Reactivo II.3

NIVEL

SIGNIFICADO DEL NIVEL

‘Contestd bien, completo

Contestd bien (expresando férmula)

Contestd incompleto bien

Contestd® mal

O |FP |N |0

No contestd

Reactivo III.2

NIVEL SIGNIFICADO DEL NIVEL

Calculos correctos

Célculos incorrectos

Céalculos incoherentes

o PN

No contestd
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Reactivo III.3

NIVEL

SIGNIFICADO DEL NIVEL

9 Bien y detectd inconsistencia

4 Bien de acuerdo a la informacidn
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Reactivo III.3

NIVEL SIGNIFICRDO DEL NIVEL
8 Bien y detectd inconsistencia
4 Bien de acuerdo a la informacidn
3 Bien inconsistente (1o detectd incons.)
2 Mal coherente
1 Mal incoherente
0 No contestd

El tipo de habilidades que Se€ evaluaron en cada pregunta se

describen a continuacidn:

El primer problema que Se€ presenta en el examen inicia con la
siguiente informacidén: Un campesino posee un terreno rectangular de
200 metros de largo por 100 metros de ancho. En la mitad del
terreno siembra maiz, en una cuarta parte siembra hortalizas y el
resto del terreno se gueda sin sembrar.

Con esta informacién se plantean las siguientes preguntas:

Pregunta I.1 (reactivo 1). Si el rectdngulo de la figura

representa el terrenc del campesino indica en el la informacidn que

.

En este reactivo se pretende obtener informacién acerca de: i)

se te proporciona en el problema.

|
==

1a habilidad para comprender el problema, ii) 1la habilidad para

representar informacidén a un dibujo.

Pregunta I.2 (reactivo 2). Si de la parte del terreno que se
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siembra de hortalizas una tercera parte la siembra de lechugas (Qué

parte del total del terreno se siembra de lechugas?

Aqui se pretende evaluar; la habilidad para comprender el
problema y la habilidad para buscar estrategias de solucidn.

Pregunta I.3 (reactivo 3). ¢Cudl es el area de la parte que se
siembra de hortalizas?

Pregunta I.4 (reactivo 4). ¢Cudl es el perimetro de la parte

de terreno que se sembrd de maiz?

Las habilidades que se tratan de medir en estas dos preguntas,

son las mostradas en la pregunta I1.2.

El segundo problema inicia planteando la informacidn
siguiente: Se tiene una caja de base cuadrada sin tapa, donde el
drea de la base y sus cuatro caras laterales juntas es de 2800

centimetros cuadrados.
Con esta informacién se plantean las siguientes preguntas:
Pregunta II.1 (reactivo 5). Si le llamamos "b" al lado de la
base y "h" a la altura de la caja, escribe la férmula para calcular

el volumen de la caja.

Pregunta II.2 (reactivo 6). Escribe la férmula para calcular
el drea de una cara lateral de la caja.

En estos reactivos se pretende sblo que el alumno recuerde el
conocimiento matemidtico especifico que se le esta requiriendo para

la solucidén del problema.

Pregunta II.3 (reactivo 7). Si el lado de la base mide 20

centimetros ¢(Cudl es el &rea de una cara lateral?
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Aqui se pretende observar la habilidad para comprender el
problema y la correcta aplicacién de férmulas.

En el tercer problema ge plantea la siguiente informacién: E1
perimetro de un tridngulo rectangulo es de 3.72 metros, sus catetos
son iguales y cada uno mide 1.24 metros.

Con esta informacién se plantean las preguntas siguientes:

Pregunta III.1 (reactivo 8) . Escribe la férmula rara calcular
el perimetro del tridngulo.

Mismo comentario gue reactivo II.1.

Pregunta III.2 (reactivo 9) . Encuentra el wvalor del lado
desconocido del triadngulo.

Aqui se pretende medir la habilidad para comprender el
problema y la correcta aplicacién de una férmula.

Pregunta III.3 (reactivo 10). Haz un dibujo del tridngulo
donde indiques los valores de sus lados.

En este reactivo se evalda la habilidad del alumno para
analizar los resultados obtenidos, y asi, decidir 1la congruencia de
€sStos con respecto a la informacién planteada en el enunciado del
problema.

La informacién que se proporciona en este problema es: Un
ranchero y su caballo se €ncuentran a 4 kilémetros al sur de un rio
Cuya agua fluye de oeste a este Y & 7 kilémetros al norte de una
iglesia, la iglesia se encuentra a 8 kilémetros al oceste de la casa
del ranchero.

Las preguntas Planteadas aqui son:
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Pregunta IV.1 (reactivo 11) . Haz un dibujo donde representes
la informacién que se te proporciona en el problema.

Mismo comentario que el reactivo I.1.

Pregunta IV.2 (reactivo 12). Sobre el dibujo traza una ruta
por donde el ranchero pueda ir desde donde se encuentra, a darle de
beber agua a su caballo en el rio y después regresar a su casa.
Intenta gque la ruta trazada sea la mas corta.

Esta pregunta pretende medir la habilidad para comprender la
informacién del problema Y la habilidad para encontrar una
éstrategia de solucién grafica.

EL ANALISIS ESTADISTICO.

En el anexo se presentan las tablas de datos que se utilizaron
eén este analisis. Aqui se muestran los niveles de respuesta del
cero al nueve, dados por los alumnos del grupo C Yy F, en cada
reactivo de este examen.

REACTIVO I.1 (Problema l, reactivo 1).

En este reactivo se realizé un reordenamiento de los niveles

por necesidades de la prueba estadistica. Los niveles que se
obtuvieron sont:

Nivel I (NI). Esta formado por el nivel 9.
Nivel II (NII). Est4d formado por el resto de los niveles.

! La tabla de contingencia estd elaborada con el criterio siguiente: n, = 5;
cuando esta condicidn no se cumple, se tomarid la condicidn n, = 1, siempre y cuando
(£, - £,)° /£, no aporte un valor considerable a la suma. Cuando se realiza un
reordenamiento de niveles en el proceso, se tiene el cuidado de considerar el valor
cualitativo de la respuesta.
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La tabla de contingencia utilizada fue:

G- G-F
NIVEL £ i £, £, TOTAL
NI 18 19.208955 21 19.791045 39
NTI 15 13.791045 13 14.208955 28
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?, = 0.3587807

- Para GL =

1y o =

01:1.8:8;

se obtiene X?, =

2:.73

- Como X?, < X?, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo

que significa que;

los

grupos G-C y G-F,

equivalentes respecto al reactive I.1.

Después
siguientes:

- Nivel
- Nivel
- Nivel
- Nivel

- Nivel

REACTIVO I.2

del

reordenamiento

(Problema 1,

se obtuvieron

reactivo 2).

los

I (NI). Estd constituido por el nivel 9.

pueden considerarse

niveles

IT (NII). Estd formado por los niveles 8, y 5.

SEH
Iv

(NIII). Lo
(NIV) . Esta

forman los niveles 4,

3 % 2,

constituido por el nivel 1.

V (NV). Estd formado por el nivel 0.

La tabla de contingencia fue:
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NIVEL £, £, il £, TOTAL
NI Vi 7.880597 9 8.119403 16
NII 5 5.9104478 7 6.0895522 12
NIIT 9 8.8656716 9 9.1343284 18
NIV 7 5.9104478 5 6.0895522 12
NV 5 4.4328358 4 4.5671642 9
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X3, = 1.0130781

- Para GL = 4y « = 0.100, se obtiene R .= 7,78

- Como X*. s X*,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos G-C Y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo I.2.

REACTIVO I.3 (Problema 1, reactivo 3) &

Reordenando niveles se obtiene:

- Nivel I (NI). Esta constituido por los niveles 9, 8 y 5.
- Nivel II (NII). Est& formado por los niveles 4 P

- Nivel III (NIII). Lo forma el nivel 2.

- Nivel IV (NIV). Estd constituido per el nivel 1.

- Nivel V (NV). Est& formado por el nivel 0.

La tabla de contingencia fue:
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G-C G-F
—_—er
NIVEL . i il &, TOTAL
NI 3 7.880597 13 8.119403 16
NII 6 4.9253731 4 5.0746269 10
NIII 8 6.4029851 5 6.5970149 13
NIV 9 7.880597 " 8.119403 16
NV 7 5.9104478 5 6.0895522 12
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando 1la informacién de 1a tabla de contingencia, se
obtiene que; X, = 7.9124785

- Para GL =4y ¢ = 0.100, se obtiene Xy, = P78

- Como X > X*,, entonces la hipétesis nula se rechaza. Lo que
significa que; los grupos G-C Y G-F, no son equivalentes respecto
al reactivo I.3,

REACTIVO I.4 (Problema 1, reactivo 4) .

Los niveles empleados en la tabla de contingencia son:

- Nivel I (NI). Estji constituido por los niveles 9, 8 ¥y 5.

- Nivel II (NII). Estsi formado por los niveles 4 y 3.

- Nivel III (NIII). Lo forman log niveles 2.

- Nivel IV (NIV). Estsi constituido por el nivel 1.

- Nivel V (NV). Esti formado por el nivel 0.

La tabla de contingencia en este caso fue:
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NIVEL £, £, £, £, TOTAL
NI 8 9.358209 11 9.641791 19
NII 6 4.4328358 3 4.5671642 9
NIII 3 2.955223% 3 3.0447761 6
NIV 11 11.328358 12 11.671642 23
NV 5 4.9253731 5 5.0746269 10
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando 1a informacién de 1la tabla de contingencia, se
obtiene que; X2 = 1.5025719

- Para GL = 4y o = 0.100, se obtiene XP, = 2,98

- Como X?, = X, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; 1los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo I.4.

REACTIVO II.1 (Problema 2, reactivo 1).

En este caso no fue necesario reordenar niveles. La tabla de
contingencia utilizada fue-

G G-F
NIVEL £, £, £ £, TOTAL
9 2 1.4776119 1 1.5223881 3
1 23 23.641791 25 24.358209 48
0 8 7.880597 8 8.119403 16
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia y la
férmula (2), se obtiene que; X', = §.2018308
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- Para GL = 2 y o = 0.100, se obtiene X°, = 4.61

- Como X?, < X%, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; 1los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactiveo IT.1.

REACTIVO II.2 (Problema 2, reactivo 2).

En este reactivo no se reordenaron los niveles. La tabla de
contingencia fue:

G- G-F
r—-——_!—-—______“h\?
NIVEL £ £, £, £ TOTAL
9 13 12.80597 1.3 13.19403 26
1 16 13.298507 11 13.701493 &7
0 4 6.8955224 10 7.1044776 14
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando 1a informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X2, = 3.4832055

- Para GL = 2 y « = 0.100, se obtiene X3, = 4.61

- Como X*, =< X?,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; 1los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo II.2.

REACTIVO II.3 (Problema 2, reactivo 3).

Los niveles utilizados en este reactivo son:

- Nivel I (NI). Esti constituido por los niveles 9, 8 y 2.

- Nivel II (NII). Esta formado por el nivele 1.

- Nivel III (NIII). Lo forma el nivel 0.
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La tabla de contingencia en este caso fue:

G-C G-F
NIVEL £, £, £, £, TOTAT,
NI 2 0.98507456 0 1.0149254 2
NII 19 17.731343 17 18.268657 36
NIIT 12 14.283582 17 14.716418 29
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacidén de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?, = 2.958914

-Para GL = 2 y o = 0.100, se obtiene X2, = 4.61

- Como X°’, < X?,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; 1los grupos G-1 y G-2, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo II.3.

REACTIVO III.1 (Problema 3, reactivo 1).

En este reactivo se conservaron los niveles originales. La
tabla de contingencia que se utilizd fue:

Q=€ @-F

NIVEL . £ £, B TOTAL
9 13 12.80597 13 13.19403 26
1 10 11.328358 13 11.671642 23
0 10 8.8656716 8 9.1343284 18
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X3, = 0.5987345
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- Para GL = 2 y @ = 0.100, se cbtiene X*, = 4.61

- Como X*. < X*,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; 1los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo IIT.1.

REACTIVO III.2 (Problema 3, reactivo 2) s
Los niveles que resultaron del reordenamiento son:
- Nivel I (NI). Est& constituido por el nivel 9.
- Nivel II (NII). Esta formado por los niveles 2 y 1.

- Nivel III (NIII). Lo forma el nivel 0.

La tabla de contingencia fue:

G-C G-F
NIVEL £, £, £ £, TOTAL
NI 11 12.80597 15 13.19403 26
NTI 13 12.80597 13 13.19403 26
NIII 5 7.3880597 6 7.6119403 15
TOTAL 33 [ 33 34 34 67

- Utilizando la informacidén de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X2, = 1.2007267

- Para GL = 2 y o = 0.100, se obtiene X*, = 4.61
~ Como X? X?,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo

que significa que; 1los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo III.Z2.
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REACTIVO III.3 (Problema 3, reactivo 3).

Los niveles considerados aqui son:

- Nivel I (NI). Estd constituido por los niveles 9, y 4.
- Nivel II (NII). Esté& formado por el nivel 3.

- Nivel III (NIII). Lo forma el nivel 2.

- Nivel IV (NIV). Estd formado por el nivel 1.

- Nivel V (NV). Lo constituye el nivel 0.

La tabla de contingencia utilizada fue:

G- | G-F |
NIVEL £, £ E, £, TOTAL
NI 13 12.80597 13 13.19403 26
NII 3 3.4477612 4 3.5522388 i
NIII 11 7.880597 5 8.119403 16
NIV 4 6.8955224 10 7.1044776 14
NV 2 1.9701493 g 2.0298507 4
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?, = 4.9504632

- Para GL = 4 vy o = 0.100, se obtiene X, = T.98

- Como X?. = X’,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos G-C Y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo ITI.3.

REACTIVO IV.1 (Problema 4, reactivo 1).

Los niveles obtenidos del reordenamiento son:
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= Nivel I (NI). Ests formado por los niveles 9 y 2.
- Nivel I1I (NII). Lo forman los niveles 1 y 0.

La tabla de contingencia fue:

G- G- F
NIVEL £, £ £, £ TOTAL
NI - 5.9104478 7 6.0895522 12
NII 28 27.089552 27 27.910448 55
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando 1a informacién de 1a tabla de contingencia, se
obtiene que; x2_ = 0.3366648

- Para GL = 1 y o = 0.100, se obtiene X5, = 2,71

- Como X3, < x2, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos G-C Y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo IV. 1.

REACTIVO IV.2 (Problema 4, reactivo 2) .

En este reactivo no se reordenaron log niveles. La tabla de
contingencia utilizada fue:

G- G-F
NIVEL il £ il £, TOTAL
9 2 1.9701493 2 2.0298507 4
2 13 13.298507 14 13.701493 &7
1 5 7.3880597 10 7.6119403 15
0 13 10.343284 8 10.656716 Zi
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando 1a informacién de la tabla de contingencia, se
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obtiene que; X% = 2.87989¢

- Para GL =3 y g = 0.100, se obtiene X', = 6,25

- Como X? < X2, eéntonces la hipétesis nulsa Nno se rechaza. Lo
que significa que; los grupos G-C Yy G-F,
equivalentes Teéspecto al reactivo IV.2.

Pueden considerarse
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ANExo'”4

ANALISIS ESTADISTICO REACTIVO POR REACTIVO

DEL EXAMEN DE RESOLUCION DE PROBLEMAS FINAL

245



ANALISIS ESTADISTICO DE LOS DATOS OBTENIDOS
EN EL EXAMEN DE RESOLUCION DE PROBLEMAS FINAL.,

El analisis estadistico de los datos de este diagnéstico se
realiza reactivo por reactivo, utilizando para esto la ji cuadrada,
bajo las consideraciones Y procesos descritos en el libro "Applied
Statistics for engineers and physical scientists" de Robert V. Hogg
y Johannes Ledolter, segunda edicién. Esta prueba se aplicd para
aceptar o rechazar la hipétesis siguiente: "El grupo C es
equivalente al grupo F", las pruebas se hicieron con un nivel de
significancia de 0.1.

Este examen consta de cuatro problemas de aritmética vy
geometria, en cada uno de ellos se incluyeron preguntas abiertas
con el fin de medir alguna habilidad para resolver problemas. Por
el tipo de reactivos, 1las respuesta dadas por los alumnos en cada
pregunta es muy variada. Para distinguir entre las respuestas
obtenidas se elabord una escala ordinal donde se destaca solamente
queé una respuesta es mejor © peor que otra, esto, sin &nimo de
asignar una calificacién numérica.

A continuacién se presenta la diversidad de respuesta
encontradas en cada reactivo:

REdctiva .1, [Y.1 y III.2

NIVEL SIGNIFICADO DEL NIVEL
9 Representd bien
2 Representd incompleto bien
il Representd mal
0 No contestd
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Resctive 1.2, 1.3 v I.4

NIVEL

SIGNIFICADO DEL NIVEL

Contestd bien y representéd bien

Contestd bien y no representé

Contestd bien y representd mal

Representé bien (sin proc. arit.)

Contestd mal y representd bien

Contestdé mal y representd mal

Contestd mal y no representd

O I N Wb |t |

No contestd

Reactivo II.2 y III.1

NIVEL

SIGNIFICADO DEL NIVEL

5

Bien

1

Mal

0

No contestd

Reactivo ITI.4

NIVEL

SIGNIFICADO DEL NIVEL

Contestd bien, completo

Contestd bien (expresando férmula)

Contestd incompleto bien

Contestd mal

O | N o

No contestéd

Reactivo III.2, IV.1 y IV.2

NIVEL

SIGNIFICADO DEL NIVEL

g

Calculos correctos

Calculos incorrectos

=

Calculeos incoherentes

O

No contestd

247




Reactivo 1IT.6

NIVEL SIGNIFICADO DEL NIVEL
9 Bien y detects inconsistencia
4 Bien de acuerdo a la informacién
3 Bien inconsistente (no detects incons.)
2 Mal coherente
=5 Mal incoherente
0 No contesté

Reactivo II171.3 y III.4

NIVEL SIGNIFICADO DEL NIVEL
9 No omitig ningan dato
8 Omitidé un dato
3 Omitid mis de un dato
0 NO contestéd

Reactivo III.s

NIVEL SIGNIFICADO DEL NIVEL
9 Observé que no tiene solucién
3 Forzé un lado & un angulo
1 Mal
0 No contestd

El tipo de habilidades que se evaluaron en cada bPregunta se
describen a continuacidn:

200 metros se construird una institucién educativa, la tercera
parte del terreno se utilizard para el &rea de edificios, el resto
S€ ocupara como &area deportiva.
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Con esta informacién Se plantean 1las Siguientes Preguntas:

Pregunta 1I.1 (reactive 1). g4 el rectdngulo de la figura
representa el terreno, indica en el la informacién que se te
Proporciona en el problema.

- —

En este reactivo se Pretende obtener informacién acerca de: i)
la habilidad Para comprender el problema, ii) 1ga habilidad para
Teépresentar informacién a un dibujo.

Pregunta 1.2 (reactive 2). o4 de la parte del terrenoc que se

terreno abarcars el estadio de fdtbol?

Aqui se pretende evaluar; 1a habilidad para comprender el
problema y 1a habilidad para buscar éstrategias de solucién.

Pregunta I.3 (reactivo 3). ¢Cual es el &rea de la parte que
ocupara la seccidén de edificigs?

Pregunta I.4 (reactivo 4) . ¢Cual es el perimetro de la parte
de terreno que comprende el &rea deportiva, excluyendo el estadio
de fitbol?

El segundo problema inicia planteando 13 informacién
siguiente: ge tiene una caja de base cuadrada con tapa, donde el
drea de sus seis caras juntas es de 4000 centimetros Ccuadrados.
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Con esta informacién se Plantean las Siguientes pPreguntas:

Pregunta II.1 (reactivo 5). Haz un dibujo de la caja en tres
dimensiones, sefialando en ells los lados de su base Y su altura.

En este reactivo ge Pretende obtener informacién acerca de: i)
la habilidaqd bara comprender el preblema, ii) 1a habilidad para
representar informacién a un dibujeo.

Pregunta ITI.> (reactivo 6). s8i le llamamos "br 3] lado de 1la
base y "h" 3 13 altura de 13 caja, escribe la férmula para calcular

el volumen de 1a caja.

Pregunta IT.3 (reactivo 7). Escribe la férmula para calcular
el drea de una cara lateral de 1la caja.

la solucién del problema.

Pregunta II.4 (reactivo 8). gi el lado de la base mide 20
centimetrog ¢Cudl esg el drea de una cara lateral?

Aqui se pretende observar la habilidaqg pPara comprender el
problema y 1a Correcta aplicacién de férmulas.
perimetro de un tridngulo rectangulo es de 3.72 metros, sus catetos
son iguales Y cada uno mide 1.24 metros.

Con esta informacién se pPlantean las preguntas siguientes:

Pregunta III.1 (reactivo 9) . Escribe la férmula pPara calcular
el perimetro del tridngulo.

Mismo comentarig que reactivo II.2.
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Pregunta III.2 (reactive 10). Encuentra el wvalor del lado
desconocido del tridngulo.

Aqui se pretende medir la habilidad para comprender el
problema y la correcta aplicacién de una férmula.

Pregunta III.3 (Eeactive 1), Haz un dibujo del tridngulo
donde indiques los valores de sus lados.

Pregunta IIT.4 (reactivo 12). Utiliza el dibujo anterior para
Calcular el perimetro del tridngulo.

Pregunta III.5 (reactive 13) . Escoge tres Segmentos de 1.24
Centimetros y trata de construir un tridngulo rectingulo,

Pregunta III.é (reactivo 14) . ¢Consideras que la respuesta que
encontraste en este problema es correcta?

En estos reactivos Se evalla la habilidad del alumno para
analizar los resultados Obtenidos, y asi, decidir 1a congruencia de
€Stos con respecto a la informacién planteada en el enunciado del
problema.

La informacién que se proporciona en el problema cuatro es: Un
lanchero se €ncuentran a 4 kildmetros al Sur de una playa que va de
oceste a este y a 7 kilémetros al norte de una isla A, la isla A se
eéncuentra a 8 kilémetros al oceste de una isla B.

Las preguntas planteadas aquil son:

Pregunta IV.1 (reactivo 11). Haz un dibujo donde representesg
la informacién qué se te proporciona en el problema.

Mismo comentario que el reactivo I.1.

Pregunta IV.2 (reactivo 12). Sobre el dibujo traza una ruta
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Esta pregunta pretende medir la habilidad para comprender la
informacién del problema y 1la habilidad pPara encontrar wuna
€strategia de solucién grafica,.

EL ANALISIS ESTADISTICO.

En el anexo se presentan las tablas de datos gue se utilizarocon
€n este andlisgis. AQui se muestran los niveles de respuesta del
cero al nueve, dados por los alumnos del grupo C y F, en cada
reactivo de este examen.

REACTIVO I.1 (Problema 1, reactivo 1).

En este reactivo se realizé un reordenamiento de los niveles

POr necesidades de 1a Prueba estadistica. Los niveles que se
obtuvieron sont:

Nivel I (NI). Esta formado por el nivel 9.
Nivel II (NII). Esta formado por el resto de los nivelesgs,

La tabla de contingencia utilizada fue:

G- G-
NIVEL £ £, £ £, TOTAL
NI 28 26.597015 26 27.402985 54
NII 5 6.4029851 8 6.5970149 13
TOTAL 33 33 34 34 67

' La tabla de contingencia ests elaborada con el eriterio siguiente: n, = 5;
cuando esta condicidn no se cumple, se tomari la condicién n, = 1, siempre y cuando
(£, - £,)? /£, no apeorte un valor considerable a la suma. Cuando se realiza un
reordenamiento de niveles en el Procesc, se tiene el cuidads de considerar el valor
cualitativo de 1a respuesta.
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- Utilizando la informacidén de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X*. = 0.7516238

- Para GL = 1y o = 0.100, se obtiene X*, = 2.71

- Como X?. s X?,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
gue significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse

equivalentes respecto al reactivo I.1l.

REACTIVO I.2 (Problema 1, reactivo 2).

Después del reordenamiento se obtuvieron los niveles

siguientes:

- Nivel I (NI). Estd constituido por el niwvel 9.

- Nivel II (NII). Estd formado por los niveles 8, y 5.
- Nivel III (NIII). Lo forman los niveles 4, 3 y 2.

- Niwvel IV (NIV). Estd constituido por el nivel 1.

- Nivel V (NV). Estd formado por el nivel 0.

La tabla de contingencia utilizada en la prueba fue:

@ -¢ G-F
NIVEL £, i, E £, TOTAL
NI 12 8.8656716 6 9.1343284 18
NII 0 0 0 0 0
NIII 15 13.298507 12 13.701493 b
NIV 3 10.835821 16 11.164179 22
TOTATL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X®. = 6.8653924

- Para GL = 2y « = 0.100, se obtiene X, = 4.61

263



- Como X2, > x?_, entonces la hipétesis nula S€ rechaza. Lo que
significa que; los grupos G-C Y G-F, no son equivalentes respecto
al reactivo I.2.

REACTIVO I.3 (Problema 1, reactivo 3).
Reordenando niveles Se obtiene:
~ Nivel I (NT). Ests censtituido por los niveles 9, 8 v 5.
- Nivel II (NII). Ests formado por los niveles 4 y 3.
- Nivel IIT (NIII). Lo forma el nivel 2.
- Nivel IV (NIV). Ests constituido por el nivel L.

- Nivel V (NV). Ests formado por el nivel 0.

La tabla de contingencia fue:

G-C G=F
NIVEL . £, £, B TOTAL
NI 12 7.880597 4 8.119403 16
NII 8 14.776119 22 15.223881 30
NITI 3 | 2.9552239 3 3.0447761 6
NIV 6 3.447761 1 3.5522388 7
NV 4 3.9402985 4 4.0597015 8
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando 13 informacidén de 1a tabla de contingencia, se
obtiene que; X3, = 14.092975

-Para GL =4y ¢ = 0.100, se obtiene X, = 7.78
- Como X? > x2, entonces la hipétesis nula S€& rechaza. Lo que

significa que; los grupos G-C y G-F, no son equivalentes respecto
al reactivo I.3.
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REACTIVO I.4 (Problema 1, reactivoc 4).
Los niveles empleadcs en la tabla de contingencia son:

- Nivel I (NI). Estéd constituido por los niveles 9, 8 y 5.
- Nivel II (NII). Est& formado por los niveles 4 y 3.

- Nivel III (NIII). Lo forman los niveles 2.

- Nivel IV (NIV). Estd constituido por el nivel 1.

- Nivel V (NV). Estd formado por el nivel O.

La tabla de contingencia en este caso fue:

G-C B=F
NIVEL £ £ il £, TOTAL
NI 10 7.880597 6 8.119403 16
NII 4 4.9253731 6 5.0746269 10
NIII 9 4.9253731 1 5.0746269 10
NIV 2 7.880597 14 8.119403 16
NV 8 7.3880597 7 7.6119403 15
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacidén de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?, = 16.85549¢6

- Para GL = 4y « = 0.100, se obtiene X?*, = 7.78

- Como X?_ > X*,, entonces la hipdtesis nula se rechaza. Lo que
significa que; los grupos G-C y G-F, no son equivalentes respecto
al reactivo I.4.

REACTIVO II.1 (Problema 2, reactivo 1).

Reordenando los niveles por necesidades de la prueba se
obtiene:
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- Nivel I (NI). Estd constituido por el nivel 9.
- Nivel II (NII). Estd formado por los niveles 2 y 1.
- Nivel III (NIII). Lo forma el nivel 0.

La tabla de contingencia en este caso fue:

G-C G-F _”
NIVEL £ £, £, i TOTAL
NI 29 25.61194 23 26.38806 52
NII 2 5.4179104 ) 5.5820896 14,
NIII 2 1.97014¢93 2 2.0298507 4
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?®, = 5.1330713

- Para GL = 2 y «o = 0.100, se obtiene X?, = 4.61

- Como X?_ > X?,, entonces la hipbtesis nula se rechaza. Lo que
significa que; los grupos G-C y G-F, no son equivalentes respecto
al reactivo II.1.

REACTIVO II.2 (Problema 2, reactivo 2).

En este reactivo no se reordenaron los niveles. La tabla de

contingencia utilizada en la prueba fue:

Bl B F 1
NIVEL £ 2 £ £, TOTAT;
9 11 10.835821 11 11.164179 23
1 19 18.223881 18 18.776119 37
0 3 3.9402985 5 4.0597015 8
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacidén de la tabla de contingencia, se
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obtiene que; X*. = 0.5122156
- Para GL = 2 y « = 0.100, se obtiene X?, = 4.61
- Como X?. s X?,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo II.2.
REACTIVO II.3 (Problema 2, reactivo 3).

Reordenando niveles se obtiene:

- Nivel I (NI). Estd constituido por el nivel 9.
- Nivel II (NII). Estd formado por los niveles 1 y 0.

La tabla de contingencia utilizada fue:

| G-C | G-F

NIVEL = £, £, 8 TOTAL
NI 21 20.19403 20 20.80597 41
NII i 12.80597 14 13.19403 26
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X*. = 0.1633473

- Para GL =1 y « = 0.100, se obtiene ¥*, = 2.71
- Comc X?. = X?,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo

que significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse

equivalentes respecto al reactivo II.3.
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obtiene que; X?*. = 0.5122156
- Para GL = 2 y o = 0.100, se obtiene X%, = 4.61
- Como X?>_ s X*, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupcs G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo II.Z2.
REACTIVO II.3 (Problema 2, reactivo 3).

Reordenando niveles se obtiene:

- Nivel I (NI). Estad constituido por el nivel 9.
- Nivel II (NII). Estd formado por los niveles 1 y O.

La tabla de contingencia utilizada fue:

I G-C G-F
NIVEL £, B, £, £, TOTAL
NI 21 20.19403 20 20.80597 41
NII 12 12.80597 14 13.19403 26
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacidén de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?’. = 0.1633473

- Para GL =1 y o = 0.100, se obtiene X, = 2.71
- Como X2, = X?,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo

que significa que; los grupcs G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo II.3.
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- G-
NIVEL £, £, £, £, TOTAL
9 21 21.179104 22 21.820896 43
1 9 8.3731343 8 8.6268657 gly
0 3 3.4477612 4 3.5522388 7
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizande la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?®. = 0.2100579

- Para GL = 2 y « = 0.100, se obtiene X?*, = 4.61

- Como X?. = X?,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo
gue significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo III.1.

REACTIVO III.2 (Problema 3, reactivo 2).

Los niveles que resultaron del reordenamiento son:

- Nivel I (NI). Estd constituido por el nivel 9.

- Nivel II (NII). Estd formado por los niveles 2 y 1.

- Nivel III (NIII). Lo forma el nivel 0.

La tabla de contingencia fue:

- E=F
NIVEL £, £, £, £ TOTAL
NI 20 18.223881 17 18.776119 37
NII 7 9.358209 i 9.641791 19
NIII 6 5.4179104 5 5.5820896 T,
TOTAL 33 33 34 34 67
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- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?*_, = 1.6353807

- Para GL =2 y & = 0.100, se obtiene X°, = 4.61

- Como X?. s X°,, entonces la hipdétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes respecto al reactivo III.2.

REACTIVO III.3 (Problema 3, reactivo 3).

En este caso no se reordenaron los niveles, la tabla de

contingencia utilizada fue:

B G-F
NIVEL £, £, ¥ £, TOTAL
9 20 19.701493 20 20.298507 40
8 6 8.8656716 15 9.1343284 18
3 5 2.9552239 1 3.0447761 6
0 2 1.4776119 1 1.5223881 3
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X°®, = 4.9861853

- Para GL = 3 y « = 0.100, se obtiene X?), = 6.25
- Como X?, = X?,, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo

que significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse
equivalentes en el reactivo III.3.
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En este reactivo no

contingencia utilizada fue:

REACTIVO III.4 (Problema 3,

se reordenaron niveles,

reactivo 4).

la tabla de

G-C G-F
NIVEL £, £ i £, TOTAL
9 o] 18.223881 14 18.776119 37
8 0 2.9552239 6 3.0447761 6
3 5 4.9253731 5 5.0746269 10
0 5 6.8955224 9 7.1044776 14
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacidén de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X*. = 9.3191966

- Para GL = 3 y o = 0.100, se obtiene X?, = 6.25

- Como X*. > X*, entonces la hipdtesis nula se rechaza. Lo que
significa que; los grupos G-C y G-F, no son equivalentes respecto
al reactivo III.4.

REACTIVO III.5 (Problema 3, reactivo 5).

En este reactivo no se reordenaron los niveles, la tabla de

contingencia utilizada fue:

G-C G-F
NIVEL E, £, £, £, TOTAL
9 12 9.358209 7 9.641791 19
3 10 13.298507 15 13.701493 5%
1 i 2.4626866 4 2.5373134 5
0 10 7.880597 6 8.119403 16
TOTAL 33 33 34 34 67
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- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?, = 5.9169966

- Para GL o = 0.100, se obtiene X?, = 6.25

I
w
ke

A

- Como X?. = X%, entonces la hipétesis nula no se rechaza. Lo
que significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse

equivalentes respecto al reactivo III.S.

REACTIVO III.6 (Problema 3, reactivo 6).

En este reactivo no se reordenaron niveles, la tabla de

contingencia utilizada fue:

. - W T ;. E—
NIVEL _T___}O # £, £, TOTAL
9 15 10.343284 6 10.656716 28
4 10 15.268657 21 15.731343 31
0 8 7.3880597 i 7.6119403 15
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
obtiene que; X?. = 7.8138503

- Para GL = 2y « = 0.100, se obtiene X?, = 4.61

- Como X2, > X?,, entonces la hipdtesis nula se rechaza. Lo gque
significa que; los grupos G-C y G-F, no son equivalentes respecto
al reactivo III.6.

REACTIVO IV.l1l (Problema 4, reactivo 1).

Fn este reactivo no se reordenaron niveles, 1la tabla de
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contingencia utilizada fue:

L. 6c 1  CGF
NIVEL il & £ £, TOTAL
9 7 5.9104478 5 6.0895522 12
2 13 6.4029851 0 6.5970149 13
1 12 18.716418 26 19.283582 38
0 1 1.9701493 3 2.0298507
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se

obtiene gque; X%

- Para GL

Y

19.480642

o = 0.100,

se obtiene X?, = 6.25

- Como X2, > X? , entonces la hipdtesis nula se rechaza. Lo que

significa que; los grupos G-C y G-F, no son equivalentes respecto

al reactivo IV.1.

En este reactivo no se reordenaron niveles,

contingencia utilizada fue:

REACTIVO IV.2 (Problema 4,

reactivo 2).

la tabla de

G-C G-F
NIVEL £ £, £ £, TOTAL
9 5 4.9253731 5 5.0746269 10
2 18 17.731343 18 18.268657 36
1 9 7.3880597 6 7.6119403 15
0 1 2.9552239 5 3.0447761 6
TOTAL 33 33 34 34 67

- Utilizando la informacién de la tabla de contingencia, se
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obtiene que; X*. = 3.2524659
- Para GL = 3 y o = 0.100, se obtiene X?, = 6.25
- Como X?, s X?,, entonces la hipdtesis nula no se rechaza. Lo

que significa que; los grupos G-C y G-F, pueden considerarse

equivalentes respecto al reactivo IV.2.
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NIVELES DE RESPUESTA REACTIVO POR REACTIVO DE LOS

ES DE RESOLUCION DE PROBLEMAS INICTAL Y FINAL.
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NIVELES DE RESPUESTA REACTIVO POR REACTIVO DEL EXAMEN DIAGNOSTICO DE RESOLUCION
DE PROBLEMAS

REACTNVG L1 REACTIVO 1.2

N4 N3

REACTIVO L3

REACTIVC 14

N1

REACTIVO L5
REACTIVC 1B
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REACTIVO 17

[ ] e* REACTIVO 18

REACTVO L8
REACTIVO L10
GF
Al o e e o e P
] -
G b s i e R
1] - L
| S e r——— e e
Ng SN2 No
REACTIVO L11 g e

REACTIVO L12

GF -
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NIVELES DE RESPUESTA REACTIVO POR REACTIVO DEL EXAMEN FINAL DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS

REACTIVO L1
REACTIVO 1.2

REACTIVO 13 REACTIVC L4

N2

REACTIVO IL.1 REACTIVO W2
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REACTIVO IL3

N9 N1

REACTIVO (IL1

N8

REACTIVO L3

269

REACTIVO W4

REACTIVO 1IL.2

] o*

N8

REACTIVO 14

] e+



N3

c X
REACTIVO IIL5 REACTIVO liL6

REACTIVO V.1
REACTING IV.2

EGJ

270



TOS RECA UMENTOS APLICADOS EN EL CURSO
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