AN T

Universidad de Sonora

Divisién de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Fisica

B OF cNCTRS

expctas Y NATER
C;v/ g2 Gﬂ-»[] L/
El método variacional aplicado ala particula

Tesis que para obtener el titulo de
Licenciado en Fisica
Presenta

Manuel Atienzo De La Cruz

Abril de 2003



Universidad de Sonora

Repositorio Institucional UNISON

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

(@0SIe)

Excepto si se sefiala otra cosa, la licencia del item se describe como openAccess



A mis padres

A mi maestros:
Antonio Jauregui
Angelina Uribe
A mis amigos



Contenido

| B¥]

Introduccidon

El rebotador cudntico

1.1 Representacion integral de los estados estacionarios
1.2 Reduccidn a la ecuacion de Airy .

1.3 Solucion general de la ecuacion de Airyv .

1.4 Funcién de Airv .

—
I

Eigenfunciones v espectro de la energia
1.6 Normalizacion .

1.7 Valor esperado de v

El método variacional

2.1 El método variacional tradicional
2.1.1  Oscilador armonico
2.1.2  Atomo de hidrégeno

2.2 Meétodo variacional generalizado .

Cota inferior al estado base

(V]
(%]

2.3.1 Oscilador armoénico
2.3.2 Cota inferior a la energia del estado base del oscilador .

o

2.3.3  Atomo de hidrégeno



3 Abplicacién del método variacional al rebotador cudantico 50

3.1 Funcién de prueba tipo exponencial . . . . ... ... . 50
3.2 Funcién de prueba tipo gaussiana . . .. ... ..., .. ... 54
3.3 Funcién de prueba tipo lorentziana . . . . . . ... . . 58
4 Conclusiones 64

A Reduccién de la ecuacién de Airy a una ecuacién de Bessel 66

B Calculo de ceros de la funcién de Airy 69
C Cilculo de la integral Lo (B) 72
Bibliografia 3



Introduccion

Los libros introductorios de mecdnica cudntica generalmente incluyen trata-
mientos con la ecuacién de Schrodinger para potenciales constantes como
pozos finitos e infinitos, pozos dobles v el potencial de la familia del os-
cilador arménico. El caso intermedio de un potencial lineal surge del estudio
del problema de una particula en el campo uniforme. Este problema es
una buena ilustracion de como las condiciones en la frontera determinan las
eigenfunciones y eigenvalores permitidos a partir de la solucién general a la
ecuacion diferencial de segundo orden.

Gibbs [1] llamé a este problema rebotador cudntico debido a su semejanza con
el problema de una particula rebotando eldsticamente sobre una superficie
en el campo gravitacional uniforme, la particula dentro del campo uniforme
rebota contra una superficie colocada en y = 0 y, debido a la forma del po-
tencial, no puede penetrar la superficie. Este problema ha despertado mucho
interés en el transcurso de los anos debido a su naturaleza pedagégica [2-8].
Ademds, debido a los ultimos desarrollos de las técnicas para enfriar vy ma-
nipular 4&tomos con alta precisién ha sido posible realizar experimentalmente
el rebotador cudntico [9]

En la primera parte de este trabajo construimos los estados estacionarios
del rebotador cuantico. Al problema le damos un tratamiento similar al que
se le da a un problema tipico, empezando con la obtencién de la solucién a
la ecuacién de Schridinger independiente del tiempo, siguiendo con el c4l-
culo del espectro de energia, la constante de normalizacién y, en este caso
particular, el valor esperado de la posicién. Estos cdlculos se presentan en
el primer capitulo. Como el potencial del rebotador cudntico es lineal, la
ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es més fdcil de resolver
en la representacién del momento y pasar luego a la representacién de las
coordenadas; para lograr esto iltimo realizamos un cambio de variable que
nos lleva de la ecuacién de Schrédinger a la ecuacién de Airy, la cual re-
solvemos usando el método de solucién en serie de potencias. Al comparar
ambas soluciones obtenemos las eigenfunciones en términos de una serie in-
finita llamada funcién de Airy, la cual tiene la caracteristica de que sus ceros



son todos negativos. Posteriormente procedemos a calcular el espectro de e-
nergia el cual, debido a la condicién en la frontera, nos da los eigenvalores de
la energfa proporcionales a los ceros de la funcién de Airy. Como el sistema
presenta sélo estados ligados, se requiere que las eigenfunciones caigan a cero
al infinito. esto nos lleva a que la funcién de Airy sea una funcién integrable
y procedemos a normalizarla, como un indicador de que dicha normalizacién
es correcta calculamos el valor esperado de la posicion el cual resulta idéntico
al valor cldsico.

Debido a que muchos problemas en la mecdnica cudntica no pueden ser re-
sueltos exactamente, se han construido otros métodos que nos proporcionan
resultados que se aproximan al valor exacto, uno de estos métodos es el
método variacional o de Ritz, con el cual obtenemos una cota superior a
la energia del estado base a partir de una familia de funciones de prueba
dependientes de uno o mds pardmetros. En el segundo capitulo revisamos
el método variacional y lo aplicamos al cdlculo del estado base del oscilador
armonico y del dtomo de hidrégeno. Lo peculiar del método es que no cuenta
con un criterio para determinar la exactitud del resultado obtenido en caso
de que no se conociera el valor exacto, por lo que en este segundo capitulo
construimos una variante al método variacional el cual nos otorga una cota
inferior. Debido a que es una generalizacién del método de Ritz, le hemos
llamado método variacional generalizado. Asi, con el método de Ritz y con
esta variante, podemos acotar por arriba y por abajo la energfa del estado
base y podemos ver qué tan buena es la aproximacion. En el caso de que las
dos cotas obtenidas, la inferior v la superior, coincidan en un mismo punto.
podemos asegurar que para ese valor del parametro la funcion de prueba
coincide con la funcién de onda exacta.

En el tercer capitulo aplicamos el método variacional generalizado al pro-
blema de la particula en un campo uniforme, usamos tres familias de fun-
ciones de prueba dependientes de un pardmetro, ninguna de las cuales con-
tiene a la solucién exacta, y con las cuales calculamos las cotas superior e
inferior para la energfa del estado base y comparamos con el resultado exacto
obtenido en el primer capitulo.

Finalmente, en el capitulo de conclusiones resumimos los principales resulta-
dos de este trabajo.



1. El rebotador cudntico

En este capitulo nos proponemos encontrar los estados mecanico-cuanticos
de un sistema formado por una particula que rebota perfectamente sobre una
superficie colocada en y = 0 bajo la influencia de un campo uniforme £, con
& > 0. Esto es, el potencial al cual estd sometida la particula es de la forma

Ey y>0

o3 gD (1.1)

Vig) = {
Este sistema se conoce como rebotador cudntico porque cldsicamente corres-
ponde a una particula rebotando eldsticamente sobre una superficie horizon-
tal bajo la accién del campo gravitacional. En la Figura 1.1 graficamos' este
potencial y la forma general que tiene la funcién de onda para una energia
E, la funcién de onda oscila en la regién donde E > V (y). pero cae a cero
exponencialmente cuando £ < V (y).

1.1 Representacién integral de los estados estacionarios

La ecuacién de Schridinger dependiente del tiempo para el rebotador cudn-
tico es:
- ow
HY=ih— 1.2
at e
LR
donde H = - &y es el operador hamiltoniano. La ecuacién deberd ser

2m
resuelta con la condicidon en la frontera:
W{0.¢) = 0. (1.3)

La solucion mds general a la ecuacién (1.2) se puede escribir como el desa-
rrollo: ‘
Uy, t) =3 ege 7% g(y), (1.4)
E

'Todas las figuras de este trabajo fueron realizadas con el programa Mathematica
versién 3.0
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Figura 1.1: Potencial de un campo uniforme v comportamiento tipico de la
funcion de onda para una energia E.

donde los coeficientes ¢z son determinados a partir de la condicién inicial
W(y.0) v las funciones 1/, (y) representan los estados estacionarios del sis-
tema. Los estados estacionarios del sistema son soluciones de la ecuacion de
Schridinger independiente del tiempo,

H 5 = Eip, (1.5)

v, siendo estados ligados. las eigenfunciones g (y) caen a cero al infinito y
en el origen satisfacen la condicién en la frontera

U g(0) = 0. (1.6)

Para encontrar los estados estacionarios hay que resolver la ecuacion (1.5) v
aplicar la condicién en la frontera anterior. Para ello, escribimos la ecuacién
en la forma

2m

&

(K +E&y | v =Ey (1.7)

y pasamos a la representacion del momento mediante el cambio: p — p, y —
ih%. Con esto, la ecuacion anterior se transforma en la ecuacién diferencial

(,'—" - z’ﬁE%) ¢ (p) = Ed(p), (1.8)



donde la funcién ¢ (p) estd relacionada a la funcién de onda v (y) mediante
la transformada de Fourier[10]

wly) = \/;—h /zcﬁ(p)eﬁpydp- (1.9)

Para resolver la ecuacién (1.8) separamos variables para tener

do 1 i £ ;
o ik \2mE & .

al integrar obtenemos del lado izquierdo el logaritmo de ¢, de tal manera
que. al tomar la exponencial de ambos lados, queda
i g _E
J 7 (Grn(’: = T»:'E)
¢ lp)] =Ce (1.10)
donde C' es una constante de integracién.

Ahora usamos (1.9) para obtener la funcién de onda en la representacién de
coordenadas

C o0 L i—ﬁ P
W(y) = ﬁ/ e”(f’"’g “‘ﬂu)dp. (1.11)

V2T
Separando el intervalo de integracion en dos v tomando en cuenta que el
argumento de la exponencial del integrando es impar en la variable p. obte-

nemaos
3

| [2 = p p E
W) = | =C [ cos Ely==id 12
vl =y th/o o {GFLmE Th (y 5” @ (112)

Los estados estacionarios del sistema se obtienen a partir de la solucién an-
terior e imponiendo la condicién en la frontera (1.6).

1.2 Reduccién a la ecuacion de Airy

En la representacién de coordenadas la ecuacién de Schrodinger indepen-
diente del tiempo, ecuacién (1.7), se transforma en la ecuacién diferencial

R dP ‘,‘ 7 ,
I d® + Eyv = Ev. (1.13)

Para simplificar esta ecuacién hacemos el siguiente cambio de variable:

y=axr+b, (1.14)

7



donde a y b son constantes que luego serdn determinadas. Debido a este
cambio de variable el operador de segunda derivada se transforma en

d? 1 d2
dy?  a?dx?’
Sustituyendo estos cambios en la ecuacién (1.13), obtenemos
R 2 |
~53 g T Elar+b) ~ Bl g(z) =0.

2

e 2m :
Multiplicando por el factor — =2 esta ecuacién se reduce a
]

d? 2mEa’ 2ma?

e (eb—E)] blz) =0,

dz? B’

ahora escogemos los pardmetros a v b de tal manera que el coeficiente del
término lineal en = sea uno y que el término independiente de z sea cero,
esto es, escogemos a v b como

h2 1/3
= 1.15
“ (‘Zmé’) - b
v E
b= —. 1.16
= (116)
Con estos coeficientes tenemos finalmente la ecuacidon
(1'2

esta ecuacion se llama Ecuacion de Airy[11]. Por lo tanto, el cambio de
variable que nos lleva de la ecuacion (1.13) a la ecuacidn de Airy es
y FE

=5 - — 1.1%8
& a Ea ( )

Note que a tiene dimensiones de longitud, representa una longitud caracteris-
tica del sistema, y en consecuencia z es una variable adimensional.

A continuacion resolveremos la ecuacion de Airy usando el método de solucién
en serie de potencias o método de Frobenius?,

’En el apéndice A se resuelve la ecuacién de Airy transformando a una ecuacion de
Bessel.



1.3 Solucién general de la ecuacién de Airy

Para encontrar la solucién general de la ecuacién de Airy con el método
de solucién en series escribimos la ecuacién de Alry, ecuacién (1.17), en la
siguiente forma

v —xzu=0 (1.19)

Debido a que la ecuacién de Alry no tiene singularidades, podemos expresar
la funcién u(r) mediante un desarrollo de potencias alrededor del or gen

=% o, (1.20)
n=0

donde los coeficientes a,, estdan por determinarse.

La segunda derivada de la funcién u(x) la obtenemos directamente de la
ecuacioén (1.20),

o

w'{w)y =% n(n — D™ . (1.21)

T

Sustituyendo (1.20) y este resultado en la ecuacién de Airy. (1.19), obtenemos

(]38

0] b
n(n — La,z" Zn,,r, =

n=0

1l
1

T

v después de agrupar las potencias iguales de z queda
o0
2as Z (n+1)(n+2)apts — ap_1]z™ = 0. (1.22)

Debido a la independencia lineal de las potencias de z, cada coeficiente de la
expresion anterior debe ser cero, es decir, se debe cumplir:

(?’?‘ + 1)(!’1 <+ 2)(1”:;2 = B g == ) (]_24)

paran=1,2, ...



De la ecuacién (1.23) obtenemos que el coeficiente ay es cero, ay = 0, y el
resto de los coeficientes se calculan a partir de la férmula de recurrencia que
se obtiene de (1.24), es decir, los coeficientes satisfacen la relacién:

(p—1

g = ————————— =12 8 .. 25
S (n+1){n+2) " ' 28]

Note que. conocido un coeficiente, de la férmula de recurrencia podemos
conocer los coeficientes con indice que difieren por un muiltiplo de 3 del coe-
ficiente dado.

Como ay = 0, se sigue de la férmula de recurrencia que los coeficientes
(5 a8, a1, ... SON CEro. esto es
A3 fo+2 =1 ,1\":0].2‘ (12())

Por su parte, de la férmula de recurrencia obtenemos el resto de los coefi-
clentes a partir de ag v ;. los primeros coeficientes estdn dados por

20
gy =
"7 a.3g
ay
g = 2
4.3
[0
(I =
" 8.5.9-9
ay
fim S
7-6-4-3

De aqui podemos inducir facilmente que el resto de los coeficientes estdn
dados por las férmulas:
g .
a3 = 2 : 129
! (3n)(3n—1)..6-5-3-2 e

a

(3n+1)(3n)..7-6-4-3

(1.28)

d3n—1
pare. A=12.3 ..

Note que en la primera expresion, en el denominador estdn ausentes los fac-
tores 1,4,7..... (3n —2), que permiten completar el factorial, mientras que en
la segunda expresion no se encuentran los factores 2,5.8, ..., (3n — 1). Por lo
tanto la solucion (1.‘20) puede escribirse en la forma

u{z) = ag l+z ()Z’m 2) 3”}-!—a {L"I‘Z

=1 n=1

Do B 8(3-”_1) 3n—1
7
Brnt 1)
(1.29)

10



Como ag y a; son constantes arbitrarias, mediante el método de Frobenius
hemos obtenido la solucién general a la ecuacion de Airy.

Podemos escribir la ecuacién anterior en términos del simbolo de Pochha-
mmer, definido como

~ | k.
(a)e = afa + 1)(a 2)---(a+k:—1)=i+—)
¥(e)
donde (z) es la funcién gama. Usando este simbolo se pueden demostrar las

1dentidades

1
1:4:.7--+(83n=2) = 3*(=
(3n ) (3)n

2
2:5:8:-:(3n-1) = 3" (—)
3/n
Sustituyendo en (1.29) estas identidades, la solucién general de la ecuacion
de Airy (1.19) se escribe como

3N 3n 9 Ny 3n+1
(')—a01+2() ]Jmlhz()——] (1.30)
n=1 ) n=1 3 3n + )

Esta solucidn converge para toda z finita, pero diverge para © — oc ya
que conforme x se va a infinito cada solucién particular diverge. Es posible
construir, mediante una combinacion lineal de estas soluciones particulares
una solucién que converge cuando r — o¢ junto a otra que se lleva la
divergencia. Claramente la solucién convergente es la que representa los
estados estacionarios del sistema y serd construida en la siguiente seccién.

1.4 Funcién de Airy

Como vimos en la seccién 1.1, la funcion de onda ¢(y) asociada a cada estado
estacionario del rebotador cudntico es proporcional a la expresidn integral

\/..h / {GHmS i(”‘f%ﬂdﬂ (1.31)

Cambiando la variable de integracién mediante

£ o (1.32
=2 32)

11
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donde @ estd dada por (1.15) v usando la variable = definida en (1.18), obte-
nemos

1 [2n 1

¥(z) / / oS [%3 + t:};} dt. (1.33)

a\/ T 3
Como esta funcién es solucidn de la ecuacién de Schrodinger, que se reduce
a la ecuacién de Airy, entonces se puede expresar como una combinacién
lineal de las dos soluciones independientes que se construyeron en la seccién
anterior, esto es

() _4{1+Z<) & ET {HZ(?) 271%} (1.34)

Como la segunda serie es cero en el origen, en tanto que la primera serie es
uno, se sigue que A estd dada por A = ¢(0): de la misma forma. tomando
la derivada con respecto a z. se sigue que B = '(0), aquf la prima indica la
derivada de la funcién. De (1.33) se sigue entonces

A= cf cos [- }dt (1.35)
¥ - :
B = —@/ tsin {,53} dt, (1.36)
Jo 3
donde en €' hemos absorbido todos los factores constantes: ¢ = u\/ Zf
Ahora cambiamos a la variable
L.s
z=—#3 1.37
: (137)
queda.
1 - = cosz
A= TC/ 2 e (1.38)
35 0 »3
y [ e
S "f e (1.39)
33 0 =3

Para calcular estas integrales partimos de la expresién para la funcién gama

I’ i) = /30 t" e dt
Jo

12



y sustituimos la variable de integracién ¢ por zt, con z real, para tener
r % 1t
i) =g / t" e dt.
0

Despejando el inverso del factor 2", multiplicando por ¢** e integrando con
respecto a z de cero a infinito, obtenemos

00 e-iz 1 fore) ] .
~—dz = —/ / tT e el
/0 il I'(r)Jo Jo ‘ :

Realizando la integral con respecto a z queda

ey ei: 1 o0 LLr—l
—dz = / —dt
,/0 2" I(r)Jo t—1

multiplicando numerador y denominador del integrando del lado derecho por
el factor (¢ + 1) y separando la ecuacién en parte real e imaginaria, resulta

"0 008 Z 1 EEI A
dz = / —dt
A 2 T(r)Jo 1+¢

< gin z 1 O el
dz = / dt
/o s I(r)Jo 14+¢

cambiando la variable de integracién del lado derecho por t = /v

% COS Z 1 O e _1
lz = / v (1 4+ T
/o ar 2T (r) Jo E ]

® sin z 1 R p=a -1
1z = / 2 (14w I
[J P 200 (r) Jo v (Lu)e
cada integral es una funcién beta[l1], por lo tanto
'S0 OS2 1 r+1 r+1
dz = B( e )
/0 2" 2I (r) 2 2

©0 gin z 1 & i
& = B<<1——)
/o R al'r) W2 2

en términos de funciones gama, queda

[y, L D)0

/OC sin :a“ r (5) (1 - E)
40 Z

13



finalmente con la identidad

[(z)T(l—2z)=

queda

< o8 1 T
/U - de = 5 (1.40)

< §in z 1 i
—dz = 1.41
/O z" 2f (l'") Sinﬂ- (3) ( )

Usando estos resultados en (1.38) v (1.39) obtenemos los coeficientes 4 y B
en la forma

c 1 T
S E F Py e
c 1 T y
= _3_7:2 (%) sin (%) S
aqul hemos hecho uso de sin %’_ = sin g.

Sustituyendo los coeficientes A v B en la ecuacion (1.34), la funcién de onda
del estado estacionario del rebotador cudntico se puede escribir como

) = Q 1 = | qn 3
Ylz) = 33 ZT( )Sl]’ln (El) [ g( ) 3;;)]
3320 (3) sinr () {I+;<3>n(3n+l)!] VLA

Absorbiendo los factores comunes en la constante arbitraria C y factorizdn-
dola, la funcién de onda v (z) se escribe como

W(z) = CAi(z) (1.45)
aqui hemos definido la funcién
1 Iy 3n 1 ] Iy Jn-+1
aim) = =t 1+ 3 (5) 5| - { ()__}
o) = 3§F(—§) { Z 3n)! 3:51"(%) Z:: (3n + 1)!

(1.46)

14
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Figura 1.2: Grédfica de la funcion de Airy.

llamada funcién de Airy[11].
En la Figura 1.2 presentamos la grifica de la funcién Ai(x).

La funcién de Airy, Ai(x), presenta dos comportamientos muy caracteristicos.
El primero es que para r positivo, la funcién decrece exponencialmente y
para z negativo la funcién oscila en forma senoidal con la amplitud de las
oscilaciones disminuyendo conforme x decrece. La segunda caracteristica que
se resalta es el hecho de que esta funcién no tiene ningin cero para valores
de z positivos, todos sus ceros son encontrados para valores de x negativos.
Ademads los ceros de la funcidn de Airy son simples.

En virtud de que no se cuenta con expresiones analiticas para el cdlculo de
los ceros de la funcién de Airy, hemos disenado un programa en lenguaje C
que nos permite calcular los ceros ordenados de la funcién de Airy con una
aproximacién de 6 digitos significativos. Dicho programa se encuentra en
el apéndice B y fue usado para generar los ceros que se presentan en este
trabajo.

La siguiente tabla muestra los primeros 24 ceros ordenados de Ai(x)

15



n i n i
1 —2.338107 13 —15.340755
2 —4.087949 14 —16.132685
3 —5.520560 15 —16.905634
4 —6.786708 16 —17.661301
5) —7.944133 17 —18.401133
6 -9.022651 13 —19.126381

| 7 —10.040174 19 —19.838131
8 —11.008524 20 —20.537333
9 —11.936015 21 —21.224831
10 —12.828776 22 —21.901367
11 —13.691889 23 —22.567614

[ 12 —14.527830 24 —23.224165

1.5 Eigenfunciones y espectro de la energia

Con el resultado (1.43) de la seccién anterior, la funcién de onda del eigen-
estado de energfa E del rebotador cudntico es

v (z) = Cpdi(z) (1.47)

donde C'g es la constante de normalizacién. Con ayuda de la ecuacion (1.18)
podemos escribirla en términos de la variable y, esto es
, qy K )
g (y) = Cpdi (- = —> | 148
Vi (Y) E . fa ( )
Como la funcién de onda debe satisfacer la condicién en la frontera (1.6), se
debe cumplir
g B
CpAi(——) =0 (1.49)
Ea

es decir, —£ es un cero de la funcién de Airy.

Como vimos en la seccién anterior, los ceros de la funcién de Airy son todos
negativos y se calculan numéricamente, si con z, denotamos los ceros or-
denados en forma decreciente, entonces el espectro de energia del rebotador
cudntico estda dado por

B, = Ea |2 = 1,23, (1.50)

16
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Figura 1.3: Primeros niveles del espectro de energia del rebotador cudntico

Note que los niveles de energia son discretos, es decir, la energfa estd cuanti-
zada. En la Figura 1.3 hemos graficado los primeros diez niveles de energfa.

Reuniendo el resultado (1.50) con (1.48) las eigenfunciones son

V) = Cudli (£ ) (1.51)

a

paran =1,2.3,.... En la Figura 1.4 graficamos las tres primeras

1.6 Normalizacién

En esta seccién normalizamos la funcién de onda (1.48). Para calcular la con-
stante de normalizacién C'r que multiplica a la funcién de onda es necesario
imponer la condicién de normalizacion

| vy =1, (1.52)
0

pero no es posible calcular esta integral por sustitucién directa de (1.51) ya

que ésta es una serie infinita, por ello usaremos un método alternativo.

Asumimos que la ecuacién anterior la podemos escribir de la siguiente manera
g=o

lim | Vp(y)Ype(y)dy =1, (1.53)
E— 0

17



Figura 1.4: Eigenfunciones del rebotador cudntico para el estado base y
primeros dos estados excitados.

donde ¥, (y) es un eigenestado del hamiltoniano con energfa ligeramente
diferente que E. Sin embargo. ¥z, no tiene la condicién en la frontera
correcta en x = 0, ya que la condicién en la frontera se cumple unicamente
para los estados con energia E, = Ea |x,|, pero es la funcidén correcta en el
limite ¢ — 0.

La eigenfuncion v, (y) satisface la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo para la energifa E, es decir
3 g2
_ FL d g

2m dy?

+ &y = By,

Por su parte. la ecuacién de Schrodinger para el eigenestado de energfa £ +¢
es .
_ji’___ d WE e
2m  dy?
siguiendo el procedimiento usual de multiplicar la primera ecuacioén por ¥z .,
la segunda por ¥ v después tomar la diferencia de las ecuaciones, se obtiene

+ 59’qu+6 = (E + e)ul"Eﬂ—ev

R Plaee _ Pey
=i ur ——_T— — We || = E’l/‘ A U)
.Zm, E dyz Ete dyz E+e¥E

Esta ecuacién se puede expresar como
2
.‘ he d

| ! Juf ! /
SRrN ) e i ——a e (w ’wﬁ — W~ w ‘)
YEVE+e Smedy \ BV Ee YereWE )

13



donde con una prima indicamos la derivada con respecto a y. Integrando
entre cero e infinito ambos lados de la ecuacién resulta

2
h , 1%

o i I
VEVEre — YE1LWE

(1.54)

10

]O Ve(Y)Very)dy = —

Debido a que ¥, se anula tanto en el origen como al infinito, al evaluar el
primer término del lado derecho en los limites de integracion, el resultado es
cero. El segundo término se anula al infinito, pero no se anula en el origen
debido a que la funcién ¥ ., no es cero en y = 0.

2me

De esta manera, la ecuacién (1.54) se reduce a

2

[ ey = 5= 0500, (1.55)

2me

De la ecuacion (1.48) tenemos que ¥, (y) es proporcional a la funcién de Airy.
por lo tanto

E €
= COpeedil—5 — 7 1.56
Vgeel0) = Coschil—o — ) (1.56)
) 1 . E s
E‘E(O) = (_IOLAE(_:,C_CL) (l.-‘)u‘)
donde Ai'(y) es la derivada de la funcién de Airy.
Sustituyendo (1.56) y (1.57) en (1.55) obtenemos
%0 A E ¢ E
VW)Y pa (y)dy = — Bl e o Sl =] (1B
[ 9eenln)dy = —5—CrvCrhil-g, - z)4(~5,) (159
Desarrollando la funcién Ai(—£ — &) en una serie de Taylor alrededor del
E
punto ———, obtenemos la funcién en serie de potencias de €
a
E ¢ E € E €2 E
i(—————) = Ai(——) —— A (—— A" (——)+O(*) (1.59
e b O e s el R

donde O(e3) indica que los términos restantes estan acotados por ¢? cuando
se toma el lfmite € — 0.

De la ecuacion de Airy. ecuacion (1.17), se sigue que
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1.7 Valor

Sustituyendo esta identidad en (1.59) queda

Ai(—E - £y = (1= S A~ 2

E 3
Ea Ea __A (551 +0)

283 '*) A~ Ea,) Ea Ea

Usando este resultado en (1.58) obtenemos

2

- h?
/0 Ve WeL(y)dy = CE+eCF{(

2mae

eF E yif

2E33 )A?'(_a) Ai'(— Ea)

Ahora tomamos el caso particular en que E es un eigenvalor de la energia,
por lo tanto se cumple
5
Ai(——) =10
Ea

v el primer término del lado derecho en la ecuacion anterior es cero. Queda
ast,

9

— ET.
/ VEWVE(y)dy = 5——=Cr+Cr | Al (- Ea Jl + O
Jo &

E J
Finalmente tomando el limite € — () obtenemos

e E
g 2CE 41',( ga)

2

/‘ Ve (y)dy—
0

Para que la integral del lado izquierdo sea igual a uno se requiere que la
constante de normalizacion esté dada por

12mé&a? 1
= f/ G o
U = VR av(-EYy

(1.60)

esperado de y

Nos proponemos ahora encontrar el valor esperado de la posicién en el estado
¥ (y). Denotando con ygp este valor esperado, tenemos

'HEE:/ ylw
0

y)|° dy. (1.61)

20



De la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, ecuacion (1.13),
despejamos y¢ g (y)

B R ds(y)
wely) = gvel) +5 = P
v sustituimos en (1.61)
d*e(y) _
- y)dy + / pada ALEE 1.6
YeE = g/ Y gmg Ve(y) a2 Y (1.62)

Como ) estd normalizada, la primera integral es igual a uno, nos queda

E A
yee =3 + J(E), (1.63)

donde hemos denotado con J(E) el segundo término del lado derecho de
(1.62), es decir

Ye(y)
7m$ y dy

— ==L dy. (1.64)

y E ;
Sabemos que ¥ ;(y) depende de la variable = — 7% por ello, derivar con
a
respecto a y es lo mismo que derivar con respecto al pardmetro £, salvo por

el factor —€&. esto es

d d
L_ g5 1.65
dy dE (1.65)
y
d? 5 W .
e = £ . 1.66
dy? dE? L-88)

Asumimos que la segunda derivada con respecto a £ la podemos obtener a
través del limite

= lim— {wEﬁ(y) — 2¢g(y) + ’@E—e(y)} : (1.67)
Sustituyendo (1.66) y (1.67) en (1.64) obtenemos

IE) = 2 i L [ [0 4)  20500) + Vo )] wsl)dy. (169

2m, e—0 2



La segunda integral es igual a uno debido a la normalizacion y nos queda

BE lim }_ [Q(E +€) =2+ Q(E —¢)], (1.69)

2, e—0 €2

J(E) =

donde hemos definido la C'C_‘Lntidad
o o)
QUEES) = [ Ve y)s(y)dy (1.70)

Para calcular esta 1iltima expresién, reproducimos el procedimiento utilizado
para el cdlculo de la constante de normalizacién, obtenemos para nuestro
caso

n*d
g [V

2m dy

dy

dvp(y)

— Ve (y) dy

} = e (Y)¥s(y)
Despejando el producto we. (y)wg(y) e integrando entre cero e infinito
obtenemos

9

QELe = ?L
2me

{ [ >0
: e ly) di g (y)
Vply) = = ~Ve=ly)— : (1.71)
Y ¥ o
Como - se anula en el origen y al infinito, el primer término es cero. El
0 ) , €L 1

segundo término se anula al infinito, pero no se anula en el origen porque
Y., €s un eigenestado con energfa ligeramente diferente que E. recordemos
que los eigenestados con energia E se obtienen a partir de la condicién en la
frontera 1 ,(0) = 0. Con esto nos queda

2

QUE £ €) = Fo—52. (0)05(0), (1.72)

2me
donde la prima indica derivada con respecto a y. Con ayuda de la identidad
(1.65) obtenemos

2

£y ,I‘-“/
‘)m’El‘VEie(D)LVE(O)- (1.73)

&

QE+e) =+

v ahora la prima indica derivada con respecto a E.
Para calcular la expresion anterior desarrollamos ., en serie de Taylor
alrededor de e = 0 para tener
€ 62 63
Ype(0) =vg(0) F g%v;:m) + %}U%(O) - @%E(O) + O(e*)



Aquf las primas indican derivadas con respecto a la variable y. El primer
término es cero, debido a que en y = 0 la funcion de onda se anula para
cumplir con la condicién en la frontera. De igual manera el tercer término
serd también cero, ya que como se sigue de la ecuacién de Schrodinger la
segunda derivada de ¢ calculada en el origen es cero. El cuarto término lo
podemos expresar en funcién de ¥ (0). esto es

- 2m _
YE0) = —23 Evip(0),
con todo esto obtenemos
, € £ 2m _ ,
Vpeel0) = $‘5‘U’E(0) ¥ 5 {*}LTE’WE(O)} + O(e")
€ me2E\ 4 -
= Tz L= EYTE U (0) + O(e%). (1.74)

Con ayuda de (1.65) cambiamos la derivada con respecto a y por la derivada
con respecto a E, para tener

j me*E\ |
Upxe(0) = e (1 B ngﬁz) p(0) + O(e).

Sustituyendo el resultado anterior en (1.73). el doble signo se cancela v en la
aproximacién mds baja del pardmetro e las dos expresiones para @ (E =% ¢)
coinciden. simplificando queda

de las ecuaciones (1.57) y (1.60) se sigue que ¢/;(0) estd dado por

Yip(0) = “\ %

y con esto la ecuacién (1.75) se reduce a

meE 5 ,
Q(Ei5)=1—w+0(6 ) (176)
Sustituyendo estos resultados en la expresion (1.69) obtenemos
RE

J(E)

1 me*E ;
. =0 e A 9 3
e }{1& = {2 (l :352h2> 240 (E ﬂ )
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v tomando explicitamente el limite € — 0. queda

E

J(E) =~z

(1.77)
Finalmente, sustituyendo este resultado en (1.63) obtenemos el valor espe-
rado de la posicion
d (1.78
YEE = —= o
YEE = 33 )
Este resultado coincide con el promedio temporal de la posicion del problema
cldsico
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2. El método variacional

Muchos problemas en la mecdnica cudntica no se pueden resolver exacta-
mente; debido a ello se han construido otros métodos que nos dan soluciones
que se aproximan al valor real. Asi, aparecen los métodos de aproximacion
que se emplean para obtener valores aproximados de la energfa de ciertos
estados del sistema por ser calculados. Aqui discutiremos el método varia-
cional, el cual es especialmente aplicable al estado de energia mds bajo del
sistema; éste estado es el de mayor interés en muchas ramas de la ciencia,
particularmente en la Quimica.

2.1 El método variacional tradicional

A continuacién mostraremos que la integral
B / & Hoda (2.1)

es una cota superior a la energia, Iy, del estado base de un sistema. Aqui,
H es el operador hamiltoniano del sistema bajo discusién v ¢ (x) es una
funcion a la cual se le pide que sea normalizable y que, en general, satisfaga
las condiciones en la frontera del problema en consideracién. Esta funcién
no tiene restricciones, su eleccién dependerd de las condiciones del problema
tratado, pero claramente una mejor eleccién llevard a un valor de E mads
cercano a Wy, es decir a una mejor prediccion.

Consideremos una funcién ¢, llamada funcién de prueba, normalizada,
/@*@a}w =1 (2.2)

si tomamos para nuestra funcion ¢. la funcién de onda exacta. vy, para el
estado base, la prediccion E igualaria a Wy; esto es,

B e / Ut Higdz = Wy, (2.3)



va que i, es eigenfuncion de H,
Hpy = Wohy. (2.4)

Si ¢ no es igual a v,, entonces podemos desarrollar la funcién en térmi-
- 0

nos del conjunto completo de eigenfunciones normalizadas y ortogonales

{wo, %y, ..., ¥, ...} del hamiltoniano H, para tener

@522%% (
n

%)
o
R

con los coeficientes a,, satisfaciendo la condicion

Z Qg = 1 (2.6)

lo cual se sigue del hecho de que ¢ estd normalizada.

Sustituyendo el desarrollo (2.5) en la integral de E. (2.1). obtenemos
= / o*Hodz
= Z Z Cl;;(_l,?l,‘ / 'wtzﬁd’!m’ dzx
n n'
= Za:;a‘nwrm {
mn

3
-

va que las funciones v, satisfacen la ecuacién de Schriodinger,
Hy, = Wot,,.

Restando la energia del estado base, Wy, en cada miembro de la ecuacién
(2.7), obtenemos
E—-W,= Z a (W, — Wh). (2.8)
T

donde hemos hecho uso de (2.6).

Como W, es mayor o igual a W, para todos los valores de n y los coeficientes
arap, son positivos o igual a cero, el lado derecho de la ecuacion anterior es
positivo o igual a cero. De esta manera se ha probado que E es siempre una
cota superior a Wj; esto es.

/@* (z) Ho (z)dz > W, (2.9)

— o -



Esta es la base del método variacional para el cdlculo aproximado de la e-
nergia del estado base de un sistema. Si se escoge un conjunto de funciones de
prueba @, &y, @3, ... y se calculan los valores E, E;, E;, ... correspondientes,
entonces cada valor de £ es mayor que la energfa Wy, de acuerdo al resultado
anterior, asi que el mds bajo de estos valores es el mds cercano a Wy v en
consecuencia la mejor prediccidn. Estas funciones se pueden obtener a partir
de una familia de funciones parametrizadas. por ejemplo por el pardmetro
4. de tal manera que una funcién se diferencia de otra funcién por el solo
hecho de tener valores diferentes del pardmetro 3. La presencia del pardmetro
permite obtener E como funcién de 3

E(3) = / ¢ (z,8) Ho (z, 8) do (2.10)

Ahora mediante un proceso de minimizacion de E (3) respecto al pardmetro
. obtenemos la mejor aproximacién a Wy. que corresponde al valor éptimo
de dicho pardmetro: E,, = E (3,,), donde 3,, es solucién de

e

OE (8)

—= =0

o8 8

de esta manera E\, es la minima cota superior obtenida a través del conjunto
de funciones de prueba {¢ (z,3)} .

La calidad del resultado depende de la calidad de la funcién de prueba
o (z.3), por lo que la eleccién de estas funciones es crucial. En general,
es conveniente partir con funciones matemdticamente simples cuidando que
tengan las propiedades adecuadas al problema dado. Por ejemplo. la funcién
@ para el estado base no debe tener nodos; la paridad de ¢ debe ser la co-
rrecta; si se trata de estados ligados, ¢ debe decrecer exponencialmente en el
infinito; deben respetarse las simetrias propias del problema, etc. Si se hace
una eleccién razonable de la funcion de prueba, uno o dos pardmetros son
normalmente suficientes para obtener buenas aproximaciones en problemas
simples.

Si E es igual a Wy entonces ¢ debe ser idéntica a 1, asi se asume que si £
es casl igual a W) la funcién ¢ serd muy cercana al valor real de la funcién
Uy. El método variacional es usado frecuentemente para obtener funciones
de onda aproximadas asi como valores aproximados de la energfa. Por otro
lado, el método variacional tiene la desventaja de que sélo proporciona una
cota superior a la energfa, sin indicar qué tan lejos estd el valor real.
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Para ilustrar este método, a continuacién presentaremos dos casos en los
cuales aplicamos el método variacional.
2.1.1 Oscilador arménico

El hamiltoniano del oscilador arménico unidimensional estd dado por

H=———— 4+ —muw’z® (2.11)

Para estimar la energfa del estado base de este sistema mediante el método
variacional, proponemos la siguiente familia de funciones de prueba depen-
diente de un pardametro:

o(z.B) = Ne #a'2* (2.12)

donde @ es un pardmetro fijo que tiene dimensiones de inverso de la distancia
y 3 es un pardmetro adimensional. No es diffcil concluir a partir de las
constantes m, w y A que el pardmetro a estd dado por

[

=%

La funcién (2.12) cumple las condiciones en la frontera del problema y la
constante de normalizacion es obtenida mediante el proceso de integracion

1
283a*\ *
N = ( Ha ) . (2.14)

(2.13)

mw
Aplicando el operador hamiltoniano, H, a nuestra funcién de prueba, obte-
Heos

RN
2m

pr =— (4;32(149:2 — '_,Sczz) e=09%2% | i 2ple—Pe I;, (2.15)

[o]

de aquf calculamos la energia £ (3) sustituyendo la expresién anterior, junto
con (2.12), en la ecuacién (2.1), esto es

B(@) =N [ e {
—20 T ¥

— (4;32(14;5“} — 25&2) + Smwg;r') e P dy,
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Eaup
Wy

Figura 2.1: Gréfica de la energfa como funcién del pardmetro 3.

y llevando a cabo las integrales indicadas resulta

r 9 . o
mw* 2 Ba?

i o N0 2.1
() 83a? 2m \A18)
Sustituyendo el valor de a. a partir de la expresion (2.13). queda
1 1 .
- =—hw|—+( 2.17)
E(3)=3h ({avt,)’) (2.17)

cuya gréafica se muestra en la Figura 2.1.

Se sigue de la grafica de E (3) que existe un valor del pardametro 3 para el
cual la energfa £ es minima; mediante el procedimiento usual encontramos
el valor 6ptimo de 3 y asi la mejor aproximacién a W

1 5 -
3. = 5 (2.18)

v por lo tanto, la mejor aproximacion a la energia del estado base del oscilador
se consigue sustituyendo esta 3, en (2.17), queda

1
Ep = Shu (2.19)
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Figura 2.2: Funcién de prueba (2.21) para 3 = 2.5
vy la funcién de prueba que mejor aproxima a la solucidn exacta es

1
) P MW\ 1 _mw 2 "
G)(I'-dm) = <‘> G (220)
hr
En el caso del oscilador armonico la energfa del estado base es precisamente
hw/2 v nuestra predicccion coincide con el valor exacto, por lo tanto la fun-
cién de prueba (2.20) coincide con la solucion exacta.

Ahora, con el propésito de mostrar el método variacional cuando la familia
de funciones no contiene a la funcién de onda exacta, nos proponemos usar
la siguiente familia de funciones de prueba que depende de un pardmetro

A

donde @ estd dada por (2.13) y 3 es el pardmetro positivo adimensional el cual
escogemos mayor que uno'. En la Figura 2.2 mostramos el comportamiento
tipico de la funcién para valores del pardmetro alrededor de dos.

La constante de normalizacién la calculamos mediante el procedimiento usual:
como la funcién de onda es simétrica la integral de normalizacién sobre toda

IEscogemos 3 > 1 para segurar que el valor esperado de la energia potencial sea finito
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la recta es equivalente a dos veces la integral de cero a infinito, es decir

5 [0 1
QNB/ — —dr =1,
Jo (14 a?2P)

La integral de la expresién anterior corresponde al caso particular m = 0
v n = 2 de la integral [, ., (8) que se calcula en el apéndice C, con esto
encontramos

" el :

Aplicando el operador hamiltoniano a la funcién de prueba obtenemos

B RN a9 2028 3z’ PRSP
h = _ — — — mw* N ———
2 {1+ ia;z;\“j)?’ dx? (1+ |cm‘l\'d)3 O 2 1+ |az |
(4.23)
Tomando en cuenta que las derivadas de [ﬂ:[d estdn dadas por
@ II‘ 3-1 1 5 81 &> 0
=/ . 2.24
e = 18] =1 si <0 2B
v
0 “LJJ 8—=2 o
=08(8-1) |z 2.25)
G ) [ | :
después de sustituir en (2.23) queda
: RN [B(B—1)af | 45, 28°a?" 23— 1 ¢
Ho = : ( . )5 \x\"j_“ - — = j:L'iz(’j D) ok cmu® N Lot 5
2m | (1+ laz|”)? (1+ |az|”)? 2 1 + |az|
(2. 26)

Multiplicando la expresién anterior por ¢* (z, ) e integrando en todo el eje
real, recordando que por simetrfa la integral es el doble de la integral de cero
a infinito, obtenemos la energfa E(3)

h d(\j - 1)@" B—-2 ?13 QJ)CI_)( 2"371)
3) = 2N? Bt TP 281 (997
£6) = 2N Momuww) TR T

o]

1 . T
o W |
2 (1 + aPzf)
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Las integrales indicadas se calculan en el apéndice C, en términos de la
integral I, , (3) resulta

E(3) =2N*— {3(3 —1)aPl3_53 (8) — 28%% Ip_54 (B)] + N?mw?I5 5 (3)
(2.28)
con el resultado (C.4) queda

Bg) = N o e R T BR) o TIR-BIT P+

3
m T (3) s T (4)
w s 1 DT(R—)
N s 287 A B!
T T T ()

Simplificando las funciones gama y sustituyendo la constante de norma-
lizacién, con la ecuacion (2.22), obtenemos
YOUp
o1, [1,T(2+d) If
E(B) = Zhw | =3 J
2 6 s

(2.29)

Gl
L

La gréfica de la energfa como funcién del pardmetro 3 se presenta en la
Figura 2.3.

De la figura se ve que existe un valor del pardmetro 3 para el cual la energia
es minima. dicho valor se encuentra buscando el minimo de la funcién £ (3) .
lo cual se calcula numeéricamente, el valor éptimo de J es

B, = 2.946379, (2.30)

por lo tanto, la mejor aproximacion a la energia del estado base del oscilador
la obtenemos sustituyendo 3,, en la expresién (2.29), resulta

1
Eyn = 1.079769( hw). (2.31)

Como sabemos, el valor real de la energfa del estado base del oscilador
armonico estd dada por (2.19). de aqui podemos confirmar que la energia
obtenida (2.31) constituye. como era de esperarse, una cota superior y una
buena aproximacion a la energfa del estado base, en caso de que no se
conociera el valor exacto.
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2.1.2
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Figura 2.3: Grafica de la energia como funcién del pardmetro 3

Atomo de hidrégeno

A continuacion, ilustraremos el método variacional haciendo una estimacion
de la’energfa del estado base del dtomo de hidrégeno, el cual es de suma
importancia en la Fisica.

El operador hamiltoniano del dtomo de hidrdgeno es

. R, e
H=-—V" - —, (

2m r

B
o

donde e es la magnitud de la carga eléctrica del electron. El estado base es
un estado de momento angular cero, por ello el operador laplaciano se reduce

al operador radial
; L& 40
Vi==S—(r"=]. 2.33
r2 or or 8.8)
Proponemos como funcién de prueba la siguiente familia de funciones parame-
trizadas por 3 :

& (r, B) = Ne P (2.34)

donde N es la constante de normalizacién y a es una constante fija que
tiene dimensiones del inverso de la distancia. Mediante las constantes del
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problema. m, A y e. es ficil determinar que a estd dada por
9

me*

;2

es decir, a es el inverso del radio de Bohr.

a =

La constante de normalizacién la calculamos elevando al cuadrado la funcion
de onda (2.34), multiplicando por el elemento de volumen, d*z = 47r?dr, e
integrando de cero a infinito con respecto a la variable radial, el resultado es

(].3 88 %
N = ( : ) .
m

Aplicando el operador hamiltoniano (2.32) a nuestra funcién de prueba nos
queda

(2.36)

9 40 _ A B e e
G +a’f ')) g o N (2.37)

r

H(f:‘
Y 9

L

; NA* / 2a

-
multiplicando esta expresién por ¢, multiplicando por el elemento de volu-
men e integrando de cero a infinito con respecto a r, obtenemos la energia

E (3) en la forma
: A2 hg e
E(B8) ==N*® .

p T 5 A2
2mefl a?8”

sustituyvendo la constante de normalizacion, ecuacién (2.36). junto con el
valor de la constante a, ecuacién (2.35), queda

me“ 5 _
B(8) =52 (8 - 28) (2.38)

cuya grafica se presenta en la Figura 2.4

El minimo de la curva de la Figura 2.4 se encuentra en 3, = 1, para este
valor del pardmetro obtenemos la mejor prediccién con la familia de funciones
(2.34); en particular, la energfa estd dada por

me* ;

E'm = = 2??2 . (259)
v la funcién de onda para la cual se obtiene este resultado es
; 1
HJS ‘ —ar
b = | —1 &7, (2.40)
i
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Figura 2.4: Gréfica de la energia como funcién del pardmetro 3.

con la constante « dada por (2.35). La expresion (2.39) coincide con el valor
exacto de la energfa del estado base v, por lo tanto, (2.40) es la funcién de
onda exacta.

2.2 Meétodo variacional generalizado

En esta seccion presentaremos una versién ligeramente modificada del método
variacional presentado en la seccién anterior; esta variante tiene la ventaja
de que con ella podemos encontrar también cotas inferiores al eigenvalor del
estado base de la energfa.

Nuestro punto de partida es el siguiente: Sea J(z) una funcién suave, es decir,
una funcién continua con derivadas continuas; la funcion se puede expresar
en términos de un desarrollo en potencias de la variable = en la forma:

f@) =Y g,

donde /; son los coeficientes constantes del desarrollo.

Ahora construimos el operador f ( H ) sustituyendo en el desarrollo anterior

i



la variable x por el operador H para tener

H) = ifjﬁj. (2.41)
j=0

con H el operador hamiltoniano.

Cuando aplicamos el operador f (H ) a una eigenfuncion de H tenemos

~

f(H),

z f]ﬁ)wn

i=0

= 2 Witn
j=0

= f(Wp)u, (2.42)
es decir, ¥, es eigenfuncion del operador f(H) con eigenvalor f(W,).

Sea {¢(x,3)} una familia de funciones de prueba normalizadas v parame-
trizadas por 3. Cuando aplicamos f(H) a la funcién de prueba ¢ (z,3), la
cual. por supuesto. cumple con las condiciones en la frontera del sistema en
consideracion. tenemos

fH)o = S a.f(H)N
> anf (W), (2.43)

li

donde hemos usado el desarrollo de la funcién ¢ en términos del conjunto
completo de eigenfunciones normalizadas y ortogonales {1y, ¢, ¥, ...} del
hamiltoniano H, ecuacién (2.5). Multiplicando la expresién anterior por
¢" (z, 3) e integrando, nos queda

/@ f(H)pdz = Zlanl FOV,) (2.44)

Sumando y restando f (W) al lado derecho de la expresion anterior. podemos
escribir

/@*,f( H)odz = f (W) +Z,a7,‘ FIW,) = f (Wo)] (2.45)

‘ ; . 2
va que, como ¢ estd normalizada, se cumple: 37 |a,|" =1

36

PRS- S



Supongamos ahora que f () es una funcién mondétona creciente, entonces se
s}
asegura que, siempre que W, > W,,. se cumplird

fFWa) > f (W)

Con esto el segundo término del lado derecho de (2.45) es positivo o cero y
por lo tanto concluimos que se cumple

[ o fiods > f (W) (2.46)

este resultado generaliza el obtenido con el método variacional tradicional.
ecuacién (2.9) y se reduce a él cuando f(H) es H.

El signo igual de la expresion anterior se realiza en el caso particular en que
la funcién de prueba ¢(z) coincide con la funcién de onda exacta del estado
base. en cuyo caso todos los coeficientes del desarrollo (2.5) son cero excepto
ap que es igual a uno.

Ahora construimos un operador de la forma
flH-E)= ij(lif - EY, (2.47)
j
donde E es la energia calculada con la funcion de prueba, es decir
E(8) = /o (z,8) Ho (z, 8) d. (2.48)
Aplicando el operador (2.47) a la eigenfuncién v, obtenemos
fH = B, = f(W, — E), (2.49)

por lo tanto, i1, es también eigenfuncién del operador ]‘(H —E) con eigenvalor
fW, — E).

Si aplicamos el operador (2.47) a la funcién de prueba ¢ (z, 3) , multiplicamos
por la funcién ¢" (z, 3) e integramos queda

[ ¢ £(# - Bysda = ¥ lanf (W, - B). (2.50)

Como en el caso anterior, si f(z) es una funcién mondtona creciente, lo cual
significa que siempre que W,, > W, se cumple

(W= E) > (W, — E), (2.51)



2.3

entonces, de la ecuacién (2.50), se sigue la designaldad
/@*,f‘(ﬁf — E)odz > f(Wy — B), (2.52)

donde. de nuevo, el signo 1gual ocurre cuando la funcidn de prueba coincide
con la funcién de onda exacta.

Cota inferior al estado base

Aunque la teorfa anterior es aplicable a cualquier funcién mondétona creciente
es interesante y 1util aplicarla al caso en que la funcién es

fiz) =2 (2:80)
En este caso, si denotamos con A? a la cantidad
A? = / & (z.8) (H - E)% (z, 8) dz.

la cual es una funcion del pardmetro 3. Cuando desarrollamos el binomio e
integramos término a término. se reduce a

A = (H?) - B, (2.54)
donde hemos definido

() = / 6 (x,8) B0 (x., 3) da,

b
(1
o

entonces, para este caso, la ecuacion (2.50) se escribe en la forma

A =3 |an}(W, — E)*.

n

Ahora asumimos que la energia E estd mds cerca del estado base que de
cualquier otro nivel de energia y por lo tanto se cumple

(W — E)? 2 (Wo — E)’
para toda n. lo cual nos lleva a la desigualdad

A2 > (Wi — B) (2.56)
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Escribiendo ambos términos de la desigualdad anterior en el lado izquierdo
v descomponiendo en factores queda

(A= W+ E)(A+Wy—E) >0,

donde A es la raiz cuadrada positiva del lado derecho de (2.54).

Como A es positivo y E es una cota superior para Wy el primer factor es
positivo y se puede suprimir sin alterar la direccidon de la desigualdad

(A+Wy— E) 20,

es decir
Wy > FE—A (2:57)

v hemos encontrado que £ — A es una cota inferior a la energia del estado
base. De esta manera, dada una familia de funciones prueba, la energia del
estado base se encuentra acotada por

E - V/U—lm) ~E2<W,<E (2.58)

donde E v <H 2> estan dadas por las ecuaciones (2.48) y (2.55), respectiva-
mente.

La aplicacién de este método a problemas usuales es mds dificil que la apli-
cacion el método variacional tradicional ya que, ademds de E. es necesario
calcular { H2Y, 1o cual ordinariamente es considerado mas dificil que el cdleulo
de la energia F.

Es necesario notar que variando los pardmetros en la familia de funciones
prueba, de tal manera que A sea minimo, la funcién ¢ se acerca a la funcién
de onda correcta 1, tanto como es permitido por la forma de ¢. En conse-
cuencia, este método puede ser considerado como una variante del método
variacional aplicable al estado base del sistema, que alcanza una nueva predic-
cién a Wy en el valor 3,, que hace que £ — A sea maximo. Es decir, la mejor
prediccion a la energfa del estado base es

Ear=EBy) —ABy). (2.59)

De esta manera mediante el método variacional obtenemos dos aproxima-
ciones a la energia del estado base, Fyr y Ey, la primera como cota inferior y
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la segunda como cota superior, de modo que el valor exacto Wy queda entre
estos dos valores
E;\[ E I’VO S Em- (260)

asociados a los valores Eyy v E,, estan las funciones de prueba ¢ (z, 3,,) v
o (xz,3,,), respectivamente:

También notamos que si existe un valor del pardmetro, digamos 3, que hace
que A (8,) = 0, entonces la cota superior v la cota inferior coinciden y son
iguales a la energia del estado base

Wy = E(5,) (2.61)

y la funcion ¢ (z, 3,) coincide con la funcién de onda exacta del estado base.
Es decir, esta variante del método variacional nos ofrece un criterio préctico
para determinar cudndo nuestra prediccién coincide con el valor exacto.

A continuacion aplicaremos este método a los dos problemas revisados en la
seccién anterior.

2.3.1 Oscilador armodnico

En esta subseccion nos proponemos calcular la cota inferior de la energfa del
estado base del oscilador armdénico usando la misma familia de funciones de
prueba dependiente de un pardmetro, ecuacion (2.12),

¢ (x,8) = Ne 2% (2.62)

donde a es el pardmetro fijo dado por (2.13) v la constante de normalizacion
(2.14).

De los resultado de la teoria del método variacional generalizado tenemos
que la cota inferior a la energia del estado base es

E—-A<W,, (2.63)
donde FE esta dado por (2.48) v A es la relacion
i
AN = 2N w12 3 A
A \/<H> B2, (2.64)
Por lo tanto, la integral que tenemos que calcular es

<1{f2> = /f;ﬁ*(;u,ﬁ)ﬁz@(m,ﬁ)dm
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y debido a que el hamiltoniano es un operador hermitiano, la integral la
podemos escribir de la siguiente forma

(8 = / (H¢)’ da. (2.63)

De esta manera, sustituyendo el resultado (2.15) obtenemos

(SR

2
mw?mz} e~ 28a% 4oy (2.66)
2m

2
g\ _op2 (|1 2.4 2 2
(H*)=2N —— (48%a"2® - 28a%) +
0

donde el factor dos aparece al cambiar la integral sobre toda la recta por el
doble de la integral de cero a infinito. Desarrollando el cuadrado. llevando a
cabo las integrales indicadas y sustituyendo la constante de normalizacion,
ecuacion (2.14), resulta

i 3848%t  Imt 1., .
A : Lo o9 9 A
=1 A g (2.67)

y sustituyendo el valor de a, de la expresién (2.13), queda

- L.5 3 1
2\ _ 2422 (332 & 9 AR
(H) " (33 R 2). (2.68)
Con este resultado y con la expresién para la energla E, ecuacién (2.17),
calculamos A2,

AB(,.B) = iﬁ’iw‘-’ (2‘32 g gé—z = 1) , (2.69)

Por lo tanto, la cota inferior a la energia del estado base, como funcién del
pardmetro 3, la obtenemos sustituyendo estas cantidades en Ejye = £ — £y

obtenemos
| 1
(2.70)

1 1 :
E‘mf (3) = Eﬁw !:E -f—ﬁ— \/262 e 832

En la Figura 2.5 hemos graficado la energia Ei,; como funcién de 3. De la
grafica de Ej,; vemos que hay un valor del pardmetro J para el cual (2.70) es
méxima. Mediante el proceso de maximizacién, encontramos el valor de 3,

(2.71)
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Figura 2.5: Cota inferior a la energia del estado base del oscilador como
funcién del pardmetro 3.

Ahora evaluamos A%(3) en el valor de 3, y resulta

es decir, la cota inferior y la cota superior coinciden cuando 3 = : y hemos

obtenido el valor exacto de la energia del estado base del oscilador armonico.
Esto se ilustra graficamente en la Figura 2.6.

Con este resultado. hemos demostrado que la familia de funciones de prueba

(2.62) contiene la funcion de onda exacta para el estado base del oscilador
1

armonico, para el caso 3 = 3, es decir

¢ (J, %) = Ne 39, (2.73)

2.3.2 Cota inferior a la energia del estado base del oscilador

A continuacién, calcularemos la cota inferior de la energia del estado base
para el oscilador arménico unidimensional usando la familia de funciones de
prueba (2.21), la cual, como ya se dijo, no contiene a la funcién de onda
exacta, esto es usaremos las funciones

oz, 3) = _\_5
Lot |eute]
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Figura 2.6: Cota superior y cota inferior a la energia del estado base del
oscilador como funcién de 3. Las dos curvas se tocan en un punto para el
valor de 3 = =.

con las constantes a v NV dadas por (2.13) v (2.22), respectivamente.

Para calcular la cota inferior es necesario determinar la cantidad

A= V’(Hﬂ) - B

donde F(3) estd dada por (2.29). Nos falta calcular <H2> la cual, como
vimos, es equivalente a la integral del cuadrado de Ho.

Usando el resultado (2.26), elevando al cuadrado e integrando dos veces de
cero a infinito, obtenemos

/Hz> _ a2 ht 38— 1)2a9312mf2) . Bt 48t o
\ o Jo |4m? (1+aP2f)4 am? (1 + aPzP)b
; 4 At 4333 - 1)d*®
+omiwt T" R 5 g - ,){L. g4 (2.74)
4 (1+aP28)2  4m? (1+ af2d)?
h2 1 ‘22/{ (43 — 1)(1“:3 3 hl‘z 1 2 4132(.123 23
T ™ N+~ Tma ™ Urabeiis | @

estas integrales se calculan en el apéndice C. En términos de la integral
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Inn(f3), ecuacion (C.1) del apéndice C, resulta

hiﬁﬂraiw | P
5 lag_ap + lmlwih,z

S 2 ﬁl a2 {7 2 93
<f‘[2> = 2N* LLWLE ,.‘32 (3 = I)ZCL“ g4 +
nt 3% (3 — 1)a*®

m?2

h

K38 — 1)a” B ol Bl |
Isg_q5 + ——L;—LLB,:; — h‘)w‘,{iza,zj[g“J

Con el resultado (C.4) queda

SRR o LR RN LR
<H2> = 2N° {W'&B(g_l) 3 r(4) ? = 8 = 3

pal (-T2 +3) rgE-1eT (=3I (275)
m? [ (6) B m? ['(5)
wur(@ -y (1+5)0 (2 3)

2 e
_h7w7(3_1)1~(2+%>r(2—é>}

2a I‘(5)

Simplificando las funciones gama, sustituyendo el valor de la constante de
(2.22), y sustituyendo el valor de la cons-

normalizacion. que estd dada por
tante a, dada por (2.13), resulta

o_3\r(2+2) r(2)r(2+%
2\ = Loo 2 ng 1 F(z u)r(“+3) (i) ( 5)
) = 2 TR OG-
1-" P =4 M 0N
—5—35(5 5) F(%) } (2.75)

A%(B),
o a1, (TE-HTE+E) 1 T(E+3)
At = e LU’B &= r(i)jr(z-4) 36" 2(3)
r(3\r(e+2) r2(2)r2(2-3 r(1+32
+ng)r(2”—i) ;rg(i>rg( _i) +—,8(,3—5) ( lJJ
Nr(e-3) r()re-3) r(3)



1L r)rl-3) -
e}
b

L [1,T(2+5)  TEIER-5)
Eint(ﬂ) . hw{ﬁj F(l? +F(}—J,)F(2—é)_

LE)re+s) mErE-3) 1, Li+3)
rre-s) elre-i) r(3)
-é,ﬁ‘ﬁr L ;)_E)%)FIE—@F_(;_ 3) (2.77)

En la Figura 2.7 hemos graficado la funcién Ei; (8) contra el pardmetro 3.
De la figura se puede apreciar que existe un valor del pardametro 3 para el
cual la funcion Eie(3) alcanza su maximo, éste es el valor 3,, que calculamos

numeéricamente, resulta
B = 3.126425 (2.78)

Sustituyendo este valor de 3;, en la expresién para Eins (3) damos la mejor
aproximacion por abajo a Wy, resulta
e 1 -
Einf (.53_;\]> = (0.0295736 ‘_)‘ﬁw' 7 (2([))
En consecuencia. reuniendo con este resultado el obtenido en la subseccion
2.1.1, ecuacion (2.31), concluimos que la familia de funciones (2.73) predice
que la energfa del estado base estard acotada por

1 1
0.0295736 (Bm,-) < W, < 1.079769 <;m) (2.80)
En la Figura 2.8 graficamos simultdneamente las curvas que forman la cota
superior y la cota inferior a la energfa Wy como funcién del pardmetro 3. es

de notar que el mmimo de la cota superior y el mdximo de la cota inferior
no ocurren en el mismo valor del pardmetro.
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Eing

Figura 2.7: Cota inferior a la energia del estado base del oscilador con la
familia de funciones (2.73) como funcién del pardmetro 3.

Figura 2.8: Cotas superior e inferior a la energia W, como funcion de 3. la
linea punteada representa el valor exacto.
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Figura 2.9: Cota inferior a la energia del estado base del 4tomo de hidrégeno.
El maximo se localiza en 3,, = 1.

2.3.3 Atomo de hidrégeno

De nueva cuenta, para ilustrar mejor la aplicacion del método variacional
generalizado, retomamos el problema del dtomo de hidrégeno que se traté
en la subseccién 2.1.2. Ahora, calcularemos la cota inferior a la energia del
estado base para dicho problema usando la misma familia de funciones de
prueba normalizadas de la ecuacion (2.34), esto es

¢ (r,8) = Ne P (2.81)

con a fijo y N la constante de normalizacién, dadas por (2.35) y (2.36),
respectivamente.

Procediendo de manera similar al caso del oscilador de la subseccién anterior,
para obtener la cota inferior necesitamos calcular previamente la integral
dada por (2.55). Para ello, usamos el resultado (2.37) para tener, después de
desarrollar el cuadrado y sustituir en la integral,

: —r° + " —
0 m? dm? m? m

<H*’> = 4rN? /'00 {ﬁd‘yag 3 h'iﬁ‘la“”z 2 ﬁdﬁ‘?(ﬁ 2h* Bae?

pgnlgz 202 5/
+M'r} e~ 4. (2.82)

m
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donde usamos el elemento de volumen d3z = drridr.

Llevando a cabo las integrales indicadas y sustituyendo el valor de la cons-
tante de normalizacion (2.36), obtenemos

(A7) = 5r'8lat 3ntesta’

= 94i22 9 8:
i = + 2¢*3%a”, (2.83)

y sustituyendo el valor del parametro a, ecuacién (2.35), queda finalmente

(7%) = Tzﬁia (58* - 128° + 86%). (2.84)

Para calcular A, sustituimos el resultado anterior junto con la expresién para
E (8). ecuacion (2.38), en la ecuacién (2.64)

. e T
A(B) = ) V48" - 88° + 48 (2.85)

Figura 2.10: Cotas superior e inferior a la energia del estado base del dtomo
de hidrégeno construidas con la familia de funciones (2.81).

Por lo tanto, la cota inferior a la energfa del estado base del stomo de
hidrégeno, calculada con la familia de funciones (2.81), estd dada por

4

me

Einf (8) = 252

3% —28 - \/4p* — 88° + 48° (2.36)
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En la Figura 2.9 hemos graficado la funcién Ei¢ (). De la grafica, se sigue
que la cota inferior tiene un mdximo en el valor del pardmetro 3,, = 1.
Cuando este valor se sustituye en (2.85), obtenemos A%(3,,) = 0. Este re-
sultado nos indica que, para este valor del pardmetro, la funcién de prueba
coincide con la funcién de onda exacta, ya que tanto la cota inferior como la

cota superior son iguales.

En la Figura 2.10 graficamos las cotas inferior y superior, como es de esperarse
las dos curvas se tocan en un sélo punto que corresponde a 3 = 1.
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La funcién (3.2) cumple las condiciones en la frontera del problema y la
constante de normalizacién es obtenida mediante el proceso de integracion,

resulta
. B
MN=2 () : (3.4)
a
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3. Aplicacién del método variacional al rebotador

cuantico

En este capitulo nos proponemos buscar cotas superior e inferior para la
energia del estado base de la particula dentro de un campo uniforme. Para
esto, usaremos tres familias de funciones de prueba distintas. a las cuales
se les tratard de la manera antes vista. Dichas funciones cumplen con las
condiciones en la frontera establecidas, es decir se amilan en el origen y caen
a cero al infinito. El hamiltoniano para este sistema es

= ¥l (3.1)
donde el potencial V (y), estd dado en (1.1)

- Ey y=>0
Viy) = { Jg ; 21

3.1 Funcién de prueba tipo exponencial

Aquf usaremos la siguiente familia de funciones de prueba dependientes de
un parametro
v A7, -Gk B
by, 8) = Nye v, (3.2)

donde a es un pardmetro fijo que tiene dimensiones de distancia y 3 es un
pardmetro adimensional. El pardmetro a estd dado por la ecuacidn (1.15),

esto es i
- . 3.3
. (2m£> (8.8)

La funcién (3.2) cumple las condiciones en la frontera del problema y la
constante de normalizacién es obtenida mediante el proceso de integracion,

resulta
g\ |
N=2|=]| . 3.4
() (3.4)
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Empezaremos primero por calcular la cota superior para la energia del estado
base, ya que como se vio en los ejemplos anteriores su cdlculo es de mayor
facilidad, ademds de que serd usada en el calculo de la cota inferior.

Aplicando el operador hamiltoniano, H, a nuestra funcién de prueba, obte-

nemaos

NR? 7

Hop = 2 y) e %Y + NEyPe Pav, (3.5)
o

(2,33 e
a
A partir de esta expresién calculamos la energia F(3), ecuacion (2.48), mul-

tiplicando H¢ por ¢*(y, 3) e integrando, para tener

Jo 2m a

¢ 2 3o *93il ?:?2 ; ]. 2 _], o
E(B) =N | ye v | — (2.3 3 7:9') +Ey°| dy,
2

llevando a cabo las integrales indicadas y sustituyendo el valor de la constante
de normalizacion, obtenemos

'3 3Ea
3) 2ma? 283 A5
usando el valor de a. de la expresion (3.3). queda
2 3 £
E(f)=Ea|B +— [T
‘ '2;")7
cuya grafica se muestra en la Figura 3.1.
De la grifica se ve que existe un valor del pardmetro 3 para el cual E(3) es

minimo; mediante el procedimiento conocido de minimizacién obtenemos el
valor de 5 que nos da la minima de las cotas superiores calculadas con esta
familia de funciones

—

[r
g =3
~m V4
Asi, la mejor aproximacion a la energfa del estado base de la particula dentro
de un campo uniforme la obtenemos al sustituir B, en (3.7)

= (0.90856. (3.8)

E(8,,) = 2.47645 Ea. (3.9)
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Figura 3.1: Grafica de la energfa como funcién del parametro 3

Como vimos en el primer capitulo, de la tabla de los ceros de la funcion
de Airy se sigue que el valor exacto de la energfa del estado base es Wy =
2.338107 &a, por lo que como era de esperarse hemos obtenido una cota
superior.

Ahora procedemos a calcular la cota inferior para la energia del estado base
del sistema usando la misma familia de funciones de prueba indicada en (8.2

Tenemos que la cota inferior cumple la férmula (2.57) del capitulo anterior
Wo > E — A, (3.10)
donde £ estd dado por (3.7) y A es la relacién
A= V’(H?) — E2, (3.11)
Para calcular la cantidad { & ‘3>} usamos el resultado (3.5) el cual se obtiene al

aplicar el operador hamiltoniano a nuestra funcién de prueba; asi, elevando
al cuadrado este resultado y sustituyendo en (2.65), resulta

K, 54 2 ﬁ.43{ 4 ‘ }‘,-L-lJIS 2. .
) = [ [ vt 2
/ m2a? 4m2a4 m2a3 ma

B2E

ma?

U'} 7)3L"ddl}'
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Figura 3.2: Grdfica de A? como funcién del pardmetro 3

v llevando a cabo las integrales indicadas, sustituyendo el valor de la cons-
tante de normalizacién dada por (3.4) obtenemos

<H)> - § ﬁ*ilﬁzx R2BE ga‘)

. 3.12
4mat  2ma 32 ( )
y después de hacer uso del valor del pardmetro . resulta
2 3.8 (et g, S \
<H ) =€%% (53 +8+2]. (3.13)

Usando este resultado y (3.7), procedemos a calcular A? dada por la relacién
(3.11), obteniendo asf

A*(3) = £%a? (434 — 28+ I%j) . (3.14)

cuya grafica se muestra en la Figura 3.2.

Con el resultado anterior la cota inferior a la energia como funcién del
pardmetro 3 es

; a2 3 o o B o
H"O Z 803 {(3 -+ 53' == \/43 — 2‘_5“7“ zl? (3.10)
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En este caso, la grafica de la cota inferior a la energfa no tiene un mdximo.
sin embargo, de la Figura 3.2 es claro que existe un valor del pardmetro
para el cual A(F) es minima, dicho valor lo encontramos minimizando A(3).
v obtenemos

Finalmente para obtener la cota inferior de la energia del estado base, susti-
tuimos 3, en las expresiones (3.7) y (3.14), para tener

Wy > 1.56006 Ea (3.17)

Por lo tanto, tenemos que la mejor prediccion para la energia del estado base
de la particula dentro de un campo uniforme estarg acotada por

1.56006 Ea < W, < 2.47645 Ea. (3.18)

3.2 Funcién de prueba tipo gaussiana

En este caso, utilizaremos una familia de funciones de prueba similar a la
usada en el caso anterior, la diferencia de esta familia es que la potencia de
la variable y en la exponencial es un pardmetro

6(y. 8) = Nye™™¥", (3.19)

donde nuevamente a es una constante fija que tiene dimensiones de distancia
y 3 es un pardmetro adimensional, el pardmetro a es el indicado en la ecuacion
(3:8).

Ahora la constante de normalizacion de la funcién de prueba estd dada por

Gl

'y
N PO (3.20)

J6E
De igual manera que en el caso anterior, empezaremos por calcular la cota

superior para la energfa del estado base. Para ello, aplicamos el hamiltoniano
H dado en (3.1) a nuestra nueva funcién de prueba, obtenemos

Tles

. B> i
R o ara i B-1
Hp =N y— aﬁﬁ(d + 1)y

- er;azﬁﬁéyw“l + ‘SLUQJ g, (3.21)
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Figura 3.3: Gréfica de la energfa como funcién del pardmetro 3
multiplicando esta expresion por ¢*(y. 3) y sustituyendo en la ecuacién (2.48),

para el cédleulo de la energia E(3). queda

B? : B
B(8+ 1yt -
2mal’ A+ 1)y 2mas

E(3) = N? /O ye~ 27 { 52y +5y2J dy.

Usando la definicién de la funcién gama llevamos a cabo las integrales indi-
cadas, resulta

N2h 1 1, (1
EB) = = : a [(3 +1)T ( - 1) i1 (—, 4 1”
Dag ™2 m ,d 2 ,-3

+N25(L4lr 4
25 B \j3

sustituyendo el valor de la constante de normalizacién, ecuacion (3.20), junto
con el valor del pardmetro a, dado por (3.3), v realizando las operaciones,

queda ( ) ( )
i I 1 (5

B =8a [S5 2 (flgp 1) 8L o =~ \S J (3.22)
e r(3) 2r(3)

En la Figura 3.3 se muestra la grafica de £(3), en ella podemos ver que para
cierto valor del pardmetro 3 la energia £ tendrd un mimimo. Dicho valor lo
encontramos, como se ha venido haciendo en los casos anteriores. derivando la



funcion, igualando a cero y resolviendo numéricamente la ecuacion resultante,
asi obtenemos

B = 0.98871. (3.23)
Al sustituir este valor del pardmetro en la expresion para la energia [
ecuacion (3.22), encontramos la cota superior para la energia del estado base

E(B,,) = 2.49934 £a. (3.24)
Ahora nos proponemos calcular la cota inferior. Para ello usamos el resultado
(3.21) y sustituimos en la ecuacién (2.55)

P

: At ;
8(8 A\ 8=1 2 23 208y
- / Lma S+ Ly 2mc13-5'3 yr } € “‘U

Desarrollando el cuadrado y realizando las integrales indicadas con ayuda de
la funcién gama, queda

" ;[ B BlG+1)° 1 i 1
2y = N? sl D | — (4=
<H > & [4m2a 22-3 b e} dm2a 94— . 6]

ET(3)e  mt g@E+1) 1
= 5 o r{3--=
25 3 2m?a  93-3 8

R2E(B+1)a? 2\ HK?2BEa° 2
v m  9l+; o 3 m 92+3 F i iP5,

Sustituyendo el valor de la constante de normalizacién dado por (3.20) y
simplificando las funciones gama. obtenemos

o nt 25 B rz-4 E (2) a?
<H2> T AmPdd 16 <2d2_'d+9) g(%)a)Jf‘ Q%IEE?E)
? el (113) ’
+%2~525—r(g—f—. (3.26)

Al introducir el valor del pardmetro a, obtenemos asi

2\ o2 2 [od-d402 (502 ‘F<2—é) f(%)
(B?) = &% |237p (28° - 3+9) ) +2%F(%)
2
+2§~132F (1 i .5) (3.27)



De la expresién anterior y con (3.22), procedemos a calcular A dada por la
ecuacion (3.11)

_ 1 2(1
A3(3) _ 5‘2“2 {25‘;—1 {’})2 (232 _f3+9) rl(:z - 5) . (‘.?—Q— 1)2 [ (fﬂ}

24
F(%I)‘ 1122(%) r(3)0 (%)
ot - .

Asi, la cota inferior para la energia del estado base como funcién del pardmetro
3, la obtenemos al sustituir (3.22) y (3.28) en (2.57).

/ g (2
Ene(3) = Ea|287°(3+1) ;

En la Figura 3.4 se muestra la gréifica de FEi;(3), donde claramente se ve
que para cierto valor del pardmetro 3 esta funcion alcanza un méximo, por
lo tanto, derivando Eiy¢(3) e igualando a cero encontramos el valor de 3,,
donde se encuentra el maximo

B, = 2.344395 (3.30)

Finalmente para obtener la mejor aproximacién por abajo a la energia del
estado base sustituimos (3.30) en la relacién (3.10) para obtener

Wy > 1.75195 Ea. (3.31)

De nuevo, como sabemos la energia del estado base es Wy = 2.338107 &a,
por lo que de nuestro resultado es claro que se trata de una cota inferior.
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Figura 3.4: Gréfica de la cota inferior como funcion del pardmetro 3

Asf, finalmente la energfa del estado base de la particula dentro de un campo
uniforme estard acotada por

1.75195 £a < Wy < 2.49934 £a (3.32)

3.3 Funcién de prueba tipo lorentziana

A continuacidn, en este tercer caso, calcularemos de nuevo las cotas superior
e inferior para el mismo sistema en discusién y se hard uso de una familia de
funciones dependientes de un pardmetro distinta a las antes vistas:

y

o(y, f) = N—F——
oy, 5) 1+ a=5%ys

(3.33)
donde a es de nuevo la constante fija con dimensiones de longitud dada por
(3.3), N la constante de normalizacién y 3 el pardmetro real adimensional.

Esta funcién de prueba cumple con las condiciones en la frontera del sistema
v, mediante el proceso de integracién, obtenemos la constante de norma-
lizacion - 7

o= 5 (3.34)

r-(g)r(z—g)a'd'

Aplicando el hamiltoniano de este sistema, expresado en (3.1), a nuestra




funcidn de prueba queda
NHK?3%28-1 NR*B (B +1)y?! NEy?

HG) = — ; T - = i
m(l+a%y?) a?®  2m(l+a 9y a? 1+ a By

(3.35)

Para calcular la cota superior a la energfa del estado base, necesitamos
obtener E(8), por lo que multiplicamos (3.35) por ¢"(y, ) e integramos
para tener

_ A / R 32,20 . ha% (6 + 1) y? + gy )
- = | d;
maz'j 1+ a_‘jyﬁ)cl 2maf (1 +a=3y%)°  (1+ a—PyB)* ¢

Las integrales indicadas se realizan usando el resultado (C.4) del apéndice C

R2N2g 1 1 1_/4 4

= = B R b S .
E(3) T (B+1)T (1+3)F( ,3) + EN*c jr(3>f‘(q 5)
(3.36)

sustituyendo ahora el valor de la constante de normalizacion v haciendo uso
del valor de la constante a, ecuacién (3.3). queda

1 r(1+§)r(2u_g)_r(g)r(2— } N
E(B)=Ea|=8(B+1) : b g — (3.37)
[6 r3)riz-3 r@ri-3

En la Figura 3.5 se muestra la grafica de E(3), esta funcién presenta un
minimo, para encontrar el valor de 3 donde ocurre el minimo lo hacemos de
la forma tradicional, obteniendo

B, =2.78202 ' (3.38)

m.

@loe |l

Sustituyendo este resultado en la expresién para la energfa (3.37) obtenemos
la minima cota superior a la energia del estado base calculada con la familia
de funciones (3.33)

Wy > 2.77686 £a (3.39)
Ahora nos proponemos calcular la cota inferior de la energfa del estado base.

Primero obtenemos <H 2> , para ello usamos el resultado (3.35) elevdndolo al
cuadrado, para tener

R = g P R NG T £%y!
\ m2at? (1 1% ”‘JJ‘?)“ - 4m?a?(1 + a**’f)‘* (1+aPyd)?
J (6, + 1) 2&2’8289,35—&1 N ﬁ.lzﬁ(ﬁ + l)gy,é’.‘—l

-~ m2a(1 + a“rjye )5 maS(1+aByPys mal(1 + a—fyh)3
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Figura 3.5: Grifica de la energia como funcién del pardmetro 3

estas integrales se calculan en el apéndice C. En términos de la integral
Imn(8), ecuacion (C.1) del apéndice C, resulta

a5 o [ Bg RYG%(B + 1) -
<H> = N {m&;a_z,s WIEﬂ—Q,rL*E e
BB+ 1) I BE p CRB(B+1)E .
_W 38-2,5 — Tags_ 28+1,4 T T 8+1,3

finalmente usando el resultado (C.4) queda

" L[APT(A-3)T(2+3)  ma@+12T(2-2)T(2+3)
(H%) = N {mfa 11(6) N 4ma i“(4) |

gL (2-3) nee+nT(B-3)T(2+})
¥ [é] B ma I (5)

Wi

T2
onBEatT 2+ 3T (2-4)  R(g+1)ea2T (1+2)T (2~
T m I (4) " m I'(3)

Simplificando las funciones gama, sustituyendo el valor de la constante de
normalizacién, que estd dada por (3.34), y sustituyendo el valor de la cons-
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Figura 3.6: Cota inferior a la energia del estado base como funcién del
pardmetro 3.

tante a, dada por (3.3), resulta

l\.)
L:.IH
Faammae N

\J
Ul
e

(f;f‘~’> = £2? %;%(3 11) r(

(e rl-3) rre-g
"Bre-3) TETe-)
Con esta expresion y con ayuda de E(3), dada por (3.37), calculamos la fun-

cién A*(3), lo cual nos permite encontrar la cota inferior para la energia del
estado base, como funcién del pardmetro 3; ésta la obtenemos sustituyendo

E(8) y A%(8) en (2.57).

En la Figura 3.6 hemos graficado la funcién Ei¢(3) contra el pardmetro 3.
De la grafica podemos ver que esta funcién alcanza un méximo para cierto
valor del pardametro 3, este valor lo calculamos numéricamente, resulta

+28(8-1) (3.40)

e
Glwe [lo

8,, = 3.053197 (3.41)

Sustituyendo este valor de J,, en la expresion de Eir(3) obtenemos la mixi-
ma cota inferior a la energia del estado base, esto es

Wy > 1.23795 £a. (3.42)
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Figura 3.7: Funcién de onda exacta y aproximada para el estado base del
rebotador cudntico. La curva punteada representa a la funcién guassiana
para el pardmetro G = 0.98871

Este resultado, junto con el presentado en (3.39), constituyen las mejores
cotas para el eigenvalor de la energfa del estado base del rebotador cuantico.

De las tres secciones anteriores podemos ahora comparar los resultados obte-
nidos al aplicar el método variacional al problema de la particula en un campo
uniforme. Los resultados estdan contenidos en las expresiones (3.43), (3.44) y
(3.45):

- Funcién de prueba tipo exponencial

1.56006 Ea < Wy < 2.47645 Ea (3.43)

- Funcién de prueba tipo gaussiana

1.75195 Ea < W, < 2.49934 £a (3.44)

- Funcién de prueba tipo lorentziana

1.23795 Ea < W, < 2.77686 Ea (3.45)

Considerando que el intervalo de energia permitido es mds estrecho para
la funcién de prueba tipo gaussiana, concluimos que esta funcién para el
pardmetro @ = 0.98871 es la mejor aproximacién a la solucién exacta.
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En la Figura 3.7 se compara la solucién exacta con la funcién de prueba

¢(y, B) = Nye™*™"¥",

con una valor del pardmetro 3 el cual minimiza la cota superior
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4.

Conclusiones

En este trabajo hemos mostrado que el rebotador cudntico es un problema
muy completo para ilustrar el tratamiento a la ecuacién de Schrédinger, ya
que en este caso la ecuacién no puede ser resuelta con el uso de funciones
elementales y requiere emplear el método de solucién en series de potencias.
Como el sistema sélo tiene estados ligados, las eigenfunciones tienen que caer
a cero en el infinito y la solucién encontrada puede ser normalizada; de nueva
cuenta, la normalizacién se consigue siguiendo un procedimiento que escapa
de los tradicionales. A su vez, como el espectro de energia queda en términos
de los ceros de la funcién de Airy y como no se conocen expresiones analiticas
para estos, es necesario emplear métodos numéricos para calcularlos. Para
ello, disenamos un programa en lenguaje C que nos proporciona los ceros
con una aproximacion de seis digitos significativos, pero que sin ninguna
dificultad puede ser generalizado para obtener una aproximacion de orden
mas alto. De esta manera el rebotador cudntico termina siendo un problema
elemental que ilustra el uso de técnicas no convencionales en su solucion.

El método variacional o de Ritz constituye uno de las instrumentos m4s sen-
cillos y poderosos de los métodos de aproximacién de la mecdnica cudntica,
como fue ilustrado con los ejemplos del oscilador arménico v del dtomo de
hidrégeno que revisamos en el capitulo dos de este trabajo. El método varia-
cional proporciona una cota superior a la energia del estado base que es tan
buena como buena es la funcién de prueba que se use. Sin embargo el método
tiene el problema de que no cuenta con un criterio para determinar la exac-
titud del resultado obtenido, en caso de que no se conociera el valor exacto.
Por ello, hemos construido una variante del método variacional que, en de-
terminados casos, nos proporciona una cota inferior a la energia. Con ambas
cotas, la superior del método de Ritz y la inferior del método generalizado,
obtenemos una vision mas clara de la aproximacién que estamos logrando.
Asf, por ejemplo, cuando la cota superior v la cota inferior coinciden en un
punto, ese valor corresponde al eigenvalor exacto de la energia y la funcion de
prueba coincide con la funcién de onda exacta del estado base. De nuevo. esto
fue ilustrado en el capitulo dos con los ejemplos mencionados del oscilador
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armonico y del dtomo de hidrégeno usando familias de funciones de prueba
que contenfan la funcion de onda exacta. Sin embargo, la teorfa desarrol-
lada garantiza la existencia de la cota inferior sélo para aquellas funciones de
prueba que predicen un valor esperado de la energfa que se encuentra mas
cerca del estado base que de cualquier otro eigenvalor, lo cual se consigue
con una buena eleccién de la funcién de prueba.

Aunque en este trabajo no exploramos otra direccién que la prediccién del
ostado base, la variante del método variacional, y por ende la cota inferior,
puede ser aplicada al cdlculo de las energfas de los estados excitados; en cuyo
caso la funcién de prueba que se use, ademés de cumplir los requisitos exigi-
dos por el método variacional tradicional aplicado a estos estados excitados,
debe de predecir un valor esperado de la energia que se encuentre mas cerca
del correspondiente eigenvalor de la energia que se quiere aproximar cue de
cualquier otro eigenvalor.

En el tercer capitulo aplicamos la teorfa anterior al cdlculo de la energfa del
estado base del rebotador cudntico, las familias de funciones de prueba que
usamos no contienen a la funcién de onda exacta ya que ésta es una funcién
de Airy. Obtenemos las curvas de cota inferior como funcién del pardmetro
de 1a familia de funciones de prueba. En dos de los tres casos la cota inferior
posee un méximo que permite acotar la prediccion de la energia del estado
base entre dos valores 6ptimos, el minimo de la cota superior y el maximo de
la cota inferior, aunque ambos extremos se realizan para valores diferentes
del pardametro. En el caso de funciones de prueba tipo exponencial la cota
inferior de la energfa no posee un mdximo por lo que fue necesario minimizar
la funcicn A (3) para obtener la cota éptima a la energfa del estado base.
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Apéndice A. Reduccién de la ecuacion de Airy a una
ecuacion de Bessel

Partimos de la ecuacién de Airy
d2

L () —zu(z) =0

Y proponemos el siguiente cambio de funcidn:
u(z) = z™v(z) (A1)
donde n es un pardmetro por determinar.

Para sustituir en la ecuacién de Alry requerimos la segunda derivada de (A1),
dada por
w'(z) =nn - D™ 2yla) + 2na™ ' (z) + 2™ ()
donde la prima indica la derivada Con respecto a .
Sustituyendo en la ecuacién de Alry queda
>

™"(z) + 2na™ W' (z) + [n(n — 1)z72 — zn+1] #z) =0
L I

Extraemos y cancelamos el factor z"—2 para tener
%" (z) + 2nav’(z) + [n,(n -1) - ISJ ) = 0, (A.2)
Ahora, llevamos a cabo el siguiente cambio de variable
b =2™, (A.3)

COL "n un nuevo pardmetro que fijaremos més adelante, Usando la regla de
la cadena calculamos la primera y la segunda derivada de v(z), el resultado

es,
duv dt dv .
(2) = —— ="ma™ = mel-my/(s
viz) dt dx dt el ()
m=2 g orm=—1\
V(@) = m(m - e (1) + m2E ),
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Sustituyendo en (A.2) obtenemos

ik [m(m - l)tl%zv’(t) 4 2 )"u”(f,)}
+ontmmtTm ol (t) + [n(n—1) - tu]v(t) =0

Agrupando los términos proporcionales a V'(t) y dividiendo por m? queda

3

20" (1) + [@Sﬁ * Q—TJ t'(¢) + F(”—_l—) - EJ w(t) =0  (A4)

m m m?2 m?2

Esta ecuacion tiene la estructura de una ecuacién de Bessel modificada, que
es de la forma

2 sy )

ty" +ty — (K*t* + o)y =0,
por lo tanto identificando coeficientes encontramos que — debe ser 1gual a 2,

m

es decir m = 55 Por otro lado, el coeficiente de tv'(z) debe ser igual a uno,
por lo tanto

m—1 2n
e
m m
es decir,
1
n=-=.
2
Ahora sustituimos m y n en (A.4) para tener
5 p 4, 1 .
v (t) + to'(t) — (515 + 6)2:(@ =], (A.5)

De esta manera, hemos transformado la ecuacién de Airy en una ecuacion de
Bessel modificada con pardmetros

k=- 1 V= —.
8§ ¥ B73
La solucién de la ecuacién de Bessel modificada (A.5) tiene la forma
2 2 .
v(t) = Cl (gt) + sz_%(gt)s (A.6)

L
3
donde C') y C son constantes arbitrarias y la funcién I, () se conoce como
==

funcién de Bessel modificada de orden i%.
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Regresamos a la variable z, mediante el cambio t = 22,

u(z) = Cily

3

2 8 2 3
g.’L‘E) + Cg[__g(g[‘g)

..

y sustituyendo en (A.1), junto con n = 1 obtenemos la funcién u (z)

2

e

: 2
u(z) = z clfé(gﬁwci (Z27)]. (A.7)

1
3

(&)

v

Por otro lado, como se menciond en el capitulo 1, la solucidn a la ecuacion
de Airy se da en términos de las funciones Ai(z) y Bi(z). Estas funciones

) ) - 1 .
estdn relacionadas a las funciones Bessel modificada de orden -== mediante

e

las siguientes expresiones

Ai(z) ? (f_i(%zi) - (%:L'%)J
Bi(z) = \/’g[gé(gﬁ)u_é(gm%)} (A.8)

Tomando la suma y resta de estas dos expresiones obtenemos
u(z) = CAi(z) + DBi(z)

con C'y D dos nuevas constantes.
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Apéndice B. Cilculo de ceros de la funcién de Airy

Este programa utiliza el método de Runge-Kutta de orden cuatro, el cual
es apropiado para estudiar una ecuacién diferencial de la forma " (z) =
f(z,¢ (x)), para encontrar los ceros de la funcién de Airy. Como es comiin
cuando se hacen integrales numéricas, la aplicacién de esta técnica requiere
de la especificacién de los valores iniciales de la funcién v (i) v su derivada
¥'(xg) en un punto zy. Estos valores son obtenidos de las condiciones en
la frontera que nos dicen que la funcién y su primera derivada son nulas
cuando z tiende al infinito. Los valores iniciales son ¢ (zg = 5) = 270 y
¥'(zg = 5) = =27 Ademads de introducir los valores iniciales, también
tenemos que introducir el valor del incremento. Un incremento de la forma
2% donde k es un entero, tiende a minimizar errores de redondeo en este tipo
de célculos; en particular un incremento de H = 277 (2 0.008) nos da los
ceros de ¥ (z) con una aproximacion de 1075.

El programa empieza en z; e integra hacia —oc en incrementos de H hasta

que el nimero de ceros deseados han sido encontrados. Si el signo de ¥ (z,)

difiere de 4 (z;_,), el programa realiza una interpolacién lineal entre 1 (x;)

y ¥ (@i—1) y regresa el valor de z, para el cual ¥ (z.) = 0

Asi H ()

%, =— — + ;. (B.1)
¥ (z:) — ¥ (zi1)

A continuacién se presenta el programa que nos calcula los ceros de la funcién

de Airy

#include<math.h>
#include<stdio.h>

void main()

{
float H.K1,K2,K3,L1,N,S,X,X1,Y,Y1;
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/** H es el tamarnio del paso
K1, K2 y K3 son las evaluaciones de la funcién
N es el numero de ceros a encontrar
S es el contador de ceros
X Es un valor inicial
X1 Es el valor del cero
Y es el valor de la funcion en el punto X
Y1 es el valor de la pendiente en el punto X
L1 es una variable temporal que va almacenando los valores de la funcion
*/
printf("—AIRY ZEROS—\n");
/** Lectura del numero de ceros a encontrar */
printf(” Input number of zeros to be found\n");
scanf("%f", &N);
/** Empieza el cdlculo de los ceros */
=L
/** Se da el valor inicial para z =5 */
X=Hi;
/**El valor de la funcién en z = 5 */
Y=pow(2.,-16.);
Y1=Y;
/**El valor del paso */
H=-pow(2.,-7.);
for(; ;)
{
L=
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if (S>N) exit(0);

//** Comienzan las evaluaciones a la funcién */
K1=1%5"
K2=H*(X+H/2.)*(Y+((H/2.)*Y1)+((H/8.)*K1));
K3=H*(H+X)*(Y+(H*Y1)+(H/2.)*K2);

/** Se incrementa el valor de X con el paso dado */
X=X+H;

Y=Y+H*(Y1+(1./6.)*(K14+2*K2));
Y1=Y1+(1./6.)*K1+(2./3.)*K24(1. /6.)*K3;

if (Y*L1>0.) continue;

X1=-(Y*H)/(Y-L1)+X;

printf(* 5="%f %\ 0" S X1);

S=S5+1;

}

}
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Apéndice C. Cadlculo de la integral /I, , (3)

En este apéndice calculamos la integral
0 M

Imﬂ (,3) = A mdﬂ (Cl)

Para calcular la integral anterior hacemos el cambio de variable
tee g Py, (C.2)

con este camblo obtenemos

Imn () = /D a™F (148" %tﬁ-ldt

es decir

n-mq‘» 1

['m.n (3) = = ;(3

La integral de la expresion anterior es una funcién Beta[l11], por lo tanto

m=+1 1 L+ 1
[m.n (‘3) . - B (in; LT = = 3 ) !

/"’Ct’".‘-f“"l (1+4)"de. (C.3)
J0O

en términos de funciones gama queda

T ()0 o 231

Imn (B) = 3 T (n)

(C.4)
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