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0.1. INTRODUCCION 1

0.1. Introduccién

En el siguiente trabajo se muestran algunos aspectos interesantes acerca
de la aplicacién de la teoria de extensiones de campos y de teoria de Galois
a las construcciones con regla vy compés. Dichas construcciones se remontan
a los tiempos de Euclides y Platdn, plantedndose en esas épocas tres pro-
blemas geométricos que interesaron tanto a los griegos de la antigiiedad que
trascendieron a través de los siglos v se han conocido como los tres proble-
mas famosos de la geometria elemental. Estos problemas son: la triseccién
del angulo, la duplicacién del cubo y la cuadratura del circulo. Dichos pro-
blemas no tuvieron respuesta por mas de 2000 anos, hasta que tuvieron una
formulacion algebraica.

Esta tesis tiene como propédsito desarrollar la teorfa de Galois para aplicarla
a la geometria. El trabajo se divide en cuatro capitulos, en los cuales se de-
muestran cada uno de los teoremas planteados y ademés se proporcionan una
serie de ejemplos donde se aplican de forma inmediata los conceptos tedricos
expuestos. Comenzamos introduciendo en el primer capitulo los conceptos
bésicos de la teorfa de anillos v polinomios sobre campos. Posteriormente se
abordan temas de campos y sus extensiones, todos necesarios para el desa-
rrollo de la teoria de Galois.

Al final del trabajo se concluye con una aplicacién de la teoria de Galois
en la posibilidad e imposibilidad de ciertas construcciones geométricas con
regla y compés (tales como los tres problemas griegos).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Homomorfismos de anillos.
Sean R y R’ anillos.

Definicion 1.1.1 Una funcion @ : R — R' es un homomorfismo de
anillos si cumple:

Bla+b) = (a)+ B(b)
O(ab) = D(a)D(b) Va,beR

Teorema 1.1.2 Si N es un ideal de un anillo R, entonces la proyeccion
candnica v es un homomorfismo de anillos

vy: R — R/N
a — a+ N

Demostracion.
Y(a+b)=a+b+ N = (a+N)+(b+N) = v(a) +v(b) por teoria de grupos

v(ab) = ab+ N = (a+ N)(b+ N)= ~v(a)y(®) m

Definicién 1.1.3 El Kernel de un homomorfismo de anillos ® : R — R' es
Ker® ={a € R|®(a) =0'} donde OV es la identidad aditiva de R'.

Teorema 1.1.4 Sea ® : R — R’ un homomorfismo de anillos.

1. Si 0 es el elemento neutro aditivo en R entonces ®(0) = ¢/

es el elemento neutro de R’ .
2. Sia € R entonces ®(—a) = —(®(a)).

3. Si § es subanillo de R entonces ®(S) subanillo de R'.

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

4. 81 8 es ideal de R entonces ®(S) es ideal de ®(R).

Por otra parte
5. 8i 8" es un subanillo de R’ entonces @~ 1(S') es un subanillo de R.
6. 5i 8" es un ideal de ®(R) entonces ®1(S') es un ideal de R.

7. Si R tiene unitario 1 y ®(1) # 0/ entonces ®(1) = 1’ es unitario de
d(R).

Demostracién. Por teoria de grupos solo necesitamos verificar las propiedades
multiplicativas.

3).—

Sea S un subanillo de Ry ®(s1), ®(s2) € ®(5).

Entonces ®(s1)®(s2) = ®(s182) € $(S), por tanto, ®(S) es cerrado bajo
multiplicacién y as{ ®(5) es subanillo de R'.

4).—
Sea S un ideal de R y sea ®(s) € ®(9), &(r) € ®(R).
Notemos que s -7 € 5y r-s € 5 pues S es ideal de R. Asi

O(s5)P(r) = ®(sr) € ®(S) y D(r)®(s) = P(rs) € $(5)

por tanto tenemos que ®(5) es un ideal de ®(R).

5).

Sea S’ subanillo de R’ entonces por teoria de grupos (®~1(S),+) es un sub-
grupo de {R,+). Sean z,y € ®~1(5') C R

= B(x),d(y) € &' = B(zy) = ®(z)P(y) € &'

= zy € 7HS") . ®71S") es cerrado bajo multiplicacién

Asf &71(S") es un subanillo de R.

6,

Sea S un ideal de ®(R). Sear € Ry sea z € ®~1(5")

= ®(rz) = &(r)®@(x) € §', pues &(r) € ®(R), B(z) € § y &' es un ideal
de ®(R).

= rz € (5", por tanto, ®1(5’) es ideal en R.

7).—
Si R tiene unitario 1 entonces ¥V r € R se tiene,
®(r)=@(1r) = 2(1)®(r) y
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O(r) = &(rl) = &(r)®(1)
2. 1" = ®(1) es identidad multiplicativa de ®(R)
(En particular si 1’ # 0/ entonces 1’ es unitario para ®(R)). m

Nota 1.1.5 Enfatizamos que si & : R — R' es homomorfismo de anillo y A
es un ideal de R, entonces no necesariamente ®(A) es un ideal de R, sdlo

un ideal de ®(R).
Ejemplo 1.1.6 2Z es un ideal de Z.
Sea ®: Z — ZxZ, entonces ® es homomorfismo de anillos
n — (n,n)
= ®(2Z) = {(2n, 2n)|n € Z} no es un ideal de Z x Z pues por ejemplo
(1,2) e Z x Z, (4,4) € $(22)

(1’2) (4’4) = (47 8) ¢ (})(Qz)

Corolario 1.1.7 Sean R y R’ anillos. ® : R — R' un homomorfismo de
anillos. Entonces Ker® = & 1({0'}) es un ideal de R.

Demostracién. {0’} es un ideal trivial de ®(R) y aplicamos el teorema
1.1.4 punto 6. =

Teorema 1.1.8 Sean R y R’ anillos. Sea ® : R — R’ un homomorfismo de
anillos con Ker® = K. Entonces ®(R) es un anillo y existe un isomorfismo

candnico de ®(R) con R/K.
Demostracién. Por el teorema 1.1.4 ®(R) es anillo. Sea

A: R/K — ®(R)
a+K — &a)

Es isomorfismo de grupos abelianos (por el teorema fundamental de isomor-
fismos para grupos). Asi basta probar que

M(a + )b+ K)) = Aa + K)A(b+ K).

Tenemos que:

=
+
3
=
+
&

Ma+K)(b+K)) =X
A

= Ma+ K)A(b+ K)
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Nota 1.1.9 @ es candnico en el sentido de que hace conmutar el diagrama.

R—R/K ®(R) C R

o

O(R)

1.2. Ideales maximales y primos.

Definicién 1.2.1 Un ideal mazimal de un anillo R es un ideal M propio de
R tal que si N es un ideal de R tal que M C N G R entonces M = N.

Definicién 1.2.2 Sea R un anillo conmutativo con unitario y sea a € R.
El ideal {ralr € R} de todos los miiltiplos de a es el ideal generado por a y
se denota por (a). Un ideal N de R es un ideal principal de R si N = (a)
para alguna a € R.

Teorema 1.2.3 Sea R un anillo conmutativo con unitario. Entonces M es
un ideal mazimal de R si y soélo st R/M es un campo.

Demostraciéon. (=)

Supongamos que R es un anillo conmutativo con unitario.

= R/M también tiene unitario (1 + M es el unitario de R/M).
Seaa+ M # 0 en R/M, P.D. que a+ M tiene un inverso.

a+ M #0 = a ¢ M Considere N el ideal generado por a y M.

(es decir, N = ({{a}, M})). Entonces M & N C R. Como M es maxi-
mal,

N=R Asile N ={{a}M}) ={ria+ramlme M yri,r € R}
= {ra+m|m € M}

Donde la tltima igualdad se da por que M es ideal de R.

Entonces 1 = ra+m para alginr € Ry m e M.

Asil+ M =ra+m+M =ra+M = (r+ M)(a+ M), por tanto, a + M
tiene inverso multiplicativo.

(<) Supongamos que R es un anillo conmutativo con unitario y que M
es un ideal de R tal que R/M es un campo.
Sea N ideal de R tal que M C N G R
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Consideremos la proyeccién canénica 7: R - R/M
Tenemos que

AN)=0=>NCM - N=M
7(N) ideal de R/M = é
m(N) = R/M

Pero m(N) = R/M no es posible, pues de ser asi:

m(N)=R/M =1+Men(N)={n+MeR/MneN}
=14+M=n+M para algin ne N
=1-neM
=1—n=m para algin me M
=1l=n+meN pues por hipdtesis M C N.

Pero 1 € N = N = R lo cual es una contradiccién pues supusimos que
N g E. m

Corolario 1.2.4 Un anillo conmutative con unitario es un campo sty s$6lo
st no contiene ideales propios neo triviales.

Demostracién. (=) Sabemos que si R es un anillo conmutativo con uni-
tario y N es un ideal que contiene una unidad entonces N=R.
= Un campo no contiene ideales propios no triviales.

(«=) Supongamos que R es un anillo conmutativo con unitario tal que no
contiene ideales propios no triviales.

Entonces {0} es un ideal maximal de R, y por el teorema 1.2.3 tenemos que
R/{0} es un campo, pero R/{0} = R, por tanto, R es un campo. ®

Observacién 1.2.5 Sea N # R. R anillo conmutative con unitario y N
ideal de R.

R/N es dominio de entero <> R/N no tiene divisores de cero (por definicién).
< ((a+ N)(b+N)=0=a+N=N 6 b+ N=N)
& (ab+ N=N=aeN 6 beN)
< (abe N=>a€N 6 beEN)

Ejemplo 1.2.6 Los ideales de Z son de la forma nZ (Ver ejemplo 28.1 en
[1] pp. 258). Ademds Z./nZ = Z, es dominio entero < n es primo (ver
ejemplo 28.2 en [1] pp. 253).
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Ast los ideales nZ tales que Z/nZ es dominio entero, son de la forma

pZ donde p es primo.

Se tiene que Z/pZy, es un campo por ser dorinio entero finito (ver ejemplo
28.2 en [1] pp. 253).

= pZ es un ideal mazimal de Z.

Observacioén 1.2.7 Por la observacion 1.2.5 tenemos que r,s € pZ < p|r
6 p|s. Lo cual inspira la siguiente definicidn.

Definicién 1.2.8 Un ideal N # R en un anillo conmutativo R, es un ideal
primo si ab € N implica quea € N 6b €N Va,beR.

De la observacién 1.2.5 obtenemos lo siguiente:

Teorema 1.2.9 Sea R un anillo conmutativo con unitario y sea N # R un
ideal en R. Entonces R/N es un dominio entero <> N es ideal primo de R.m

Corolario 1.2.10 Todo ideal mazimal en un anillo conmutativo R con uni-
tario, es un ideal primo.

Demostracién. Por el teorema 1.2.3 M es maximal en R <> R/M es campo.
En particular R/M es dominio entero. Pero R/M es dominio entero < M
es primo, esto por el teorema 1.2.9. m

Definicién 1.2.11 Sea R cualquier anillo con unitario 1 y sea n € Z. La
operacién m - 1 significa 1 +1+---+1 conn sumandos para n > 0, ¥
(=1)+(~1)+---+(~1) para |n| sumandos conn < 0, mientras quen-1 =0
para n < 0.

Teorema 1.2.12 Sea R anillo con unitario 1. Entonces la funcion

d: Z —s R es un homomorfismo de anillos.
n +— n-1

Demostracion.
dn+m)=Mn+m)-1=(n-)+(m- 1) = d(n) + 2(m)

usando la ley distributiva en R
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QI+1+--+D(14+14+-4+1)=10+14---+1)

“~ N
' N S~

n-sumandos m-sumandos nm-sumandos

Ast
(n-1)(m-1) = (nm)-1

para m,n > 0. Es facil probar que ¥V m,n € Z

(n-1)(m-1)=(nm)-1

Entonces

H(nm) = (nm)-1= (n-1)(m-1) = &(n)®(m).

Corolario 1.2.13 Sea R anillo con unitario y caracteristica n > 1 (ver
definicion de caracteristica de un anillo en [1] pp. 219), entonces R con-
tiene un subanillo isomorfo a Z,. Si R tiene caracteristica cero, entonces IR
contiene un anillo isomorfo a 7.

Demostracion.
®:7Z — R= Ker® es un ideal en Z
me—>m-1
sabemos que todos los ideales en Z son de la forma sZ para s € Z
Sin = CharR > 0 entonces notemos que Ker® = nZ:

Por definicién Ker® = {s € Z|s-1=0}. Dadoquen-1=0

=n € Kerd
= (n) < Ker®
= nZ < Ker®.

Veamos que Ker® C nZ:
Sea s € Ker® = s-1 = 0. Dado que 0 < n tenemos por el algoritmo de la
divisibn en Z que s=ng+r, 0<r<n

= S8—nhg=r
=r-l=(s—ng)-1=5-1—(ng)-1=0-0=0
Zslp's 1=

=0
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pues n > 0 es el minimo entero tal que n -1 = 0.,

= s=nqg = s € nk. Por tanto Ker¢ =nZ
= Z/Ker® =Z/nZ = ®(Z) C R
ol =Z/nZ es isomorfo a un subanillo de R.

Si CharR = 0 entonces m-1£0V m#0
= Kerd={scZs 1=0}={0}=>Z=Z/{0}=2¢(Z)CR. m

Teorema 1.2.14 Todo campo F, o es de caracteristica p para p algin pri-
mo y contiene un subcampo isomorfo a Zy o bien es de caracteristica cero y
contiene un subcampo isomorfo a Q.

Demostracion.

CASO 1: CharF # 0. Por el corolario 1.2.13 se tiene que [’ contiene un
subanillo isomorfo a 7Z,,. Notemos que n debe ser un primo p de lo contrario
F tendria divisores de cero.

CASO 2: CharF = 0. Por el corolario 1.2.13 I contiene un anillo isomorfo
a Z, y F contiene al campo de cocientes de este anillo que debe ser Q@ (esto
iltimo por el teorema que afirma que si CharF # 0 entonces F contiene un
subcampo isomorfo a Q) (ver teorema 29.7 en [1] pp. 263). =

Nota 1.2.15 Los campos Z, y Q son las piezas constitutivas fundamentales
en la que descansan todos los campos.

Definicién 1.2.16 Los campos Z,, y Q se llaman campos primos.
Definicién 1.2.17 Sea R un anillo. Un polinomio f(z) con coeficientes en

R es una suma formal infinita

o0

E (L@.’L’i

=0

donde a; € R y a; = 0 para todos, excepto un mimero finito de valores de i.

Definicién 1.2.18 Las a; se llaman coeficientes de f(x). Si a; # 0 para
alguna i > 0, el mayor de dichos valores de i es el grado de f(z). De no
existir dicha i diremos que f(x) es de grado cero.
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Definicién 1.2.19 La suma y la multiplicacion de polinomios con coefi-
cientes en un anillo R se define como sigue. Sean f(x) = ¥ o @iz, g(x) =

o0 i - - ; -
S 2o aix’ polinomios. Definimos:

oQ

f(z) +g(x) = Z(ai + b;)a*

i=0
y definimos

o0 i
flx) -g(z)= Zdimi donde d; = Zajbi_j para cada 1=0,1,..
i=0 7=0

Nota 1.2.20

i i

E a;bi—; mo nmecesariamente es igual a E bjai—; si R no es conmutativo.
j=0 i=0

Teorema 1.2.21 El conjunto R[z] de todos los polinomios de una indeter-
minada © con coeficientes en un anillo R es un anillo bajo la suma y la
multiplicacién polinomial. Si R es conmutativo, también lo es Rlz] y si R
tiene unitario 1 entonces 1 es también unitario en Rlz).

Demostracién. Aunque sencilla, la demostracién es tediosa y por tanto no
se incluye en esta tesis. Para la demostracién ver [1] pp. 268-269. ®

Ejemplo 1.2.22 Z[z] es el anillo de polinomios con indeterminada x con
coeficientes en Z. Qz] es el amillo de polinomios en x con coeficientes
racionales y ast sucesivamente.

Ejemplo 1.2.23 En Zs[z] tenemos

(z+1)? =(@+1)(z+1)
?+(1+ 1z +1
22 +0z+1
=z2+1

Il

También en Zo[z| tenemos

(z+1)+(z+1) =1+Dz+(1+1)
=0x+0
=)
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Definicién 1.2.24 Sea R un anillo y x,y indeterminadas, podemos formar
en anillo (R[z])[y]; es decir, el anillo de polinomios en y con coeficientes que
son polinomios en x.

Observacién 1.2.25

(RlzDly] = (Rly])[z]
T oEE T
T =
yo= oy

Es un wsomorfismo candnico. Todo polinomio en y con coeficientes que son
polinomios en x, pueden reescribirse de manera natural, como un polinomio
en x con coefictentes en y. A

Nota 1.2.26 Identificaremos los anillos anteriores mediante el isomorfis-
mo canénico y lo denotaremos por R[z,y] o cualquiera de los dos anillos
(Rlz])[y] y (Rly])|z]. Liamaremos a R|z,y] el anillo con indeterminadas en

Tyy.

Definicién 1.2.27 Andlogamente definimos en anillo R[zy, ..., z,] de poli-
nomios en n indeterminadas x; con coeficientes en R.

Observacion 1.2.28 Si D es un dominio entero, entonces también lo es
Dlz].

Recordemos que st

i) = 3 walule) =¥ bar™
n=0 n=0

entonces

f(@)g(z) = dnz™; donde dn=) aibp—i

n=0 =)

Demostracién. (por induccién)

Si f(x) y g(x) son polinomios cualquiera de grado tal que
grad g(z) < grad f(z) =0 con f(z) #0

entonces

0= f(z)g(x) = apbp con ag # 0 implica que by = 0.
Supongamos que dados dos polinomios

flz) = Z anz" Yy  glz) = anmn

n=o
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tales que f{x) £ 0y grad g(z) < grad f(z) < ng, se cumple que 0 =
() = 3 Zno , dn™ entonces b, = 0V n < ng, donde d,, = ¥ 1 @ibp—i V1 <
2n0, es decir, se cumple que:

d, =0 ¥ n<2ng

i?bﬂ,—:() V’ngﬂg

Sean
no+1 no+1

= z anz", 9(z) = Z buz"
n=0 n=0

polinomios cualquiera tales que f(z) # 0y grad g(z) < grad f () £ng+1.
Demostraremos que (d, =0 Yn<2np+2 =b, =0 Yn<np+ 1)
CASO 1: Si grad f(x) < ng ya estd demostrado por la hipétesis de induccion.

CASO 2: Si grad g(z) < grad f(z) =no+ 1= ane41 # 0.

Dado que dp, = 0 Vn < 2np + 2 por la hipétesis de induccién tenemos que
esto implica que by, =0 Vn < ng.

Nos queda demostrar que bp,41 =0

Tenemos que dong+1 = dopgi2 =0

2

s 0 = d2n0+1 — Ziﬁ?)-: ﬂtb(2n0<| 2) i
. TEO a'?b(Q‘rzn+1)—z + Ez#n0+l a“Lb(2no+3)—z Lo anob(2n0+1) e b(2ng+l}~no (I)
= angb710+1

& T Y
0=damg+2 = Zf %+ a'zb(Qng +2)—i

= Y00 aibiang12)—i + Yoot 32 Qib(ang+2)—i F Gno+10(2no+2)~(no+1) (IT)

L == a‘no+lb‘n0+1

donde la primera sumatoria en la expresién (I) anterior es cero por defini-
ci6n v la segunda sumatoria en la expresién (I) también es cero por hipdtesis
de induccién. Asi obtenemos que 0 = dang,; = @rgbnoys -

Similarmente, la primera sumatoria en la expresién (IT) es cero por defini-
cién y la segunda sumatoria en la expresién (IT) también es cero por hipétesis
de induccién. Asi obtenemos que 0 = dapgt2 = ng+1bng+1-

0 = Qnyg bno +1
Y

0 =anyt1bngt1 = bngt1 = 0 pues ang1 #0
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A continuacién se presenta una prueba corta de la observacién 1.2.28.
(Si D es un dominio entero, también lo es D[z]).

Demostraremos que (f(z) # 0 y g(z) # 0 = f(z)g(z) # 0).

Demostracién. Primero demostraremos que f () #0y g(z) #0
= grad(f(z)g(z)) = grad f(z) + grad g(x).

Sean N L
f(CL') = Zaﬂnxng g(a?) = an;t:”
n=0

n=0

grad(f(z)) =no, grad(g(z)) =mp = any #0 y by # 0. Por definicién
o0 n
Fiziglz] = Z duz™ ton dy= Zaibn_i
n=>0 i=0
Consideremos el factor dgn,
Omotng = Qobmging + alb(mong)—l i ano—lb(mo+no)-(‘l’zg—l) 2 a'nnb(mg-l-no)—nn

+an0+]I’(m0+n0)—(ng+l) e am0+nobo
= a0bmg-+ng + G1bmg-rng)—1 + *** + ng—18(mg 1) +angbmg

I
0
* angﬁflb(mu+ng)—(nn+1) Sl a’m0+n0bq

|

0
Donde las expresiones marcadas son ceros por definicién de f(z) y g(z).
Entonces tenemos que:

g 4ng = Ongbmy

Dado que an, # 0y by, # 0 y que D es dominio entero se tiene que

Ongbm, # 0
Por tanto

grad(f(z)g(z)) > mo +no = grad f(z) + grad g(z).

Para ver que

grad(f(z)g(x)) < grad f(z) + grad g(x)
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Basta notar que por definicién de f(z) y g(7) se tiene que
Ungibmorj =0 Y20, j=0.
Por tanto

fz)#0 y glx) #0= grad(f(z)g(z)) = grad f(x) + grad g(z).

Si f(x) # 0y g(z) # 0 son tales que
grad f(z) = grad g(z) =0 entonces f(z)= ao, g(z) =bo

= f(x)g(x) = apbp # 0 pues D es dominio entero.

Si al menos uno de ellos es mayor que cero,

= grad (f(z)g(x)) = grad f(z) + grad g(z) > 0 = f(z)g(z) #0.

&1
De la observacién anterior tenemos como corolario:

Corolario 1.2.29 Si F es un campo entonces Flz] es un dominio entero.

Observacién 1.2.30 Notemos que F[r] no es un campo; pues T no €s una
unidad en F[z], es decir, no eziste polinomio f(z) € Flz] tal que x fle)=1.

Teorema 1.2.31 Cualquier dominio entero D puede agrandarse en un cam-
po F, tal que todo elemento de F puede expresarse como cociente de dos
elementos de D.(Dicho campo F es un campo de cocientes de D. )

Demostracion. La demostracién es andloga a la construccién de los racionales
a partir de Z, la cual no se presenta en esta tesis (para detalles de la de-
mostracién ver en [1] pp. 242). =

Nota 1.2.32 Por el teorema 1.2.31 podemos construir el campo de cocientes
F(z) de Flz].

Cualquier elemento de F(z) se puede expresar como un cociente f(z)/ g(z)
de los polinomios en Ffz] con g(z) # 0. Andlogamente definimos

F(z1, - ,n)
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como el campo de cocientes de
Flzy---xy).

El campo F(z1, -- ,x,) se llama el campo de Sfunciones racionales en n in-
determinadas sobre F. Estos campos desemperian un papel muy importante
en geometria algebraica (ver cjemplo 30.1 en [1] pp. 269-270).

Teorema 1.2.33 Sea F un subcampo de E, sea o cualquier elemento de E
y sea x una wndeterminada. La funcion @4 : Flz] — E definida por

Palao + a1+ -+ apz™) =ap+ ara+ - - + a,0"

para (ag + @12 + - - + anz™) € F[z] es un homomorfismo de anillos.
Ademds ®u|p : F — E el homomorfismo inclusién.

Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde las flechas verticales
son inclusiones.

E

ool

F[:E] = q’a(F[mD

.

F Id F

Demostracion. Sea
f(@) € F(z)= f(z) =ao+ a1z + - + anz”

f(z) solo puede modificarse insertando términos de la forma 0z'. Lo cual
claramente no afecta

da(f(x)) =ao+ara+ -+ apa™

Sea f(z) = ap + a1z + - -+ + a,z™, g(z) =bp+ b1z + - - + bpz™,
h(z) = f(z) + g(x) =co+ 1z + - - + ¢,2” Entonces

¢a(f(2) + 9(z)) = ¢a(h(z)) =0+ c1a + --- + cra”

Por otra parte,

$al(f(2)) + ¢alg(z)) = (a0 +ara+ -+ ana™) + (b + bia+ - - - + bya™)
= (ao+bo) + (a1 + b1)a+ -+ (ar + by )™ = mébx{n,m}
=ctaat---+ca”
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Ejemplo 1.2.34 Sean F=Q, E=R
Sea
dy : Q[z] — R
(ap+ a1+ - +apx™) = ap+a0+- -+ a,0™
Observacion:
Ker®y = {f(z) € Q[z]|®o(f(z)) =0}
={Ying iz’ € Qlz]|P(3-2, a:x) = 0}
= {2 @iz’ € Qlz]lag = 0}
={¥2 e’ € Qlal}
={z 32 ez}
= {zf(2)|f(z) € Qlz]}
Notamos que ®¢(Q[z]) = Q, pues

(C) Sea f(z) € ®o(Q[z]) = f(z) =DPo(g(z)) p.a g(z) € Qx]
= f(z)=ap € Q.. ®o(Qz]) CQ
(D) Sea a € Q y dado que Q C Q[z] = a € Q[z] = a = ®y(a) € o(Q[z])

Por el teorema de isomorfismo tenermos que

Qlz]/Kerdy = Q

Notando que una clase lateral a+ Ker®o € Q[z]/Ker®qg consta de todos los
polinomios en Q[z] que tienen término constante fijo a.

Ejemplo 1.2.35 Sean F = Q,E =R. Sea

Dy : Qz] — R
dada por:
fbg(a0+a1m+---+ana:”) :ag+a12+---+an2n

Notemos que ©2(Q[z]) = Q pues
(©) flz) € Qla] = 22(f(2)) = f(2) € Q
(2) Sea ¢eQ @2z +(g—2))=2+g-2=g= g€ P(Qz])

Tenemos que (xz — 2) € Ker®y pues ®2(z —2)=2-2=0

Asi ((z — 2)) € Ker®y donde

N = {(z —2)) = {(& - 2){(2)|{(x) € Qa]}

Demostraremos mas adelante que N = Ker®g

Y asi tenemos por el teorema de isomorfismo gque Qlz]/N = Q candnica-
mente.
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Ejemplo 1.2.36 FF =Q,F =C. Sea

®;: Qz] — C
dada por:
i(ag + ar1x + -+ apz™) = ag + ari+ -+ ani”
Notemos que (22 +1) =2 +1=0 .. 2°+1¢€ Kerd,.
Asi (22 +1) C Ker®;.
Por tanto N = (22 + 1) = {(2? + 1) f(z)|f(z) € Q[z]} € Ker®;.

Demostraremos mds adelante que Ker®; = N Asi tenemos que ®;(Q[x]) =

Q[z]/N.
Demostraremos también que ®;(Q[z]) = {q1 + g2:lq1, g2 € Q}
y que es un subcampo de C.
Ejemplo 1.2.37 F = Q,E =R. Sea
B @[a:} — R
dada por:

®r(a0 +ma+ - +anz") =ao T+ -+ apT”

c Ker®d, = 0 = Q] & ©,(Q[z]). Donde hemos usado el hecho de que
(ap+aim+ - +am"=0&a,=0VY i=0,---,n).

Definicion 1.2.38 Sea F un subcampo de un campo E y sea o € E.
Sea

f(@z)=ag+aiz+ -+ ana" en Flz] y sea ®,:Flz] > E
el homomorfismo de evaluacion. Denotemos por
fla) a @.(f(z)) =ao+ amot + -+ aza®
Si f(a) = 0, entonces diremos que « es un cero de f ().

Nota 1.2.39 En términos de la definicién anterior podemos replantear al
problema de encontrar todas las soluciones a la ecuacién polinomial

P4+r—6=0
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Tomando F = Q y E = R, lo replanteamos pidiendo encontrar todas las
a € R tales que
By(z>+2—-6)=0

Ambos problemas tienen la misma respuesta:

{0 € R|®o(z2 4+ 2 —6) =0} = {aeR|(a®+a—6)=0}
= {r e R|(r? +r—6) =0}.

Nota 1.2.40 Si f(z) € F[xz] no tiene un cero en F, tenemos que construir
un campo E con F < E tal que 3 o € E tal que f(a) = ¢a(f(z)) = 0. Para
construir E se tiene que E debe contener ¢o(F|z]) bajo el homomorfismo
valuacidn ¢ : Flz] — E y recordemos que por el leorema de isomorfismo de
anillos ¢o(Flz]) = Flz]/Ker¢,. Esto sugiere que debemos tratar de costruir
E construyendo un anillo cociente Flz]/N para cierto ideal N de F[z].

Por el teorema 1.2.3 tenemos que F[z]/N es un campo < N es un ideal
mazimal de Fz).

Ast que debemos estudiar los ideales de Flz].

1.3. Factorizacién de polinomios sobre un campo.

Teorema 1.3.1 (Algoritmo de la division para F[z]). Sea F un campo. Sean

f(I) = Gnﬂz"n + &n_lmn—l + -+ ag
g(a) = bz™ + g™ foss st By

Dos elementos en Flz] con a;,b; € F, an #0, by #0 y m > 0.
Entonces ezisten polinomios tnicos q(z) y r(x) en Flz] tales que

f(z) = g(z)q(x) + r(z)
Donde grad r(z) < grad g(z) = m.

Demostracion. Sea

§ ={f(z) - g(x)s(x)|s(z) € Fla]}

Sea r(z) € S un elemento de grado minimal.

= r(z) = f(x) — g(z)g(z) para algin ¢(z) € F[z]. Demostraremos primero
que grad(r(z)) < m = grad(g(z)) por contradiccién:

Supongamos que grad r(x) > m entonces

1

rz) =eart + oz’ 4+t
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Cont >m y ¢ # 0. consideremos la expresién

r(z) - (32" ™)g(o)

m

por una parte
g(x) =r(z) — (s + términos de grado menor)

= grad(r(z) - (-2'"™)g(2)) < grad r(z)
m
por otra parte,

r(@) = (' ™)g(x) = (f(z) - g()g(z)) — (L' "™)g(x))
= f(z) - g(=)(a(z) + 2" ™) € §

Lo cual contradice que 7(z) € S es de grado minimal.

cograd r(x) < m = grad g(z)

Demostraremos ahora la unicidad de g(z) y r(z):
Supongamos que

f(@) = g(z)q1(z) + r1(2)

Y que
f(x) = g(x)ga(x) + r2(x)

sustrayendo las dos ecuaciones anteriores obtenemos
0= g(@)(@1(2)—q2(2))+ (r1(z) —r2(x)) = g(2)(q1(2)~g2(2)) = r2(z)—71(2)

Dado que
grad(ry(z) — ri(z)) < grad(g(z))

Esto solo es posible si
q1(z) - @2(z) = 0= 0 =ry(2) — r1(z) = r1(z) = 72(2) y q(z) = ga(z)
a

Corolario 1.3.2 Sea F un campo.
a € F es cero de f(z) € Flz] & x — a es factor de f(z) en Flz].
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Demostracién. (=) Supongamos que f(a) = 0.
Aplicando el teorema 1.3.1 del Algoritmo de la division tenemos que

f() = (z — a)gla) +r(z)

grad r(z) <1=grad (x —a) = gradr(z)=20
= r(z)=ce€F (para algin c€F)
= f(z) = (z —a)g(z) +¢

Dado que f(a) =0=0= f(a) = (a —a)g(a) +c=>0=c¢
= f(z) = (z — a)g(@)
o (x—a) es factor de f(x).

(+=) Supongamos que f(z) = (z — a)g(z).
Aplicando el homomorfismo valuacién @, tenemos que

f(a) = ¢a(f(2)) = ¢alz — a)¢ala(z)) = (@ — a)g(a) =0
Por tanto a es cero de f(x). ®

Corolario 1.3.3 Sea f(z) € Flz] un polinomio tal que grad f(z) = n y
f(z) # 0. Entonces f(x) tiene a lo mas n ceros en un campo I.

Demostracién. Por el corolario anterior, si a1 € F es un cero de f(z)
entonces

f(@) = (& —a)q(z) con grad(gi(z)) =n—1

si ag es un cero de gy (z) entonces

f(z) = (z — a1)(z — az)g2(x) con grad(ge(z)) =n —2

Continuando con este proceso llegamos a que

f@)=(z—a1) (& —a)g(x) con grad ¢ (z) =n—r

v g-(z) no tiene mas ceros en F. Claramente r < n.
Ademéassib#£a; Yi=1,---,r con b€ F entonces

f(b) :(bfal)"'(b—ar)Qr(b) #0

Pues F es campo = F dominnio entero = F no tiene divisores de cero y por
construccién b — a; y g-(b) son distintos de cero. m
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Ejemplo 1.3.4 trabajaremos con polinomios de Zs|z]) y dividamos
flz)=2*-32% + 2202 + 4z — 1

entre
g(z) =2 -2z +3

para encontrar q(z) y r(x) del teorema 1.8.1 (algoritmo de la division,).

w23
22 —2z+3 |2t -3z + 222+ 42— 1
—(z* — 223 + 322)
— g3 — 24 4z -1
— (—a® + 222 — 3x)

—8x%+ Tz -1
—(—32% + 62 — 9)
r+8 = x4+3

Por tanto tenemos que z*—3z3+20? +4x—1 = (2°—2243)(2%—2—3)+(2+3)
Asi obtenemos

glx) =z —x -3

riz)=xz+3

Ejemplo 1.3.5 Sea f(z) = z* + 32 + 2z + 4 € Zs[z].
Notemos que 1 es un cero:
o1(f(x) = g1(a* + 323+ 22 +4) =1+ 3+2+4 =10 =0 € Zs[z] por lo
tanto podemos factorizar f(x) = z* + 32% + 2z + 4 en (z — 1)g(z). Usando
la division
i e
z—1 | z*+32° +2z 44

~(z*~ o)
47> + 2z + 4
—( 4z% — 42?)
Az + 2z + 4
—(42? — 4z)
6x +4
I
r+4
~(z-1)

5=0
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Por tanto se tiene que z* — 323+ 2z +4 = (z — 1)(z® + 422 + 42+ 1) € Zs[7]
Notemos que 1 también es un cero de 23 + 42> + 4z + 1 pues

p1(2® +42? + 4z +1) =1+4+4+1=10=0 € Zsz]
Asi podemos dividir z3 + 4z®> + 4z + 1 entre x — 1

2+ 4
r—1 | 23+422+42+1
—(2* — %)
522 +4x + 1
I

0+4e+1
—(4z —4)
5 = 0

Entonces
4?4z + 1= (z—1)(z® +4)

Y como nuevamente 1 es cero de x> +4 podemos hacer la siguiente divisidn:

T+1
z—1 | 2+ 4
—{o* — =)
x+4
—(z-1)

Por lo tanto 2 +4 = (z — 1)(z + 1)
Y asi tenemos que 22 + 323 + 22 + 4 = (z — 1)3(z + 1) € Zs[x].

1.4. Polinomios irreducibles.

Definicién 1.4.1 Un polinomio no constante f(xz) € Flz] es irreducible
sobre F' o es un polinomio irreducible en Flx] 51 f(z) no puede expresarse
como producto g(xz)h(x) de dos polinomios g(x) y h(xz) en Flz], ambos de
grado menor que el grado de f(x).

Tomando en cuenta que las unidades en F[x] son los elementos distintos
de cero en F (ver teorema 31.8 en [1] pp. 287-288) tenemos la siguiente
definicidn que es equivalente a la anterior:
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Definicién 1.4.2 Un polinomio no constante f(z) € Flz] es irreducible
sobre F' o es un polinomio irreducible en F(x| si para toda factorizacion
f(z) = g(x)h(z) en Flz], g(x) o h(x) es unidad.

Nota 1.4.3 La definicién anterior trata del concepto de trreducible sobre F
y no solo irreducible, como se ilustra en el siguiente

Ejemplo 1.4.4 x? — 2 visto en Q[z] no tiene ceros en Q. Esto muestra que
22— 2 es irreducible sobre Q pues no existe una factorizacidn (az+b)(cx +d)
para-a,b,c,d € Q que de lugar a ceros de z2 —2 en Q.

Sin embargo z2 — 2 visto en R[z] no es irreducible sobre R pues 2% — 2 se
factoriza sobre R como z2 — 2 = (x — V2)(z + V2).

Ejemplo 1.4.5 f(x) = 2® + 3z + 2 visto en Zs[z] es irreducible en Zs.
Supongamos que f(x) se factoriza en Zs[x| en polinomios de grado menor.
Entonces tenemos un polinomio de grado 2 y otro de grado 1 (pues grad (f(z)g(z)) =
grad f(z) + grad g(x)) en el dominio entero D = Zs|x].

Asi tenemos que © — a es un factor de f(z) para algin a en Zs. Pero

por el corolario 1.8.2 ésto ocurre si y sélo si a es un cero de f(z), con

f0) =2

f(I) =1+3+2
=6
=]

f(2) =8+6+2
=16
=1

f(=2) =-8-64+2
=-12
=—=2=73

Lo que muestra que f(x) no tiene ceros en Zs, por tanto f (z) es irreducible
sobre Z;. @

1.5. Criterios de irreducibilidad.

Inspirados por la técnica de los dos ejemplos anteriores tenemos el si-
guiente
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Teorema 1.5.1 Sea f(z) € F[x]| y sea f(z) de grado 2 0 3. Entonces f(x)
es reducible sobre F < f(z) tiene un cero en F.

Demostracién. (=) Supongamos que f(x) es reducible, es decir, se factor-
iza de la siguiente manera:

f(z) = g(x)h(z)
tal que
grad g(z) < grad f(z) y grad h(z) < grad f(z).
Esto implica que por lo menos un factor es de grado 1.
Digamos que
grad g(z) =1= g(z) = (x —a) para algin a en F.
= g(a) = 0= f(a) = g(a)h(a) =0 con g(a) = 0= f(a) = 0.

Por tanto f(z) tiene un cero en F.

(<=) Supongamos que f(z) tiene un cero en F. Por el corolario 1.3.2
f(a) =0 paraa € F siy sélo si z — a es un factor de f(z) € F[z]. Entonces
flz) = (z — a)g(x) y por tanto f(x) es reducible. m

Teorema 1.5.2 Sea f(x) € Z[x]. Entonces f(x) se factoriza en un producto
de dos polinomios de grado menor r y s en Q[z] si y sdlo si liene dicha
factorizacién con polinomios de los mismos grados vy s en Z[z].

Demostracién. Para detalles de la demostracién ver [1] pp. 283. =
Corolario 1.5.3 Si
f(T) =z"+ an—lmnml +-otap

estd en Z[x] con ag #£ 0, y si f(x) tiene un cero en Q entonces tiene un cero
m € Z y mlag.

Demostracion. Por el corolario 1.3.2 f(a) = 0 para algin a € Q si y sélo
si f(z) = (x —a)g(z) para algin g(z) € Q[z]. Por el teorema 1.5.2 ésto pasa
si y sélo si f(x) tiene una factorizaciéon con un factor lineal en Z[z].

= f(z)=(z —m)(@" '+ +co) perocy=—2 - D €7 = mlay W

m m
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Ejemplo 1.5.4 El corolario anterior nos de una demostraciéon de la irre-
ducibilidad de x* — 2 sobre Q.

Demostracién. Como 22 — 2 es de grado 2, por el teorema 1.5.2 22 — 2 se
factoriza de manera no trivial & 22 — 2 tiene un cero en Q & 22 — 2 tiene
un cero en Z. Pero los tinicos divisores de ag = 2 son +1,+2 y ninguno de
éstos es cero de 2° — 2. m

Ejemplo 1.5.5 Demuestre que f(z) = z* — 22 + 82 + 1 visto en Qlz] es
irreducible sobre Q.

Demostracion. Tenemos dos casos: f(z) tiene un factor lineal o f(x) se
factoriza en dos términos cuadréticos.

CASO 1: f(z) tiene un factor lineal z — a en Q[z] si y sélo si a es un cero
de Q, entonces por el corolario 1.5.3 f(x) tiene un cero m € Z y m|ag = 1.
Asf se tiene que m = %1, pero f(1) =8 y f(—1) = —8. Por tanto f(z) no
puede tener un factor lineal.

CASO 2: Supongamos que f(z) se factoriza en dos factores cuadréticos en
Q[z]. Entonces por el teorema 1.5.2 tenemos que f(x) se factoriza en dos
factores cuadriticos en Z[x] es decir:

f(@) =(@*+azx+b)(z?+cx+d) en Zfz]
= z* + c2® + d2? + az® + ace® + adz + b2? + bez + bd
=z*+ (a+ )2 + (ac + b+ d)z? + (ad + be)z + bd

(Notemos que en la primera igualdad hemos tomado el coeficiente de las z2
como 1 sin pérdida de generalidad. Pues en general 2* = 22 . 22 o bien 2* =
(—2?)(—2®) pero podemos suponer que los signos negativos son absorbidos
por uno de los dos factores). Igualando términos con f(z) = 2% —az?+8z+1
obtenemos:

(1) a+ec=0

(2) ac+b+d=-2

(3) ad+bc=8

(4) bd=1=b=d=16b=d=-1

CASO1l:b=d=1

de (1) y (2) tenemos que: a+c¢=0 y ac+1+1=-2.

Entonces se obtiene quea+c=0yac= -4=a=—cyac=—4

=a=—c=+2perob=d=1y (3) = a+c =8 lo cual no es posible.
CASO 2: b=d= -1

Entonces por (3) y por b = d = —1 se tiene que —a — ¢ = 8, por tanto



1.5. CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD. 27

@+ ¢ = —8 y por otra parte por (1) a + ¢ = 0 lo cual no es posible. Asi se
tiene que f(x) es irreducible en Q[z]. m

Teorema 1.5.6 (Eisenstein) Sea p € Z un primo. Supongamos que
flz)=anx™+---+ap

es un polinomio en Zlx] y a, # 0 (mod p), pero a; =0 (mod p) para i <n
con ag # 0 (mod p?). Entonces f(x) es irreducible sobre Q.

Demostracion. Por el teorema 1.5.2 solo necesitamos demostrar que f(x)
no se factoriza en polinomios de grado menor en Z[z].

Supongamos que f(z) es reducible en Z[z|, entonces f(z) se puede factorizar
como:

f(z) = (bpz"+ - -+bp)(csz®+ - -+cg) con b, # 0,5 #0 tal que r,s < n.

La hipétesis nos dice que, plag y p> A a0 ¥ ap = byey . Por lo tanto
(» fbo y plco) 6 (pl b0 y p £ co)-

Digamos que p fby y pleco.

por otra parte la hipétesis, p fan ¥y an =brcs=p [br ¥ p fos.

Sea m el menor valor de los k = 0,1,...,s tal que p fer (m existe pues al
menos para s tenemos que p fcs), asi 0 < m < s. Entonces

m
m = Z Cjbmﬁj = cobm + c1bm—1+ - - + em—1b1 + embo
3=0

con pleo,plet, -+ ,Plem—1 ¥ P fembo
= pl(cobm + c1bm—1 + -+ -+ em-1b1) ¥ P fembo
Entonces concluimos que p fan,

(pues plam = pl(am — (cobm + €1bm-1 + -+ + cm—1b)) = plembo!) . p fam.
Las hipdtesis del teorema implican que m =n, asi0<n<s=s8=n
lo cual contradice que s < n. m

Ejemplo 1.5.7 Sea p =3, por el teorema 1.5.6

252% — 9z* + 32% — 12 es irreducible sobre Q.
Demostracion.

3125, 3|—9, 313, 3| —12 pero 3% y-12
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Corolario 1.5.8 El polinomio ciclotomico

es irreducible sobre Q para cualguier primo p.

Demostracién. Nuevamente, por el teorema 1.5.2 solo necesitamos consi-
derar factorizaciones en Z[z]. Sea

1)P—1 (@P+()zP 1+ (D)a? 24 ()P~ =D 4 (F)20)-1
g(z) =Dp(z+1) = ((”;11))_1 = 1 2 o 0

2P +(R)er (Bt 2+ (0 _p)2? (G )Tt
T

P +H(aP~ 4+ ()aP () p)e? T
T

= g(a) =a" "+ D"+ Q2P+ + )z P

Notemos que g(z) satisface el criterio de Eisentein para el primo p
pues p [ 1y pl3), pl}), Pl o), plp perop® fp, (pues p|(f) V 1<i<
(p — 2) porque

p! (p—1)!
) =

=Gt~ P P e L EAE PR

¥ notemos que
(p—i) fp ¥V i, yque i fp V i

Por tanto, (p—i)li! fp . p|()V 1 <i < (p—2)). Asi g(z) es irreducible
sobre Q.

Pero claramente, si ®,(x) = h(z)r(z) fuera una factorizacién no trivial de
®,(z) en Z[z] entonces

y(z+1) = g(z) = bz + )r(z+1)

Seria una factorizacién no trivial de g(z) en Z[z], pero ya vimos que g(z) es
irreducible, por tanto ®,(z) debe ser también irreducible sobre Q. ®

Teorema 1.5.9 Si F es un campo entonces todo ideal en F[x] es principal.
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Demostracién. Sea N un ideal en Fz].
CASO (trivial): Si N = {0} entonces N = (0) ". N es principal.

Supongamos que N # {0} y sea 0 # g(x) € N tal que grad g(z) es minimal.

CASO 1: grad g(xz) = 0 entonces g(x) € F — {0} .. g(z) es una unidad
en I y tenemos que N = Fz] = (1} (ver teorema 28.4 en [1] pp. 254), por
tanto IV es principal.

CASO 2: grad g(z) > 1.

Sea f(z) € N un elemento arbitrario. Por el Teorema 1.3.1 (Algoritmo de
la division en F[z]) se tiene que f(x) = g(z)g(z) + r(z) con grad r(x) <
grad g(x).

Tenemos f(x) € N y claramente g(z)g(z) € N (pues g(z) € N y N es
ideal), de donde tenemos que r(z) = f(z) — g(z)g(z) € N con grad r(z) <
grad g(x).

Como 0 # g(z) € N es de grado minimal ésto obliga a que r(x) = 0, por
tanto, f(z) = g(x)q(x) y entonces N = (g(z)). Asi N es ideal principal. m

Ahora caracterizaremos los ideales maximales de F|[z].

Teorema 1.5.10 Un ideal (p(z)) # {0} en Flz] es mazimal & p(x) es
trreducible sobre F.

Demostracién.

(=) Supongamos que (p(x)) # 0 es un ideal maximal en F|[z]

(recordemos que por definicién M ideal de R es maximal & M C Ry
si N es ideal propio de R, tal que M C N C R entonces M = N). En
particular (p(z)) C Flz] = p(z) € F (pues si p(z) € F y p(z) # 0 entonces
(p(z)) = Fla]).

Por otra parte si (p(x)) es maximal, entonces por el corolario 1.2.10 (p(z))
es un ideal primo. Sea

p(z) = f(z)g(z)

una factorizacién de p(x), entonces f(z)g(z) € (p(z)) Entonces por defini-
cién de ideal primo tenemos que f(z) € (p(z))é g(z) € (p(z)). De esta man-
era se tendria que f(x) = p(z)q1(x) 6 g(z) = p(x)g2(z) para ¢1(z), g2(x) en
Flz] por lo que grad f(z) > grad p(z)é grad g(x) > grad p(zx), por tanto,
p(z) es irreducible sobre F.
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(«) Supongamos que p(x) es irreducible sobre F'.
Supongamos que N es un ideal de F[z] tal que (p(z)) € N € F[a].
Por el teorema 1.5.9 N es un ideal principal, esto es,
N = {g(z)) para algin g(z) € N.

Por otra parte como {p(z)) C N se tiene que p(x) € N, por tanto
p(z) = g(z)g(z) para algin g(z) € Flz], pero por hipétesis p(z) es irre-
ducible sobre F = g(z) o g(z) es de grado cero.

CASO 1: si grad g{xz) = 0 entonces g(z) = ¢ € F con ¢ # 0 (pues
¢ = 0= p(z) = g(z)g(z) = cg(z) =0 1)

Asi g(z) € F — {0}, es decir, g(z) es una unidad y entonces

N = {g(x)) = Flal-

CASO 2: si grad g(z) = 0 entonces g(x) = ¢ € F, ¢ # 0 = g(z) = p(x) €
(p(=))
= N = (g(e)) € () - N = (p(a)).

Asf no es posible tener que {p(z)) ¢ N C Flz] .. (p(z)) es maximal. m

Ejemplo 1.5.11 Demostramos en el ejemplo 1.4.5 que el polinomio
2343242 es irreducible sobre Zs|x], entonces por el teorema 1.2.8, Z[x]/(z®

3z +2) es un campo.

También el polinomio x* —2 es irreducible sobre Q[z] y por tanto Qlx]/{x? —
2) es un campo.

Se examinardn dichos campos con mas detalles posteriormente.

Definicién 1.5.12 Sean f(z),g(x) € F[z]. Decimos que g(x) divide a f(z)
en Flz] si eziste un polinomio q(x) € F[z] tal que f(z) = g(z)q(x).

Teorema 1.5.13 Sea p(z) un polinomio irreducible en Flz]. Si p(z) divide
a r(x)s(x) para r(z),s(z) € Flz], entonces p(z) divide a r(z) o p(x) divide
a s(x).

Demostracién. supongamos que p(x)|r(z)s(z) = p(z)q(z) = r(z)s(z)
para algin g(z) € F[z], entonces r(z)s(z) € (p(z)). Por el teorema 1:5:10
{p(x)) es un ideal maximal, y entonces (p(x)) es un ideal primo, por tanto,

r(z) € {p(x)) 6 s(x) € (p(x)), asi se tiene que p(z)|r(z) 6 p(z)|s(x). m

Corolario 1.5.14 Si p(x) es irreducible en F[z] y p(z) divide al producto
r1(z) - - - ro(z) para ri(z) € Flz] entonces p(z) divide ri(z) para almenos una
i
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Demostracién. Usar teorema 1.5.13 e induccién. m

Teorema 1.5.15 Sea F' un campo, entonces todo polinomio no constante
f(z) € Flz] se puede factorizar en F|x] en un productoe de polinomios irre-
ducibles, ademds los polinomios irreducibles son 1inicos, excepto por el orden
y por factores que son unidades (esto es, constantes distintas de cero) en F.

Demostracién. Sea f(z) € F[z] un polinomio no constante.

Si f(x) no es irreducible entonces f(z) = g(z)h(z) con grad g(z) y grad h(z)
ambos menores que grad f(z). Si g(z) y h(x) son irreducibles nos detenemos
aqui. De no ser asi, almenos uno de ellos se factoriza en polinomios de grado
menor. continuando este proceso (en realidad es un proceso de induccién),
llegamos a la factorizacién

flx) = p1(z)pa(z) - - pr(x)

donde p; es irreducible para toda i.
Demostremos la unicidad. Supongamos que

f(@) = p1(@)p2(x) - - - pr() = (@) q2(z) - - - g5 ()

son dos factorizaciones de f(x) en polinomios irreducibles, entonces por el
corolario 1.5.14 se tiene que p;(z)|g;(x) para alguna j, 1 < j < s, suponga-
mos sin pérdida de generalidad que j = 1 asi pi(z)|q1(z).

Como ¢y (x) es irreducible, ¢1(x) = uyp;(z), donde uy # 0y u; € F, ie. uy
es unidad.

Sustituyendo en la igualdad ¢;(z) por uip(x) tenemos

p1(x)p2(x) - - - pr(z) = wip1(x)ga(z) - - - gs()

Todos los factores son distintos de cero (pues si no f(z) = 0 !) ademds ya
probamos que F[z] es un dominio entero por lo que podemos cancelar,

= p2(z) - pr(z) = u1g2(2) - - gs()
Al continuar de esta forma llegamos a que
1 =wiug - upGrsa () - - gs()
= gr41(2) gs(@) = 1+ (wrug - uy)”

Sp=8
con 1 =wujug- - uptt

U es una unidad u

por tanto, los factores p;(x) y ¢j(z) fueron los mismos excepto quizé por el
orden y por factores unidades. m
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Definicién 1.5.16 Un campo E es un campo de extension de un campo F
s1 I es subcampo de L.

Ejemplo 1.5.17

O—>8—0

(donde todas las flechas son inclusiones)

Teorema 1.5.18 (Kronecker)(objetivo fundamental)
Sea F un campo y sea f(z) un polinomio no constante en I'[x].
Entonces existe un campo de extension E de F y alguna o € E tal que

fla) =0.

Demostracion. Por el teorema 1.5.15 f(z) tiene factorizacién en polinomios
que son irreducibles en F. Sea p(r) un polinomio irreducible que aparece
en dicha factorizacién, entonces por el teorema 1.5.10 {p(z)) es un ideal
maximal de Flz]. Pero ésto ocurre si y sélo si, E = F[z]/(p(z)) es un
campo, ésto por el teorema 1.2.3. Sea

¥ : F — Fla]/(p(z))
a— a+ (p(x))

Notemos que ¥ en la composicién I —t Flz] - Flz]/{p(z)), por tanto,
U es un homomorfismo de anillos.

Veamos que ¥ es uno a uno.

Sea a € F tal que ¥(a) = 0 entonces a + (p(x)) = {(p(x)) si y solo si
a € {p(x)). Asi, a = g(z)p(z) para algin g(z) € F[z], entonces grad (a) 2
grad p(z) > 1 6 a = 0. Entonces grad(a) = 0, pues a € F', por tanto, a = 0.
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Y por tanto ¥ es uno a uno.

Asi O : F — W(F) = {a+ (p(z))la € F} con ¥(F) subcampo de
Flz]/(p(z)) =

Identificando F con el subcampo {a + (p(z))|a € F'} tenemos que si p(y) =
ag+a1y—+---+any™ € Fly] entonces p(y) = @Gg+ay+- - +aqy™ € Fly] bajo
nuestra identificacién en E[y] donde @; = a;+(p(x)). Sea a = z+(p(x)) € E,
aplicando @, : Fy] — E a p(y) obtenemos:

pla) = 2ulp(y)) =do+a1 (a“+( (@) + -+ @nlz + (p(z)))"
=a0t+azr 4+ 02" + (p(x))
=p(z )+(p >
=0 en E.

=

Ejemplo 1.5.19 Sean F =R y f(z) = 2% + 1 (sabemos que f(x) no tiene
ceros en R y por tanto f(x) es irreducible sobre R).= (x? + 1) es un ideal
mazimal en R[z]. Entonces R[z]/{z*> + 1) es un campo.

Identificando v € R con 1+ (2® + 1) en R[z]/{z*+ 1) podemos considerar a
R como un subcampo de E = Rlz]/{x? + 1).

Sea o = x + (z% + 1) tenemos que

@, : Rlz] — Rz]/{z? + 1) = E y evaluando en f(z) = z%+ 1 tenemos que

fla) =®alz® +1) =&u((2® + 1)+ (2* + 1))
=(z+ @+ 1))2+1 +{z?+ 1)

=22 +1+{z®+1)

=0 en E.

por tanto, o € E es un cero de 2 + 1.
Identificaremos en la seccidn 2 del prézimo capitulo o Rlz]/{(z® + 1) con C.

Ejemplo 1.5.20 Sea F = Q y sea f(x) = z* — 522 + 6. Ahora, f(x) se fac-
toriza como f(z) = (x®—2)(2*—3) en Q[z] y ambos factores son irreducibles
sobre Q como vimos antes. Podemos tomar E = Q[z]/(z? — 2)

y entonces a = T + (x2 — 2) es tal que a® — 2 =0 6 podemos tomar

E' = Qlz]/{z® — 3) con &/ = z + (z% — 3} y tendremos que &/*> —3 =10

En ambos casos la construceion es como en el ejemplo anterior.
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1.6. Elementos algebraicos y trascendentes.

Definicién 1.6.1 Sea E un campo de extensidn de F.

Decimos que o € E es algebraico sobre F si f(a) = 0 para algin f(z) € F[x]
con f(z) # 0. Si & no es algebraico sobre F, diremos que a es trascendente
sobre I

Ejemplo 1.6.2 Q subcampo de C. \/5 es cero de 22 —2 € Q[z]. Por tanto,
V2eC es algebraico sobre (.

Tambiéni € C es un elemento algebraico sobre C pues i es cero del polinomio
7% + 1 € Q[z].

Ejemplo 1.6.3 Los nimeros reales @ y e son trascendentes sobre Q. Para
la demostracion de este ejemplo ver [2] pp. 207-2010.

Ejemplo 1.6.4 7 € R es trascendente sobre Q, sin embargo 7 es algebraico
sobre R pues es cero del polinomio x — = € R[z].

Ejemplo 1.6.5 FEl niimero real \/1+ /3 es algebraico sobre Q.

Sea o = v/1+ V3 = o = 14+/3 y entonces o®—1 = /3 y ast, (a®—1)%> = 3
=0 -2 +1=3=0a*-2a%2-2=0, por tanto, « = V1 + /3 es un
cero de un polinomio sobre Q[z].

La siguiente definicién es una definicién usada en teoria de ntimeros.

Definicidn 1.6.6 Un elemento en C que es algebraico sobre Q es un nimero
algebraico.
Un ndmero trascendente es un elemento en C que es trascendente sobre Q.

Teorema 1.6.7 Sea E un campo de extension de F' y sea o € E. Sea
®,:Flz] — E

el homomorfismo evaluacidn (Po(a) =aVa€ F y d,(x) = a).
Entonces a es trascendente sobre F' < ®, es monomorfismo.

Demostracion. (=)Ker ®, = {f € Fl[z]|®.(f) = 0} pero por definicién
D.(f)# 0 YO0 # f(z) € Flz], por tanto Ker &, = 0.

(<) Si @, monomorfismo, se tiene que Ker @, = {0} & {f € Flz]|f(a) =
0} = 0, por tanto, f(a) #0V 0# f(z) € Flz]
.. o es trascendente sobre Flz]. m
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1.7. El polinomio irreducible asociado a un ele-
mento algebraico « sobre F.

Motivacién: Q subcampo de R. Sabemos que /2 es algebraico sobre
¥ v/2 es un cero de 2% — 2. También /2 es cero de por ejemplo los polinomios
23 — 2z y de * — 322 + 2 = (2% — 2)(2® — 1). Todos estos polinomios que
tienen a v/2 como cero, son miltiplos del polinomio z2 — 2.

Fl siguiente teorema muestra que esto siempre se da en el caso general.

Teorema 1.7.1 Sea E un campo de extension de F y sea o € F tal que
a es algebraico sobre F. Entonces existe (por definicidn) algin polinomio
irreducible p(x) € Flz] tal que p(a) = 0. Ademds p(z) estd determinado de
manera unica salvo un factor constante en I’ y es un polinomio de grado
minimal mayor o igual que 1 en Fx] que tiene a o como un cero. También
st f(a) =0 para algun f(z) € Flz] con f(z) # 0 entonces p(z)|f(z).

Demostracion. Consideremos el homomorfismo valuacién
Dy Flzg) — F

= Kerd, = {f € Flz]|f(a) = 0}. Dado que « es algebraico sobre F te-
nemos que 3 0 # f(z) € Flz] tal que f(a) =0 .. Kerd, # 0. Ya
probamos anteriormente que F[z] es un DIP . Ker®, = (p(z)) para algtin
p(z) € Flz]. Ademés dado que Ker®, # 0 = p(z) # 0.

Notemos también que p(z) no puede ser una constante c¢ distinta de cero
pues tendriamos que ¢ = p(a) = 0., grad p(z) > 1.

Sea 0 # f(x) € Flz] tal que f(a) =0. = f(z) € Ker®, = f(z) =
g(z)p(z) para algin g(z) € Flz] = p(x)|f(z)V f(z) € Flz] tal que f(a) =
0. Adermds p(z) es de grado minimal tal que f(a) = 0 pues p(z)|f(z) V f(z) €
Flz] tal que f(a) = 0= p(z)g(z) = f(z) = grad p(z) < grad f(x).

-p(z) es irreducible-

p(x) = r(z)s(z) = 0 = p(a) = r(a)s(a) = r(z) es una constante o s(z) es
una constante pues de no ser as{ se constradice la minimalidad del grado de
p(x). =

El teorema anterior nos permite dar la siguiente
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Definicion 1.7.2 Sea F un campo de extensién del campo F y sea o € I al-
gebraico sobre F. El winico polinomio ménico p(x) del teorema 1.7.1 serd lla-
mado el polinomio irreducible para o sobre F y se denotard por irr(a, F).
El grado de irr(a, F) se llama el grado de o sobre F y se denotard por
grad (o, F).

Ejemplo 1.7.3 a).- irr(v/2,Q) = 2% — 2.

b).- En el ejemplo 1.6.5 vimos que o = /i + V3 €R es un cero de z* — 2z —
2 € Q[z]. Por Eisenstein ( con p = 2) vemos que z* — 2z — 2 es irreducible
sobre (Q

sarr(vV14+4/3,Q) = 2t — 227 - 2

y grad (V1++/3,Q) =4.

Ejemplo 1.7.4 /2 € R es algebraico de grado 2 sobre Q, pues V2 es cero
del polinomio ménico irreducible =® — 2 en Q[z].

V2 € R es algebraico de grado 1 sobre R pues es x — /2 es un polinomio
ménico irreducible en R[x] que tiene a o = /2 como un cero.



Capitulo 2

Extensiones de campos.

2.1. Extensiones simples.

Observacién 2.1.1 Sea F subcampo de E y sea o € E. Sea
Py : Flz] — E

el homomorfismo evaluacion.

Entonces sélo existen dos posibilidades, que a sea algebraico sobre F' o que
« sea trascendente sobre F.
CASO 1: « es algebraico sobre F. En la demostracién del teorema 1.7.1,
vimos que

Ker &, = (irr(a, F))
Por el teorema 1.5.10 se tiene que (irr(c, F')) es un ideal maximal de F|z].
Y por el teorema 1.2.3 tenemos que Flx]/{(irr(c, F)) es un campo.

Por otra parte, por el primer teorema de isomorfismo de anillos (ver
teorema en [1] pp. 141-142), tenemos el isomorfismo canénico de anillos

@, : Flz|/{irr(a, F)) — ®4(F[z]) CE.

Dado que &, es isomorfismo de anillos y F[z]/{irr(a, F)) es campo, entonces
O, (F[z]) es subcampo de E.
Por otra parte,

oo(Fla]) = {f()If(z) € Flal} ={ ) aia™|a; € F},

i,finita

notemos que cualquier campo que contenga a F y a o debe contener al con-
junto anterior que es un campo, por lo tanto @, (F[x]) es el menor subcampo
de E que contiene a F y a a. Denotaremos este campo por F(a).

37
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CASO 2: a es trascendente sobre F. Por el teorema 1.6.7, &, : Flz] — E
es monomorfismo de anillos.

Entonces @, : Flz] — ®,(F[x]) es isomorfismo de anillos (pues F[z] es
dominio entero y no es campo). Entonces ®,(F[z]) es dominio entero y no
es campo. Denotaremos a ®,(F[z]) por Fla].

Pero se tiene que cualquier campo E que contiene a un dominio entero F[a]
contiene al campo de cocientes de F'a] (ver corolario en [1] pp. 244) asi F
contiene un campo de cocientes de F[a] y por lo tanto dicho campo de co-
cientes es el menor subcampo de E que coutiene al campo I y a «. Como
en el CASO 1 denotaremos este campo por F(a).

Definicidén 2.1.2 Un campo de extension E de un campo F es una exten-
sion simple de F si E = F(a) para algiin o € E.

Teorema 2.1.3 Sea E una extensidn simple F(a) de un campo F y sea «
algebraico sobre F. Sean > 1 el grado de irr(«, ). Entonces todo elemento
£ de E = F(a) se puede expresar de manera inica como:

B=by+bia+- - +bp_10™! donde b;eF Yi=0,---,n—1
Demostracién. Como « algebraico sobre F', y por el CASO 1 anterior,
Fla) = ®4(F[z])

Entonces todo elemento en () es de la forma ®,(f) = f(«), un polinomio
en o con coeficiente en F. Sea el polinomio:

p(z) = irr(a, F) = 2" + ap_13"" " + - + ag

Por definicién de p(x) tenemos que p(a) = 0, de donde obtenemos

A=y A8 L s e
Usando la ecuacién anterior podemos expresar cualgquier monomio a™ con
m=n+k
en términos de potencias de & que son menores que n, por ejemplo:

ol = qa® = a(_an_laﬂfl S . GD)
= —ap_ 10" — - — apo
-1
= —@p-1(—@n-10"" = —ap) = - — @

Asi, si 8 = f(a) es posible expresar a 8 de la forma requerida

B=by+ba+ - +by_1a™ L.
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Veamos que dicha expresién es dnica. Si
bo+bia+ o+ by = b+ blat - b0 !
para b, € F, entonces
(bo — bp) + (b1 — b)) + -+ + (bt — By_y)a™! = () € Fla]

con g(a) = 0 y con grad(g(z)) < grad(irr(a, F)). Con irr(a, F) un poli-
nomio distinto de cero y minimal, por tanto, g(x) = 0 y asf

bi=b ¥V i=0,1, ,n—1

Corolario 2.1.4 Sea F subcampo de E y sea o € E algebraico sobre F. Si
grad(c, F) = n, entonces F(a) es un espacio vectorial n-dimensional sobre
F, con base {1,a,...,a" '}, Mds atin todo elemento 3 € F(a) es algebraico
sobre F' y ademdas,

grad(8, F) < grad(a, F).

Demostracion. Que F(a) es espacio vectorial sobre F con base {1, ...,a" 1}
es por consecuencia directa del teorema 2.1.3. Veamos que para /3 en F(«)
tenemos que 3 algebraico sobre 'y que

grad(S, F) < grad(a, F).
Consideremos la coleceidn de elementos
1: 67!827 i uﬁm

tal coleccién es linealmente dependiente en F(a). Entonces, existen b; en F'
tales que:

bo +b18 + ... + bn/@m =0
con no todas las b; = 0. Tenemos entonces que el polinomio

flx) =bo+ bz + ... + bpz™

es tal que
0+# f(z) € Flz] y f(8)=0.

Por lo que 3 es algebraico sobre F' y ademads

deg(B, F) € n = deg(a, F).
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Ejemplo 2.1.5
p(z) =a° + +1 € L[]

es un polinomio irreducible sobre Zo pues ni 0 ni 1 son raices, y

grad (p(z)) < 3 (ver el teorema 1.5.1).

Aplicando el teorema 1.5.18 tenemos que existe un campo de extension E
de 7y que contiene algin cero a de p(x). Por el teorema 2.1.3

Zs(a) = {0+ 00,1+ 00,0+ la y 1+1a} ={0,1,0,1+a}

Hemos obtenido un nuevo campo finito de 4 elementos. Calculemos las tablas
de adicién y multiplicacion para este campo, notemos que para calcular el
producto (1 4 a)(1 + a) en Zz(a), tenemos que p(a) = a?+a+l1=0,
entonces

1+a)(l4+a) =1+1-a+l-a+a®
=14 (1+Da+a?
=1+a? puesl+1=0enZ
=1-1-1la puesO=pla)=a’+a+l=>a’=a-1
=1l+4+a+1l pues —1=1en Zo
=a puesl+1=0enZ

Sl+a)(l—a) =«

+ 0 1 « 1+«
0 0 1 @ 14+«
1 1 0 14+« «
« 16 14+« 0 1
l+a||ll4+a e 1 0
- 0 1 @ 14+«
0 0 0 0 0
1 0 1 Q 1+
o 0 « 1+ 1
l+a||0f| 1+ 1 o

2.2. Estensiones finitas.

Definicién 2.2.1 Sea F subcampo de E. Si E es de dimension finita n
como espacio vectorial sobre I, entonces diremos que I es una extension
finita de grado n sobre F. Denotaremos por [E : F| al grado de E sobre F.
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Observacion 2.2.2 Sea F' subcampo de E tal que E es una extension finita
sobre F.

[E:F]l=1<E=F

Demostracién. (=) Dado que [E : F] = 1 tenemos que E es un espacio
vectorial de dimensién finita sobre F'. Por dlgebra lineal tenemos que para
« € E tal que o # 0, {a} se puede extender a una base de E sobre F. En
particular tomemos 0 # 1 € E, tenemos que {1} se puede extender a una
base de E sobre F. Dado que [E : F| = 1 entonces {1} es una base para F
sobre F', asi:

E ={Y; finita t1%]a; € F} = {f(1)|f(z) € Flz]}
= F(1) pues 1 es algebraico sobre F y aplicamos el CASO 1 de la observacién 2.1.1
=F puesl € F.

por tanto
E=F
(<) Ahora consideremos E=F = [E: F]=1. m

Ejemplo 2.2.3 Retomando el ejemplo 1.5.19 demostraremos que:
Rz]/(z* +1) = C.

Demostracién. Recordemos que R[z]/(z? + 1) es una extensién de
R={r+ (z2+1) €Rz]/{z? + 1)|r € R}, tal que el elemento

a=z+ (2?2 +1) € Rlz]/{x® + 1) es un cero del polinomio z? + 1 € Rlz].
Tenemos que C es un campo de extension de R ( esto es, R es subcampo
de C) v que ¢ € C es un elemento algebraico sobre R, pues i es cero de
22 +1 € Rlz].

Por el CASO 1 de la observacién 2.1.1 tenemos un isomorfismo

; : Rlz]/{2? + 1) — &;(R[z]) = R[i] = R(3),

con R(i) subcampo de C, tal que para f(x) + (2% + 1) € Rlz]/(z? + 1) se
tiene

Oi(f(z) + (z° + 1)) = ®:(f(2)) = (i),

con f(i) € R(7).
Por el teorema 2.1.3 tenemos que una base de R(i) sobre R es {1,}, entonces:

R(i) = {a + bila,b € R} = C,
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por tanto tenemos un isomorfismo de anillos

D; :R[z]/{(z®*+1) — C
f@)+ @ +1) — f(D)

(Notemos ademds que si r+(z°+1) € {r+{z’+1) € Rlz]/{(z*+1)jr e R} =R
entonces ®;(r+(z2+1)) = &;(r) = ry ®;(a) = &;(z+(z2+1)) = ®;(z) =1).
s

2.3. Extensiones algebraicas.

Definicién 2.3.1 Un campo de extension E de un campo F, es una exten-
sion algebraica de F si todo elemento en E es algebraico sobre F.

Teorema 2.3.2 Sea F' subcampo de E, tal que [E : F] < oo, entonces E es
une extension algebraica sobre F.

Demostracién. Sea a € E. Sea n = [E : F]. Consideremos la coleccién
1o+ o™ €.E

Notemos que tal coleccién no es linealmente independiente en E, por lo que
existen elementos a; en F tales que

ana” + - +aa+ag =10
con no todas las a; iguales a cero. Entonces
flz) =wna™ +---+ap

es tal que f(x) # 0, f(z) € Flz] y f(a) = 0, por tanto, o es algebraico
sobre F'. ®

Corolario 2.3.3 Sea F subcampo de E y o € E, tal que o es algebraico
sobre F = F(«) es una extensidn algebraica sobre F'.

Demostracién. Dado que a es algebraico sobre F, entonces por el corolario
2.1.4 tenemos que [F(a) : F] = grad(a, ) < co. Aplicando el teorema 2.3.2,
se tiene que F'(a) es una extensién algebraica sobre F'. ®

Corolario 2.3.4 Sea F subcampo de E y o € E. « es algebraico sobre
F < F(a) es una exlensidn finita sobre I' en E.
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Demostracién. (=) Inmediato del teorema 2.3.2.
(<) Es el corolario 2.1.4. =

Teorema 2.3.5 Sea F' subcampo de E y E subcampo de K, tal que [E : F|
y [K : E] son finitos = K es una extensién finita de F' y

[K:F|=[K:E|[E:F]

Mids aun st
{ai}?=1 CE, {!Bj}?:l CK

son bases de E sobre F' y K sobre E respectivamente, entonces el conjunto
de los productos en K

{iBjhi<i<n, 1<j<m

es una base de K sobre F'.

Demostracién. Sea v € K, entonces v se puede escribir como

m
7= Z b;B;
=1

con b; elementos de . Dado que {a;}!, es una base de E sobre F' tenemos
que

n
bj:Zaijai
i=1
para cada b;j con j =1,--- ,m,cona; € FYi=1,--- ,nyj=1---,m.

Asf tenemos que
m n

= aya)Bi= Y, aij@f;)

gl u=t Isisn, 1jsm

por tanto el conjunto {a;/3;} genera a K sobre F.
Supongamos que

E cij{cif;) =0 con ¢ en F,
I<ign, 1<jsm
entonces

T T i
ZZ(C.,;ja,;)ﬁjz(] con Zcija,; en E paracada j=1,---,m

j=1 i=1 i=1
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Dado que {4; }5’},_1 es linealmente independiente sobre E, entonces se tiene
que:

n

Zcz-jai =0 paracada j=1,---,m

i=1
Pero por hipétesis el conjunto{a;}? ; también es linealmente independiente
sobre F, por consiguiente se tiene que c;; = 0 V i, j, por tanto, {aif;} es
linealmente independiente.
( K
Base {f;}
Base {a;f;} 4 E
Base {aj}

\ F

Nota 2.3.6 En el sentido de las bases, el teorema 2.3.5 también es vdlido
cuando las ertensiones son de grado infinito, es decir, si {ai}icr es base
para E sobre F y {B;}jc es base para K sobre E entonces {@iBj}ier, jes
es base para K sobre F.

Corolario 2.3.7 Si F; es un campo parai=1,--- ,n y F;;1 es una exten-
sién finita para F;, entonces Iy es una extension finita de F1 y ademds

[Fr : Fﬂ = [Fr i Ff‘fl][Frfl : Fr_g] = [Fg H Fﬂ
Demostraciéon. Usar el teorema 2.3.5 e induccién matemdtica. B

Corolario 2.3.8 Sea F subcampo de E, sea o € E algebraico sobre F' y sea
B € F(a), entonces
grad (B, F)lgrad(a, F).

Demostracién. Dado que a € E es algebraico sobre F, por el cololario
2.1.4 se tiene que

grad (a, F) = [F(a) : F] (que es finito) (1)

Por otra parte, si a en E es algebraico sobre F', entonces por el corolario
2.4.6, se tiene que F(a) es una extension algebraica sobre F. Dado que



2.3. EXTENSIONES ALGEBRAICAS. 45

por hipétesis § es un elemento de F(«), entonces por definicién 8 € E es
algebraico sobre F'. Aplicando el corolario 2.1.4 se tiene que

grad (3, F) = [F(8) : F] (que es finito)  (II).

Ademads, dado que F(3) es el menor subcampo de E que contiene a Iy
a B y tenemos que 5 € F(a) con F C F(a), conclulmos que F(8) es un
subcampo de F(a).

Notemos también que § es elemento de F(a) con F(3) subcampo de F(a)
v con 3 algebraico sobre F. Por lo que § satisface un polinomio con coefi-
cientes en F', lo que implica, que § es cero de un polinomio con coeficientes
en F(3). Por lo que 3 esta en F(a), con F(8) subcampo de F(a) y con §
algebraico sobre F'(5). Aplicando el corolario 2.3.3 obtenemos que:

[F(a): F(B) <0 (III)
Por (I),(I1),(III) y por el teorema 2.3.5 se obtiene,
[F(e) : F(BF(B) : F] = [F(a) : F],

por tanto,
grad(3, F)|grad(a, F).

Ejemplo 2.3.9 No hay elemento de Q(v/2) que sea un cero de z — 2.

Demostracién. Supongamos que existe 3 en Q(v/2) tal que 83 — 2 = 0.
Usando el teorema 1.5.6 (criterio de Einstein) con p = 2, tenemos que x3 — 2
es irreducible sobre @ y adem&s es ménico, por lo que,

grad (8,Q)

grad (z* — 2)
3

Por otra parte:
grad (V2,Q) = grad (z% — 21 =2

Por el corolario 2.3.8 se tendria que:
grad (8,Q)|grad (V2,Q).

Pero 3 /2. Por lo que no existen elementos en Q(+/2) que sean ceros del
polinomio z° — 2. w
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Observacion 2.3.10 Sea I' subcampo de E y oy, a9 € E algebraicos o no
sobre F. Sea F(o1,a0) el menor subcampo de E que contiene aj y a ao.

Entonces
F(ay,a9) € (F(an))(az2).

pues (F(ay))(o2) es un campo que contiene a F(oi) y a az pero F(a)
contiene a F y a ay, por lo que:

F(an)(az) 2 FU{en} U{as}

Por otra parte también se tiene que F(ay) C Fay,az) pues F(a1) es el
menor subcampo que contiene a F y a oy

= F(al) U {(1/2} 5 F((Jq,ag)

pues ag € Flay, as). = Flai)(ae) C F(a1, a) pues Far)(ag) es el menor
subcampo de E que contiene a F(a1) y a ag. Por tanto

F(ay, a2) = Fag)(a2).
Andlogamente F(oq,aq) = F(az)(on), por tanto,

F(ar)(e2) = F(an,02) = Flaz)(en).

De la misma forma para o € E con i=1,--- ,n se tiene que

F(al7"' fa?'l-)
es el menor subcampo de E que contiene a ay,--- , oy y podemos obtener el
campo F(aq, - ,an) a partir del campo F', agregando a F uno por uno los

elementos a; € E.
Ejemplo 2.3.11 Consideremos el campo Q( \@). Dado que
irr(v2,Q) = ?-2 = grad(v2,Q) =2

Por el corolario 2.1.4 tenemos que {1, \/ﬁ} es una base para Q(v/2) sobre
Q.

Por otra parte consideremos el elemento V244/3 € R, calculando obtenemos
que

irr(\@ +4/3,Q) =zt - 1022 + 1.
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(puesa=vV24+V3=>a—-vV2=v3=(a—vV2)?=3=0a?—2aVv2+2=
3=>20v2=0a’-1=242-2=(a*-12 =382 =a*-22+1=
a* =100 +1=0= a =2+ 3 es cero del polinomio =* — 10z% 4+ 1 que
es monico e irreducible sobre Q). Aplicando el corolario 2.1.4 se tiene que

4= grad(v2+v3,Q) = [Q(vV2+V3) : Q]

por lo que v2+v3 & Q(v/2) (pues V2+v3 € Q(v/2) implica, por el corolario
2.1.4, que V2 + /3 es algebraico sobre Q tal que por el corolario 2.3.8
4 = grad(v2+3,Q)|grad(v2,Q) = 2 pero 412! . V24+V3 ¢ Q(v?2)). Lo
que implica que V'3 & Q(v/2) (pues V3 € Q(v2) = V2+/3 € Q(V2) lo cual
vimos que no es posible), entonces {1,v/3} es una base para Q(v/2)(v/3) sobre
Q(v2) (pues dado que v/3 & Q(1/(2)) tenemos que irr(v/3,Q(v2)) = 2 —
3 = grad(v3,Q(1/(2)) = 2 pero por el corolario 2.1.4 el grad(v/3,Q(v2)) =
[Q(v/(2))(v3) : Q(v2)] .. [(V2)(V3) : Q(v2)] = 2. Asf por el corolario
2.1.4 {1,v/3} es base).

Por el teorema 2.3.5 los productos

{1-1,1-v2,v3-1,v3v2} = {1,v2,V3,V6},

son una base para Q(v/2)(v/3) pero por la observacidn 2.3.10 Q(v/2)(v/3) =
Q(V2,v3), ast {1,/2,v/3,V/6} es una base para Q(+v/2,/3) sobre Q.

[ QvD)(v3) = Q(v2,v3)

Base {1,\/5})[

Base {1,v2,V3,V6}{ QV3)

Base {l,\/ﬁ}T
\ Q

Observacién 2.3.12 Notamos que F < E € K tal que [K : F] < o0 =
[K : E] < 00, pues sea v € K

i
:>7:Zaik¢conaé€F, ke K

=1

pero notemos que a; € E pues F C E. Asi {k1,--- ,kn} genera a K sobre
E .  [K:E]<oco.
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Observacion 2.3.13 Tenemos por la observacion anierior que

JF
]

veamos que esto implica que [E : F] < 0o. Supongamos que [E : F] = oo.
Sea {a;}icr una base infinita para E sobre F y sea {B;}j=1, n una base
para K sobre F. Por la nota 2.3.6 = {e;B;}icr j=1, n €5 una base para K
sobre F = [K : F]=o00! . [E: F] < 00.

Ejemplo 2.3.14 Sea v/2, V2 € R. Notemos que ¥2 & Q(v/2) (pues si Y2 €
Q(v/2), por el corolario 2.3.7 tendriamos que grad(¥/2,Q)|grad(+/2, Q) pero
irr(\s/i Q) = 2® — 2 que es irreducible sobre Q por Einsenstein para p = 2
ademds irr(v/2,Q) = 22 — 2 = grad(V2,Q) = 3 y grad(v2,Q) = 2 pero
3121 - 32 ¢ QWA))= [(QVD)FD) : QWD) = grad(¥2,Q(V3)) =
grad(z® — 2) = 3 ( pues V2 es raiz de z3 — 2 con z® — 2 irreducible so-
bre Q(v/2) porque V2 ¢ Q(V2)y las demds rafces de 8 — 2 no estdn en
R 2 Q(v2).

Entonces una base para Q(v/2) sobre Q es {1, v/2} y una base para Q(V2,V?2)
sobre Q(v/2) es {1,V2,(V2)*}.

Qv2)(¥2)
Base {1,W,(%)2}T
Q(V2)
Base {1,\/§}T
Q
Mds ain por el teorema 2.3.5 el conjunto de productos
(1-1,1-v3, 431,293, (V3 - 1,(¥DWE) ={1,23,28,28+5,28 25
= {1,23,25,28,25,25)

es una base para Q(v2)(V2) = Q(V2, V/2) sobre (7@ [Q(2%,2%) : Q] = 6.
Notemos que % e Q(v2,V?2) (pues % e Q) y2s € Q(v2,V/2) pues 26

2+

bl

¥
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es uno de los elementos de la base de Q(v/2,V/2) sobre Q(\/2) = %(2%) €
Q(v?2, V/2). Pero %(267") =1(2- 2%) =26 .25 € Q(v2, V2) y notemos que
26 es cero del polinomio z° — 2 € Qlz] el cual es irreducible sobre Q (por el
criterio de Einsenstein para p = 2) entonces

grad(25,Q) =6 . [Q(2%),Q] = 6.

Ademds 3
Q <Q(25)
< Q(27,25) pues 25 € Q(22,25).
Por tanto,
Q(2%,23) Q(27,23)
00>T
©>1 Q@) = Qe
00>T T
Q Q

Por tanto podemos aplicar el teorema 2.3.5

o=

= [Q(27,27) : Q] = [Q(27,25) : Q(28)] [Q(23) : Q]

I 1
6 6
13 1 1 1 1
= 6[Q(22,23) : Q(25)] = 6 = [Q(22,23) : Q(28)] =1
= Q(Q%,Q%) = Q(Q%) ésto por la observacidon 2.2.2.
Nota 2.3.15 El ejemplo 2.3.14 muestra gue es posible que una extensidn
Flon, - ,ap) de un campo F, en realidad, sea una extension simple. Aungue

n > 1. A continuacidn caracterizaremos las extensiones de la forma Foy, -+ , o)
para el caso en que todas las «; son algebraicas sobre F.

Teorema 2.3.16 Sea F' subcampo de E, tal que E es una extensidn alge-
braica de F.

Existe un nimero finito de elementos oz, an, -+ ,ap, en B tal que E =
Flay,an, - ,op) sty sdlo si [E: F) es finito.
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Demostracién. (=) Supongamos que E = F(ay,--- ,a,), con o; € E.
Dado que F es una extensién algebraica de F', por definicién tenemos que o
es algebraico sobre F. Claramente cada «; es algebraico sobre todo campo
de extensién de F en E. Usando esta observacién y el corolario 2.3.3 se tiene
que F(ay) es algebraico sobre F' pues a; € E es algebraico sobre F. De la
misma manera F(ap,az) = (F(a1))(a2) es algebraica sobre (1) pues az
en E es algebraico sobre F(a).

F(oy,09,a3) = (F(a1,as))(a3) es algebraica sobre F(ay,a9) pues ag en E
es algebraico sobre F(aq, a2). Continuando de esa forma se llega a que:
Flay, - ,an) = (F(a1, -+ ,an-1))(an) es algebraica sobre '(ax, - -+ , on—1)
pues ay, en E es algebraica sobre F(ay,--- ,an).

Por el corolario 2.1.4 tenemos que:

[Fay): F] < oo

[F(ay,as2) : Flai)] < oo

[F(ar, oz, a3) : Flai,az)] < o0

[Fla, - yam): Flon, - ,an-1)] <00

Usando el corolario 2.3.7 tenemos que

B =[Flay, - jan) : F] = [Flon, - ;o] t Floy, 1)) [Fla, az) : F(oa)][F(a1) :

por lo que [E : F| es finito.

(«<) Dado que [E : F] < oo existe una base {a1, -~ an} C E. Asi B =
{araq + -+ + apanla; € F} C F(ay,- - ,ap) donde la contencién ante-
rior se tiene porque F(ay, -+ ,an) contiene a F' y a a1,--- ,an ¥ porque
Flag, -+ ,ap) €s campo.

Por otra parte, también se tiene que F'(aq, - - o) € E pues Flay, -+ , o)
es el menor campo que contiene a F' y a aq,- -, 0. F es subcampo de E
por hipétesis y {a1, -+ ,an} € E. Por tanto F(a, - Jon)=FE. m

2.4. Campos algebraicamente cerrados y cerraduras
algebraicas.

Teorema 2.4.1 Sea E un campo de extension de F. Entonces

Fgp = {a € E| « es algebraico sobre F}

es un subcampo de E, el cual llamaremos la cerradura algebraica de I
en F.
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Demostracién. Sean a, 3 en Fg. Dado que «, 3 son elementos de E alge-
braicos sobre F, entonces por el corolario 2.3.4 [F(a) : F] < oc.

Veamos que [F(a)(8) : F(a)] < oo.

Como £ en E es algebraico sobre F, se tiene que g es algebraico sobre todo
campo de extensién de I’ en E. Por lo que 3 es algebraico sobre F'(a), en-
tonces por el corolario 2.3.4 [(F(a))(B) : F(a)] < oo y por el corolario 2.3.7
tenemos que:

[(F(a))(B) : F] = [F(a)(B) : F(a)][F(e) : F] < 00

Por tanto [F(a, 3) : F] < oco. Por el teorema 2.3.2 F'(a, §) es una extensién
algebraica sobre I, por lo que todo elemento de F{a, 3) es algebraico sobre
F y usando la definicién de Fg tenemos que F(a, 3) C Fg.

As{ Fg contiene a a+ 8, aff, a—f3, y % para 8 # 0. Por lo tanto Fg; es un
subcampo de E. =

Corolario 2.4.2 Si F es subcampo de E y o, 3 € F son algebraicos sobre
F, entonces o+ 3, a—f3, af y % 51 3 # 0 son algebraicos sobre I

Demostracion. Se sigue del teorema 2.4.1. =

Nota 2.4.3 Es bien sabido que todo polinomio no constante en Clz] tiene
un cero en C (Teorema fundamental del Algebra). La siguente definicidn
generaliza este concepto a otros campos.

Definicién 2.4.4 Un campo F es algebraicamente cerrado si todo poli-
nomio no constante en F(z] tiene algiin cero en F.

Teorema 2.4.5 Un campo I’ es algebraicamente cerrado < todo polinomio
no constante en F(z] se puede factorizar en F|x] en factores lineales.

Demostracién. (=») Supongamos que F es algebraicamente cerrado. Sea
f(z) en F[z] un polinomio no constante por lo tanto, f(x) tiene un cero
en F. Por el corolario 1.3.2,  — a es un factor de f(z), es decir,

f(z) = (x — a)g(x) para algin g(z) en Flz],

con
grad g(z) = (grad f(z)) — 1.

Si g(z) es no constante entonces tiene un cero ben F y

f(z) = (z — a)(z — b)h(z), para h(z) en F[z]
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con
grad h(z) = (grad f(z)) — 2.

Continuando este proceso obtenemos una factorizacién de f(z) en factores
lineales.

(<) Supongamos que todo polinomio no constante tiene una factorizacién

en factores lineales. Si az — b es un factor lineal de f(z), entonces % es un

cero de f(z), por tanto, F es algebraicamente cerrado. m

Corolario 2.4.6 Sea F un campo algebraicamente cerrado. Si E es una
extension algebraica de F entonces E = F', es decir, F' no tiene extensiones
algebraicas propias.

Demostracién. Sea F una extensién algebraica de F, asi F' es subcampo
de E. Sea o en E. Entonces o es algebraico sobre F. Por el teorema 1.7.1
existe el polinomio irreducible

p(z) =irr(a, F).

(recordemos que p(z) es irreducible, ménico y p(a) = 0).
Por el teorema 2.4.5 todo polinomio no constante en F[z] se factoriza en
factores lineales, pero p(x) es irreducible sobre F, por lo que:

grad p(z) =1,

asi
pr)=z—a

con a en F. Pero p(a) = 0, por lo que
a—a=0.

Y finalmente « = a € F, por tanto, E C F' y en consecuencia £ = F. &

El siguiente Teorema es fundamental

Teorema 2.4.7 Todo campo F tiene una cerradura algebraica I7, esto es,
una extension algebraica que es algebraicamente cerrada.

Demostracién. Ver la demostracién en [1] pp. 356-357. m

Damos a continuacién algunos ejemplos sin demostracién de cerraduras al-
gebraicas de algunos campos.
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Ejemplo 2.4.8 R=C

Q= {acQlaes cero de un polinomio en Q|z]}

= {a € Qla es cero de un polinomio en Z[z]}.
A Q se le llama campo de nimeros algebraicos.

Nota 2.4.9 Eriste una cantidad numerable de campos algebraicamente cer-
rados en los mimeros complejos que contienen al campo de nimeros alge-
braicos. Son las cerraduras algebraicas de las extensiones trascendentes de
los niimeros racionales (como por ejemplo, de Q(7)).

Ejemplo 2.4.10 Sea p un primo. Z_p es un campo numerable infinito que
contiene una copia del campo de orden p™ para cada entero positivo n (es la
unién de dichas copias).

2.5. Automorfismos de campos.
Sea I una cerradura algebraica fija de F.

Definicién 2.5.1 Sea E una ertensién algebraica de un campo F. Dos ele-
mentos o, 3 € FE se llaman conjugados sobre F' cuando

irr(a, F) = irr(B, F).
Esto es, si o y 8 son ceros del mismo polinomio irreducible sobre F.

Nota 2.5.2 La definicidn anterior generaliza la idea cldsica de “nidmeros
complejos conjugados sobre R”. Pues por ejemplo sia,b € R yb # 0, los
nimeros complejos conjugados a+bi y a—bi son ambos ceros del polinomio
22 — 2azx + a® + b%, que es un polinomio irreducible en R|z].

((z — (a+ b)) (z — (a — bi)) = 2% — 2azx + a® + b%).

Teorema 2.5.3 (Isomorfismos bdsicos de la teoria de campos algebraicos).
Sea F un campo y o, 3 € F algebraicos sobre I, con grad(irr{a, F)) = n.
La funcidn

Ty p: Fla) — F(B)

definida por:

\pmﬁ(oﬂ + Gl v Cn__lt’,\{n_l) =cp+ clﬁ T B cn——lﬁn_l
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para ¢; € F, es un isomorfismo de F(«) sobre F(5) si y sélo si a y B son
conjugados sobre I

Demostracién. (=) Supongamos que ¥, g : F'(a) — F(f) es isomorfis-
mo. Sea
irr(a, F) = ag + a1 + - - - + apx”

el polinomio irreducible de « sobre F. Por definicién de irr(a, F) tenemos
que
ag + ara + -+ apa” = 0.

Asi se tiene que

ap+ a1+ +anf" = Uap(a+ oo+ +apa™) =¥, 5(0) =0
Por tanto ag + a13 + - -+ a, 3" = 0. Por el teorema 1.7.1 obtenemos que:
irr(B8, F)lag + a1z + + - + apa™ = irr(a, F),

por tanto,

irr(8, F)lirr(a, F).

Ahora notemos que
(o)™ = Vpa

Haciendo un razonamiento andlogo tenemos lo siguiente:
Sea
irr(8,F) =bo+ bz + - + bpz™,

entonces
b+ 018+ +bnf™ =0

v esto implica que
0="U,p500)=Tapsbo+bf+ - +bnf") =by+bia+ - +bna™

entonces
irr(a, F)lbo + b1z + -+ + bpa™ = irr(8, F),

por lo que
irr(a, F)|irr(8, F)

De lo anterior se tiene que:

irr(8, Fai(z) = irr(e, F)
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para algtn ¢;(z) en F[z] con grad gi(z) = 0 pues irr(a, F) es irreducible.
= irr(B3, F)ey = irr(a, F) donde ¢1(z) = ¢ € F.
Andilogamente

irr(a, F)|irr(8, F)

y entonces irr(a, I')ea = irr(8, F') pero notemos que que ¢; = ¢ = 1, pues
irr(8, F) e irr(a, F) son ménicos y por lo tanto:

irr(B, F) = irr(a, F).

(<) Supongamos que irr(a, F) = iwrr(3,F) = p(z). Dado que a y 3 son
algebraicos sobre F, los homomorfismos evaluacién son tales que

®, : Flz] — Fla] = F(a), ®p: Flz] — F[] = F(3).

Por el CASO I de la observacién 2.1.1. Por tanto son ep_im()rﬁsmos. También
por el CASO I de la observacién 2.1.1 tenemos que ®, : Flz]/(p(z)) —
F(a)y ®5: Flz]/{p(z)) — F(8) son isomorfismos.

Sea ‘1’,1”,3 = 6ﬂ o] (6,3}—1 : F(Of) g F(ﬁ)

Entonces ¥ es un isomorfismo. Ademas si tomamos un elemento
Q:»B
eo+crae+ -+ e, 10" € F(a) entonces:

Y, plco+cra+ - +ep-10"") =8g0 (o) Heo + 1o+ + cpo10" )
=Bp(co + 1T+ - -+ + cn12™ + (p(2)))
=dg(cp+ 17+ + cpyz™ )
=c+cf+---+ Cn—legn_l'

Y asf, ¥, 3 es justamente el isomorfismo enunciado en el teorema. ®

Corolario 2.5.4 Sea a algebraico sobre un campo F. Sea ¥ : F(a) —
F cualquier monomorfismo tal que U(a) = a V a € F (es decir ¥|p :
F < F es la inclusion) entonces B = ¥(a) es un conjugado de o sobre
F. Reciprocamente, para cada elemento 5 conjugado sobre F' de o existe un
tnico monomorfismo ¥ 0 Fla) — F tal que Yop(a) = B y ¥uz(a) =
aVaekF.

Demostracién. (=) Sea el polinomio
irr(a, F) =ap+ a1z + - - - + ap2”,
entonces se tiene que:

ap + aja+ -+ apa” =0
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=0 =9(0)=T(ap+ara+ -+ aa™)
=ap+ ¥ (a)+ -+ a, ¥ ()" pues U|p = F

Sea f = W(a), entonces /3 es cero del polinomio ag 4+ a1z + - + apz™ =
irr(a, F), ast irr(a, F) = irr(8, F), por tanto 8 = ¥(a) es conjugado de o
sobre F.

(<) Sea 3 conjugado de « sobre F. Entonces el isomorfismo del teorema
2.5.3

Uyp:Fla) - F(B)KF

cumple las condiciones deseadas.
Para ver la unicidad, sea

—‘Fa,ﬁ 3 F(a‘) — F,

un homomorfismo tal que ¥, 5(a) =aVa € Fy U, 5(a) = 3.
Sea
y=ao+ama+ - +ag1a"t € Fla),

entonces

Tap(y) =Taglao+aa+ - +a,10"")
= 'I’a,,ﬁ’(aﬁl+ Wa:ﬁ(al)@a:ﬁ(a) o g o Ea,ﬁ(an_l)ﬁaﬁ(a”_l)
=qaq + al‘l’ﬂ’g(ﬂ) forem weafe an_lﬁalg(a”‘l)

ap+ a1+ +ap-18"7"

=W, p(a0+a1a+ -+ ap_1a™1)

= \Da,ﬁ('}l)

Por tanto, se tiene la unicidad. =

Il

Corolario 2.5.5 Sea f(x) € Rlz]. Si f(a+ bi) = 0 para a + bi € C, donde
a,b € R, entonces también f(a — bi) = 0.

Demostracién. Ya probamos en el ejemplo 2.2.3 que C = R(i) donde

i = —1 y claramente C = R(—4) (pues por definicién R(i) es el menor
subcampo que contiene a R y a i, esto es, R(7) contiene a —%, por lo que
R(—%) € R(¢), por otra parte R(—i) contiene a R y a 1 = R(7) € R(—1) .~
R(i) = R(—i)). Ademds notemos que irr(i, R) = irr(—i, R) = z2+1 entonces
por el teorema 2.5.3 tenemos el isomorfismo

\I'i,—-z' :C= R(%) s R(—Z) =C
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tal que
U; _i(a+bi) =a+b(—i) =a— bi.
Asl
U i : C—= C es un isomorfismo
tal que

U(a+bi) =a — bi.

Asi, si f(z) = ap+a1z+- - -+a,z" ysipara a, b € R se tiene que 0 = f(a+b;)
entonces

0=fla+bi)=ap+ai(a+bi)+ - +an(a+bi)"
y asi,

0= ‘Ili,_i(f(a +bi)) = \I't-,ﬂ-(ao + a;(a +bi)+ -+ an(a. + b’l)n)
=W; _;(ag) + \Il'g,_z' (af)\I’i’,i (a+bi)+ -+ \I'i,,i(an)\lli,_?:(a + bi)"
=ap+a1¥; _;(a+ bi) + ot a, W (e + bi)"
=ao+ai(a—bi)+---+anla— bi)*
= fla — ).

Ejemplo 2.5.6 Considérese el campo Q(v/2) sobre Q. Los ceros del poli-
NOML0

irr(vV2,Q) = z2 - 2

son /2 y —/2. Entonces se tiene que dichos ceros son conjugados sobre Q.
Por el teorema 2.5.3 la transformacion

U5z Q(V2) — Q(—v2) = Q(v2)

que estd dada por
s sla+bv2) =a+b(—v2) = a—bV/2
es un isomorfismo de Q(v/2) sobre si mismo.

Definicién 2.5.7 Un isomorfismo de un campo sobre si mismo se llama
automorfismo del campo.

Definicién 2.5.8 Sea E un campo. Denotaremos por Aut(E) al conjunto
de automorfismos de E.
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Definicién 2.5.9 Sea ¢ € Aut(E). Decimos que un elemento a € E
queda fijo bajo o si o(a) = a.

Definicién 2.5.10 Sea S C Aut(E). Decimos que S deja fijo a un sub-
campo F de E si para cada a € F' tenemos que ola)=aVo €85.

Definicién 2.5.11 Sea S C Aut(E). Definimos el conjunto
Eg={a € E|o(a)=aV o € 5},
es decir, el conjunto de elementos de E que quedan fijos bajo toda o € S.
Definicion 2.5.12 Sea E un campo. Definimos
E* = E—{0}.
Afirmacién 2.5.13 E* es un grupo abeliano bajo la. multiplicacidn.

Afirmacién 2.5.14 i tenemos un homomorfismo de anillos f entre dos
campos Fy y Ea,
f . El i E2

entonces
f: Ef — Ej

definido por f(a) = fla) VY a € Ej, es homomorfismo de grupos abelianos.
]

Teorema 2.5.15 Sea S C Aut(E). Entonces Es es un subcampo de E.

Demostracion. Sean a,b € Eg, entonces o(a) =a y o(b)=bYo€Ss.

{ﬂ(a:}:b) =o(a)£o(b) =atb ¥V 0€S
o(ab) = o(a)o(b) = @b YVo€eS

Asi se tiene que a + b,ab € Es. Si ademds b # 0 con b € Eg entonces
o (%) — o(ab™") = a(a)o(d").

Pero tenemos que o es homomorfismo de grupos abelianos por la afirmacion
2.5.14 anterior. Asi

o(a)o(d™!) = o(a)o(d)™ = ab™! = % Voebs
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ol =%VJ€S

3
ademds dado que S C Aut(E), los elementos de S son automorfismos y as,

c0)=0ya(l)=1Vo €S,

por tanto, Fg es un subcampo de £. m

Definicién 2.5.16 Llamaremos al campo Eg del teorema 2.5.15, el campo
fijo de S. Para un solo automorfismo o € Aut(E). Llamaremos a Eigy el
campo fijo de o y lo denotaremos por E,.

Ejemplo 2.5.17 Consideremos el automorfismo
Y53 QV2) — Q(-V2) = Q(V2)
dado en el ejemplo 2.5.6, tal que,

tll\/ﬁﬁﬁ(a—l—b\/ﬁ):afb\/ﬁ con a,b € Q.

Ast
Vs pla+bV2)=a+bvV2 « b=0,
por tanto,
AV, ,=Q
]

Teorema 2.5.18 Aut(E) es un grupo bajo la composicion de automorfis-
mos.

Demostracién. Notemos que o € Aut(E), por lo que ¢ es una permutacién
de E. Asi Aut(E) C Sg donde Sg denota al grupo de permutaciones de F
en E.

Basta probar que Aut(E) es un subgrupo de Sg.

Sean 0,7 € Aut(E) entonces o7 € Aut(E) (pues composicién de isomorfis-
mos es un isomorfismo). Sea o € Aut(E) entonces o1 € Aut(E) ( pues el
inverso de un ismorfismo es un isomorfismo). Por tanto Aut(E) es subgrupo
de Sg y en consecuencia se tiene que Aut(E) es un grupo. m
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Teorema 2.5.19 Sea E un campo y sea F un subcampo de E. Entonces el
conjunto
G(E/F) = {0 € Aut(E)|o(a) =a V¥ a € F}

es un subgrupo del grupo Aut(E). Mds avin F es un subcampo de
Egg/py =1{a € Elo(a) =a Vo€ G(E/F)}.
Demostracién. Sean 0,7 € G(E/F) entonces tenemos que
or(a)=0c(a)=aVa €F,

por tanto,
or € G(E/F).

Sea o € G(E/F) entonces o(a) = a ¥ a € F', en consecuencia:

a=0Yo(a)=c(a)Vac F= c Y a)=aVacF = ol e G(E/F).

Veamos que F es un subcampo de Egz/r)-

Sea a € F. Sea o € G(E/F). Asi, o(a) = a por definicién de G(E/F). Dado
que o € G(E/F) fué tomado arbitrariamente, entonces o(a) = a para todo
o € G(E/F) ast a € Egg/r) - F € Eg(r/F)- Dado que F esti contenido
en Eg(g/r) ¥ E¢(g/r) es subcampo de F, tenemos que F es un subcampo
de EG(E/F) ]

Definicién 2.5.20 El grupo G(E/F) se llama el grupo de automorfis-
mos de E que deja fijo a F, o mds brevemente, el grupo de E sobre
F.

El siguiente ejemplo resume la idea de los tres teoremas anteriores.
Ejemplo 2.5.21 Consideremos el campo Q(v/2,v/3). Dado que
Q(V2,V3) = (Q(V3))(V2)
y aplicando el isomorfismo bdsico del teorema 2.5.3 se tiene que
U5y (QUVE)(VZ) — QV3)(-v2) = UV3)(V2)

tal que
U 5 sslatbv2) —a—bV2 con a,b €Q(V3).

(dado que V2 es conjugado de —/2, esto es, irr(v/2,Qv3) = irr(—v/2,Qv3) =

22 — 2 tenemos que en efecto ¥ 5 _ 5 €8 isomorfismo).
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Notemos que Q(v/3) es el campo fijo de (QV3)(v/2) bajo V. 5 /5 En efecto;
por definicion se tiene que

(QV3)(V2)w 5, ={a+V3be (QV3)(V2)|¥ 5 _ 5(a+V2b) = a+V/2b}.

Sea
a+ ‘\/Eb & (Q\/g)(\/‘é)\vﬁﬁﬁ: a,be Q(\/g)v

entonces se tiene que:
U5 ale+V2)=a+v2b = a—v2b=a+ 2.

y en consecuencia b= —b, pues {1,v/2} es una base para Q(+/3)(v/2) sobre
Q(V3). Asib =0, y entonces

a+\/§b=a€(@(\/§),

por tanto,

(Q(\/g))(\/i)wﬁﬁﬁ C Q(V3).

Por otra parte, claramente Q(/3) es subcampo de (Q(V3)(V2)y /3 g Pues
a € Q(V/3) implica que

Vi@ =0 - ae@QWEA)WVDe,
por lo que (Q(v/3)) estd contenido en (Q(V3))(V2)w vi—vs Y ast

Q3N (VDs,,_, = QV3).

Andlogamente tenemos el automorfismo:
¥ vt (QV2)(V3) — (Q(V2))(-V3) = Q(v2)(V3)

tal que
U s_mla+bv3)=a-bv/3
con

V2, V3o ;= QWD) VB, Lz =Q(VE)

como el producto de automorfismos (composicion de funciones ) es de nuevo
un automorfismos, podemos considerar el automorfismo

(Vz,-v3) o (¥ 53_m) : QV2,V3) — Q(V2,V3).
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Sean
Id = Automorfismo identidad
o1 =¥ 3
o2 =V 3

o5 =Ty5 yz)° (Lys,-v3)
Por el teorema 2.5.15 se tiene que Aut(Q(v/2,+/3)) contiene un campo fijo
bajo {1,01,02,03} (esto es Q(\/i, \/5){1,01 ﬂmag}).

Notemos que 1 € Q(v/2, \/5){1,01 09,04} PUeS todo automorfismo de un campo
deja fijo al 1, en particular, {1,a1,092,03} deja fijo al 1 (como el 1 queda
fijo, entonces ¥ a € Q a se puede escribir como a = 2 yb=1+4+---+1
6b=—1---—1 yec de igual forma) por tanto

Q c Q(\/i: \/g){l,al,az,os}‘

Ahora veamos que

Q 2 Q(\/ij \/5){1,0‘1,0'2:0'3}'
En el ejemplo 2.3.11 vimos que una base para @(\/ﬁ, V/3) sobre Q es:

{1,v/2,v3,V6}.
Dado que
(V3 =¥ 5_5(VD =—VZ

o1 (VIVE) = Vs _ 5(V2VB) = U g _ 5V 5 5(V3) = —v2v/3 = V6,
02(V3) =¥ 5 _5(V3) = —V3,

02(VB) = U 5 _ 5(V2VE) = ¥ s(VD 5 5(V3) = V2(—V3) = -6
Semz =agp-1+mvZ+av3d+av2v3 € QV2,V3) (10200 CON

ao, a1, az,03 € Q entonces o1(x) = =, es decir,

z=o1(z) = \I'ﬁ, uﬁ(ag -1 +a1\/§+a2\/§—|— a3\/§\/§)
= ap - L+ a1(—v2) + a2V3 + as(—V6)
—ap-1—a1V2+ aaV/3 — a3V6.

Dado que {1,v2,V3, \/6} es una base para Q(v2,V3) sobre Q, entonces

ay = —ai, a3 =—az = a1 =a3=0. (1)
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También os(x) = x, entonces

r=03z) =¥ 5 a&(a0-1+a1vV2+ a3 + a3v/2v/3)
=ag-14+a1v2 — asv3 — asv6

Dado que {1,v/2,v/3,v/6} es una base para Q(v/2,/3) sobre Q, entonces
ay = —as, az = —ag
ay =az3 =0 (II)
por tanto de (I) y (II) tenemos que
a1 =as = az = 0.
Lo que implica que x = ag € Q, concluyendo que
Q(V2, \/g){l,ai,a'z,a'a} =Q.

Sea
G = {1,0’1,02,0‘3}

Es fdcil checar que G es un grupo bajo la multiplicacion de auvtomorfismmos
(composicion de funciones). Por ejemplo:

o3 =5 _ale (Vs 1500y ) =Vm_5=02

I oyl os| o3

I I oy | o2 | o3
(55 | a1 I a3 g9
oz || oa log || I || o4
as o3 (0)7] 7] g

(De hecho el grupo G es isomorfo al 4 — grupo de Klein).
Veamos que G es ezactamente el grupo G(Q(+v/2,+/3)/Q). Recordemos que
G(QV2,v3)/Q) = {0 € Aut(Q(V3, V3))|o(a) =a V a € Q}

con G = {1,01,02,03}. Claramente, tenemos que G es un subgrupo de

G(Q(v2,v3)/Q).
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Veamos ahora que G(Q(v2,V3)/Q) € G. Sea 7 € Aut((Q(v2))(V3)) tal

que T(a) = a ¥V a € Q, esto implica que
: Q(v2)(V3) — Q(V2)(V3)

es un isomorfismo tal que T|g es inclusion. Dado que Q(\/3) es subcampo

Q(v/2)(V/3) entonces
7lga) : @V3) — Q(vV2)(V3)

es un monomorfismo que deja fijo a Q (tlg = Q ). Aplicando el corolario
2.5.4 obtenemos que 7(V/3) es conjugado de V3, y asi

r(v3) = £V3.
Andlogamente se demuestra que
7(v/2) = +V2.

Dado que {1, V2,3, V2v/3} es una base para Q(V?2, V/3) sobre Q, tenemos
que un automorfismo de Q(ﬂ, V3) que deje fijo a Q estd determinado por
sus valores en V2 y V3.

Es fdcil checar que Id,01,02,03 son todos los automorfismes posibles de
Q(\/i, V3) que dejan fijo a Q. Mds explicitamente tenemos que:

Id(v2) = V2
Id(V3) = V3
1 (V2) = —V2
o1(V3) =3
2(V/2) = V2
o2(V3) = —V3
03(\/5) = —\/i
o3(v3) = —V3

Nota 2.5.22 En el ejemplo anterior se puede observar que
IG(Q(V2,V3)/Q)| = 4

Y

Esto ne es coincidencia, Sino un ejemplo de una siluacion bastante general,
como veremos mds adelante.
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2.6. Automorfismo de Frobenius.

Teorema 2.6.1 (El automorfismo de Frobenius) Sea F' un campo finito de
caracteristica p. Entonces la funcién o, : F — F definida por

op(a) =a? ¥V a € F es un automorfismo que llamaremos el automorfismo
de Frobenius de F. Ademds Fio) 2 Zy.

Demostracion. Sea a,b € F. Aplicando el teorema del binomio a (a+b)P
tenemos que:

(a+b)" = (©)aPt® + ()a? 1" + (B)aP =22 + - - + (_,)abP~! + (5)aP—PbP)

=l ! — ! g0 ! =) !
=&+ om0+ Glgm e Y + -+ el mad T+ o

=aP + paP b+ (Ilpg"—l) 1P -+ (p - DabP " 4+107)

9

I

0
—aP 4P

pues todos los sumandos que tienen factor p son iguales a cero. Entonces

op(a+0b) = (a+0b)?
=aP + b’
= 0,(a) + 0, (b).
y es directo que
oplab) = (ab)?
= aPbP
= ap(a)op(b).
por tanto, o, es homomorfismo de anillos. Veamos que 0p €S Uno a uno.
Si op(a) = 0 entonces a®? = 0y asia---a = 0 pero como F' es campo en-
tonces no tiene divisores de cero, por tanto a = 0 y asf Op €S UNo a uno.

Verificaremos que g, es sobre.
F es finito, digamos I = {0, 1, a1, ,a,}. Consideremos

JP(O)r Up(l)a Up(al)s t O’p(a’n)

como tenemos que o, es inyectiva, todos los elementos de la coleccidén ante-
rior son distintos, por lo que {0,,(0), 0,(1), 05(a1), - 0,(an)} tiene la misma
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cantidad de elementos que F y con esto aseguramos que o, es sobre.
Ahora veremos que Fi, 1 = Zp.

Py = {c € Floy(c) =0}
= {c € Flop(c) —c =0}
={c€ F|&® —c=0}
= {c € Flc es cero de a¥ — z}. (1)

Por otra parte tenemos por el teorema 1.2.14 que cuando p es un nimero
primo, se tiene que F contiene una copia salvo isomorfismos de Z,, pues F
es de caracateristica p.

Sea ¢ € Z, C F, se tiene que gp(c) = ¥ = ¢ (por el teorema de Fermat
que afirma que a? = a(mod p) ¥ a € Z y cualquier primo p), por tanto,
o,(c) = ¢V ¢ € Z, C F, por tanto, el polinomio & —z € F[z] tiene p ceros
en F, esto es, todos los elementos de Zp. Pero el corolario 1.3.3 afirma que
un polinomio de grado n sobre un campo tiene a lo mAs n ceros en el campo.
Asf los los ceros de 2P — 2 € Flz] en F son exactamente los elementos de
Zp, por ésto y por (1) se tiene que

F{JP} = Zp.

2. 7. El teorema de extensién de isomorfismos.

Teorema 2.7.1 (Extensién de isomorfismos).

Sea F' un subcampo de E y sea 0 : F — F' un isomorfismo de anillos.
Con E extension algebraica de F y sea F' una cerradura algebraica de F”,
entonces existe un monomorfismo

T:E— I

que extiende a o, es decir

r(a) =0(a) Y a € F.

E‘;——-I;- ﬁ

|1

F —2— F (1)
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Demostracién. Ver los detalles de la demostracién en [1] pp. 384-385. m

Corolario 2.7.2 Sea E una ertension algebraica de F y subcampo de F.
Sean «, 3 € E conjugados sobre F y sea U,z el isomorfismo bdsico dado
por el teorema 2.5.3,

Vop: Fla) — F(B)

entonces U, g puede extenderse a un monomorfismo
Eﬂ,ﬂ B o— F

Demostracién. Basta demostrar que F es una cerradura algebraica de
FB). B
Dado que [ es algebraicamente cerrado sélo resta demostrar que F(8) C F
y que F es extensién algebraica de F(3) :

Dado que f es algebraico sobre F' = § es cero de algtin polinomio en Flz],
dado que F' C F tenemos que F[z] C Flx] asi § es cero de algiin polinomio
en F[x] y por tanto 3 es algebraico sobre F.

= F(8) es una extensién algebraica sobre F, entonces por el corolario 2.4.6

F(g)=F.

Por otra parte FF C F = F(8) C F(B).. F(8) C F.

Veamos que F' es una extensién algebraica de F(j) :

Dado que F es extension algebraica sobre ' = F es extensién algebraica
sobre cualquier campo E tal que F < E < F. Tomando E = F(3) tenemos
que F es extensién algebraica sobre F(3).

?»——>ﬁ
F(a) —2 im

Corolario 2.7.3 Sean F y (F) dos cerraduras algebraicas de F. Entonces

F es isomorfa a (F)' bajo un isomorfismo que deja fijo a cada elemento de
B

Demostracién. Por el teorema 2.7.1 tenemos una extensién 7 tal que el
siguiente diagrama conmuta
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F—" (FY

e

F fre—— F
vy ademds T :

morfismo

ey

F — 7(F) < (F)' es un isomorfismo. Consideremos el iso-

1 r(F) — F

aplicando de nuevo el teorema 2.7.1 a 771 tenemos una extensién 771 tal
que el siguniente diagrama conmuta

.

F) — F (1)

Dado que 77! es isomorfismo entonces =1 es sobreyectiva y como (II)
conmuta entonces se tiene que 771 es sobreyectiva y por tanto tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

= T e

F &= (B}
| 1
F — 7(F) (I11)

Sea ¥ = (7-1)~1. Pegando los diagramas (I) y (I1I) se obtiene el diagrama
conmutativo

7 == [F}

FﬁF

IR

Iv)
Sea g€ F. = U(a) = Voi(a) =i old(a) =i(a) =a
Por tanto

¥ F — (F)

es un isomorfismo tal que

U(a)=aVacl.
L
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2.8. Indice de un campo de extension.

Teorema 2.8.1 Sea F subcampo de E tal que [E:F]<o0.Seac: F — F'
un somorfismo de F sobre un campo F' y sea F' una cerradura algebraica
de F'. Entonces el nimero de extensiones de o a un monomorfismo
T:E— F (t.q 7|p = 0) es finito e independiente de F'. F' yo. Esto es, el
nimero de extensiones estd completamenlte determinado por los campos E y
F. es intrinseco a ellos.

E>—I> F
o= P

(dicho de otra forma, el nimero de extensiones T del diagrama del teorema
2.7.1 es siempre el mismo independientemente de F'\ F' y o. )

Demostracién. Sean oy : F — F!, g9 : F —» F 5 dos isomorfismos y sean
I’} y F'; las cerraduras algebraicas de F| y F respectivamente. Afirmamos
que existe un isomorfismo

)\:ﬁl—-)ﬁg

tal que el siguiente diagrama conmuta:

En efecto; por el teorema 2.7.1 existe:
d: Fl — Fg
tal que el siguiente diagrama conmuta:

F,— 7,

| |

a20)

#H —> B (n

Ahora aplicaremos la idea de la prueba del corolario 2.7.3 para construir la
A requerida.
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= 6:F — 6(F"y) € F's es un isomor fismo.
Consideremos ¢l isomorfismo
571 6(?1) iy Ty,

Aplicando de nuevo el teorema 2.7.1 tenemos que existe 01, tal que el
siguiente disgrama conmuta:

FTy
§(F
Dado que 67! es isomorfismo, entonces 6~ L es epimorfismo y el diagrama

(IT) conmuta y entonces 51 es epimorfismo, por tanto tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

-1

—

1

=3

)

|

B

7y, 2 7,
am s = T

que a su vez induce el diagrama conmutativo siguiente

6CH' =

¥y —g = Iy

I,

Haciendo A = (5-1)~! y pegando los diagramas (I) y (IV) obtenemos el
diagrama conmutativo siguente

e A .
By —> Vs

o T
020

FF — B (V)



2.8. INDICE DE UN CAMPO DE EXTENSION. ik

Entonces se tiene que \ es isomorfismo,
AJ F"] — Iy Y ’\lF{ = 0’20"1_1.

Asf resulta el siguiente diagrama:

Fy . F
w i e 7
~ 71 T
lsT = N ¥ TM
m1(E) E 2 n(E)
le (VI) I< oo (VII) ng
] B —

Con referencia al diagrama anterior, por cada monomorfismo 7 : B — 'y
que extiende a oy, se obtiene un monomorfismo 7 : E —s F’5 definiendo
T2=)\T1:E‘>F2.

Notemos que si a € F, entonces,

m2(a) = Ani(a) = A(moi)(a)
= Aigoiio1)(a)  pues (VI) conmuta
= (Mg oiy) o o1(a)
= (Algy) 0 01(a)
= (o2 007 ")(01(a))
= o3(a).

‘. T2|F = J3.
Asi por cada monomorfismo 7y : E — F'; que extiende a oy obtenemos un
monomorfismo 7 : E — F'y que extiende a o5 definiendo a 7 como
Ty = A B — F’g.

Anélogamente para cada monomorfismo 7 : E ~— F’; que extiende a
a2 podemos obtener un monomorfismo 7 : E ~— F'; que extiende a o7,
definiendo a 71 como

n=A'n:E— F,.
Asi tenemos una biyeccién ¢ entre el conjunto de monomorfismos 7 : E —
ﬁ que extienden a oy y el conjunto de monomorfismos 7 : E — Fg que
extienden a o9, definida por

(1) = Any

p~Hm) =A"n
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es claro que o t=1Idy @ lop=1Id. . ¢ es biyeccién.
Veamos que el niimero de extensiones 7 es finito.

Dado que ya probamos que el nimero de extensiones T que extiende a o
es independiente de F', F" y o, basta contar el niimero de extensiones de un
isomorfismo & : F — F'.

|

F

9

jad (VIII)

IR

Por hipétesis [E : F] < co (asi, por el teorema 2.3.2 E es una extensién
algebraica de F'). Aplicando el teorema 2.3.16 tenemos que existe un nimero
finito de elementos a1, -+ ,a, € E tales que E = F(ay,- - , O ).
Notemos ahora que dado a € E tenemos que si

irr(o, F) = ag + a1&¢ +--- + apz™ € Flz],
entonces
irr(r(a), F') = o(ag) + o(m)z + -+ + olan)z” € F'[z]

En efecto; pues el diagrama (VIII) induce al diagrama conmutativo (IX).

"> F — Flz]—— Fla

] |,

(VIII) ¥~ F Flz] —Z= F'[a] (IX)

asi,
Flirr(e, F)) =o{ap+mz+ -+ Ba™)
= o(ag) + o(a)z + -+ olan)z™ € F'z]
Dado que 7 es isomorfismo = (irr(a, F)) es irreducible sobre I"', ademas
an =1=olan) = 1.
También,

o(ag) + o(a1)(7(a)) + - -+ + alan)(7(a))"
= 7(ag) + T(ar)7(a) + -+ 7(an)(T(a))" pues 7|p =0
= 7(ap + aya+ - - + apa™)
= +(0)
=0 ¢ F
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irr(r(a), F') = a(ao) + o(ay)z + - + o(ap)a” € F'lz] (X)
Tenemos la siguiente torre de campos de extensiones finitas

F(al,---:an):E

Fla, -, an_1)

<oo

F(aq, a2) = (F(o))(a2)

<o
Flaq)

<00

F

(son finitas pues aq,a9,--- , @, en E son algebraicos sobre F, en particular
son algebraicos sobre cualquier extensién de F. Asf tenemos que cada ex-
tension es simple y algebraica sobre la anterior, entonces cada extensién es
finita).

Por el corolario 2.3.7 una base para F(ay, -+ ,ay) sobre F son todos los pro-
ductos de las bases para F(a, - - , o) sobre Fay, - - - | a-1)Vi=1,---,n,
la cual es finita y a su vez por el teorema 2.1.3 una base para Fi(ay, -+ ,q;)
sobre F'(cvg, -+, 1) es de la forma {1,0},--- ,(_)z?"ﬁl} que es finita.

As{ una base finita para F(ay,--- ,0n) sobre F est4 dada por un conjunto
finito de productos de potencias de las ajconi=1--- n.

Dadoque rlp =0 =7: E = Fay, -+ ,0,) — F7 estd determinado por
los valores 7(cy) para i =1,--- ,n, pero por la afirmacién (X) anterior

rr(ag, By = Gy + a5+ -+ ag, 2™

= irr(r(e), F') = 0(as,) + oai)z + -+ + o(as, )z™

paracadai =1,--- ,n. Pero por el corolario 1.3.3, el polinomio wrr(r(a;), F")
tiene a lo mas n; raices en cualquier campo de extensién v 7(a;) debe ser
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una raiz.
Asi para cada i = 1,---,n, 7(a;) solo puede tomar un nimero finito de
valores y por tanto, el niimero de extensiones 7 es finito. &

Definicién 2.8.2 Sea E es una extensién finita de un campo F. El nimero
de monomorfismos de E en F que dejan fio a F se llama el indice {E:F}
de E sobre F.

Corolario 2.8.3 Si F es subcampo de E y E es subcampo de K, donde K
es un campo de extension finita del campo F con [K : F] < o0, entonces

{K:F}={K:EHE:F}.

(Notemos que en la prueba de este corolario no es necesario suponer que
[E:F]<oonique[K:F]<oo.)
Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama

Aji

f(:[>———> —F_
EI — F (ID)
F =—— F (1)
y el diagrama
F —= F (I11)

Por el teorema 2.8.1 por cada uno de los {E : F} monomorfismos
;. + E — F que dejan fijo F, se tienen {K : E} extensiones dij i K —=+ F
tales que, AjilE = Ti

~ {K:F}>{K:EHE:F}.

pero notemos que cualquier monomorfismo A\ : K — F que deja fijo a
F (es decir, tal que (III) conmuta), es una extensién del monomorfismo
Mg: E— F que deja fijo a F

s {K:F}y={K:EHE:F}.
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Afirmacién 2.8.4 Mds adelante demostraremos que a menos de que F sea
un campo infinito de caracteristica p # 0 siempre tendremos que

[E: F]={E: F}.
para todo campo E tal que [E : F] < oc.

Afirmacién 2.8.5 Para el caso E = F(a), las {F(a) : F} extensiones de
la tranformacion identidad

Id:F — F

a transformaciones de F(a) en F, estdn dadas por los isomorfismos bdsicos
W, 5 para cada conjugado B en F de o sobre F. Asi, si irr(o, F) tiene n
ceros distintos en F, tendremos que {F : F'} =n (para E = F(a)).

Afirmacién 2.8.6 Mostraremos también que a menos que F sea infini-
to y de caracteristica p # 0 el mimero de ceros distintos de irr(a, F) es
grad(a, F) = [F(a) : F].

Observacién 2.8.7 Dado que por definicion G(E/F) = {0 € Aut(E)|o(a) =
aV a € F} tenemos que {E : F} = |G(E/F)| en algunos casos (puede su-
ceder que T(E) # E y .7 & Aut(E). Mds adelante veremos en que casos).

Ejemplo 2.8.8 Sea E = Q(v/2,v/3) sobre F = Q. Vimos en el ejemplo
2.5.21 que

IG(Q(v2,v3)/Q)| = [Q(V2,v3),Q] = 4.

Ademds como Q es de caracteristica cero y [E : F| = 4, por la afirmacién
2.8.4 se tiene que {E: F} =[E: F]=4 y as{

|G(Q(v2,V3)/Q)| = {E : F}.
Por otra parte,
sea o€ G(Q(V2)/Q) = {o € Aut(Q(V2))|o(a) =aV a € Q}

= o : Q(V2) — Q(V2) es isomor fismo con o|g = inclusidn.

Por el corolario 2.5.4 o(v/2) debe ser conjugado a /2 sobre Q. Dado que
irr(v2,Q) = 2% — 2 tenemos que a(v/2) = £v/2 y no hay mds posibilidades,

- 1G(Q(V2)/Q)| = 2.
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Ademds, por la afirmacién 2.8.4

Por otra parte, sea
7 € GQV2)(V3)/Q(V2)) = {7 € Aut(QV2)(V3))|o(a) = a ¥ a € Q(V)}
= 0 : Q(V2)(V3) — Q(V2)(V3) es isomor fismo y 0loyya) = tnclusion.

Por el corolario 2.5.4 o(/3) es conjugado a \/3 sobre Q(+/2). Dado que
demostramos anteriormente gue

irr(Q(V2)(v3),Q(v2)) =2* -3
= 0(v/3) = £v/3 y no hay mds posibilidades.
= [G(Q(V2,V3)/Q(v2))| = 2.

Ademadas,

{E:Q(v2)} = [Q(V2)(V3) : Q(V3)] = 2.
En conclusion,
{E:F}=4,{E:Q(v2)} =2y {Q(v2): Q} =2
con 4 = (2)(2) lo que confirma el teorema 2.8.1.

Observacion 2.8.9 Sea E una extensidn algebraica de F' tal que para cualquier
extension T : E— F tal que 7(a) =a ¥ a € F se cumple que 7 € Aut(E).
(Es decir, E es una extension algebraica de F tal que para cualguier T tal
que el siguiente diagrama conmuta

mlgT T
g == B

se cumple que 7 € Aut(E).)
Siae E ypeF son tales que

irr(e, F) = irr(3, F)

entonces § € E.
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Demostracion. Por el teorema 2.5.3 tenemos que si
wr(a, F) =ire(B, F)
entonces existe un isomorfisimo
U, 5: Fla) — F(B)

tal que Wy 5(a) = a V a € F, es decir, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Fla) —& F(B)

|

F —— F (1)

Por el corolario 2.7.2 U, 5 tiene una extensién ¥, 3 a todo E, esto es, tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

oty o
F(L) s Jw) (1)

Dado que (II) conmuta (es decir, U(a) = fy Pup es extensién de ¥, g)
= \I’QAB(C!) = ﬁ

Por otra parte pegando los diagramas (I} y (II) tenemos que V¥, 3 hace
conmutar el diagrama siguiente.

Ya,g

P = F (I1I1)
Asi la hipdtesis implica que

‘I’a’ﬁ (= Aut(E)
=>U,3(E)=EFE = B=U,3(a)cVp5(E)=FE

Sk € B
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2.9. Campos de descomposicion.

Definicién 2.9.1 Sea F un campo con cerradura algebraica F. Sea
{fi(x)|i € I'} una coleccidn de polinomios en Flz]. Un campo E < F es un
campo de descomposicion de {f;(z)|i € I} sobre F si E es el menor
subcampo de F que contiene a F y a los ceros en F de cada uno de los
fi (QL‘) ¥ 1ET.

Definicién 2.9.2 Un campo K < F es un campo de descomposicion
sobre F si es el campo de descomposicion de algin conjunto de polinomios
en Flz].

Teorema 2.9.3 Un campo E tal que F < E < F es un campo de descom-
posicidn sobre I' < todo automorfismo de F que deje fijo a I lleva a E
sobre si mismo y ast, induce un automorfismo de E que deja fijo a F'.

Demostracién. (=) Sea {fi(z)|i € I} C F[z] tal que E es un campo de
descomposicién de {f;(z)|i € I} sobre F. Sea

c:F—F

un isomorfismo que deja fijo a F, esto es o es un isomorfismo de F' en F tal
que el diagrama siguiente conmuta

i)

F ]

0s

Demostraremos que o(L) = E. B
Sea {a;]j € J} la coleccién de todos los ceros en I de los fi(z) para cada
i € I. Dado que cada a; € I es algebraico sobre F, entonces

F(ay)
w)]Buse {a?,a},m ,a?“rl} donde njy=grad(a;,F)
F

= para cada j € J tenemos

il

: ap € F} y nj = grad(o;, ).

F(aj) ={ao+ o054+ -+ an; 100
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Sea S el conjunto de sumas finitas de productos finitos de los elementos de
Fla;)Vied.

$S={ Z a,;agf---a::{ail,w-,aike{aj}jeJ, O:-iGF}

i, finita
Notemos que dada cualquier coleccién
ajys o5 € {aj}je

tenemos que
Fldig, o = 5,) €8,

pues se tiene la torre de campos

F(O‘jl: e Jaj'r)
i
Flagy,--- a5,y )(ay,)
T<oo
F(o‘:jla il "aj'r'—l)
1
F(aj1: A Jajr—z}(ajr—l)
T<oo
T<oo
F(ajwajz)
1
(F (e ))ey)
T(ca
F(O‘jl)
T(oo
F
Sea
nj, = grad(aj,, F)
=5 {a?k,a}k,--- ,a?:““l}es una base para F'(aj,, -+ , o, _, ) (e, ) sobre F(ay,, - -

Asi, por el corolario 2.3.7 tenemos que
[F(ajn"' !ajr) ; F] = Ngy Ny,
donde una base para F(a;,, - ,q;,) sobre F esta dada por el conjunto

84
{00,k 10 < s, <y, 1}

=ajk—1)'
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que consta de todos los posibles productos de las potencias de los aj,, - - - , aj,
y tiene nj, ---n;. elementos.
Por tanto tenemos que efectivamente F'(w;,,--- ,«;.) C S para cualquier
coleccién finita ajy, -+, 0, € {a;}je.
Retomando
&= Z aiagll : 2 ~af:|ai1, cee Oy € {aj}je_;, g, €F ; CFE
i, finita

Es claro que § es cerrado bajo la suma y bajo la multiplicacién y que 0,1 € S.
Ademis 0#£ye S

=y = Z agog, ~+-0gr € Plon, -~ jop) C 8

i, finita

para alguna coleccion o, - -+ , ay, finita donde a1, - - , v, son todas las «;’s
que aparecen en la sumatoria. = y~! € F(ay,--- ,ay) pues F(aq, -, ap)
es un campo contenido en E, pero Fa1, - ,0n) CS =y 1€ S . S<E,

con § tal que contiene a todos los ceros {«;|j € J} de {fi(z) € Flz]|i € I}
y F' C §. Por definicién de campo de descomposicién tenemos que § = E.
Por tanto hemos probado que el conjunto de todos los ceros {a;}jes de
{fi(x)]i € I} genera a E sobre F en el sentido de que cualquier elemento
en B se expresa como suma de productos finitos de potencias de a;’s con
coeficientes en F. Asi se tiene que el valor de o|g tal que o(a) =aVa € F
estd determinado completamente por la coleccién de valores {o(a;)}jer.
Por el corolario 2.5.4 (el cual afirma que si « es algebraico sobre I entonces
todo monomorfismo ¥ : F(a) — F tal que ¥(a) = a V a € F es tal que
T () es conjugado de a sobre F.)

= irr(ag, F) = drr(o(a;), F) VjeJ

pero por el teorema 1.7.1 irr(a;, F) divide a aquellos fi(z) € F[z] que
cumplen fi(a;) = 0. Pero irr(a;, F) = irr(o(a;), F) = irr(c(a;), F') divide
a aquellos fi(z) € Flz] tal que fi(a;) = 0. => o(e;) es cero de todos los f;
que tienen a «; como cero y entonces, por definicién de campo de descom-
posicién tenemos que o(ay) € E YV j € J. Asf, dado que F < E < F,
tenemos que o|g : E ~— F es tal que o(E) € E. Asi, o|p: E — E y ol
extiende a /' como lo ilustra el siguiente diagrama.
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Repitiendo el razonamiento que se hizo para o se llegaa que o~} : E — E
es monomorfismo y extiende a F' como lo ilustra el siguiente diagrama

F:F

Usando este hecho podemos demostrar que o : £ — E es sobreyectiva. En
efecto; sea 3 € E arbitrario. => 07(8) € E pues 0! : E — E,
= o(e7HB)) =B ..x=0"1(B) € E es tal que o(z) = B .". o es sobreyectiva
y por tanto

o€ Aut(E) yo(a) =aVaeF.

(¢) Claramente si E = F entonces E es un campo de descomposicién
sobre F. Consideremos el caso en que F < E < F. Sea g(z) € F[z] un
polinomio irreducible sobre F, tal que g(xz) tiene un cero o € E (por ejemplo
podemos tomar cualquier « € E y como E < F y por definicién de F
es una extension algebraica de F algebraicamente cerrada, se tiene que E
es algebraica sobre F, entonces irr(a, F)) existe y podemos tomar g(z) =
irr(a, F), por ejemplo.)

Sea f cualquier cero de g(z) en F',

=irr(a, F) =irr(B8, F)
por el teorema 2.5.3 se tiene
U, 3: F(a) — F(B) es isomor fismo
que deja fijo a F.
Fle) ~=% F(p)

_—

F == F (1)

Dado que F es algebraico sobre F, entonces F es algebraico sobre F'(«).

!

L.,%
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Por el teorema 2.7.1 (teorema de extensién de isomorfismos) se tiene que
T, 4 puede extenderse a un monomorfismo 7 : F' — F, es decir, el diagrama
siguiente conmuta

T e

F F=F(B)
o
F(a) — F(B) (IT)

Aplicando nuevamente el teorema 2.7.1 al isomorfismo
7V 7(F) — F,

77! puede extenderse a un monomorfismo

(+):F—F,

—

tal que el siguiente diagrama conmuta

)

F— F

o |

(F) =— T (111)

o

Dado que 7! es sobreyectiva = (771) es isomorfismo, por lo que invirtiendo
el diagrama (III), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

.]_:%“

f

— 7(F) (IV)

(=1

—

|

"

= pegando los diagramas (I),(II) y (IV) tenemos
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F——"F (D)

Asi obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

f

por tanto T es un automorfismo de F que deja fijo a F.
Por hipétesis, 7(E) = E. Asi 7(a) € E.

o PR |

V)

= B=V,3(a)=T(a) e E - BEE.

Hemos demostrado que si g(x) es un polinomio irreducible en F[z] con un
cero en E, entonces todos los ceros de g(z) estédn en E.

Sea E’ subcampo de F, tal que E' el campo de descomposicién del con-
junto {gi(x)} de todos los polinomios irreducibles en F' con al menos un
cero en E. Claramente E' C E. Veamos que E = E'. Tenemos que

r

E
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Sea a € E < F. Dado que E es una extensién algebraica sobre F' (pues F
la es), entonces a es cero de irr(a, F) € {gk(z)} € Fz], pero por definicion
a € E' pues E' es el menor subcampo de F que contiene a F y a los ceros del
conjunto {gx(x)}, por tanto, E es el campo de descomposicion del conjunto
{gr(x)} € F[z] de todos los polinomios irreducibles sobre F con al menos
en cero en E. m

Corolario 2.9.4 Si E es campo de descomposicion sobre F, entonces todo
polinomio irreducible en F[z] con al menos un cero en E, se descompone en
F.

Demostracién. Es directa de la prueba del teorema 2.9.3. =

Corolario 2.9.5 Sea E un campo de descomposicion sobre I, entonces to-
do monomorfismo o : E — F que deja fijo F, es tal que 0 € Aut(E).
En particular si E es un campo de descomposicién de grado finito sobre F'
entonces

{E: F}=|G(E/F)|.

Demostracién. Sea ¢ : E — F un monomorfismo que deja fijo a F'. Esto
es, el siguiente diagrama conmuta

E}—-L)-F

|

F == F (1)

Por el teorema 2.7.1 existe 7 tal que el siguiente diagrama conmuta

T

= olB) (IT)

T

o I |
Q

1%

Por (I) tenemos que 7|z = Id y por (II) tenemos que 7 : F — 7(F) es
isomorfismo. Entonces 771 : 7(F) € F —> F es también un isomorfismo y
existe 71 tal que el siguiente diagrama conmuta
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Definiendo ¥ = (1)}, tenemos el diagrama conmutativo:

() l=w

11

e 0

o T(ﬁ) CF (Iv)

~

de donde tenemos que el monomorfismo 7 : F — F hace conmutar el sigu-
iente diagrama

e |
—

pegando el diagrama (II) y el (V) se tiene el siguiente diagrama que con-

muta
F F
|l
) EF

E—"g(E)C

3

14

(VI)

Dado que por hipdtesis E es campo de descomposicién sobre F', por el teo-
rema 2.9.3 tenemos que o = U|p € Aut(E).

Si [F : F] < oo entonces recordaremos que para un campo de extension
finita del campo F se definié {F : F'} como el niimero de monomorfismos de
E en F que dejan fijo a F.

Por la primera parte del corolario 2.9.5 que ya demostramos tenemos que

{E: F} =o€ Aut(E)|o|r = F}| = |G(E/F)|.

Ejemplo 2.9.6 @(\/ﬁ, \/g) es el campo de descomposicion de

{x? — 2,22 — 3} C Q[x] sobre Q, pues Q(v/2,V3) contiene a Q, y a todos los
ceros de 2 — 2 y 22 — 3 que son: V2, —/2,/3,—/3.

Ademds Q(V2,V3) es por definicion el subcampo de C mas pequeiio que
contiene a /2,3 y a Q, y por tanto a -] Yy =8,

En el ejemplo 2.5.21 se demostro que los automorfismos Id, 01,02 y o3 son
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todos los automorfismos de Q(v/2,v/3) que dejan fijo o Q, as?|G(Q(v/2,v/3))/Q| =
4. (Adn mds notemos que cualquier automorfismo de Q(V2,V3) debe dejar

fijo al campo primo Q . esos son todos los automorfismos de Q( Vv2,v/3)).

Ast, por el corolario 2.9.5 se tiene

1=16(Q(V2,V3)/Q)| = {Q(v2,v3):q}. =
Deseamos determinar las condiciones para las cuales se cumple que:
|G(E/F)|={E:F}=|[E:F).

Para extensiones finitas de E en F ([E : F] < co). En la siguiente seccién
demostraremos que |G(E/F)| = {E : F} = [E : F| se cumple cuando:

1.- E es un campo de descomposicién sobre un campo F' de caracteristica
cero,

2.- Cuando F es un campo finito.

Nota 2.9.7 |G(E/F)| = {E : F} = [E : F] no necesariamente es cierto
cuando F es un campo infinito de caracteristica p (con p un nimero primo).

Ejemplo 2.9.8 Sea V/2 la raiz cibica real de 2. Notemos que % — 2 no se
descompone en Q(¥/2) pues Q(¥/2) < R y sdlo un cero de x® —2 es real. Ast,
23 — 2 se factoriza en (Q(¥/2))[x] en un factor lineal x — /2 y en un factor
cuadrdtico irreducible p(z). Ast, si & = a + bi es un cero en F = C para
dicho factor cuadritico p(z) irreducible = Q(+/2)(c) es el menor subcampo
de C que contiene a Q(\g/ﬁ) y a a. Ademds que a = a + b € C sea cero
de p(xz) € Q(¥2)[z] € Rlz], implica que @ = a — bi € C es cero de p(z) €
Q(¥2)[z] C R[z], donde a,b € Q(¥2). (Ya se demostrd anteriormente).
Notemos ahora que

@ e Q(¥2)(a)

pues tenemos que a,b € Q(¥/2) C Q(¥2)(e) y @ = a+ bi € Q(V2)(a) =
by = —a+ (a+b) € Q¥2)(a) = —b € QV2)(a) = a+ (~bi) €
Q(¥/2)(a) .. hemos probado que el campo de descomposicion E de z3 — 2
sobre Q es E = Q(¥/2)(a) y ademds que

[@(¥2)(a) : Q(V2)] = grad(p(z), Q) = 2
= [E:Q=[E:Q(V2)|[Q(¥2): Q] =(2)(3) =6
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Por tanto, hemos demostrado que el campo de descomposicién E sobre Q
del polinomio z* — 2 es de grado 6 sobre Q (|[E : Q] = 6).
Elevando al eubo podemos verificar que:

5 (-14;;\@) , %(1;2\/5)

son los ceros del factor cuadrdtico irreducible p(z) en C.

Asi
B=-Q(¥3) (\/E (L;"ﬁ))
o de manera mds simplificada notemos que
E = Q(¥2)(iv3)
Bn efecto; claramente Q(¥2) (V2 (2148)) c Q(V2.iv3).

Veamos que
Q(V2,iV3) C Q(V2) («/5 (“1—25—‘/—5)) :

Basta probar que
Wi QDALY

pero

v ({252 o (255))

- E=Q(V2)(iv3).
Nota 2.9.9 E # Q(¥/2,i,v/3) el cual es de grado 12 sobre Q, ver [1] pp.
391-392).
2.10. Multiplicidad de los ceros de un polinomio.

Definicién 2.10.1 Sea f(z) € Flz]. Un elemento a € F tal que f(a) =0
se llama un cero de f(z) de multiplicidad v, si v es el mayor entero tal
que (z — @) es un factor de f(z) en Flz].
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Teorema 2.10.2 Sea f(x) irreducible en Flz]. Entonces todos los ceros de
f(z) en F tienen la misma multiplicidad.

Demostracién. Sean a y f ceros del polinomio f(z) irreducible = irr(a, )=
irr(B, F), y por el teorema 2.5.3 se tiene el isomorfismo

Uop: Fla) — F(B)

tal que el siguiente diagrama conmuta

T
Flo) —=2 F(8)  con W(a)=f
alg){ T

F——F (I)

por el corolario 2.7.2 existe una extensién 7, tal que, conmuta el siguiente
diagrama

F F
;(L) i J{ﬁ) (1)

pegando los diagramas (I) y (IT) se tiene el diagrama conmutativo siguiente
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Dado que f(x) por hipétesis pertenece a F[x], entonces

7o(f(2)) = f(2)-

Por otra parte
f(z) = (x — a)"g(z)
para algin g(z) € F[z], donde v =multiplicidad de o en F. Y entonces:

flz) =m(f(2))
= 7p((z — @)"g(z))
(12(2) — (@) 72(g9(2))
= (z — Pa (@) mz(g(z))
= (z - A)'(g(x)) con 7i(9(x)) € Fla]

entonces la multiplicidad de 8 en F es al menos v. Esto es, la multiplicidad
de 5 en F es mayor o igual a la multiplicidad de a en 7.

Cambiando los papeles de  y 3 en el razonamiento anterior concluimos que
la multiplicidad de & en F es mayor o igual a la multiplicidad de 8 en F.
Por tanto la multiplicidad de o en F es igual a la multiplicidad de 3 en F.
|

Corolario 2.10.3 Si f(z) es irreducible en F|z|, entonces f(z) tiene una
factorizacién en Flz] de la forma:

aIl; finita(® — a3)” = a(z — o) (% — ag)” - (z — ag)”para algin k
donde las oy son los ceros distintos de f(x) en F ya € F.
Demostracién. Inmediata del teorema 2.10.2. B

A continuacién mostraremos mediante un ejemplo que puede ocurrir el caso
en el que un cero de un polinomio irreducible sea de multiplicidad mayor
que 1. Lo que sélo puede suceder para un polinomio sobre un campo infinito
de caracterfstica p # 0.

Ejemplo 2.10.4 Consideremos el campo E = Zy(y), donde y es una inde-
terminada, es decir,

Z,(y) = {f;(” 67),a00) € Zulil com gly) # 0.

),
(¥)



90 CAPITULO 2. EXTENSIONES DE CAMPOS.

Sea Zy(yP) el subcampo de Z,(y) definido por

{f (¥P)
a(yP)

Primero notemos que Zp(y?)(y) = Zp(y) porque tenemos que Zy(yP,y) C
Zp(y) pues Zy(y) es un campo que contiene por definicion a Zy y ay, ademds
Y’ € Lp(y)-

Por otra parte tenemos que

Zp(y) = 1f (%), 9(y) € Zply] y g(y) # 0} < Zp(y) = E.

Zp(y) C Zp(y®,y)

pues Zy(yP,y) es un campo que contiene a Zyp y a y, por tanto

Zp(y")(y) = Zp(y)-

Ademds el elemento y € Zy(y”)(y) es algebraico sobre Zy(yP) pues y es cero
del polinomio
o~y € Z)le)

Ast tenemos que Zy(yP)(y) es una extensidn simple por un elemento y alge-
braico sobre Z,(y”) (por tanto la extensidn es finita), por lo que tiene sentido
hablar del polinomio irr(y, Zy(y?)).

Zp(y")y) = Zp(y)

<00
Z(yP)

Dado que y es cero del polinomio zP — yP € Z,(y?)[x] entonces por el
teorema 1.7.1 tenemos

irr(y, Zp(y*))|a? — yP. (1)
Ademds dado que
Zop(yP)y) = Zo(y) # Zp(y") & [Zp(y") ) : Zp(y")) # 1, por la observacion 2.2.2
es decir,
grad(y, Zy(y")) = [Zp(y") () : Zp(y¥)] = 2 (1I)

Por otra parte notemos que P — y? = (z — y)P en Zy(y), pues Zy(y) tiene
caracteristica p (por la demostracion del teorema 2.6.1). (I11)
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Por tanto de (I), (II) y (III) se concluye que
irr(y, Zp(y®)) = (z — yr¥eonl<k<p
con (z — y)¥|(x — y)P = 2P — yP. Asiy es un cero de multiplicidad k > 1. B

En realidad por el siguiente ejemplo 2.10.5 tenemos que irr(y, Z(y")) =
xP — yP .y es un cero de multiplicidad p.

Ejemplo 2.10.5 Demostraremos que
{11 Y, y27 = 1yp_1}

es una base para Zy(y) sobre Zy(y*), donde y es una indeterminada. Con
referencia al ejemplo 2.10.4, concluiremos, mediante un razonamiento de
grado, que xP —t es irreducible sobre Zy(t) donde t = yP.

Demostracién. Tenemos que

%p(y)

Zp(yP)(y)
T(oo
L (yp)

Dado que y satisface el polinomio
af —yf € Zp(yP)[a]

entonces ¥y es algebraico sobre Z,(y?). Por tanto Z,(y”)(y) es una extension
simple por un elemento algebraico, por tanto la extensién es finita, atin mas,
una base estd dada por

{1yt 9, -y '), donde n= grad(irr(y, Zp(y"))), conirr(y, Zp(y®)) € Zp(y”)lz].
Dado m € N U {0}, notemos que

™ = yp’:‘“" para algin k € NU {0} y para algtin r tal que 0 <r <p
= yP*y" con yP* € Zp(yP)

= {1,9,7%,--- ,¥*"'} genera el espacio vectorial Z,(y”)(y) sobre Zp(y?).
Veamos que esta coleccién es linealmente independiente sobre Zp(yP).
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Ahora veamos que (z — y)P = P — yP € Z,(y?)[z| es irreducible sobre
Zp(y?).-
Supongamos que (z —y)? no es irreducible sobre Z,(y?), entonces (z —y)* €
Zp(y?)[z] para algin k tal que 0 < k < p.
Por otra parte, (x — y)F tiene término independiente y¥eon0 <k <p
pero notemos que y* ¢ Z,(y?) (pues suponiendo que y* € Z,(y?) para
O<k<p=1-9*=9Fconle{ly!, - 471} donde {1,y - 47}
es una base para Z,(y?)(y) sobre Z,(y) = y* € {1,3',--- ,y*7'} se expresa
como combinacién lineal (rmiltiplo de 1) de elementos de la base lo cual no
es posible). Entonces y* € Z,(y?)V 0 <p < k= (z — y)* € Z,(yP)[z] V 0 <
k < p, contradiccién. Por tanto, (z — y)? € Zy(y?)[z| es irreducible sobre
Zp(y?). =

Teorema 2.10.6 Sea F' subcampo de E tal que [E : F] < 0o entonces,
{E: F}|E: F].

Demostracién. Dado que [E : F] < oo, por el teorema 2.3.16 existen
Wy, -,y €F

tales que
E=F(a, - ,0n)-

También [E : F] < oo implica que E es una extensién algebraica sobre F.
=>FgESF.

= 3 a, ,0, €F
tales que
EIF(ah"‘ 10571.)
entonces para cada i € {1,--- ,n} fijo, la extensién
F(Uth e 7012'71)(@6) con o € F
,Lz_qj
Bl + » o851

es algebraica.
Asi tenemos que para cada i fijo existe el polinomio

irr(ag, Flag, - ,a;-1))
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entonces para cada i fijo, a; es uno de los n; ceros distintos del polinomio
irr(ai, F(ay, - -+, 5-1)) que por el teorema 2.10.2 tienen multiplicidad v; en

F. es decir, tenemos que el polinomio

irr(ag, Fag, - ,05-1))
es de la forma
irr(aq, Fle, -+, 0i-1)) = (x—on,)" (@—0g,)" - - - (z—an,)" € F (donde aq, := o).
= grad(irr(a;, Fay, -, ai-1))) = niy;

entonces para cada i fijo
[Floa, -+ i 1)(aa) : Flay, -, ai-1)] = grad(irr(cy, Flan, - 1)) = niv;.
Por otra parte, para cada i fijo se tiene por la afirmacién 2.8.5 que
{Flog, - ,ai—1) () : Flog,  ,ai-1)} = n,.

Asi, por el teorema 2.3.5 v el corolario 2.8.3,

[E : F] = I nay

{E:F}=0m;

. {E: F}[E: F)].

2.11. Extensiones separables.

Definicién 2.11.1 Una extensidn finita E de F' es una evtension separable
deFsi{E:F}=[E:F].

Un elemento o € F es separable sobre F si F(a) es una extension separable
de F.

Un polinomio irreducible f(x) € Flx] es separable sobre F si todo cero de
f(z) en F es separable sobre F.

Observacién 2.11.2 Seaa € F.
« es separable sobre F' < irr(a, F) tiene todos sus ceros de multiplicidad
L
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Demostracién. Primero recordamos que tenemos que { F(«a) : F'} =nimero
de ceros distintos de irr(a, F) en F y [F(a) : F] = grad(a, F) =ntmero
total de ceros de irr(a, F).

(=){F(a) : F} = [F(a) : F] = todos los ceros de irr(a, F) en F son
de multiplicidad 1.

(«=) Todos los ceros de irr(a, F) son de multiplicidad 1 = {F(a) : F} =
grad(irr(a, F)) = [F(a): F]. =

Observacién 2.11.8 Sea f(z) € Flz] un polinomio irreducible sobre F.
f(x) es separable sobre F < f(x) tiene un cero de multiplicidad 1.

Demostracién. Supongamos que f(z) es separable
= [F(a): F] = {F(a): F} Ya€F, tal que a es cero de f(x).

Entonces el grado de f(z) es ignal al niimero de ceros distintos de f(x), es
decir,

[F(a): F] = {F(a):F} Ya€ F con «acerode f(z)
1 i
grad(irr(c, F)) niimero de ceros distintos de irr(a, F)
I I
grad(f(x)) nimero de ceros distintos de f(z)

Entonces grad(f(z)) =ntmero de ceros distintos de f(z), por lo que todos
los ceros de f(x) tienen multiplicidad 1.

(<) Supongamos que f(z) tiene un cero de multiplicidad 1.
Por el teorema 2.10.2 se tiene que f(z) tiene todos sus ceros o € F de
multiplicidad 1.

= grad(f(z)) = grad(a, F) = [F(a): F] = ntmero total de ceros de irr(a, F)
= ndmero de ceros distinto de irr(a, F)

= {F(a, F)}

= [F(a): F] = {F(a), F'} para todo cero a € F, por lo que f(z) es separa-
ble sobre I'. ®

Equivalentemente tenemos la siguiente

Observacién 2.11.4 Sea f(z) € Flz] un polinomio irreducible sobre F.

f(z) es separable sobre F' < f(z) tiene todos sus ceros de multiplicidad 1.
B
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Teorema 2.11.5 Si K es una extension finita de E y E es una extension
finita de F, esto es , si F < E < K, entonces K es separable sobre F < K
es separable sobre E y E es separable sobre F'.

Demostracién. Por hipétesis tenemos que:

K

l«n
J:oo

(=) Supongamos que K es separable sobre F, entonces por definicién
[K : F] = {K : F},
=[K:El<oco y {E:F} <o
por el teorema 2.10.6 tenemos que
{K:E)[K:E] y {E: FY[E: F]

:;,{{K:E}Cl:[K:E]p.a_ 0+#c1 € NU{0}
{E:F}ey =[E: F] pa. 0#c; € NU{0} (1)

Por otra parte,

{K:EH{E: F} ={K:F} por el corolario 2.8.3
= [K : F] por hipdtesis
= [K: E|[E : F] por el teorema 2.3.5

={K:E}ci{E: F}c; por (I)
SAK:EHE:F}={K :E}ei{E: F}c
=ce=1lconec,eEN=ci=c=1

{K:E}=|K: E]
= y
{E:F}=[E:F]

entonces tenemos que K es separable sobre E y E es separable sobre F.
(<) Supongamos que

[K:El<oo y [E:F]< o
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con K separable sobre E y E separable sobre F. Tenemos por definicién que
{K:E}=[K:E| y {E:F}=[E:F].
= {K:F}={K:E}{E:F}=|K:E|E:F]=[K:TF]
Por tanto K es separable sobre F. &

Nota 2.11.6 El teorema 2.11.5 claramente se puede extender por induc-
cién a cualquier torre finita de ewtensiones finitas. El campo de arriba es
una extension separable del campo de abajo si y sélo si cada campo es una
extension separable del que estd inmediatamente debajo de €l.

Corolario 2.11.7 Sea E una extension finita de F. E es separable sobre
F < cada o € E es separable sobre F.

Demostracién. (=) Supongamos que E es separable sobre I' y sea o € I

arbitrario. Tenemos -
E

T
0> 1 Fla)
|

.

vimos que lo anterior implica que

E

=

Ademis [E : F] < oo implica que E es algebraica sobre I, = a € E es
algebraico sobre F' y entonces,

Dado que por hipétesis E es separable sobre F, por el teorema 2.11.5 F ()
es separable sobre F' para cada a € E y asi por definicién se tiene que a es
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separable sobre I' V o € E.

¢

E

<o
00 >3 Fla)
<0oe

F

.

(¢=) Supongamos que [E : F] < co y que Y o € E tenemos que « es
separable sobre F. (Notemos que si [F : F] < oo entonces por el teorema
2.3.2 E es algebraica sobre F' y entonces E subcampo de F).

Dado que [E : F] < o0, entonces tenemos por el teorema 2.3.16 que 3 ay,--- ,ay, €
E < F tales que E = Fay, -+, ay).
Dado que por hipétesis cada a; € E < F es separablesobre F Vi=1,--- n,

entonces por la observacion 2.11.2 se tiene que
irr(ay, F) tiene todos sus ceros de multiplicidad 1 en F (I)

Por otra parte, dado que irr(a;, F) tiene a a; € E como un cero y

F C Flan, - ,041) = irr(oq, F) € F(ay, -+, o4-1)[2] y también irr(ay, F)
tiene a a; como cero para cada i = 1,--- ,n. Por el teorema 1.7.1 tenemos
que

irr(og, Flag, - ,04-1))]irr(aq, F) para cada i =1,--- ,n,

= 3 gi(z) € F(au, -+, a-1)[z] tal que

irr(oy, F(ou, -+ ,-1))9i(x) = irr(oy, F) para cada i =1,--- ,n. (II)

Por (I) tenemos el factor (z — «;) aparece exactamente una sola vez en el
lado izquierdo de la igualdad (II), por lo que «; es un cero de multiplicidad
1 en irr{ay, F(aq, -+ ,04—1)) entonces por el teorema 2.10.2 se tiene que
todos los ceros en Fay, -+ ,a;—1) = F de irr(oy, Fon, -+ ,a4-1)) tienen
multiplicidad 1. Por la observacién 2.11.2 se tiene que el elemento a; €
Fa, - ,04-1)(y) < F es tal que o; es separable sobre F{ay, - - ,Q—1)
para cada ¢ = 1,--- ,n, con cada extensién simple separable sobre el campo
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que estd inmediatamente debajo de ella. Asi tenemos

E
I
Flay, -+, 0n-1)(an)
T<oo
F(Qfls s an—l)
I
F(C}tl, B ;C’ln72)(an——l)
T<oo

T<oo
F(ay, o)
F(on){az)

T<oo

Fla)

T<oo
F

Por el teorema 2.11.5 extendido por induccién, concluimos que E = F(ay,--- , o)
es una extensién separable sobre . ®

2.12. Campos perfectos.

Pasamos a la tarea de demostrar:
“Si o € F no es separable sobre F' entonces F' es un campo infinito de
caracteristica p #£ 0 ”.
Para esto, necesitamos el signiente:

Lema 2.12.1 Sea F una cerradura algebraica de un campo F', y sea
fla) = 2" + an—12""" + -+ @13 + ag

cualguier polinomio ménico en Flz]. Si (f(z))™ € Flzg] ym-1# 0 en F,
entonces f(z) € Flz], esto es, todas las a; € F.

Demostracién. Debemos demostrar que a; € F, procederemos por
induccién sobre r, demostraremos que @, € F. Para r = 1, veremos
primero que

(f(z))™ =™ + (m- Dan_12™ L+ +af".
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Sea
Z=a,12" '+ 4 a1z +ag (I)

entonces

@ +2)" = F)E)"2 + (@)™ DZ 4 (@)D g2 g

+H-a )@Y =T Zmet . (g ymem Zm (1T)
donde
Z' = (an12" M+ @z + ag)! todos los términos de grado < (n — 1)
Z% =g o R+ ap)? todos los términos de grado < 2(n — 1)
Zm™ 1 = (an-12™ 4 a1z +ag)™ ! todos los términos de grado < (m—1)(n—-1)
Z"  =(ap12" 1+ a1z +ag)™ todos los términos de grado < m(n — 1)
por tanto, en
(P)(zn) -1 Z1 aparecen sélo términos de grado
<(mm-n)+(n-1)=nm-—1.
En ()™~ 22 aparecen sélo términos de grado

< (nm —2n) + (2n — 2) = nm — 2.

En (T_ ) (z™)m=m-1) zm=1  aparecen sélo términos de grado
snam—n(m-1)+nm-1)— (m—1)=nm— (m - 1).
En () (@) m-—m) g aparecen solo términos de grado
< (nm — nm) + (mn — m) = nm — m.

por tanto,
(flz)™ =E"+2™
=@+ (ap—12™ 1+ -+ arz + ag))™

="+ (m - 1)ag_12"™ 1 +--- + ol

Dado que por hipétesis (f(x))™ € F[z], entonces (m - an—1 € F. Ademds
también por hipétesis (m - 1) # 0 en F, entonces (m -1)"! € F y asi

an—1 = (m-1)"Y(m-1)a,_,) € F,

por lo que se tiene
ap1 € F
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Hipoétesis de induccidn:

Supongamos que an—r € F'V r=1,2, -, k. Por demostrar que a,,_ (1) €
F (y por lo tanto demostraremos que a, , € F V r < k implica que
anr €EFVr<k+1).

Calculemos el coeficiente A de Az™™~(#+1) del polinomio (z" + Z)™.
De la ecuacién (II) obtenemos que:

Agnm—(k+1) Gn)$mn—na” v (k+1)$n—(k+L)
+(5n)mnm72nb2:t:2"7(k+l)

+(m_1)xnmf(mfl)nbm_11.(m—1)n—(k+1)
+ (m)mnmfmnbmxmnf(kﬁrl)

Donde los b;z"*+1) son los términos que aparecen en Z¥, con 2 < ¢ < m.
Ahora

Z5 = ( (12" 4 4 @k + (an—pry@™ Y o+ gz 4+ ag) )

- ~

2 "

h(z) g(x)

Sean

h’(m) = a"nw-lwn_1 i o an—k:rn_k1

g(@) = anm(isirl)wn—(k-l—l) + -+ a1 + ag.

el grad(Z) = n — 1 cuando a,—1 # 0y grad(Z) < n — 1 cuando a1 =0
por como se definié en (I). Entonces para h(z) y g(z) se tiene

grad(h(z)) <n—1 y grad(g(z)) <n-(k+1)

para cada s tal que 2 < s < m. Nos interesa encontrar el coeficiente del
término z**~(F+1) de Z°.

z® = (h(z) + 9(x))°
= (§)(h(x))*g(x)° — grado= (s(n—1)+0(n — (k+1))) = sn—s
+(@)(h(z))* L g(z)? — grado=(s—1)(n—1)+1n—(k+1))=sn—(lk+5s)
+(3)(h(z))*2g(z)? —s grado= (s —2)(n—1)+2(n—(k+1)) =sn—(2k+s)

-4"(24)(h(:ﬂ))s"’(““ng(m)s’l — grado=(s—(s—1))(n—-1) +(s—1)(n— (k+1))
=sn—((s—1)k+s)
+()(h(x))**g(x)* — grado= (s —s)(n—1)+s(n— (k+1)) = sn — (sk +s)
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Para 1 € ¢ < s, tenemos que

(s—i)n—1)+iln—(k+1)) =sn—s—int+i+in—ik—1
sn — (ik + s).

I

Concluimos que para ¢ > 1 no hay términos de la forma gsn—(k+1) en Zs,
Sélo pudieran aparecer términos de la forma o~ (k+1) para ¢ =0 en Z°, es
decir, sélo aparecen términos de la forma 25"~ (k+1) en el primer sumando
de Z° que es (§)(h(2))® = (§)(an-12""1+ -+ ap_kz" *P V2 < s < m.
Entonces el coeficiente A de ™~ *+1) en (f(x))™ es de la forma:

A= (m-1)ap_(kt1) + Gas1(@n-1,8n-2," ", Gn—k)
Donde gg41(@n—1,@n—2," "+ ,an—k) €s un polinomio formal en ay—1,an—2, - , @n—g,
es decir, g1 es suma finita de productos finitos de 1os @n—1, @Gn—2, - , Gn—k-

Entonces por la hipétesis de induccién tenemos que:
Gk (Or15 B2y ** On—k) € F
v por hipotesis
(f(z))™ € Flz]. En particular A € F.
por tanto,
(m - 1)ap—(k+1) = A — Grt1(@n-1,0n-2, -~ ,0n_k) € F.

Por lo que

(m - 1)an_(k+1} e L.
Dado que por hipétesis m-1 # 0 en I, nuevamente tenemos que @n (k1) € E.
=

Definicién 2.12.2 Un campo es perfecto si toda extension finita es una
extension separable.

Teorema 2.12.3 Todo campo de caracteristica cero es perfecto.

Demostracién. Sea I un campo de caracteristica cero. Sea F un campo
de extensién de F tal que [E : F] < oo.

Sea « € E arbitrario. Como [E : F] < cc, por el teorema 2.3.2 tenemos que
E es algebraica sobre F, entonces existe el polinomio irr(a, F ).

Por el corolario 2.10.3 el polinomio irr(a, F') se factoriza en F[z] como

I, (z—a;)” € TFlx]
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donde «; son los ceros distintos de irr(a, F) en F y digamos que a = .
Entonces irr(a, F) = I (z — a;)” = (I, (z — ;)" € Flz].

Pero F es de caracteristica cero y por definicién de caracteristica cero esto
implica que v - 1 # 0, por el lema 2.12.1, el polinomio

flx) =T (2 — i) € Fla]

con f(a) =0.
Dado que irr(a, F) es irreducible en F y de grado minimo tal que tiene a o
como un cero, entonces v = 1 y asi tenemos que

irr(o, F) =TI (z — ;) € Fla],

lo que implica que todos los ceros de #rr(a, F') son de multiplicidad 1 en
T. Por la observacién 2.11.2 se tiene que a es separable sobre F. Dado que
[E: F] < 00y a € E fué tomado arbitrario, aplicando el corolario 2.11.7
obtenemos que F es separable sobre . ®

Teorema 2.12.4 Todo campo finito es perfecto.

Demostracién. Sea F un campo finito de caracteristica p y sea E una
extension de F tal que [E : F] < co. Sea o € E arbitrario. Por el corolario
9.11.7 basta demostrar que « es separable sobre F.

Dado que [E : F] < oo por el teorema 2.3.2 tenemos que E es algebraica
sobre F y por definicién se tiene que existe el polinomio irr(a, F) y por el
corolario 2.10.3 tenemos que:

irr(o, F) =T (z — ;)" en Flz],

donde los o; son los ceros distintos de irr(a, F) en F y digamos que o = ai1.
Como v € N podemos expresar v como » = p'e tal que p fe con
t € NU{0}.

= irr(a, F) = Iy (2 — o) = (I (2 — )"
Notemos que € -1 # 0 en F pues (e,p) = 1. Por el lema 2.12.1
I, (2 — )P € Flal.

Dado que irr(a, F') es el polinomio de grado minimo sobre F', tal que tiene
.z t

a o = (v COMO UN Cero y o = o también es cero de I (z — o;)? , entonces

e = 1, por tanto,

irr(a, F) = Ty (z — eg)P" en Fla]
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Por otra parte, vimos en la demostracién del teorema 2.6.1 que en un campo
finito F' de caracteristica p se tiene que

(@a+b)? =a® +b” Va,bel.

Aplicando la observacién anterior p* veces tenemos

irr(e, F) = Iy (2 — o) = Iy (' — o).

Entonces podemos expresar a irr(a, F') como:

i

wr(o, F) = _q(mpt) € Flz] donde g(z) =TI (z — o)

i

pero g(z?') € F[z] y entonces por definicién todos los coeficientes de gl(z?)
estdn en F. Asi g(z) tiene todos sus coeficientes en F' = g(z) € F|z]

rg(@) =My (z— o) € Fla].

Notemos que también g(z) es irreducible en F|z] (pues si g(z) no fuera irre-
ducible sobre I entonces existirfa una factorizacién de g(z) tal que

g(xz) = h(z)k(z) con grad(h(z)) # 0y grad(k(zx)) # 0 pero entonces ten-
driamos que Flz] 3 irr(a, F) = g(@®') = WP Yk(zP') = grad h(zP') # 0
y grad k(z?') # 0 = irr(a, F) no es irreducible sobre F !), por tanto,
g(z) = Iy (z — of t) € Flz] es irreducible sobre F y g(z) tiene todos sus
ceros de multiplicidad 1 en F. Por la observacién 2.11.3, g(z) € Flz] es
separable sobre F y los ceros distintos de g(z) en F son los of gl

Ahora consideremos f
F(od) = F(a?).

Dado que a"'l’L = a® es un cero del polinomio separable g(z) € F[z] sobre F
entonces por definicién

F(a”") es separable sobre F. (1)
Por otra parte, dado que z¥° — o? = (z — a)?’t entonces
a es el tnico cero del polinomio 2?' — o en F (II)

y F (api) es un espacio vectorial de dimensién finita sobre F = F(o?') es
. i
un campo finito y de caracteristica p, pues 1€ FC F(a®), 1+---4+1=0
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en FCF(a®) .1+ ---41=0en F(a?"). Por el teorema 2.6.1 se tiene la
transformacion

Op F(o?") — F(a?")

tal que

op(a) = aP, es automorfismo
= (0p) =0po---00p: F(apt) — F(ozpt) es automorfismo,
L
t—wveces

en particular, (crp)f es sobreyectiva y por tanto, para el elemento o €
F(aP") existe § € F(o?"), tal que

(0p)4(8) = o'

y por otra parte, por la definicién de o, tenemos

(Up)t(,ﬁ) = ﬁpt
= g7 =o'
=% ﬁpt —aff =0

i t
= B es un cero de 2P — of

pero en (II) vimos que « es el tinico cero de z? — a?', por tanto a = B, y
dado que B € F(a?') y B = a, entonces a € F(aP") asf:

F(a) = F(o*") (I11)
((III) es verdad pues siempre se cumple que
F(o) C F(a)

pues o’ € F(a) y
F(a) € F(o®)

debido a que F(a?") contiene a a y a F). Por (I) y (III) tenemos que F(a)
es separable sobre F', entonces por definicién, o € E es separable sobre F.
(Notemos ademés que irr(a, F) = I (z — o;)?", entonces por la obser-
vacién 2.11.2¢t=0). =
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2.13. Teorema del elemento primitivo.

Teorema 2.13.1 (Del elemento primitivo)

Sea E una extension separable finita de un campo infinito F. Entonces
eriste « € F tal que E = F(a) (dicho elemento « se llama el elemento
primitivo). Esto es, una extensién separable finita de un campo infinito es
una ertension simple.

Demostracion. Lo probaremos para el caso que F = F(f3,~). El razona-
miento de induccion es claro.
[E : F] < oo = E es algebraico sobre F', entonces existen los polinomios

wrr(B, F), irr(vy, F)

Sean 8 = fi,---, By, todos los ceros distintos de irr(5,F) en F, y sean
¥ =1, ,n todos los ceros distintos de irr(v, F) en F.

Dado que E es separable sobre F', por el corolario 2.11.7 y por la observacién
2.11.2 todos los ceros de irr(3, F) y de irr(y, F) son de multiplicidad 1.
Como F es infinito, entonces existe a € F tal que

(Bi — B)
(v =)

= Pray#FPitay YV i,jeonj#l
(pues 6+ ay =i +ay; = fi — f=ay—ay = a=E501).
Sea

€FVYi,jconij#l.

a=f+ay+# b+ ay; (T)
Ssa—authVi,jemj#l (IT)

Sea

f(z) = irr(8, F) € Fla],

v sea
h(z) = f(a — ax) € F(a)[z].

= h(y) = flo—ay)
= £((8 + m) — a) por ()
= f(8)=0

pero por construccidn

h(v) = floa—ay;) #0 Vi,j con j # 1.
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(por (IT) y por que los 3; son todos los ceros distintos de f(z) = irr(3, F))
() £0 Vi £,
por tanto, el polinomio A(z) € F(«)[z] sélo tiene un cero en comin en I
con irr(~y, F) € Flz] C F(a)[z], el cual es .
Por el teorema 1.7.1
irr(y, F(a))|h(z) € F(a)lz] y irr(y, F(a)lirr(v, F) € F(a)[z].

= irr(7y, F(a)) € F(a)[z] debe ser un polinomio lineal en F(a)[x] pues i(x)
y irr(7y, F) solo tienen a y como cero en comin en F. Dado que irr(y, F'(a))
es también ménico = irr(y, F(a)) =z — v € F(a)[z] = v € F(a)

= F(a,7) € F(a),
y siempre se tiene que
F(a) € F(a,7) ... F(a) = F(a, 7).

Sélamente resta probar que F(a,v) = F(8,~). Recordaremos que a = 3+a~y
(C) Notemos que

a=pF+ay € F(B,7) puesac I
. F(3,7v) es un campo que contiene a F, v y cv.
. Fa, ) S F(8,7)
(2) Notemos que
B=a—ay€ F(a,v) pues a€ F.
Asf F(«,y) es un campo que contiene a F, v y j
5 BB © Fla )
S F(B,7) = Fla,7) = F(o)
L E=F(8,7) = F(a),
con esto se concluye que E es una extension simple de F. m

Corolario 2.13.2 Una exlensidn finita de un campo de caracteristica cero
es una extension simple.

Demostracion. Sea F' un campo de caracteristica cero y F extensién de
F tal que [E : F] < oo. Dado que £ es un campo de caracterfstica cero
entonces ) C F' y por tanto, F' es un campo infinito. También dado que
F es de caracteristica cero, por el teorema 2.12.3 F' es un campo perfecto,
es decir, toda extensién finita de F' es separable, y por el teorema 2.13.1
E=F(a)paraalginoa € E. m
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2.14. Campos finitos.

El objetivo de esta seccién es demostrar que dado cualquier primo p y
dado cualquier entero positivo n, existe exactamente un campo finito (salvo
isomorfismo) de orden p". Denotaremos a este campo CG(p™) y lo llamare-
mos el campo de Galois de orden p™.

2.14.1. Estructura de un campo finito.

Teorema 2.14.1 Sea E una exlensidn finita de un campo F de grado n,
es decir [E : F] = n < co. Si F tiene q elementos entonces E tiene q"
elementos.

Demostracién. Sea {w, - , 0} una base para E sobre F. Entonces cada
3 € E puede escribirse de manera tinica como

[3:b1a1+---+bnaﬁconbi€F

dado que cada b; tiene g posibles formas de elegirse en F, entonces el nimero
total de dichas combinaciones lineales es ¢, por tanto, |F| =¢". ®

Corolario 2.14.2 Sea E un campo finito de caracteristica p, entonces B
contiene exactamente p" elemenios para algin entero positivo n.

Demostracién. Tenemos que dado que E es de caracteristica p, entonces
por el corolario 1.2.13 Z, C E. El conjunto total de elementos de E es un
conjunto finito de generadores de E sobre Z;, (para cada e € E, e =1-¢
para 1 € Z, y e € E) .. [E : Zy] = n < co para algin n. Dado que |Zy| =p
y por el teorema 2.14.1 se tiene que |E| = p" para algin n. m

Fl siguiente teorema mostrara como puede construirse cualquier campo fini-
to a partir del subcampo primo Z,.

Teorema 2.14.3 Un campo finito E de p"™ elementos es el campo de
descomposicion del polinomio 27" —x € Zy[z] sobre Z,, (salvo isomorfismos).
Atn mds

E = {a € Z,)a es cero de a¥" — z € Zy[z]}.

Demostracién. Sea E un campo finito con p™ elementos donde p es la
caracteristica de E (véase el corolario 2.14.2).

Sea E* = E — {0}. Entonces E* es un grupo abeliano multiplicativo (por la
afirmacién 2.5.13) tal que, |E*| = p™ — 1. Por teoria de grupos, tenemos que
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para cualquier o € E* se tiene que a elevado al orden del grupo E* es igual
a1, es decir, o? 1 =1V a € E*,

2o =aVacE =" —-a=0 YaeE

Asi, ¥ a € E* tenemos que « es cero del polinomio zP" —x € Zy|z]. Notemos
que 0 € E también es cero del polinomio 2?" — z € Zplz] .. ov es cero del
polinomio 2" — z € Zp[z] V a € E. . E C {a € Zy| a es cero de " —z €
Z,[z]}. Ademss Z, C E pues I es de caractaristica p.

Pero |E| = p" ¥ ZP" — ¢ tiene a lo mds p” ceros en cualquier campo de
extension.

.. E = {a € Zyp| a es cero de aP" — x € Zp[z]}. Asi, E es un campo que
contiene a Zj, y a todos los ceros de Zy. Sea E' el campo de descomposicién
de 22" — & € Zy[z], asi, por defincién de E', E' C E. Pero por otra parte
por definicién de E', {a € Z,| a es cero de 27" —z € Zyla]} € E'

E=E={acT)| a es cero de z* —z}.
]

Definicién 2.14.4 Sea F un campo. Un elemento o € F' se llama una raiz
n—ésima del unitario si o™ = 1. a se llama una raiz n-ésima primitiva
del unitario si " =1y a™ #1 para 0 <m < n.

Observacién 2.14.5 Si E es un campo de ceracteristica p finito (y por
tanto, por el corolario 2.14.2 E tiene p" elementos para algiin n), entonces
todos los elementos de E* = E — {0} son todas las raices (p" — 1)—ésimas
del unitario.

Demostracién. E* es grupo y |E*| =p™ — 1,
s afl=1VaeE =" '=1VacE"
[

Observacién 2.14.6 Sea F cualquier campo y sea Uy, el conjunto de
todas las raices n-ésimas del unitario en F. Entonces Uy es un grupo bajo
la. multiplicacion del campo F.

Demostracién. Notemos que U, C F*, puesa € U, = a" =1 = ad™ " =
1 = a es unidad, por lo que, a € F*. Demostraremos que U, es un subgrupo
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de F* = F — {0}.

Sean a,b € U, = (ab)"™ = a™" pues F* es grupo abeliano
=1l-lpuesa®=1yb*=
=abe U,

Seaa€lp = a"=1=1=@@")"a"=(@") - 1=1=(a )" ale
Us.
.. Uy, es grupo multiplicativo (abeliano). m

En la demostracién del siguiente teorema utilizaremos el teorema de gru-
pos abelianos finitamente generados que aqui presentamos sin de-
mostracion.

Teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente gener-
ados: Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo al producto
directo de los grupos ciclicos de la forma:

Z(pl)rl, xZ(pz)rg XX Z(pn}m XEXELEX - XZ

donde las p; son primos, no necesariamente distintos, y también es isomorfo
a un producto de la forma:

Zm1pXZm2X“‘XZmT_}(ZXZ)(--.XZ,

donde las m; dividen a m; ;.

En ambos casos el producto directo es tinico, excepto por posibles rearreglos
de los factores, esto es, el nlimero de factores de Z es tnico. Los coeficientes
de torsién m; de G son tinicos y las potencias de primos (p;)™ son tnicas.

Demostracion. Para la demostracién ver [1] pp.(184-189). m

Teorema 2.14.7 Si G es un subgrupo finito multiplicativo del grupo multi-
plicativo (F*,-) de los elementos distintos de cero de un campo F, entonces
G es ciclico.

Demostracién. Dado que G es un grupo abeliano finito, tenemos por el
teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente genera-
dos, que G es isomorfo a un producto directo de grupos ciclicos.

G=Zmy Xy X - X Zrp,, My|miyr Vi y algin 7 tal que 1 < 7 < oo.
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Pensemos que cada Z,,, es un grupo de orden m; en notacién multiplicativa.
Entonces dado cualquier a; € Zm, = a;* = 1 = a]'" = 1, pues m;|m;, V i.
Asi, dado

(a1,02, ,8r) € Zmy, XDy X -+ X Ly, un elemento arbitrario,

tenemos que

My Ty

(al,ag,"' :ar) = (a]_ 1a;nrz"' 1a’mr):(171;"' :l) =1L

Usando el isomorfismo
G2 Zpy X Zpy X o0 X Ly,

en G, lo anterior se traduce a lo siguiente. Dado a € G arbitrario
=M =1=a"™"—-1=0,

entonces para todo o € G tenemos que « es cero del polinomio

™ —1 € F[z]. Dado que 2™ — 1 a lo més m, ceros en cualquier campo de
extension de F, entonces |G| < m,. para algin r, tal que, 1 £ r < o0,

Por otra parte tenemos que

|Gl = |Zmy X Zmy X -+ X L, |
= |Zm, [|Zma] - - | Zm.|
= HE:lm@

Asi
Gl <mr y |Gl =1_my=7r=1

.G = Zp,, por tanto, G es ciclico finito. ®

Corolario 2.14.8 El grupo multiplicativo de todos los elementos distintos
de cero de un campo finito bajo la multiplicacidn del campo es ciclico.

Demostracién. Inmediato del teorema 2.14.7. ®

Corolario 2.14.9 Una extension finita E de un campo finito I' es una
extension simple de F.

Demeostracién. Por el teorema 2.14.1 y como [E : F| < oo y F' es finito,
entonces tenemos que F es un campo finito. Entonces por el corolario 2.14.8
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tenemos que F — {0} = E* es un grupo ciclico finito.
Sea « un generador del grupo ciclico finito E*,

= E* = {(‘50;(11"" ,Ckk} = H= {0,050,()41,--- ,(xk} C Fla)
pero también tenemos que F(a) C E pues IV contiene a I’ y a «
;B = F(a).

Para el siguiente ejemplo necesitaremos el teorema de Lagrange. Recor-
demos su enunciado:

Teorema de Lagrange: Sea G un grupo de orden finito y sea H un sub-
grupo de G entonces el orden de H divide al orden de G.

Observacién 2.14.10 a es un generador de algin subgrupo H de orden k
de Z}, < a es raiz k-ésima primitiva de la unidad.

Demostracién. (=) Sea a generador de H donde H es un subgrupo de
Zj, de orden k, entonces a™ # 1V 0 < m < k (de lo contrario a no seria
generador de H).

(¢) Tenemos que a* = 1y a™ # 1V 0 < m < k. Notemos que m1 # ma
con 0 < my < mg <k =>a™ # a™ (pues a™ =a™? = @™ "™ =1 con
0 < mg —my < k, contradiccién. - a™ # a™2.) = |(a)| = k .". a genera a
un subgrupo de orden k de Z},. ®

Ejemplo 2.14.11 Consideremos el campo finito Z1y. Por el corolario 2.14.8
se tiene que (Z7,-) es un grupo ciclico finito.

Encontremos un generador de Z%, a prueba y error. Intentemos con 2 € Z7;.
Dado que |Z3,| = 10 por el teorema de Lagrange

o(Z)[10 = o(Z) = 2,5 610

pero

2 =4+£1,2%=20.2=T6-2=5-2=10# 1 en Z11,
2

por tanto, o(2) = 10 = (2) = Z}; .. 2 € Z}; es un generador de Zj;.
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Recordaremos ahora dos resultados de la teoria de grupos ciclicos:

Teorema: Sca G grupo ciclico con n elementos generado por a. Seab € G y
sea b = a®. Entonces b genera un subgrupo ciclico H de G con 5 elementos
donde d es el m.c.d de n y s, es decir, (n,s) = d.

Corolario: Si a es un generador de un grupo ciclice finite G de orden
n, entonces los otros generadores de G son elementos de la forma o” donde
r y n son primos relativos ((r,n) =1).

Usando el corolario anterior tenemos que todos los generadores del grupo
ciclico Z5, son a” dondea=2y (r,10)=1=r=1,3,7Ty 9.
Entonces todos los generadores de Zy; son

=73, 2°=8, =7, =FenZn
es decir, todas las raices décimas primitivas del unitario en Z11 son:
2,6,7,8.

Por el teorema enunciado anteriormente en este ejemplo y la observacion
2.14.10 tenemos que las raices quintas primitivas del unitario en Ziy son
de la forma b = a°, donde a = 2, n = 10, § = 5 y (n,s) = d. Es decir,
%} =5 = d = 2, entonces los generadores b de los subgrupos ciclicos H de
orden 5 de Z3; son tales que b =2° con (10,5) =2 => s =2,4,6 y 8. Asi por
la observacidn 2.14.10 el total de raices quintas primitivas del unitario de
711 son:

es decir, son

La raiz cuadrada del unitario en Zqy seria b= a® donde a =2, n = |Z},| =
10, 3 =2 y (n,s) = d, entonces serfan los b =2 con s tal que (10,8) = 5.
= s = 5. Asi, b = 2° = 10 seria la tnica raiz cuadrada primitiva de la
unidad.

2.15. La existencia de CG(p").

Pasaremos ahora a la cuestién de la existencia de un campo finito de
orden p” para toda potencia de un primo p, con r > 0. Para ello necesitamos
el siguiente
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Lema 2.15.1 Sea F un campo de caracteristica p y sea n > 0, entonces
zP" — x tiene p" ceros distintos en el campo de descomposicion K (K sub-
campo de T ) de 2P — x sobre F'.

Demostracién. Demostraremmos que zP" — z tiene p" ceros distintos en
K. Primero notemos que 0 € F' € K es un cero de multiplicidad 1 de P —x
(pues 27" — z = z(z?" — 1) y 0 no es cero de " —1).

Sea a (e # 0) un cero del polinomio zP" 1 — 1, veamos que « debe ser de
multiplicidad 1 y habremos terminado.
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donde 1a 1ltima igualdad es porque « es cero de

. —_ n.__
Pl 1= 1= =1

1
= g(a) = (0" - 1) 1]
Dado que F' es de caracteristica p, entonces p™ -1 =0

0~ (1-D): =~ #£0

o

— 1) - (1 1)

X

= gla) = [~ 1) 1)

Asf hemos demostrado que cualquier cero o de xP" ~! — 1 es de multiplicidad
1 en el campo de descomposicién K < F de 2P —z. ®

Teorema 2.15.2 Dado p un primo y n > 0, existe un campo finito CG(p")
de p™ elementos. Ain mds, podemos tomar

CG(p") = {a € Lyla es cero de 27" — x € Zyla]}
que es un campo de descomposicion de 2¥" — x € Zypz)] sobre Zy.

Demostracién. Sea K subcampo de Z,, tal que K es el campo de descom-
posicién del polinomio 27" — x € Z,[z] sobre Z,. Por definicién K es el
menor subcampo de Z, tal que K contiene a Z, y a todos los ceros en Z,
del polinomio " — x € Z,[z].

Sea F el conjunto

-_ T
F = {a € Zpla es cero de z¥ — x},
entonces, por la definicion de K se tiene
FC K.

Dado que Z, tiene caracteristica p, el lema 2.15.1 nos dice que z¥" — x tiene
p" ceros distintos en el campo K de descomposicién (K < Zp) sobre Z, del
polinomio zP" — z. Asi, por definicién del conjunto F, se tiene

|Fl=p" (D)
Por otra parte afirmamos que F es subcampo de K. Sean o, 8 € F

= (a£pP" =ao? £67" pues Char(K) = Char(Zy) = p
=watf pues o, 3 € F
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= (axpf) —(a+p)=0=>a+BcF

también - -
(aB)P" =" pP
= af pues a, 3 € F

#(aﬁ)Pn—aﬁzﬂ:-aﬁeF.

Ademis 0,1 € F, pues 0,1 € Z, son cero de A
Tambiénsea(];éaEFifa”"—a={]¢oﬁ’n:a%0:>a%:i—:-
(P =P <(3)=0=> L € F - F es subcampo de K y dado que
leF(l1eZy)=Zy< F.

Asf tenemos que

Z: < F L K€%

Dado que por definicion K < Z, es el menor subcampo de Zp que contiene
a Zp y al conjunto de todos los ceros de z?" — z y por otra parte F es el
conjunto de todos los ceros de P — x, Z, C F y F es campo, entonces
F = K. Pero por (I) tenemos que |F| = p", por tanto, |K| =p" y asf K es
el campo buscado donde

K = F = {a € Zyla es cero de ¥ — z}.
Y

Corolario 2.15.3 Sea F' un campo finito cualquiera. Dado n un entero pos-
itivo cualquiera existe un polinomio wrreducible en Flz] de grado n.

Demostracion. I’ es un campo finito, por lo que la caracteristica de I es
p, para algin p primo. Por el corolario 2.14.2, se tiene que |F| = p" para
algin entero positivo r. También dado que F' es de caracteristica p, entonces
Z,, es subcampo de F. Tenemos que F' es finito, por lo que [F : Zy] < ooy
asi, por el teorema 2.3.2 F' es una extensién algebraica sobre Z,, y por lo
tanto:

Zy < FEF LD

Por el teorema 2.15.2 se tiene que:
K = {a € Zyla es cero de 2" — z}

es un subcampo de Z,, tal que, |K| = p™". Ademds por ser K subcampo de
Zy y Zyp de caracteristica p, entonces K es de caracteristica p y por tanto Z,
es subcampo de K.
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Por otra parte, dado que F' es un campo finito con |F| = p" y por el teorema
2.14.3
= F ={a € Zy|la es cero de 27 —z} (I)

Veamos que F' es un subcampo de K.
Usando que p"™ = p" - p"®~1, que a € F y que por (I) o =«
tenemos que

R
aP’™"t = PP

7y {n—1)
= (o )p’
. ap'r(nki]

n—1)

.t (n—2)
=P P

(apr )pr'(n—Q)
e apr(n—Z)

= P

=

Por tanto, o — o =0 => a € K, lo que implica que F es subcampo de K
v asi tenemos que
Zp, < F L K L L.

Ahora, dado que |K| = p™ tenemos que K es un campo finito y entonces
[K : F] < 00, es decir, tenemos que [K : F] = m para algtin m > 0, y dado
que |F| = p" tenemos por el teorema 2.14.1 que

K| =p™
por tanto
p'rm:prn:}.,n:n e [K:F]:n

También dado que [K : F] =n < oo, F es finito y por el corolario 2.14.9, K
es una extensién simple de F' = K = F(f3) para algin # € K. Asi se tiene
por el corolario 2.1.4

grad(8, F) = [F(g) : F|

= grad(8,F) = [F(8) : F]=[K : F]=n

)i
entonces grad(3, F') = n por tanto irr(8, F) es un polinomio irreducible en
Flz] de grado n. m



Capitulo 3

Teoria de Galois.

3.1. Extensiones normales.

Estaremos interesados en extensiones finitas K de F tales que se cumple
|G(K/F)|={K : F}=[K :F]

La primera igualdad ya vimos que se cumple < K es campo de descom-
posicién sobre v la segunda igualdad es la definicién de que K sea una
extension separable sobre F.

Asi, definimos

Definicién 3.1.1 Una extensién finita K de F es una extension normal
finita de F si K es un campo de descomposicion separable de F.

|G(K/F)| = {K : F} = [K : F].

Teorema 3.1.2 Sea K una extensidn normal finite de F y sea E una
extension de I, tal que FF < E < K £ T. Entonces K es una esten-
sién normal finita de E y G(K/E) es un subgrupo de G(K/F). Ademds
o y 7 en G(K/F) inducen el mismo monomorfismo de E en F (es decir,
olg =7lg: E— F) si y sélo si T =70 en el conjunto de clases laterales
derechas G(K/F)/G(K/E).

Demostracién. K es extensién normal finita sobre F, en particular por
definicién K es campo de descomposicién de un conjunto {fi(z)|i € I} en
Flz].

Entonces por definicién K es el menor subcampo de F que contiene a F'
y a todos los ceros en F de la coleccién { fi(z)|i € I} C Flz] (D

Dado que F C E podemos considerar la coleccién {fi(z)|i € I} como sub-
conjunto de E[z]. Afirmamos que K es campo de descomposicién sobre £

119



120 CAPITULO 3. TEORIA DE GALOIS.

de la coleccion {fi(z)i € I} C E(x).

En efecto pues sea K’ < F el campo de descomposicién de la coleccion
{fi(z)|i € I} C E[x] sobre E, entonces por definicién tenemos que K’ es el
menor subcampo de F' que contiene a E y a los ceros en F de {fi(z)]i €
I} C E[z]. Dado que por hipétesis E C K, entonces por (I)

K' C K.

Por otra parte, por hipétesis F' C F, entonces K’ contiene a F y a los ceros
en F' de {fi(z)|i € I} C E[x] asi por (I)

KCcK

por tanto,
K=K
por lo que K es campo de descomposicién sobre E de la coleccion

{fi(z)|i € I} C El].

Ahora veamos que K es separable sobre E.
Por hipétesis K es una extensién normal finita de F, por lo que K es sepa-
rable sobre F y [K : F| < 0o. Dado que también por hipdtesis

FEBSK

entonces tenemos que [E : F|] < 0o y [K : E] < cc. Por el teorema 2.11.5 K
es separable sobre F.

En conclusién K es campo de descomposicién sobre E y K es separable
sobre E. Entonces por definicién K es extension normal finita de E.

Veamos que G(K/FE) es subgrupo de G(K/F).

Sea ¢ € G(K/E) = {0 € Aut(K)|o|g = Id}. Como F C E y como
olg = Id= olp = Id, = o € {0 € Aut(K)|o|r = Id} = G(K/F), por
lo que

G(K/E) C G(K/F)

Por el teorema 2.5.18 tenemos que G(K/E) también es un grupo bajo la
composicion de funciones, entonces

G(K/E) es subgrupo de G(K/F).
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Veamos que ¢ y 7 en G(K/F) inducen el mismo monomorfismo de E en
FeT=7en G(K/F)/G(K/E).

(=) Sean 0,7 en G(K/F), tal que 7 =7 en G(K/F)/G(K/E).
& 17 lo € G(K/E) < 770 = p para algin p € G(K/E) = 0 = Tp.
Sea « € E arbitrario, entonces

ola) =T1ula)
= 7() pues p € G(K/E)
sole)=7(a)VaeE
=olg=7lp: E— F.

(<) Supongamos que 0,7 € G(K/F) son tales que o|g = 7|g, = o(a) =
He)YVa€ E=1lo(a)=7(a) Ya€e E=17'10 € GK/E)&T=70c¢
G(K/F)/G(K/E).

&

Corolario 3.1.3 Sea K una extensién normal finita de F' y sea E extension
de F, tal que F < E < K < F. Entonces tenemos una biyeccion

monomorfismos 7 tales que
el diagrama conmuta

¢: G(K/F)/G(K/E) —» E(—* T"f
F = F

definida por () = (o|lg : E — F), donde 0 € G(K/F), es decir, o es tal
que el diagrama

K — K conmuta
F —— F

Demostracién. ¢ estd bien definida; en efecto, sean 7, Ten G(K/F)/G(K/E)
tales que @ = 7, por el teorema 3.1.2 tenemos que

ol = Tlg :E— F
i 1

©(7) @(T)
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¢ es 1-1; en efecto, supongamos que &,7 € G(K/F)/G(K/E) son tales
que, (7) = ¢(7) = o|g = 7|g : E — F, nuevamente por el teorema 3.1.2
7=7en G(K/F)/G(K/E).
Veamos que o es sobreyectiva. Sea 7 en el contradominio de ¢ entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

|

B o= ey

consideremos el isomorfismo 7 : E — 7(£). Por el teorema de extensién de
isomorfismos tenemos que existe 7x tal que el siguiente diagrama conmuta.

JTK 7
aﬂ [

—= 7E)

= K — s o conmuta
alg/[ “
E >~é—> F (I1)

Pegando los diagramas (I) y (II) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

F
:L—»”f F
F

—_— F (I11)

Dado que por hipétesis K < T es una extensién normal finita de F, entonces
por definicién K es un campo de descomposicién sobre F y dado que (III)
conmuta tenemos por el corolario 2.9.5 que i € Aut(K) = 7 € G(K/F)
y asi se tiene que, T € G(K/F)/G(K/E) con o(Tk) =Tk|p =7. ®
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Nota 3.1.4 (Respecto al corolario anterior).
Dado que no necesariamente E es campo de descomposicion sobre F no
podemos afirmar en el corolario anterior que los monomorfismos de E en
F que extienden a la identidad en F son automorfismos de E, es decir, no
podemos afirmar que tenemos una biyeccion

G(K/F)/G(K/E) — G(E/F).

Veremos mds adelante que esto acurrird < G(K/E)aG(K/F) o bien, siy
sélo si, E es una extensién normal de F. De hecho dicha biyeccion resul-
tard ser un isomorfismo de grupos.

Definicién 3.1.5 5i K es una extension fintta de un campo F, entonces
G(K/F) se llama grupo de Galois de K sobre I

Teorema 3.1.6 (Teorema principal de la teoria de Galois)
Sea K una extension normal finita de un campo F, con grupo de Golois
G(K/F). Entonces tenemos una biyececion

A A{E|IF < EXK} — {H|H<GK/F)}

E — G(K/E)

que cumple ademds:
2B = KG(K/E) = K,\(E}-

3: St H es subgrupo de G(K/F) entonces AN(Kyg) = H.

4:[K : E] = |\ME)| = |G(K/E)|;
[E: F]={G(K/E): AE)} ={CG(K/F) : G(K/E)}, el nimero de clases
laterales de M(E) = G(K/E) en G(K/F).

5 : E es una extension normal de F < ME) = G(K/FE) es un subgrupo
normal de G(K/F) (G(K/E)<1G(K/F)).

Demostracion. 2- En el teorema 2.5.19 demostramos que E es subcampo
de Kg(k/p)- Veamos que Kgx/p) C E.

Sea o € K — E. Demostraremos que existe 0 € G(K/E) tal que o(a) # a (y
as{ tendremos que a ¢ K¢k /), esto es, que a € K — Kg(k/g), esto es, que
K-EC K—Kg(K/E), y dado que K-FEC K_KG(K/E) = KG(K/E) C E,
tendremos que Kg(k/p) € E).
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Dado que K es normal sobre F', por el teorema 3.1.2 tenemos que K es
normal sobre E entonces por definicién K es separable sobre F pero esto
ocurre si v sélo si, a es separable sobre £V o € K por el corolario 2.11.7.
Asi, por la observacién 2.11.2 el polinomio irr(a, E) tiene todos los ceros en
F de multiplicidad 1, es decir, todos los ceros en F de irr(a, E) son distintos
entre si.

También dado que o € E = grad(o, E) 2 2.
Sea 3 # a, tal que 3 es otro cero en F de irr(a, ). Consideremos el iso-
morfismo

q’a,ﬁ : E(O‘) = E(ﬁ)

Recordemos que ¥, g(a) = 3 y tenemos el siguiente diagrama conmutativo

E (1)

Por el teorema 2.7.1 (teorema de extensidn de isomorfismos), se tiene que
existe un monomorfismo ¥, 5 tal que el siguiente diagrama conmuta

F
J q”mﬁ p—

F
| .

E(a) — E(6) (IT)

Pegando los diagramas (I) y (IT) se obtiene el siguiente diagrama que con-
muta

\I’u,f}_ i

|

E

E (I1I)

Dado que K es normal sobre £ = K es campo de descomposicién sobre F
y por el corolario 2.9.5 = U, 3 € Aut(K). Ademss,

Uopslg=1Id . UppeGK/E).
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También tenemos que ¥, g(a) = 8 # «, por tanto, o & Kgx/p) v asl a €
K — K¢(k/p); con lo que se tiene

Kowkipy S E . Kgwp=E,

es decir,

E= K)\(E)-

para ver que A es 1 — 1 supongamos que A(E;) = A(F2)
= K\ = Kagy)-
pero por la propiedad 2 anterior tenemos que
Ey = Kxg,) = KB, = E2,
SEi=Es 5. Aesl1—1.

4.— Dado que K es extensién normal finita sobre F, entonces
[K : E]={K : E} = |G(K/E)| = |\(E)|.
Por otra parte, por el corolario 3.1.3 tenemos una biyeccién

monomorfismos 7 tales que

el diagrama conmuta
T

¢: G(K/F)/G(K/E) — Er“"* Tf
= F

Entonces tenemos
|G(K/F)/G(K/E)| ={E:F} por definicién de ¢
I
{G(K/F): G(K/E)} por definicién

l
{GK/F): ME)}

Por el teorema 2.11.5 K es separable sobre F' < K es separable sobre E' y
E es separable sobre F', entonces se tiene

(E:F}=[E:F|, .. [E:F|={G(K/F):E)}

Sélo resta demostrar las propiedades 3 y 5 (note que demostrar 3 equivale
a demostrar que A es sobre), las probaremos en la siguiente seccién. ®
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3.2. Grupos de Galois sobre campos finitos.

Teorema 3.2.1 Sea K una extension finita de grado n de un campo fini-
to I de p" elementos. Entonces G(K/F) es un grupo ciclico de orden n
estd generado por opr donde oy (a) = o para cada « € K.

Demostracién. Primero veamos que K es extensién normal sobre F.
como F es un campo finito entonces por el teorema 2.12.4 se tiene que F'
es un campo perfecto, es decir, toda extensién finita de F es una extensién
separable. Dado que por hipétesis [K : F] = n < co = K es una extensién
separable sobre F.

Por otra parte, tenemos por hipétesis que [F| = p” y [K : F] = n. Por el
teorema 2.14.1 se tiene que |K| = (p")"* = p™, del tecrema 2.14.3 se tiene
que K es el campo de descomposicién de 2" —z € Zyp[x] sobre Zj, entonces
K es el campo de descomposicién de 2P —z € F [x] sobre F, por tanto, K
es una extensién normal de I”

= |G(K/E)| ={K :F} = [K : F] >
|G(K/F)| =K : F]=n (1)

Dado a que K es un campo finito de caracteristica p, por el teorema 2.6.1
tenemos el siguiente automorfismo (automorfismo de Frobenius)

op: K — K

a+— g?

= opr = (6po0---00p) : K — K, es un automorfismo tal que

T — veces
.
a+—s a?

ademds notemos que o, deja fijo al subcampo F de K pues si a € F es tal
que a = 0, entonces 0y (0) = 0. Si 0 # a € F entonces a € F — {0} = F* y
F* es un grupo multiplicativo abeliano tal que |F*| =p" -1 = ol 1 =1 =
 l=1=a-a 1=a-1=a" =a=>op(a) =a

cop(a)=aVaeF . ope€GK/F).

Ahora demostraremos que el orden de o, € G(K/F') debe ser mayor o igual
que 7 y dado que por (I) |G(K/F)| = n, tendremos que {oy,r) = G(K/F).
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Procederemos:

Notemos que dado cualquier ¢ > 0 y dado que cualquier a € K tenemos que
(opr)i (@) = (gpr 00 opr )(a) = &P

Debemos analizar como es el menor i > 0 tal que (0,r)" = Id. Pero (o) =
lde (op)(a)=aV ae Koo =aVacKeoa? —a=0V ac
Ko aescerodea? —z€ Flz] V a€ K.

Por tanto debemos analizar como es el menor i > 0 tal que « es cero del
polinomio 27" —z € Flz] V a € K. ‘

Dado que |K| = p'™ = el polinomio 2P — z € F[z] debe tener al men-
nos |[K| = p™ ceros distintos => el grado de " — z debe ser al menos
=iz n.

= |{opr)| = n para opr € G(K/F). Dado que |G(K/F)| =n = G(K/F) =
(opr) . G(K/F) es un grupo ciclico de orden n con generador el elemento
opr €EGK/F) m

Usaremos el teorema 3.2.1 para dar otra ilustracién del teorema principal
de la teoria de Galois.

Ejemplo 3.2.2 Sea F = 7, y sea K = CG(p'?).

Asi, tenemos que |K| = p'? < 00 = [K : Zp] < 0o = [K : Zy] = m para
algiin m > 0 y dado que |F| = |Zy| = p, por el teorema 2.14.1 tenemos
K| =p" = |K|=p2=p"=>m=12, [K : F] = 12. Usando el teorema
3.2.1 se tiene que G(K/F) es ciclico de orden n =12, es decir,

G(K/F) = (Zyg,+)
y G(K/F) estd generado por o, (r =1 en este caso), donde
Tyt 1 CG(p*2) — CG(p'?)

a — a”

Utilizando el teorema de grupos ciclicos enunciado en el ejemplo 2.14.11,
podemos describir todos los subgrupos ciclicos (o sea todos los subgrupoes) de
G(K/F) = (o).

Clalculemos todos los divisores d, de n = 12 que son: d = 1,2,3,4,6 y 12,
ast b = a® genera un subgrupo ciclico H de G con % elementos donde

d
(n,s) =d, es decir, (12,s) = d.
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Caleulamos cada caso

(12,s) =1 =s=1,5"711 = (0p)' genera G(K/F)

(12,8) =28 =35=210 s {iop)°
(12,5) =3 =>s=3,9 = ()
(12,8] =4 =a=438 = (o)
(12,5) =6 =s5=6 = (@)
(12,5) =12 =s=12 =% {op) 2 = Tl

Por tanto, los subgrupos de G(K/F) = (op) son

(o), {op)s (om)s (o), {op), {Id}.

Demostraremos las propiedades 3 v 5 del teorema principal de la teoria
de Galois que quedaron pendientes.

Demostracién.
3.— Demostraremos que si H es subgrupo de G(K/F) entonces A(Kp) = H.
Sea H subgrupo de G(K/F) debemos demostrar que

G(K/Kg) = A(Kg) = H.

Tenemos que F < Ky < K (F es subcampo de Ky pues tomando f € F
fijo, sea 0 € H < G(K/F) arbitrario = o € G(K/F) y por definicién de
G(K/F) o(f) = f y como o fue tomado arbitrario entonces o(f)=fVoc
H, asf se tiene por definicién de Ky que f € Kp).

Notemos también que H < G(K/Kg) = {0 € Aut(K)|o(a) =aV a € Kn}.
En efecto; sea 0 € G(K/Kg) = o(a) # a para algin ¢ € Ky = {a €
Klo(a)=aVoeH}=o ¢ H.

Hemos probado que G(K/F)—G(K/Ky) € G(K/F)-H = H C G(K/Kq) ..
H < G(K/Kpg). Hasta ahora sélo hemos probado que

FERu <K (I)

v que H < G(K/Kpg), debemos demostrar que H = G (K/Kpg). Lo haremos
por contradiccién. Supongamos gue H C MKpg) ( esto es, supongamos que
H es un subgrupo propio de A(Kg)) demostraremos que ésto es imposible.
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Primero demostraremos que K es una extensién simple de Ky

CASO 1: Ky es un campo infinito.

Vimos en (I) que F < Ky € K < F. Ademés por hipétesis K es una
extension normal finita del campo F, entonces por definicion tenemos que
K es una extensién separable finita de F. Por el teorema 2.11.5 K es una
extensién separable finita sobre K y Kg es una extension separable finita
sobre F'.

Asi tenemos que [K : K| < 0o con K extensién separable sobre Kp .. K es
una extension separable finita de un campo infinito y por el teorema 2.13.1
(teorema del elemento primitivo) tenemos que K es una extensién simple
sobre Ky, esto es, d o € K tal que K = Ky (o).

CASO 2: Ky es un campo finito. Entonces por hipdtesis K es una exten-
sién finita del campo finito Ky, por el corolario 2.14.9 Ky es una extension
simple de F'.

Asi tanto en el CASO 1 como en el CASO 2 tenemos que

K = Ky(a) para algin o € K (I1)

Por otra parte tenemos que por hipétesis K es una extensién normal finita
de F y por (I) tenemos que F < Ky < K < F, entonces por ¢l teorema
3.1.2 K es una extension normal finita de Kg

= [K: Ky|={K : Kn} =|G(K/Kg)|

Sea
n=[K: Kg] = |G(K/Kg)| (III)

Dado que estamos suponiendo que H C G(K/Kp) entonces tenemos que
|H| < |G(K/Kg)| =ny por (III) = |H| < [K : Kg] = n.

Sean o1, , 0| los elementos de H.

Consideremos el polinomio

Jlo)= T[I;le(ﬂ: —oi(a)) € K[z] (pues ai(a) € K).
Entonces f(z) es de grado |H| < n.
Veamos que los coeficientes de cada potencia de z en f(x) son " expresiones

simétricas en los a;(e) ", es decir, si

f(@) =ao+arz+ - +ay € K,
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entonces para cualquier ¢ € H tendremos que:

o(ao) = ag, a(a1) = a1, ,o(am) = ap.
En efecto, sea o € H cualquiera. Dadoque H C G(K/Ky) = 0 € Aut(K) =
o: K — K es isomorfismo = ¢ induce un isomorfismo:

7: Klz] — Klz].

- i H H
= 7(f(2)) = 72} (@ - 03(a)) = M2} (z — 00:(a)) = f(@),
donde la ultima igualdad se tiene porque H es grupo finito y asi, la coleccién
o(o1),- -+ ,0(oyg|) es igual a la coleccién oy, - -+ , 01| de todos los elementos
de H excepto quizés por el orden, por tanto,

a(ag) = ag, o(a1) = a1, ,0{am) = Vo € H,

= f(x) tiene todos sus coeficientes en Ky ( es decir, a; € Ky ¥V i =
0,---,|HI|).
Dado que algin o; tiene que ser la identidad (Id) en H,

tenemos que en f(z) = Hlﬂ(:c —o;(a)) € Kplz]
aparece el factor (z — a). = f(a) =0,

= irr(a, Ky)|f(z) = grad(irr(a, Ky)) < grad(f(z)) = |H]
= grad(irr(o, Kg)) < |H| <n = [Kg(a) : Kyl

= grad(irr(a, Kg)) < [Kg(a) : Kg] lo cual es una contradiccién

pues por el corolario 2.1.4 siempre tenemos que grad(a, Ku) = [Ku(a) :
Kp)), por tanto, se cumple 3. =

5.- Demostraremos que si E una extensién normal de F < A(E) =

G(K/E) es un subgrupo normal de G(K/F) (G(K/E)<(K/F)).

Demostracion.

Por el Teorema 2.11.5, toda extensién £ de F, F < E < K es separable
sobre F'. Asi, E es normal sobre F, si solo si F es un campo de descomposi-
cién sobre F.

Por otra parte, por el teorema de extensién de isomorfismos, cualquier
monomorfismo

c:E—TF talque o|p = inclusién
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se extiende a un monomorfismo @ tal que el diagrama siguiente conmuta

K="+ G5(BE)=F

]

E — oB)CF

(e

Dado que K es normal sobre F' = K es campo de descomposicién sobre F,
ésto por definicién de campo normal. Por el corolario 2.9.5

7(K) C K.

Por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutable

K —— K
|
E — o(E)

con & : K — K automorfismo.Tal que o|g = ¢ y @|lp = Id, esto es,
o € GIK/F) = {7 : K — K| @|p = inclusién}. Asi si o es cualquier
monomorfismo tal que el diagrama siguiente conmuta

E—"> F
FmF

Por la observacién anterior se tiene que o es restriccion de algiin elemento
7 € G(K/F). Por tanto G(K/F) induce todos los posibles monomorfismos
o: I — I' que fijan F'. (I

Por otra parte, por el teorema 2.9.3 E es campo de descomposicién sobre
F < ¥ ¢ monomorfismo tal que el diagrama siguiente conmuta

a

E F
F == FCE

se tiene que o(E) C E. Por tanto F es campo de descomposicién de
F&o(E)CE V o€ G(K/F) por (I).

133
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a=p
M
- e
G i —®
% H__/
Y
a B
a— B
N A
Y \
- et i
o o
'
a

Figura 4.1: a + 8

En la figura 4.3 se muestra la construccién de af.

Sea OA el segmento de recta del punto O al punto A y sea |OA] 1a longitud
de este segmento de recta.

Si OA es de longitud ||, encontramos la recta [ que pase por O y no contenga
a OA. Después, localizamos los puntos P y B en [, tales que OP es de
longitud 1 y OB es de longitud |3|. Por 1ltimo basta trazar PA y construir
I! que pase por B y sea paralela a PA e interseque la extensién de OA en
Q. Por tridngulos semejantes se tiene que

1 _ 1Al

o] ~ 0G|
De donde: -
0@ = |aB|.
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Figura 4.2: af

21

Se muestra en la figura 4.4 que 7 es constructible si f # 0. Sea OA
de longitud |af y encontramos el segmento de recta I que pase por O y no
contesnga a OA. Después, hallamos B y P en [, tal que, OB sea de longitud
8] v OP sea de longitud 1. Construirmos I, una recta paralela a BA y
que ademss pase por P e interseque OA en Q. De nuevo por tridngulos
semejantes tenemos:

10Q] _ |l
1 181’

de tal forma que
og| =
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Figura 4.3: %

Por tltimo mostraremos que 1/a es construible. Sea OA de longitud |q
en la figura 4.5. Localizamos el punto P en la extension de OA de modo que
|OP| = 1. Procedemos encontreando el punto medio de PA para trazar un
semicirculo de didmetro PA. Levantamos una perpendicular a PAen O, tal
que interseque al semicirculo en Q. Entonces, los trisgngulos OPQ y OQA
son semejantes, de modo que

o3 _ jor
|0A4]  |0Q)]
y SE—
002 =la=a

Asi, OQ es de longitud y/a. Por lo que las raices cuadradas de ntmeros
constructibles son constructibles.
|

Corolario 4.1.3 El conjunto de todos los nimeros reales constructibles for-
ma un subcampo F del campo de los mimeros reales.

Demostracién. La demostracién de este corolario es inmediata del Teorema
412 m
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Figura 4.4: v/a

El campo F' de los niimeros reales constructibles contiene a @, el campo
de los numeros racionales, pues @ es el menor subcampo de R, es decir,

QCFCR

Para la demostracién del siguiente teorema, es necesario probar algunas
afirmaciones;

Sea F' subcampo de R. Definimos como PF = {(z,y) € R?|z,y € F}, el
plano de F.

Afirmacion 4.1.4 Une recta que une dos puntos en F tiene una ecuacion
de la forma

ar+by+c=0 con a,bycenF.
Demostracion. Sean (z,y), (z1,y1) € PF, la ecuacién de la recta es,

_¥~n
&L —

m conxr#xy, y—r1=0sx=m2

conaga=0b=1c=—-z1 € F
=>mx—z1)=y—yiconm € F
= mT —mzL =Y — Y
=mr—y—(mz1—y1)=0cona=m, b=—-1, c=—(mz; —y) € F
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sa,bceF. m

Afirmacién 4.1.5 Una circunferencia en F (es decir, con centro en PF y
radio r € F) tiene una ecuacidn de la forma

2+ +ar+by+c=0 conabceF

Demostracién. Sea ¢ = (¢1,c2) € PF el centro de la circunferencia C y
r € F el radio. La ecuacién es |(z,y) — (c1,¢2)|?> = 7%, esto es

(y—c2)? +(z—c1)? =r?
= -+ G+t -2z +c =17
= 332+y2w261$—262y+c%+c§—r2=0

entonces, a = —2¢1,b = —2¢y,c = c% +c&—-rm?€F . abccF. =

Afirmacién 4.1.6 Dos rectas en F que se intersectan en el plano real, se
intersectan en un punto del plano F.

Demostraciéon. Sean
a1z +biy+c =0 (I)

a2z +boy +c2 =0 (11)

dos rectas que estén en F' (es decir, a;,b;,¢; € F para i = 1, 2). Entonces
despejamos el valor de una una variable en (I) y sustituyendo en (II) obten-
emos el punto de interseccién. Dado que solo hacemos sumas, restas, pro-
ductos y cocientes, los puntos que obtenemos estdn en F. ®

Afirmacién 4.1.7 Una recta en F que se intersecta en el plano real con
una circunferencia en F lo hace en un punto que estd en el plano F o en el
plano de F(,/¥) para alginy >0 en F (FCR).

Demostracién. Sean

ar+by+c=0con a,bc en F (I)
22+t +dr+ey+f=0conde fenl (IL)
Sib=£0
y:—c~aa¢ (III)
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Sustituyendo (III) en (IT)

= P (2 T 8092 4 de + o2 = =

Entonces al simplificar obtenemos una ecuacion cuadratica

)+ f=0.

Az’ + Bz +C=0con A,B,C € F.

Si B2 —4AC < 0 sabemos por geometria analitica que la recta no intersecta
a la circunferencia, por tanto

B+ VBZ_4AC
= 24

(V)

s B2 —4AC

T 24 442

con B2 —4A >0 esdecir,z=s+,/Hcony>0€F.
Sustituyendo (IV) en (III) se tiene que:

(—s+7)

=t g

&

Sea p(z) = 22 — , si existe a € F tal que p(a) = 0, entonces x,y € F, si no,
entonces z,y € F(y/7) donde F(,/7) significa la minima extension de F que
contiene a F y a /7.
Si b = 0 se tiene que

—c
ar+c=0=>2=—
a
por lo que
; ¢ c
-l ol =0

la ecuacién se simplifica tal que

AP +By+C=0=>y=sta/ycony>0
de donde se obtiene que ¢ = ¢ = z,y € F 6 x,y € F(v) para algin
¥y>0€F m

Observacién 4.1.8 La interseccion de dos circunferencias en I puede re-
alizarse como la de una recta en F y la de una circunferencia en F. Pues
51

c es $2+y2+a.1m+bly+c1 =0 y
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cpes e+l +agz+boy+ea=0

entoneces su interseccion es la recta
(Ctl == (12).’1,‘ + (bl = b2)'y + (Cl - CQ) =0

un punto que estd en F, por lo gque podemos considerar la interseccién de
dos circunferencias en F, como la interseccidn de una recta en F con una
circunferencia en F.

Teorema 4.1.9 Un numero o € R es constructible si existe una sucesion
o1, , 0, € R tal que /& € Q(ag, - ,o5) Viyae Qlag, -, ap).

Demostracién. Podemos construir cualquier ndmero racional. si conside-
ramos nuestro segmento unidad dado, de longitud 1 como la unidad bésica
sobre el eje x, podemos localizar cualquier punto (g1,¢2) en el plano R?,
con ambas coordenadas racionales. Cualquier otro punto en el plano que
podamos localizar con regla y compds, puede hallarse de alguna de las tres
formas siguientes:

1. como interseccién de dos rectas, cada una de las cuales pasa por dos
puntos conocidos con coordenadas racionales, por la afirmacion 4.1.6.

2. como interseccién de una recta que pasa por coordenadas racionales y
un circulo tiene coordenadas racionales v el cuadrado de su radio es
racional, por la afirmacién 4.1.7.

3. como interseccién de dos circulos cuyos centros tienen coordenadas
racionales y los cuadrados de sus radios son racionales, por la obser-
vacién 4.1.8.

Las ecuaciones de las rectas y los circulos anteriormente mencionados por
las afirmaciones 4.1.4 y 4.1.5, son de la forma:

ax+by+e=0

2+’ +detey+f=0
donde a,b,¢,d,e y f estdn en Q.
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Para el CASO 1, tenemos la interseccién de dos rectas y por la afirma-
cién 4.1.6, las soluciones para & y Y SOn todas ntimeros racionales.

En el caso 2 tenemos la interseccion de la forma siguente:

:c2+y2+d:s+ey+f:ax+by+c
zz+y2+(d—a)m+(e—b)y+f—c:0

Aplicando la afirmacién 4.1.7, se obtiene que las soluciones para T y Y SoI
ntimeros racionales, o bien numeros en umna extensién de la forma Q(,/(xl)
con o € Q.

Partiedo del nuevo campo Q(y/@1) trazando rectas ¥ circunferencias

tenemos que los nuevos nimeros constructibles se encuentran o en Q(\/EI)
o en la extensién Q(. /o1, Jo2) de grado dos, donde a2 € Q(+/o1), sigu-
iendo este procedimiento para un nimero finito de veces encontraremos
o, = a \/@n) €l campo donde se encuentra «. Por tanto, para cualquier

o € F tal que o € Q, se tiene que o esta en un campo de extension de Q.

El caso 3 se reduce al caso 2 por la afirmacién 4.1.8 ®

Corolario 4.1.10 Si~y es constructible y v &€ Q, entonces Qy): Q=27
para algin entero r = 0.

Demostracién. Por el Teorema 4.1.9 tenemos que existen oy, ,Qn =7
tal que Q(on, - , ) es una extension de Qau, - - ,a;_1) de grado 2.
Por el Teorema 2.3.5

[Q(’Y) : Q] = [Q(alv N ,Cl{n) : @]
= [Q(ala i g Ofn) : Q(Cﬂ, o anfl)] e [@({Il) : Q]
=97

Para algin r positivo. B
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4.2. Imposibilidad de ciertas construcciones.

Ahora podemos demostrar 1a imposibilidad de ciertas construcciones geo-
métricas.

Teorema 4.2.1 .-*Es imposible duplicar el cubo*.
Dado el lado de un cubo, no siempre es posible construir con regla y compds
el lado de un cubo que tenga el doble del volumen del cubo original.

Demostracién. Sea el cubo de lado 1 Y en consecuencia, de volumen 1. El
cubo buscado debe tener volumen 2 ¥, por tanto, lado de longitud 3v/2. Pero
3v/2 es un cero del polinomio 3 — 2 sobre Q, de modo que

[QCV2): Q] =3.

El corolario 4.1.10 muestra que para doblar el cubo de volumen 1 se necesita
un entero r tal que,
3=

)

es claro que no existe dicha r. m

Teorema 4.2.2 .-*Eg imposible cuadrar el circulo*.
Dado un eireulo, no siempre es posible construir con regla y compds un
cuadrado que tenga drea tgual al drea del circulo dado.

Demostracién. Sea el circulo dado de radio 1 v, por tanto, de &rea 7.
Necesitariamos contruir un cuadrado de lado /7. Pero 7 es trascendente
sobre Q, de modo que también VT es trascendente sobre Q. =m

Teorema 4.2.3 .-*Es wmpostble trisecar el dngulo*.
Eziste algiin dngulo que no puede trisecarse con regla y compds.

Demostracién. Un angulo © puede construirse si y s6lo si puede construirse
un segmento de recta de longitud |cos®|. Ahora bien, el angulo de 60° puede
construirse y mostraremos que no puede trisecarse.

Digamos

0830 = cos(20 + )

= ¢0820¢c050 — 5en20sen®

= (2¢05® — 1)cosO — 25enOcosOsen©
(2cos* — 1)cos® — 2c0s0(1 — c0s?0)
= 4c0s%0 — 3c0s50.

Il
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Sea © = 20°, de modo que el 0830 = % y sea a = cos20°. De nuestra
identidad 4cos®© — 3cos© = 0530 vemos que

1
4a® —3a =z
2
Asi, a es cero de 823 — 6z — 1. Este polinomio es irreducible en Q[x], pues
por el teorema 1.5.2 basta probar que no se factoriza en 7). Si el polinomio
se factoriza en Z[x] entonces tendria factores de la forma

8z +1),(dz+1),(2z 1), (1),

Pero claramente tenemos que Ninguno de los siguientes nimeros son Ceros
del polinomio.
:i:} :!:1 :k:—l— +1
g4 T2
Asi

[@(a) : Q] =3,

de modo que por el corolario 4.1.10, o no es constructible y por tanto, el
angulo de 60° no se puede trisecar. ®

Observacién 4.2.4 Del teorema anterior podemos concluir que no todos
los n-gonos regulares se pueden construir con regla y compds, pues
tenemos que un n-gono reqular para n = 3 se puede construir st Y sélo si, el
angulo ZnE es constructible, lo cual es el caso siy solo si, €s constructible el
segmento de recta de longitud cos(*X).

4.3. Extensiones ciclotémicas

Definicién 4.3.1 El campo de descomposicion de =" —1 sobre F es la
n-ésima extension ciclotémica de F'.

Supongamos que I es cualquier campo y considérese (2" —-1) € F [x].
Como en la demostracion del lema 2.15.1, vemos, por divisién, que si @ €s

cero de z" — 1y g(z) = f;:r:‘ entonces
-1a” 1
gy = "L = 20
e o

siemnpre que la caracteristica de F no divida a n. Por tanto , bajo esta condi-
cién, el campo de descomposicion de z" — 1 es separable y, en consecuencia,
es una extensién normal de F.
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Supéngase,de ahora en adelante, que asi sucede, y sea K el campo de descom-
posicién de ™ — 1 sobre . Entonces 2" — 1 tiene n ceros distintos en K 3
por el teorema 2.14.7 forman un grupo ciclico de orden n bajo la multipli-
cacién de campo. Un grupo ciclico de orden n tiene w(n) generadores, donde
 es la funcién de Euler (ver el teorema 24.8 [1] pp. 221). Asi, se obtiene
que el grupo tiene w(n) generadores, en esta ocasién esos ©(n) generadores
son exactamente las raices n-ésimas primitivas del unitario.

Definicién 4.3.2 EJ polinomio
n(2) = TP (2 — o),

donde las a; son la raices n-ésimas primitivas del unitario en F , es el n-
ésimo polinomio ciclotémico sobre F.

Como un automorfismo del grupo de Galois G(K/F) debe permutar las
raices n-ésimas primitivas del unitario, veamos que ®,(z) queda fijo bajo
todo elemento de G(K/F), es decir, sea o € G(K/F) entonces

7(@u(@)) = oD (2 — o)) = Iz - 0ay) = MY (@ — a;) = Bu(a).

Tenemos K una extensién normal finita de un campo F con Grupo de Ga-
lois G(K/F). Entonces podemos aplicar el Teorema de Galois obteniendo
ast que el campo fijo K (x /) resulta ser precisamente F. Asf, ®,(z) € F [z].
En particular, para F = Q, ®,(x) € Qla] y ®,(x) es cero de 2™ —1. Asi sobre
Q debemos tener en realidad, por el teorema 1 5.9 que () € Z[x].

Hemos visto en el corolario 1.5.8 que ®,(z) es irreducible sobre Q. pero
®,,(x) no necesariamente es irreducible.

Limitemos ahora nuestro analisis a la caracteristica 0, en particular, a sub-
campos de los niimeros complejos.

Teorema 4.3.3 El grupo de Galois de la n-ésima extension ciclotémica de
Q tiene (n) elementos y es wsomorfo al grupo formado por los enteros pos-
itivos menores que n y primos relativos con n bajo la multiplicacién médulo
.
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Demostracién. Supongamos ®,(z) € Q[z] irreducible sobre Q.

Sea

2 2
(= cos—d) + isen—?T
n n

De modo que ( es una raiz n-ésima del unitario, pues tenemos que:
(cost + isend)(costy + isend) = cos(f + 01) + isen(f + 6).
Haciendo # = 6, tenemos que lo anterior se puede escribir:
(cos® + isenf)? = cos20 + isen2d,
el paso de induccién para k = n — 1 se escribe de la sigueinte forma:
(cosf + isenf)" ™! = cos(n — 1)0 + isen(n — 1)0
Para k =n

(cosh + isenf)™ = (cosd + isend)" ! (cosh + isenb)

= (cos(n — 1)8 +isen(n — 1)8)(cosd + isend)

—  cos(n — 1)fcosd + i2sen(n — 1)8senf + i(cos(n — 1)8send + sen(n — 1)fcost)
cos(n — 1)0cost — sen(n — 1)8sent + i(cos(n — 1)@sent + sen(n — 1)fcost)
cos((n — 1)0 + 8)) + i(sen((n — 1)8 + 8))
= cos(nf) + isen(nd)

Haciando # = 27? tenemos que:

2
L= cos%b + isen2¢n

¢ es una rafz n-ésima del unitario, pues el menor m tal que

20

2
("= (cos—¢ +isen—)" =1
n n
es precisamente m = n.
T Q(ﬁ L n ¥
(" == cos— + isen2¢n)" = cos2¢ + isen2¢ = 1.

Tal que ¢ ademds es generador del grupo formado por todas las raices n-
ésimas del unitario por ser ¢ primitiva, es decir, (™ #1V m < n.

Todos los generadores del grupo son de la forma (™ paral <m <nym
primo relativo con .

Como ( es primitiva entonces todas las raices de ®,(x) son potencians de
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¢, el campo de descomposicién K del polinomio se obtiene adjuntando a F
las raices de ®,(z), como K es un campo que contiene a Q y a todas las (™
para 1 < m < n, Entonces K = Q(().

Las raices primitivas de ®,(z) son de la forma (Meonl <m < n(m
primo relativo con n).

St (™ es primitiva entonces existe o, € G(K /Q) tal que 6,,(¢) = (™,
por ser ¢ y (™ conjugados sobre Q, pues el grupo de Galois es precisamente
las permutaciones de las raices, por lo que va a existir el automorfismo o,,
que tranforme ¢ en (™. Digamos (" otra ra% primitiva del unitario, para la
cual también va a existir o, € G(K/Q) analogo al anterior. Entonces

orom(C) = ar(¢™) = (Cm)r =" = o'm""(C)

Entonces las o forman un subgrupo de G(K/Q) de orden ¢(n) que es el
nimero de raices primitivas de la unidad.
Por otra parte tenemos que como K es un campo de descomposicién so-
bre Q se tiene que |G(K/Q)| = {K : Q} = ¢(n). Por tanto, tenemos que
G(K/Q) = {0/} con m primo relativo con n. Asi se puede definir un iso-
morfismo natural con el grupo abeliano G,, formado por los elementos de Z,
primos relativos con n bajo la multiplicacién médulo n, el cual es de orden
p(n).

Sea 7 : G(K/Q) — Gj, tal que (o) — a™, donde a es el generador
de G,,. m

Ejemplo 4.3.4 Una raiz octave primitiva del unitario en C es

C = cosj?d’ + isenz—éf’
= cosy + isen%2

s i g AH
144
V2

Entonces tendremos que por la demostracidn del teorema 4.9.3 que todas
las raices octovas primitivas en Q son ,¢3,¢5,(7, de modo que

Bs(2) = (- Y@~ )z~ )~ =a*+1

Considérese el campo de descomposicion de x*+1 sobre Q por el teorema
1.5.2 es irreducible sobre Q, argumentando que no se factoriza en Z[z]. Pues
los ceros del polinomio son

14 —144

2 VTR
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Sia = entonces se obtienen o = =Lt AR e R = )
V2 V2 V2 ? V27

campo de descomposicion de z* + 1 sobre Q es Qa) y [K: Q] =4.

Como existen automorfismos en K que transforman a cada o en uno de
sus conjugados y como un automorfismo o en G(K/Q) esta completamente
determinado por o(a), vemos que los elementos de G(K/Q) son: o1(a) =
a,03(a) = &, 05(a) = @® y o7(a) = 7. Y con af = 1, vemos que G(K/Q)
es isomorfo a {1,3,5,7} bajo la multiplicacién médulo 8 (Gg).

Corolario 4.3.5 El grupo de Galois de la p-éstma extension eiclotdmica de
Q para un primo p es ciclico de orden p — 1.

Demostracién. Por el teorema 4.3.3 el Grupo de Galois de la p-ésima
extensién ciclotémica de Q@ tiene p(p) = p — 1 elementos y es isomorfo al
grupo de eneteros positivos menores que Py primos relativos con p bajo la
multiplicacién médulo p. Esto es exactamente el grupo (Zj, -) de elementos
distintos de cero del campo Zyp bajo la multiplicacién del campo. por el
corolario 2.14.8, este grupo es ciclico.

B

4.4. Poligonos constructibles.

Ahora determinaremos cuales n-gonos regulares son constructibles con
regla y compas. Recordaremos que en la observacién 4.2.4 velamos que los
n-gouos regulares que son constructibles si ¥ s6lo si,

2n
cos(;)

es un numero real constructible. Sea ahora

2T 27
¢ = cos— + isen—
n n
entonces,
1 21 27
— = 08— — isen—
¢ n n
para
¢ = cos— + isen— < = C0S— —i8en— | = cos*— 4 sen“*— =1
n n ¢ n n n n

pero entonces,

1 2
¢+ c = 2003%.
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Asi el corolario 4.1.10 muestra que el n-gono regular es construible sélo si
€4k % genera una extensién de Q de grado una potencia de 2.
Si K es el campo de descomposicién de z™ — 1 sobre @, entonces

Por el teorema 4.3.3. Si 0 € G(K/Q) y (o = (", entonces
1 - T 1
(C =} E) g = (; + i

= (cosr +isen®I) + (cos 2zt — isen i)

_ 2

=/Ppps=="

Pero para 1 < r < n tenemos que 2cos(2nr/n) = 2cos(2m/n) sélo en el
caso de que 7 = n — 1. Asi, los tinicos elementos de G(K/Q) que llevan a
¢+ % sobre si mismo son el automorfismo identidad y el autorfismo 7. con
(r=¢C"1= % Esto muestra que el subgrupo de G(K/Q) que deja fijo a

Q¢ + %), es de orden 2, de modo que, por la teoria de Galois,

o942

De aqui se tiene que el n-gono regular es constructible sélo si -‘4231, y por lo
tanto también @(n), es una potencia de 2.
Tenemos que el Teorema fundamental de la aritmética o teorema de
factorizacién tinica afirma que todo entero positivo se puede representar
de forma tnica como producto de factores primos. Por lo que aplicandolo
tenemos que:

n=2"p;* - p¢'

donde las p; son primos impares distintos que dividen a n, entonces
on) =277 pP g o — 1) - (o — 1)

Si ¢(n) es una potencia de 2, entonces todo primo impar que divide an debe
aparecer solo a la primera potencia y debe ser uno mas que una potencia de
9. Asi, debemos tener que cada

pp=2"+1

para alguna m. Como —1 es un cero de x9 + 1 para ¢ un primo impar, z +1
divide ¢ + 1 para ¢ un primo impar. Asi, si m = qv, donde ¢ es un primo
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impar, entonces 2™ + 1 = (2)?+ 1 es divisible entre 2 + 1, por tanto, para
que p; = 2™ + 1 sea primo debe tenerse que m sea divisible s6lo entre 2 de
modo que p; tiene que ser de la siguiente forma:

pi= 2(2k) 4 1

Un primo de Fermat. Hemos demostrado que los tinicos n-gonos regulares
construibles son aquéllos en que los primos impares que dividen n son primos
de Fermat cuyo cuadrado no divide n. En particular, los unicos p-gonos
regulares que pueden ser construibles para p primo mayor que 2, son aquellos
donde p es un primo de Fermat. m

Ejemplo 4.4.1 El 7-gono regular no es construible, pues 7 no es un primo
de Fermat. Andlogamente, el 18—gono regular no es costruible, pues aunque
3 es un primo de Fermat, su cuadrado divide al 15. m

Teorema 4.4.2 FEl n-gono reqular es construible con regla y compds si y
sélo si todos los primos impares que dividen n son primos de Fermat cuyo
cuadrado no divide n.

Demostracién. Sea ¢ la raiz n-ésima primitiva del unitario cos(2m/n) +
isen(27/n). Vimos antes que
2w

ZCOS—“:C"FE,
n ¢

o(c+1) o]

Supongamos que @(n) es una potencia de 2° de 2. Sea B = Q(C + 1/¢).
Tenemos que Q(C + 1/¢) es el subcampo de K = Q(¢) que queda fijo bajo
H; = {¢,7} donde ¢ es el elemento identidad de G(K/Q) y (T = 1/(. Por el
primer teorema de Sylow (ver el teorema 18.3 [1] pp. 170), existen subgrupos
adicionales H; de orden 2/ de G(Q(()/Q) para j =0,2,3--- s tales que

¥ que

{} = Hy< Hy <--- < Hs = G(Q(¢)/Q).

Por la teoria de Galois,

@=KHS<KHS_1<"'<KHI=@(C+%>,
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Y [Kn,_, : Kg,] = 2. Nétese que (¢ + %) € R, de modo que Q(¢ + %) < R.
Si Kp, , = Kp,(ag), entonces a; es un cero del algiin (a;z? + bjz +¢;) €
K, [x]. Por la férmula cuadrdtica, tenemos

Ku;_, = Kn;(1/0% — 4ayc,).

En el teorema 4.1.2 vimos que las rafces cuadradas de un ndmero cons-
tructible, son constructibles con regla y compés, por lo que, todo elemento
en Q(({+ %), en particular, cos(2m/n), es construible. De aquif que los n-gonos
regulares donde ¢(n) es una potencia de 2, son construibles. m

Ejemplo 4.4.3 El 60-gono regular es construible, ya que
60 = (2%)(3)(5)

Y 3 y 5 son ambos primos de Fermat. g



Bibliografia

(1] FRALEIGH, John B, Algebra abtracta: primer curso, México:
Sistemas Técnicos de Edicién, 3a ed. (1988) 485 p.

[2] HERSTEIN, I. N, Algebra moderna: grupos, anillos, campos,
teoria de Galois, México: Trillas, 2a ed. (1990) 392 p.

[3] JACOBSON, N., Basic Algebra I, II, San Francisco: W, H.
Freeman, (1974), (1980).

[4] KAPLANSKY, 1., Fields and Rings, Chicago: Chicago ectures
in mathematics, (1969)

[5] Mc CARTHY, P.J., Algebraic extensions of Fields, Waltham
Mass: Blaisdell, (1966)

151



