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Presentacion

A cualquiera que lea las paginas siguientes le sera dificil dejar de peroibir el ambiente
de entusiasmo, la alegria del descubrimiento y la conviccion de éxito que llena el campo actual
de la Teoria de Juegos.

La Teoria de Juegos fue desarroliada durante los afios veinte y crecié rapidamente
durante la segunda Guerra mundial en respuesta a la necesidad de desarrollar métodos
formales de pensamiento sobre estrategia militar. Su precursor fue John Von Neumann quien
junto a Oscar Morgenstern desarrollaron este campo que actualmente es de suma importancia
en Economia, Politica, Biologia, Psicologia, entre ofras.

;/Que es la Teoria de Juegos? Es el analisis de las situaciones donde intervienen dos o
méas jugadores 0 agentes que tienen objetivos opuestos. Esta teoria analiza la forma en que
dos o mas jugadores eligen cursos de accion o estrategias que afectan conjuntamente 2 cada
uno de los participantes.

El objetivo de la Teoria de Juegos es el de mostrar situaciones estratégicas complejas
en un modelo simplificado. Su mas largo alcance es el de llegar al corazon del problema.

En los siguientes capitulos se divide la Teoria de Juegos en dos partes “juegos de suma
cero” y “juegos de suma no cero”. En los juegos de suma cero se desarrolla la mayor parte de
la teoria que nos sirve para resolver los dos tipos de problemas. Pero los problemas reales son

los que se modelan mas facilmente con juegos de suma no cero.

“F1 pensamiento estratégico es el arte de vencer al adversario,
sabiendo que éste esta tratando de hacer lo mismo que uno”
Avinash Dixit y Baery Nalebuff
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Capitulo 1
Conceptos Basicos
En este capitulo presentamos los conceptos basicos de la Teoria de Juegos. En la Seccion 1.1, despues de
describir algunas genemlidades, se proponen los primeros ejemplos de juegos; en la Seccion 1.2 se discute la
manera de modelar los juegos que permite su andlisis y en 1a Seccién 1.3 se analiza con cierto detalie uno de

los juegos presentados en la Seccion 1.1, con el propésito de motivar algunas de las cuestiones que seran el
objeto de estudio de los capitulos siguientes.

1.1.- Introduccién

En la Teoria de Juegos, la palabra juego se refiere a un tipo especial de conflicto en el que
toman parte 7 individuos o grupos (conocidos como jugadores). Hay ciertas reglas del
juego que dan las condiciones para que éste comience: las posibles jugadas legales durante
las distintas fases del juego, el nimmero total de jugadas que constituye una partida completa
y los posibles resultados cuando la partida finaliza.

Un juego puede ser de dos tipos:

(a) Cooperativo: cuando los jugadores pueden llegar a un acuerdo. Generalmente los juegos
cooperativos en donde participan empresas son regulados o bien prohibidos.

(b) No cooperativo. En donde no ¢s posible Hiegar a un acuerdo. No hay informacion entre
los jugadores hasta después de haber realizado la jugada cada jugador tienc la
incertidumbre de lo que su(s) contrincante(s) hara(n).

Todo juego tiene tres elementos basicos:

(a) Jugadores : son los tomadores de decisiones. Pueden ser individuos, compafiias €
incluso naciones. Tales jugadores se caracterizan por ser capaces de escoger de entre un
conjunto de acciones posibles, 1a que mas le convenga.

(b) Estrategia: es el plan de las acciones que tomara cada jugador para tomar ventaja sobre
su(s) adversario(s).



(c) Resultados: Generalmente los resultados se miden en niveles de utilidad obtenidos,
aunque también se miden en pagos monetarios. Un jugador en actitud racional buscara
siempre el mayor pago obtenible.

Empecemos este trabajo conociendo algunos juegos donde a los participantes les
llamaremos jugadores. En todos nuestros juegos habra dos, a los que les llamaremos
Jugador I y Jugador H. Se supondra que cada jugador est4 luchando por ganar tanto como le
sea posible y que tiene varias opciones o estrategias que puede ejecutar una a la vez en su
intento por bhtener alguna porcion de los recursos. Y por uitimo cada jugador gana lo que
su oponente pierde.

1.- Juego de las monedas: Los Jugadores I y Il tienen cada uno, un peso, y lo muestran
simultsneamente. Si las monedas coinciden, en el sentido de que ambas muestran aguila o
ambas muestran sello, entonces €} Jugador I se lleva las dos monedas. En caso contrario se
las lteva el Jugador II.

7 - Piedra-Papel-Tijera: Los Jugadores I y 1I se colocan frente a frente y simultdneamente
muestran una de las siguientes tres figuras: Un puiio, que representa una piedra; los dedos
indice y medio extendidos en forma de tijerao la palma de la mano, que representa una
hoja de papel. La piedra le gana a la fijera, ya que la piedra puede destruirla, la tijera le
gana al papel debido a que pueden cortarlo y el papel le gana a la piedra puesto que puede
envolverla. Fl ganador recibe un peso de su oponente y, €n caso de empate, no hay

movimiento de dinero.

3- Fl juego de dos dedos: en cada jugada el Jugador 1y el Jugador II extienden
simultdneamente uno o dos dedos ¥ dicen un nimero. El jugador que dice el nimero igual
al mimero de dedos extendidos gana esa cantidad de pesos. En caso de que ningin jugador
le atine al nimero de dedos mostrados o que ambos jugadores digan el mismo nimero, 1o
hay movimiento de dinero.



4 - El juego de los bombarderos: El Jugador I y el Jugador II son generales de ejéreitos
enemigos. Cada dia, ¢l Jugador I envia una mision de bombarderos, que consiste en un
avién bombardero fuertemente armado y un avién de apoyo méas pequefio. La misién tiene
el objetivo de dejar caer una sola bomba sobre las fuerzas del Jugador II. Sm embargo, un
avion de combate del Jugador 1T estd a Ja espera y va a dirigir un atague sobre uno de los
aviones del Jugador I cada vez. El bombardero tiene una probabilidad de 80% de sobrevivir
al ataque, y si sobrevive, con seguridad dejara caer una bomba en ¢l blanco correcto. El
Jugador I también tiene la opcion de colocar la bomba en el avién de apoyo. En este caso,
debido a que el armamento del avion es mas ligero y a que el avion carece del equipo
adecuado, la bomba alcanzara su blanco con una probabilidad solo del 50% o del 90%

dependiendo de si es atacado o no, respectivamente por el avion del Jugador I1.

1.2.- Modelaciéon Matematica
Presentamos ahora una manera de modelar matematicamente los juegos descritos en la

Seccion 1.1.
El Juego 1 puede modelarse mediante la siguiente tabla:
Jugador 11
Aguila  Sello
Aguila i =
Jugador I :
Sello . 1

La entrada | denota la ganancia de un peso para el Jugador I y la entrada —1 denota la
pérdida de un peso para el Jugador 1. Como el Jugador I gana lo que pierde el Jugador 11, y
viceversa, este amreglo describe completamente los posibles resultados de un solo juego.
Los resultados del Juego 2 se pueden tabular como sigue:

Jugador 11
Piedra  Tijeras  Papel
Piedra 0 i -1
JugadorI  Tijeras| -] 0 1
Papel 1 -1 0




Una entrada positiva denota una ganancia para el Jugador I, mientras que una entrada
negativa denota una ganancia para l Jugador 11. El cero representa que los dos mostraron la

misma figura.

El Juego 3 lo podemos representar tabularmente de la siguiente manera:

Jugador I1
12y 13 @3 24
{12y, 0 2 -3 0
(1,3 -2 0 0 3
Jugador [ @n| 3 0 0 4
24y O -3 4 0

Donde la opeidn {i.j) significa que el jugador correspondiente extendié i dedos y dijo el
NUMETQ J.

Y por altimo el Juego 4 queda simbolizado de la sigwente manera:

Frecuencia
de Ataque
Bombardero Avion de
Frecuencia de ‘ Apoz’ﬂ
colocacion de la Bombardero | 80% 100%
bomba Avién de Apoyo | 90% 50%

El Jugador I sabe que si coloca la bomba consistentemente en el bombardero, puede
esperar, razonablemente, que el 80% de las misiones sean exitosas. Seguramente, los
observadores en el ejército del Jugador Tl notardn el sesgo y van a dirigir el ataque siempre
sobre el bombardero, con lo que las expectativas del 80% del Jugador I no serdn correctas.
Sin embargo, ¢l Jugador I puede decidir engafiarlos colocando la bomba ocasionalmente en
¢l avién de apoyo. Supongamos que lo hace asi un 25% de las veces. Ahora el Jugador 11
tendra un dilema. Sus observadores le han informado Ia nueva estrategia del Jugador L, y el
sospecha que seria conveniente atacar algunas veces ¢l avion de apoyo del Jugador 1, pero,

;con qué frecuencia debera hacerlo? En la Seccién 1.3 consideraremos algunas respuestas



a esta pregunta.

Supongamos que el Jugador Il decide enfrentar la maniobra de engafio del Jugador L
atacando el avion de apoyo del Jugador 1 la mitad de las veces. En este caso la situacién
queda como sigue:

{ 0.5) Bombardero _ ( 0.5) Apoyo
( 0.75) Bombardero 80% 100%
(0.25) Apoyo 0% 50%

Fn la Seccion 1.3 haremos un analisis de este juego que nos permitira los conceptos y
cuestiones centrales de la Teoria de Juegos.

1.3.- Analisis de un Caso.

Como el Jugador 1y el Jugador Il toman diariamente sus decisiones independientemente
wmo del otro, se sigue que en una sola misién las probabilidades de cada una de las cuaro
posibles situaciones que puedan OCUITII SON COMO las que se muestran en la tabla siguiente:

Tabla 1.1
MISIONES DE BOMBARDEO
Evento Probabilidad del evento  Probabilidad de éxito de la
mision
La bomba esta en e
bombardero y el Jugador II 0.75 x0.50=0.375 80%
ataca el bombardero
La bomba esta en el
bombardero vy el Jugador II 0.75x050=0.375 100%
ataca el avidn de apoyo
La bomba esta en ¢l avién
de apoyo y el Jugador 1 0.25x050=0.125 W%
ataca el bombardero
La bomba esta en el avion de
apoyo y el Jugador II ataca el 025x050=0.125 50%
avion de apoyo




Por tanto, bajo estas circunstancias, cuando la bomba se coloque en el avién de apoyo 25%
de las veces y este avion sea atacado por el ejército del Jugador 11 50% de las veces, el
porcentaje de misiones exitosas es:

0375x08+0375x1+0.125x09+0.125x0.5 = 85=85%

Asi, esta respuesta del Jugador II a la tactica del Jugador I ha creado una situacion en la que
se espera que la mision de bombardeo tenga éxito el 85% de las veces. Si se compara esto
con el 80% de probabilidad de éxito que se tiene si la bomba s¢ coloca consistentemente en
el bombardero, se ve que la estrategia del Jugador I es conveniente.

Sin embargo, el Jugador 11 puede cambiar su patrén de respuesta. Podria, digamos, decidir
disminuir la frecuencia de ataques sobre el avién de apoyo a sélo 1/5 de las veces, lievando

a la situacion:

Frecuencias de ataque
0.80 0.20 Avién
bombardero  de apoyo

0.75 bombardero 80% 100%
0.25 Avién de apoyo 90% 50%

En este caso, el porcentaje de misiones exitosas, calculado con base al Jugador I enla
Tabla 1.2 es:

0.60x080+015x1 +0.20x090+0.05x0.50=0835~=83.5%

Tabla 1.2
MISIONES DE BOMBARDEOQO
Evento Probabilidad del evente  Probabilidad de éxito de la
misién
La bomba estd en el
bombardero y el Jugador I 0.75x080=0.60 80%
ataca el bombardero
La bomba estd en el
bombardero y el Jugador II 0.75x020=0.15 100%
ataca el avion de apoyo

peraiaa ge ia Unugad ge €aga jugada Siempre Jeste €1 punio Qe VISW ael JUgauor 1. ASL,
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La bomba esta en el avién

de apoyo y el Jugador 11 0.25x0.80 =020 90%
ataca el bombardero
La bomba esta en el avion de
apoyo y el Jugador Il ataca el 025x020=0.05 50%
avion de apoyo

Asi que al disminuir la frecuencia de ataques sobre ¢l avion de apoyo, el Jugador 1I crea
una situacion en la que solo el 83.5% de las misiones serian exitosas. Desde la perspectiva
del Jugador 1L, esto representa una mejoria comparada con el 85% calculado antes. Una
pregunta natural es: ;Ser4 posible incrementar la mejoria disminuyendo los ataques sobre el
avion de apoyo?. Supongamos gue estos ataques (sobre el avion de apoyo) son
completamente eliminados. Entonces la situacidn es:

Frecuencia de atagque
1 0
! bombardero  Avion de apoyo
Frecueneia Ce o 0.75 bombardero 80% 100%
bomba 25 Avién de apoyo 90% 50%
Tabla 1.3
MISIONES DE BOMBARDEO
Evento Probabilidad del evento  Probabilidad de éxite de la
misidn
La bomba esta en el
bombardero y el Jugador IT 075x1.0=0.75 80%
ataca el bombardero
La bomba esti en el
bombardero y el Jugador 11 075x0=0 100%
ataca el avién de apoyo
La bomba esta en el avién
de apoyo y el Jugador 11 025x1=025 90%
ataca el bombardero
La bomba esta en el avion de
apoyo y el Jugador IT ataca el 025x0=0 50%

avion de apoyo




Por tanto el porcentaje de misiones exifosas es:
0.75x080+0x1+025x0.90+0x0.50=10.825=825%

Esto parece indicar que cuando el Jugador I decide engafiar 25% de las veces, el Jugador I
deber4 ignorar el avién de apoyo y dirigir sus ataques exclusivamente sobre el bombardero.
Mas ain, estos calculos indican que esta estrategia le permite al Jugador I mejorar la tasa de
efectividad de 80% de su bombardero en un 2.5%. De estos andlisis se desprenden varias
preguntas que guiaran el desarrollo de los siguientes capitulos. ; Podra el Jugador 1
mejorar el 82.5% con una estrategia diferente?. ;Cudl es la mejor respuesta del Jugador 11
para que cada estrategia especifica del Jugador 19. ;Habr4 una estrategia que sea la mejor
de todas para el Jugador 11, independientemente de la estrategia que escoja el Jugador I7.

La biisqueda de repuestas a estas preguntas constituye una de las motivaciones centrales |
para el presente trabajo



Capitulo 2
Juegos de Suma Cero

En este Capitulo se presenta la Teoria de los Juegos de Suma Cero. En la Seccion 2.1 se presentan las
definiciones formales relacionadas con este tipo de juegos, como son, los conceptos de juego, estrategias,
ganancia esperada, entre otras. En la Seccién 2.2 se introduce el concepto de estrategias Optimas y se
formaliza una maners de encontrarlas. También se presentan los conceptos de estrategias maximin y
minimax, y el de valor de un juege, y se ilustra con varios ejemplos como se determimnan 2 partir de las
definiciones cormespondientes. En la Seccion 2.3 se discute un método mas eficiente para encontrar la
solucién de un juego de suma cero

2.1.- Definiciones

Definicién 2.1.1.- Si m y n son dos enleros positivos entonces un juege de tamaiio mxn
es un arreglo rectangular de mn mimeros con m renglones y n columnas. Cada uno de
los m renglones representa una opcion para ¢l jugador 1 y cada una de la n columnas
representa una opeion para el Jugador 11

Definicién 2.1.2.- Una jugada consiste en una eleccion de cada uno de Jos jugadores de
alguna de sus opciones.

Definicién 2.1.3.- Si en una jugada, el Jugador I escoge su opcion j y el Jugador II escoge
su opcion k, entonces la entrada jk del arreglo tabular es la utilidad correspondiente a la
jugada. Cuando, como resultado de una jugada, la utilidad de un jugador es positiva,
decimos que ese jugador ha obtenido una ganancia, si la utilidad es negativa, decimos que
ha obtenido una pérdida

Definicién 2.1.4.- Un juego se llama de suma cero si, en cada jugada, la ganancia de un
Jugador es la pérdida del otro. .

Con el proposito de ahorrar el tener que estar haciendo aclaraciones tediosas, en este
trabajo adoptaremos ¢l convenio siguiente. Nos referiremos al carécter de ganancia o
pérdida de la utilidad de cada jugada siempre desde ¢l punto de vista del Jugador 1. Asi,



1=

1 es la estrategia pura [1-1,13={0,1]. La esperanza maxintn, s decir, 1a coordenada y del
punto mas alto, es 2.

Ejemplo 2.2- Parz el juego abstracto

3 i
-1 -2

L{p)=(-1-3p+3=—4p+3,
L(py=(2-DHp+i=-3p+1.

La grifica de £,{p) aparece en la Figura2.4.

En este caso, tenemos que la grafica de E, () coincide con la graficade 1,{(p) para todo
0< p<1.Esto significa que mdependientemente de la decision del Jugador 1, el Jugador 1

siempre debe escoger su segunda colimma.

21



cuando digamos que una cierta jugada representa una ganancia de C, estaremos diciendo
que el Jugador I gana C y, en consecuencia, el Jugador II pierde C como resultado dela
jugada en cuestidn.

De la Definicién 2.1.4 y del convenio anterior se deduce que la utilidad de cada jugada, es
decir, cada entrada del arreglo tabular que modela al juego, es un nimero con signo.

Asi, por ejemplo,
1 |-
-1 0 |1
-1 10

es un juego de suma cero de 3x3_ Si el Jugador I selecciona el tercer renglén y el Jugador
11 selecciona la segunda columna, entonces el Jugador 1 debe dar 1 (un peso, digamos} al
Jugador IL

El conflicto al que se hace referencia al inicio de Seccién 1.1 con respecto a la nocion de
“juego” consiste en que el Jugador I debe buscar la manera de maximizar sus ganancias,
mientras que el Jugador 11 debe tratar minimizar sus pérdidas. Para lograr esto, vamos a
tomar como punto de partida el hecho de que los Jugadores 1 y II jugarén el juego muchas
veces. En esta situacion es en la que surge el concepto de esfrafegio. En términos
informales una estrategia se puede describir como un plan que cada jugador hace con
respecto a la frecuencia relativa con la que escogerd cada una de sus opciones. Por
ejemplo, en un juego de tamafio 2 x 2 , una estrategia para el Jugador I podria ser el decidir
escoger su primera opcion (es decir, la primera fila) el 35% de las veces, y, por tanto, su
segunda opcion el 65% de la veces que se juegue el juego. De manera que la definicion
general de estrategia se puede plantear como sigue.

10



Definicién 2.1.5.- Dado un juego mxn de suma cero, una estrategia para el Jugador [ es
una lista ordenada de mimeros [pz,pz,...,p,,,] tales que 0< p, <1, paratodo i=1,2,...m
y p+p,+—-p, =1 donde p, denota la frecuencia con la que el Jugador I escoge el i-
ésimo renglén. Similarmente, una estrategia para el Jugador II es un lista ordenada de
nimeros [ql,qz,...,q,,] tales que 0<q, <I, paratodo j=L2,..ny ¢ +q,+q,= 1,
donde ¢, denota la frecuencia con la que el Jugador IT escoge la j-ésima columna.

Asi, en el Juego 2 de Ia Seccion 1.1, la estrategia [0.6,0.3,0.1] denota la decisién hecha por
cualquier jugador, de escoger “Piedra” el 60% de las veces, “Tijera” el 30% de las veces y
“Papel” el 10% de las veces.

Queremos enfatizar el hecho de que un Jugador se decida por una estrategia, no implica
que sea posible saber cudl serd con exactitud su siguiente jugada. De lo {mico que se puede
estar seguro es de la frecuencia relativa con la que cada posible opcién sera seleccionada.

Existen algunos tipos de estrategias

Definicién 2.1.6.- Una estrategia pura es una en la que se utiliza un solo renglén o una’,

/

sola columna.

En un juego de 2x2 hay dos estrategias puras: [1,0], en la que se utiliza sélo el primer
renglén o la primera columna, y [0,1], en la que se utiliza solo el segundo rengién o la
segunda columina.

Definicién 2.1.6.- Una estrategia que no es pura se llama mixia. ?

P g

Por ejemplo, en un juego de 2x2,%a estrategia {.3,.7] es mixta.

11



Cada una de tales elecciones de estrategias especificas por parte de ambos jugadores, lleva
las cosas a un punto donde es posible calcular la ganancia esperada.

Supongamos que el Jugador 1 emplea la estrategia {pi, pz,.,‘,p,,,] y que ¢l Jugador I
emplea la esirategia [ql,qz,...,qﬂ] en un juego abstracto de suma cero mxn. Si g, denota

la ganancia en el i-ésimo renglén y la j-¢sima columna, entonces, la probabilidad de que
esta ganancia tome lugar es la probabilidad de que el Jugador I escoja el i-ésimo renglon y

el Jugador I la j-ésima columna, la cual es, por supuesto, p.xq ;- De modo que la
contribucién de este resultado especifico a la ganancia esperada es p,xg,xd,.

Consecuentemente, la ganancia esperada se obtiene sumando todas estas contribuciones,
v es igual a

iipfqux% '

=t =t

Definicion 2.1.7.- Llamamos diagrama auxiliar de un juego al arreglo que resulta cuando G

se indica en el arreglo tabular del juego qué estrategias ha escogido cada Jugador.

La principal utilidad de un diagrama auxiliar esta en que nos facilita calcular la ganancia
esperada correspondiente a las estrategias esperadas

Por ejemplo, el diagrama auxiliar cuando el Jugador I emplea la estrategia {0.2, 0.3,0.5] y
¢l Jugador 1T emplea la estrategia [0.1,0.7,0.2] en el juego Piedra-Tijera-Papel es

01 07 02
02 ] 0 TRE!
03 |- 0 1
05 | 1 |-l 0

y la ganancia esperada con tales estrategias es:
02x0.1x0+02x0.7x1+02x02x(~1+03x0.I1x~1+03x0.7x0+
0.3%x02x1405%x0.1x1+05x0.7x(-N+0.5x02x0=-0.17.

12



En ofras palabras, bajo esas circunstancias, el Jugador II espera ganar 0.17 de peso en
promedio por jugada.

2.2.- Estrategias Optimas

A continuacitn, iniciamos la bisqueda de una estrategia optima de un jugador en un juego
de suma cero, analizando la situacion en la que se conoce la estrategia de su enemigo.
Conocer la estrategia de su oponente no significa que sea posible predecir la siguiente
decision de éste. Una estrategia es simplemente, como veiamos en la seccion anterior, una

lista que especifica la frecuencia con la que se escoge cada una de las opciones.

En el juego de las misiones de bombardeos, considerdbamos la pregunta de qué podria
hacer el Jugador II si descubria que el Jugador I colocaba la bomba en el avién de apoyo Y
de las veces. Ahora reconsideremos esta pregunta en una manera algo mas formal. Esta
decisién del Jugador I es equivalente a adoptar la estrategia [0.75,0.25] y la bisqueda del
Jugador II de uma respuesta se reduce a enconfrar una estrategia []—q,q] tal que la
correspondiente ganancia esperada del Jugador 1 (es decir, la taza de misiones exitosas) sea
la mas baja posible. El diagrama auxiliar que describe esta situacién es el siguiente.

I-g Q
75 [ 80% [100%

25 90% |50%

Y la ganancia esperada es:
{0.75)1- g)0.80) + (0.75)g)1) + (D.25X1— gX0.90) + (0.25)¢)0.50) =
0.825+0.5¢

Esto significa que la mejor respuesta del Jugador 11 a la estrategia del Jugador 1 es hacer
g =0 en su estrategia general [lhq,q]. Es decir, debe ignorar ¢l intento de engaiio que
hace el Jugador I y atacar consistentemente el bombardeo.
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Supongamos que, en vez de engafio de %, el Jugador I decide colocar la bomba en el avion
de apoyo ' de la veces; es decir, supongamos que el Jugador I escoge la estrategia
[0.5,0.5]. ;Cual es la mejor estrategia para el Jugador I en este caso? Ahora el diagrama

auxiliar €s:

g O
5 | 80% |100%
5 90% |50%
y la ganancia esperada es:
(0.5X1—gX0.80) +(0.5)g)(1)+{0.5)(1 - g)(0.90) +(0.5)(g X0.50) =
0.85-0.1¢

Como la estrategia del Jugador II consiste en tratar de minimizar la ganancia del Jugador L,
es claro que le conviene asignarle a ¢ el mayor valor posible, es decir, 1. Esto significa
que, bajo estas circunstancias, la mejor estrategia del Jugador II es [I-11]=[0,1]. En otras
palabras, si el Jugador I coloca la bomba (de manera aleatoria) en cualquiera de sus
aviones con una frecuencia de %, entomces al Jugador II le conviene atacar

consistentemente el avion de apoyo.

Definicién 2.2.1.- Una vez que el Jugador 1 ha decidido una estrategia especifica,
llamaremos contraestrategia éptima del Jugador 1T a aquella estrategia que produce la
minima ganancia esperada para el Jugador 1. Similarmente, una vez que ¢l Jugador 11 ha
escogido una estrategia especifica, la estrategia que produce la méxima ganancia esperada
para el Jugador 1 se llama contraestrategia optima del Jugador 1.

Asi, 1a conclusion de Ia decision anterior es que cuando el Jugador I emplea la estrategia
mixta [.75,25] la contraestrategia Optima del Jugador II es [1,0]. Que ambas
contraestrategias sean puras no es una ceincidencia y podemos formular el principio

general como un teorema.

Teorema 2.2.1.- Para cada estrategia existe una contraestrategia optima pura.
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La demostracion del Teorema 2.2.1 aparece en ¢l Apéndice, pagina 96.

Por ejemplo, encontremos una respuesta Gptima para el Jugador 11 si se sabe que el Jugador
1 ha escogido la estrategia [ .2, .3,.5] en el juego Piedra-Tijera-Papel.

Sabemos que &l Jugador IT tiene una contraestrategia Gptima pura, de manera que podemos
calcular las ganancias esperadas correspondientes a las tres estrategias puras que ¢l tiene
disponibles. Haciendo uso de los diagramas auxiliares siguientes, ¢ ignorando las columnas
que se usan con frecuencia 0, tenemos:

1 0 0
210 -1i1
-1 1011
S11-110

i

Para [1,0,0], la ganancia esperada es:

02x1x0+023x1x-14+035x1x1=02,
Para [0,1,0] la ganancia esperada es:

02x1x(-D+03x1x0+0.5x1x(-1)=-0.7
Y para [0,0,1] 1a ganancia esperada es:

02x1x1+03x1x1+05x1x0=05

Como la ganancia esperada denota ganancias para el Jugador I, el Jugador 11 debe optar por
la ganancia minima de 0.7, escogiendo la estrategia [0,1,0], es decir, el Jugador II debe
mostrar consistentemente Tijera.

Ahora propondremos y justificaremos una estrategia buena para el Jugador 1 cuando él

juega el juego de suma cero

a |b
¢ id

Por ¢l Teorema anterior, ¢l Jugador 1 sabe que para cualquier estrategia [t-p.p] que él
use puede esperar que el Jugador II busque una estrategia que le redittie (a él) la minima de
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las ganancias entre las dos esfrategias puras de que el Jugador II dispone. Sean [ APy
I,(p) las ganancias esperadas que resultan de las estrategias puras [1,0] y [0.1],
respectivamente, del Jugador I1. Aqui los diagramas auxiliares son:

10 0 1
i-p a b i-p m b
P c | d p (Cld

I(p) 5L(p)

y calculamos
I(p)=(-pla+tpc=(c-a)p+a,
1(p)=(1~p)b+dp=(d—-b)p+b.
Si E,(p) denota Ia ganancia esperada, seleccionada de I,(p) y L,(p), por el Jugador 1L,
entonces, dado que ¢l Jugador 1T procura minimizar esta ganancia tanto como sea posible,
E,(p)=min{l,(P).L(P)}
Esto determina completamente la ganancia esperada del Jugador 1, £, {p) como funcion de
p, es decir como fimcién de su estrategia. La grdfica de esta funcién nos sugiere una
estrategia para el Jugador I. Como Ia variable independiente p aparece en las expresiones
para I,(p) v I,(p) con exponente a lo mas uno, las graficas de estas funciones son lineas
rectas. Como p representa una probabilidad, tenemos que 0<p <1, de modo que esias
graficas consisten en segmentos Tectos que estan sobre el intervalo [0,1] del eje p. Mas
especificamente, como /(0)=a, I,{I)=c, se sigue que la grafica de 1,(p) es el
segmento recto que une los puntos (0,@) Y (L,¢). Similarmente, como
1,(0)=b, [,{(I)=d. se sigue que fa grafica de / L{p) es el scgmento recto que une los
puntos (0,5) ¥ (Ld). La grafica de E,(p) también se obtiene facilmente de acuerdo a la
siguiente observacion: la grafica de E,(p) consiste de aguella linea que, para cada valor
permitido de p, contiene el mas bajo de los puntos de (p,1,( )y (p.L(p).
A continuacién presentamos un par de ejemplos para ilustrar como de estas graficas
podemos obtener mucha informacian.
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Para el juegoe de las monedas,

’ Aguila  Sello
Aguila i i
Sello -1 i

la graficade £, {p} es la linea quebrada gruesa de la Figura. 2.1

1
f
2
Ganancia
Esperada
p .
Estrategia .

E (P)

Figura 2.1

Como esta grifica coincide con la de [,{(p) cuando 0<p<3 se sigue que si el
Jugador 1 emples la estrategia {1_.. b, p] con p<0.5 entonces el Jugador 1l deberia
responder con ta estrategia pura {0.1]. En otras palabras, si el Jugador I prefiere mostrar

4guila, entonces el Jugador 11 debe responder mostrando sello todas las veces. Por otro
lado, si el Jugador I emplea la estrategia con p > 0.5, es decir si prefiere mostrar sello con

mayor frecuencia gue aguila , enfonces como la grafica comeide ahora con la de [, (p} se
sigue que &l Jugador 11 deberia emplear la estrategia pura [1,0], y mostrar aguila todas las
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veces, Cuando p=0.5 la graficade E, (p) coincide tanto con la de 1 l(p) como con [a de
I1,{p), asi que no importa cual estrategia sea empleada por el Jugador I Resumimos esio,
diciendo que:

[0,1] es una contraestrategia Gptima para el Jugador Il cuando p£0.35

[1,0] es una contraestrategia Optima para el Jugador Il cuando p 20.5
Ademds, como el punto mas alto de la grifica de £, {p) es el que corresponde a p=0.3,
esta grafica nos dice que al Jugador I le conviene emplear la estrategia [0.5,0.5], pues de

esta manera puede asegurar la mixima ganancia esperada, que es cero.

Para el Juego 2 de la Seccion 1.1,

80% | 100%
20% | 0%

tenemos:
1,(p)=(09-08)p+08=0.1p+08
L{p)=(05-1)p+1=-05p+1

y asi la grafica de E[(p) es la linea gruesa quebrada que aparece en la Figura 22.
El punto donde se interceptan las gréficas lo sacamos de la siguiente manera; igualando
I,(p) v I,(p) de aqui p=1/3 Por tanto,

[1,0] es una contraestrategia Gptima para el Jugador IT cuando p<1/3

[0.1] es una contracstrategia Gptima para el Jugador II cuando p21/3

Como la interseccion de las graficas de /[, (p) v 1 ,(p) es también el punto mas
conveniente de las decisiones del Jugador I. Con la estrategia [I-1/3,1/3]=[2/31/3] e
Jugador I puede garantizar obtener la méxima ganancia esperada posible. El valor exacto
de esta maxima ganancia esperada se obtiene evaluando cualquiera de las funciones /, ( p)
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Figura 2.2

o 1,{p) en p=1/3:

1,(/3)=0.1x(1/3)+0.8=0833..=83.3%
1,(1/3)=-0.5x(1/3)+1=0.833.. =833%

Definicién 2.2.2.- Si (x,¥) es el punto més alto de la grafica de £, {p). entonces, [ —x,x] |

es una esfralegia maximin para el Jugador L e y  es la esperanza maximin del Jugador 1.

Noétese que la estrafegia maximin se puede describir como ia esirategia {1 -p, p] que usa
el Jugador I para maximizar su ganancia esperada cuando ef Tugador II intenta minimizar
la ganancia esperada del Jugador 1.

Si el Jugador 1 emplea la estrategia maximin [i——x,x], entonces, puede esperar ganar, en
promedio, al menos y en cada jugada.

%



El siguiente ejemplo ilustra que la estrategia maximin no necesariamente corresponde a la

interseccion de 1,{p) v L(p).

Puede observarse gue, para continuar con la discusién, no es necesario particularizar las
opciones que cada Jugador tiene a su disposicion, y que basta con indicar la utilidad que

representa la eleccion de cada posible eleccion.
Definicién 2.2.3.- Llamaremos juego abstracio a la representacion tabular de un juego. El
niimero de filas y columnas de la tabla indican la cantidad de opciones que cada Jugador

tiene para formar su estrategia.

Ejemplo 2.1.- En el juego abstracto

[
'
oty

tenemos que:
1{p)=(2-0)p+0=2p,
L{p)=G-Dp+D=4p-1.

La grafica de £,(p) esalinea gruesa quebrada de Ja Figura 2.3.
Para encontrar la interseccion de las graficas 7,(p)y [/ ,(p) hacemos I,(p)=1,( 7y
despejamos p y nos queda que p= 1/2.

Asi que el Jugador 11 debe emplear la estrategia pura [1,0] o [0,1], dependiendo de si el

Jugador I favorece su segunda o su primera opcidn, respectivamente.

En este caso, el punto mas alto de la gréfica de E,(p) no es el punto de interseccion de

I,(p) y I,(p)-Eneste caso es el punto (1,2). Por tanto, la estrategia maximin del Jugador
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Ganancia

Figura 2.4

La estrategia maximin del Jugador 1, la que le reditia la maxima ganancia esperada, viene
del extremo izquierdo de la grafica de E, (p), es decir, del punto que corresponde a p=10.
De manera que es la estrategia pura [1-0,0}=1.0]. Se sigue que esta estrategia le garantiza
al Jugador I una ganancia esperada de 1.

Ejemplo 2.3.~ Para el juego abstracto

D 1
2 1

L{p)=(2-Bp+0=1p,
L{py=(-Up+i=]

La grifica de £,{p) aparece en la Figura 2.5.
El punto de interseccion se obtiene haciendo 7,(p)=1,(p) y nos queda que 2p=1 de

donde p=035.
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Esperada
2--
Il
1
1
t L
‘é—EZ{P)
. Estrategia
05 12
Figura 2.3

Por tanto cualguier estrategia [l- b p} con p=035 es una estrategia maximm para el
Jugador 1, incluyendo la estrategia mixta {U.S,O.S} v la estrategia pura [0,1]. Cualquiera de
estas estrategias le garantiza al Jugador I una ganancia esperada de 1.

Ahora consideraremos la situacion del Jugador II y proponemos una buena estrategia para
éL

Debido al Teorema 2.2.1, el Jugador I sabe que para cualquier estrategia [1-q.q} que el
emplee en el juego

a ib
¢ id

puede esperar gue el Jugador 1 busque uma contracstrategia que le reditie a é1 la mayor
de las ganancias que pueden resultar de las dos estrategias puras que é) tiene disponible.



Denotemos con H,(q) y II,{q) las ganancias esperadas que resultan de las estrategias
puras [1,0] y [0,1] del Jugador 1, respectivamente. Aqui los diagramas auxiliares son

g ¢ -4 ¢
il ai b 0| o b
0l ¢ | d 1| ¢ d
(g 11,(g)
y las ganancias esperadas son:

H{(gy=(b-a)g+a
Hy(gy=(d-c)g+c.

St E, (g)denoia la ganancia esperada seleccionada de I7,(q) y /1,(q) por el Jugador I,

entonces, dado que el Jugador | procura maximizar esta ganancia tanfo como sea posible,

Eyg) =max {1 (g).11,(9)}.

Esto determina completamente Ia ganancia esperada E,(q), como funcién de g, es decir,
como funcion de la estrategia del Jugador i1

Usaremos la gréfica de esta funcién para sugerir una estrategia para el Jugador II. Como la
variable independiente ¢ aparece en las expresiones para [/,(¢) v [/,(g) con exponente

entero a lo mas uno, las graficas de estas funciones son lineas rectas. Como g representa

una probabilidad, tenemos que 0<g<1, de modo que estas graficas consisten en
segmentos rectos que estan sobre el mtervalo [0,1] del gje ¢. Mas especificamente, como
0, (0)=a, II,(1)=>, se sigue que la grifica de 7/,(q) es el segmento recto que une los
puntos (0,a) y (LA). Similarmente, como 1,(0)=c y I1,(1)=d , se sigue que la grifica
es el segmento recto que une a los puntos (0,¢) v (1,d). La grafica de E,(g) también se
obtiene facilmente, de acuerdo a la siguiente observacion. La grafica de £,(g) consiste de

aquella linea recta que, para cada valor permitido de g, contiene el mas alto de los puntos



(q,ffi(q)) y (q,]fg(q)). Ahora examinemos cada uno de los juegos anteriores desde el
punto de vista de Jugador 11

Para el juego de las monedas
) Aguila  Sello
Aguila 1 -1
Sello -1 1

la graficade £,(g) esla Figura 2.6.

Ganancia
Esperada

Figura 2.6

Como esta grafica coincide con la de 11,{g) cuando 0<g<0.5 se sigue gue si ¢l Jugador
IT emplea la estrategia [1—— q,q] con g<0.5 entonces el Jugador I debe responder con Ia
estrategia pura [1,0]. Por otro lado, si el Jugador U emplea una estrategia con g >0.5 es
decir que la grafica de £, {g) coimcide ahora con la de 1,(g), se sigue que el Jugador [
debe emplear la estrategia pura [0,1]. Cuando ¢=0.5 todas las estrategias del Jugador I
producirian la misma ganancia esperada. Esta grafica nos dice que al Jugador I le
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conviene emplear 1a estrategia [0.5,0.5], pues esta es la que garantiza la minima posible
ganancia esperada para el Jugador §, que es cero.

Para el juego de los bombarderos

80% | 100%
50% | 50%

Iig)=024+08
L{g)=-044+09

La grafica de £, (¢} aparece en la Figura 2.7

Ganancia E (4) b i
Esperada ! ¢ i
09 L Y
0.8,
.51 I
2
g
i% 1
Estrategia
Figura 2.7

Como la graficade £,(q) comncide con la de 7,{g) para valores pequefios de ¢, se sigue
que cuando el Jugador 1l emplea la esteategia {1 % q,q], con g pequefio, el Jugador 1 debe
contestar con la estrategia pura [0,1], v cuando ¢ es cercano a 1, ef Jugador I debe usar la
estrategia {1,0]. El punto de cambio es el valor de ¢ para el que las graficas I/, (g) ¥

11,(g) se interceptan. Este valor se obtiene resolviendo la ecuacion 1 {g)=17,{g) ¥
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obtenemos. Como la interseccion de las graficas de 11,(q) y II,(¢) es también el punto
més bajo de la grafica de £,(g), este punto corresponde 2 la mas conveniente de las

decisiones del Jugador II con la estrategia [1-(1/6),1/6]=[5/6,1/6] ¢l Jugador Ii minimiza la
ganancia esperada del Jugador 1. El valor exacto de esta minima ganancia esperada se
obtiene evaluando cualquiera de las funciones 77,(¢) o II,(q) en ¢=1/6:

11,(1/6)=02x(1/6)+0.8=08333...=83.3%
1,(1/6)=-04x(1/6)+09=08333...=833%

Definicion 2.2.4.- Si (x, ) es el punto mas bajo de la grifica de £, (g) entonces I —x,x]

es una estrategia minimax para el Jugador II, e y es la esperanza minimax de Jugador I1.
Noétese que la estrategia minimax es la estrategia que debe usar el Jugador II para
minimizar la ganancia esperada del Jugador I sabiendo que el Jugador I intenta maximizar

su ganancia esperada (usando alguna de las estrategias puras que tiene disponibles).

Si el Jugador Il emplea la estrategia Minimax [1~x,x], enfonces puede esperar que el
Jugador 1 gane, en promedio, no mas de y en cada jugada.

De manera que Ia estrategia Minimax en el juego de las monedas es {1/2,12] y la
esperanza Minimax del Jugador [ es 0.

Similarmente, la estrategia Minimax en el juego de los bombarderos es [5/6,1/6] y la
esperanza Mmimax del Jugador I ¢s 83 3%.

El siguiente ejemplo muestra que si el Jugador 1 no es cuidadoso, entonces aunque el
Jugador II emplee la estrategia Minimax, €l puede ganar menos que la esperanza Minimax.
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En el juego del Ejemplo 2.1

] -1

2 3
Uda}=—q
nig)=q+2

La grificade £,{g) aparece en ia Figura 2.8

Ganancia
Esperada
3 i
i
2
2 gﬁ( q)
1l
Estrategia
1 g
b4 ]
1=
Figura 2.8

En la figura se ve que la grafica de £,{g} coincide con la {7,(g). Como el punto mas bajo
de esta grafica corresponde a g =0 se sigue que Ia estrategia Minimax del Jugador [l es la
estrategia pura [1,0]. La esperanza Minimax, es decir, la coordenada v del punto (0,2),
que es el punto mas bajo de la grafica de 7, (g) es 2.

En el juego del Bjemplo 2.2,
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Ifl{q): -2¢+3
I,{g)=-1-9

La grafica de £,(g) aparece en laFigura2 9:

Ganancia
Esperada
3 E (9)
i
2 -
14 n ;
Estrategia
1 ¢
19
i
2
-2 -
Figwa 2.9

En esta figura se ve que Ia grafica de £,{g) coincide con la grafica de [f,{(g).

La estrategia Minimax del Jugador II, Ja gue le reditha la minima ganancia esperada al
Jugador I viene del extremo derecho de Ia grifica de E,(g), es decir del punto que
corresponde a ¢ =1. De manera que es Ia estrategia pura [1-1,1}={0,1}]. Como la entrada
mas grande de la correspondiente segunda columna es 1, esto imphcarad gue el Jugador I
va a conseguir mantener la ganancia del Sugador [ en a lo mds 1 por jugada.

Los ejemplos anteriores contienen aparentemente una coincidencia: para cada uno de esos

juegos la esperanza Maximin del fugador [ v la esperanza Minimax def Jugador {f son
iguales.
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La coincidencia de las utilidades para juegos repetidos es el teorema central de la teoria de
los juegos. Presentaremos y discutiremos este Teorema primero en el contexto de juegos de
2x2 v lo reformularemos en un contexto mas general mas adelante en este capitulo.

Teorema 2.2.2.- Para todo juego de 2x2 de suma cero existe un mimero v tal que
i. La estrategia Maximin le garantiza al Jugador 1 una utilidad esperada de al menos
v.
ii. La estrategia Minimax le garantiza al Jugador 11 que la utilidad esperada del

Jugador I no excederd a v

(Para una demostracién de este Teorema, véase [8], seccién 5.3, pp. 107-110)
Estas afirmaciones implican que si ambos jugadores emplean sus estrategias recomendadas
entonces la utilidad esperada serd exactamente v.

Definicién 2.2.4.- Al nimero v se le llama valor del juego. El valor del juego, junto con ,
las estrategias Maximin y Minimax constituyen la solucion del juego.
Asi, por ejemplo, la solucion al juego de las monedas es:

Valor=0; estrategia Maximin: [0.5,0.5]; estrategia Minimax: [0.5,0.5].
Similarmente, la solucion para el juego de los bombarderos es:

Valor = 83.33%; estrategia Maximin: [2/3,1/3]; estrategia Minimax: [5/6,1/6].

Antes de dejar esta seccion queremos insistir en el significado de la solucion de un juego.

Por ejemplo, en el juego de los bombarderos, el valor del juego de 83.33% significa que el
porcentaje méximo de misiones exitosas que puede esperar obtener el Jugador 1 es de
83.333% y que ese porcentaje se obtendra cuando él use la estrategia maximin [2/3,1/3] y
el Jugador II use la estrategia minimax [5/6,1/6]



2.3.- Solucién de Juegos de 2x2.

Presentaremos otro método para encontrar la solucion de cuaiquier juego de 2x2 de suma

cero. Para esto es necesario clasificar los juegos de 2x 2 en dos tipos.

Definicién 2.3.1.- Un juego 2x2 estrictamente determinado, es aquél para el que, el
Jugador I tiene una estrategia Maximin pura (v, en consecuencia, el Jugador II tiene una

estrategia Minimax pura).

Graficamente esto significa que los segmentos rectos que corresponden a2 /,(p) y /,(p) ©
no se intersectan o se intersectan en un punto extremo comin, o bien, su punto de
nterseccion no es el punto maés alto de la grafica de £, (p). La razon de esta nomenclatura

es que, como las estrategias son puras, cada jugador sabe con completa seguridad cual sera

su siguiente opcidén seleccionada, que es la indicada en la estrategia pura.

Definicion 2.3.2.- Un juego 2x2 no estrictamente determinado, es uno para el cual la

estrategia Maximin (y en consecuencia, también la estrategia Minimax) no €s pura.

Graficamente esto significa que los segmentos rectos que corresponden a /,(p) y 1,(p) se
intersectan en el interior del intervalo [0,1] y el punto de interseccion es mayor que
cualquier otro punto de la grafica de E,(p). En otras palabras, estos segmentos rectos

forman wma especie de “X”. Tal es el caso del juego de las monedas v el juego de los
bombarderos.

Los juegos estrictamente determinados tienen una caracterizacién estructural muy

conveniente que los hace faciles de reconocer.

Teorema 2.3.1.- Un juego de 2x2 de suma cero es estrictamente determinado si y solo i

contiene una entrada que es la minimal de su fila y la maximal de su columna.

31



(Para su demostracion véase [8], Corolario 2, p. 110)

Definicién 2.3.3.- Una entrada en un juego de 2x2 que es minimal de su fila y maximal
de su columma se Hama punto silla.

Asi, la entrada 2 es un punto silla en el juego del Ejemplo 2.1

0 -1
2 3

Similarmente, Ia entrada 1 es un punto silla del juego del Ejemplo 2.2

1
-1 -2

Nétese que estas entradas también constituyen los valores de estos juegos, y esto no es una

coincidencia.

Teorema 2.3.2.- El punto silla de un juego de 2x2 estrictamente determinado es también
su valor; ademds su fila y columna constituyen las estrategias Maximin y Minimax puras,

respectivamente.

(Para una demostracion de este Teorema, véase [5), pp. 44-45)

El siguiente procedimiento sirve para prescindir de las graficas y de los ensayos en la tarea
de reconocer y resolver juegos estrictamente determinados.

Dado un juego, escribanse en la parte baja de cada columna la entrada méxima de esa
columna y escribanse a la derecha de cada fila la entrada minima de esa fila. Si alguno de

los méximos de las columnas es igual a alguno de los minimos de las filas, el juego es
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estrictamente determinado, esa entrada comin es el punto silla y el valor del juego. Su fila
y columna constituyen las estrategias puras Maximin y Minimax, respectivamente del
juego.

Tabla 2.1
(@) (b) [3)
5 3 13 2 3 i3 -2 10 |2
4 11 |1 4 11 11 -1 11 41
5 3 4 3 -1 1
Valor =3 Juego no Valor = -1
Estrategia Maximin: [1,0] Estrictamente  Estrategia Maximin: [0,1]
Estrategia Minimax: [0,1] Determinado  Estrategia Minimax: [1,0]

Los juegos de 2x2 de suma cero mo estrictamente determinados son sujeto de un
procedimiento de solucion tan sencille como el que se usa para resolver los juegos
estrictamente determinados.

Definicién 2.3.4.- Supongamos que el juego

a b
c d

€s no estrictamente determinado y consideremos los pares
f[d-c,a-b}o fc-d,b-q]
Aquel de estos pares que consistan de nitmeros positivos le llamaremos remanentes del

Jugador I.
La existencia de los remanentes estd garantizada por el siguiente teorema.

Teorema 2.3.3.- El juego



es no estrictamente determinado, si y sélo si
(d—c)-(a—b)>0.
La demostracion del Teorema 2.3.3 aparece en ¢l Apéndice, pagina 96.

Ejemplo 2.4- En el juego (h) no estrictamente determinado de la Tabla 2.1, los
remanentes del Jugador I son {4-13-2]=[31].
Mientras que para el juego no estrictamente determinado

5 12
1 4

los remanentes del Jugador I son [4-1,5-(-2)]=[3,7].

La importancia de los remanentes se desprende del siguiente teorema.

Teorema 2.3.4.- En un juego no estrictamente determinado, la estrategia maximin del
Jugador I se obtiene de los remanentes cuando cada uno de ellos se divide por su suma.
(Para una demostracion de este Teorema, véase [5], pp 46-48)

Por ejemplo, en el juego () de la tabla 1 la estrategia Maximin es

3 ) 31

| =| 5 |=[75.25]. 57] delj ; ;

[m MJ [4.4] [75.25]. De los remanentes [3,7] del juego anterior se obtiene 1a
3+47°3+7] |10°10

Los remanentes del Jugador IT se definen de manera similar a como se definen los

remanentes del Jugador L.

estrategia Maximin [—i : ]x[ a2 ]:[.3,_7]-



Definicién 2.3.5.- Supongamos que el juego

¢ b
¢ d

es no estrictamente determinado vy consideremos los pares
ld-b,a-c]o[p~d,c-al
Aquél de estos pares que consistan de nimeros positivos se llama remanentes del

Jugador I1.

Estos remanentes se convierten en la estrategia Minimax de manera similar a como los

remanentes del Jugador 1 se convierten en la estrategia maximin.
Asi, para el juego (b) anterior, ios remanentes del Jugador 1I son [3-»1,,4-.’l]: {2,2} y su

Ei] =[5,5].

El valor de un juego no estrictamente determinado de 2x2 de suma cero se calcula a partir

estrategia Minimax es iﬁi =
2+2°2+2

del diagramna auxiliar basado en las estrategias Maximin y Minimax.

Para el juego (b) de la tabla 2.1 este diagrama es:

05 05
075 21 3
0251 41 1

y entonces el valor del juego es:
0.75x05x2+0.75x05x3+025x05%x4+025x05x1=25

Revisemos un par de ejemplos

Ejemplo 2.5.- Para encontrar la solucién del juego



o
Jdo

primero debemos revisar si este juego es estrictamente determinado, y éste es ciertamente

el caso
¢ -3 i3
4 1 f ¢
4 1

Consecuentemente este juego tiene valor 1. La estrategia Maximin del Jugador I es [0.1] y
las estrategia Minimax del Jugador Il es [0,1].

Ejemplo 2.6.- Para el juego

03
41

el diagrama siguiente muestra que es no estrictamente determinado.

0 13 0

4 |1 1

4 3
Consecuentemente los remanentes del Jugador I son [4-1,3-0]=[3.3] v su estrategia
Maximin es E,%]:[.s,.s]. Los remanentes del Jugador II son [3-14-0}=[24] y la

estrategia Minimax es [—2— —] =[£ z] El valor del juego se obtiene a partir del diagrama

6’6 3’3
auxiliar

13 23
0510 |3
05 |4 1|1

y esta dado por:

0.5%(1/3)x0+0.5x(2/3)x3+0.5x(1/3)x 4 +0.5x(2/3)x1=2



Nota. El cdlculo del valor de un juego no estrictamente determinado puede simplificarse
aun mds si se observa que, como el pico de la grdfica de E,(p) corresponde tanto a 1 | ?)
como a ]z(p), cualquiera de las estrategias puras [1,0] o [0,1] puede sustituir a lu

estrategia Minimax del Jugador II. En otras palabras, el diagrama auxiliar de la figura

anterior puede reemplazarse por cualquiera de los diagramas

0 1
0510 13
05(4 11

1
0510
054

— 13| ©

Ciertamente a partir de estos diagramas se obtienen los valores
05x1x0+0.5xIx4=2
y
05xIx3+05xIx1=2

respectivamente, que coinciden con el valor obtenido antes. Similarmente la estrategia
Maximin del Jugador I puede reemplazarse por cualquiera de las estrategias [1,0] o [0,1],
produciendo los diagramas auxiliares siguientes:

13 23 173 213
110 |3 010 |3
0l 4 |1 1[4 |1

y los valores
1

Ix ‘—x(}+1xgx3=2
3 3

1x1x4+1xgx1=2
3 3

Ahora presentaremos el enunciado del teorema Minimax de Von Neumann
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Teorema 2.3.5.- (Minimax) Para cada juego mxn de suma cero existe un mimero v que

tiene la siguiente propiedad:

a) El Jugador | tiene una estrategia mixta que le garantiza una ganancia esperada de al
menos v.

b) El Jugador Il tiene una estrategia mixta con la que puede garantizar que la ganancia
esperada del Jugador 1 serd a lo mas v.

(para su demostracion véase [8], Seccion 5.5, pp 111-114)

En este Teorema al igual que en el Teorema 2.2.2 el niimero v es el valor del juego. Las

estrategias mencionadas en las partes a) y b) son las estrategias Maximin y Minimax,

respectivamente. El valor del juego junto con las estrategias Maximin y Minimax se llama

solucion del juego.

La nocion de un juego de 2x2 estrictamente determinado se extiende a dimensiones mas
altas sin dificultad alguna. Como se menciono en la definicion 2.3.3 una entrada de un
Jjuego que es minimal para su fila y maximal para su columna se llama punto silla. Asi, las
entradas 2 y —I son puntos sillas respectivos para los juegos de la Tabla 2.2.

Tabla2.2

(
5111919 512111 -3 -3
13121512 0l -215]01]-11=2
S0 1 |-5 9i-1]ol 21111
9 2 5 9 -1 5 2 4
. —— e -

El mismo procedimiento de comparar los minimos de las filas con los méaximos de las
columnas sirve para localizar los punios sillas de juegos grandes. De manara similar como



lo haciamos en un Juego de 2x2(Definicion 2.3.3 y Teorema 2.3.2), definimos un punto
silla para un juego de tamafio mxn de la siguiente manera;

Definicién 2.3.6.- Un juego que tiene un punto silla se llama estrictamente determinado
La entrada que esta en el punto silla es el valor del juego. Su fila y su columna constituyen
la estrategia Maximin del Jugador 1 y la estraregia Minimax del Jugador 11
respectivamente.

De modo que la solucion de los dos juegos de Ta Tabla 2 2 es:
Juego {a) (b)
Valor 2 -1
Estrategia Maximin  {0,0,1.0]  [0,0.1]
Estrategia Minimax  [0,1,0]  [0,1,0.0,0]

El método grafico para encontrar la solucién de juegos de 2x2 de suma cero, se puede
usar para resolver cualquier juego de 2xn gque sea no estrictamente determinado. Sélo es
necesario recordar que en tales casos el Jugador II tiene que seleccionar de entre n

estrategias puras disponibles, en vez de solo 2. En consecuencia, si, para j=123,. .1,
1,(p) denota la ganancia esperada cuando el Jugador I emplea la estrategia [1- p, p]
consistentemente seleccionando la j—ésima columna y si £,(p) denota la ganancia que
el Jugador 1 puede razonablemente esperar cuando él utiliza la estrategia [1* P, p],
entonces: E,(p)=min{l (p).1,{p).....1,(p)}y Ia grifica de E,(p) coincide, para cada p,
con ¢l punto, mas bajo de las graficas del (p) para alguna j donde j=1,2,..n . Sila

J—ésima columna del juego es

4
h

entonces la grifica de 7,(p) es un segmento de recta que une los puntos (0,g) v (LA)
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Antes de ver ejemplos definiremos lo que es un subjuego.
Definicién 2.3.7.- El arreglo que se obtiene eliminando filas y/o columnas de un juego,
irrelevantes para algim propésito, se llama subjuego del juego en cuestion.

En nuestro caso Ia intencion es, dado un juego (de tamafio grande), buscar qué columnas
y/o filas eliminar para obtener un subjuego cuya solucién nos ayude a determinar la
solucion del juego original.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.7 encontremos la solucién del juego

210 }-1
3 i1 1{0}-1

El anterior diagrama implica que ¢l juego es no estrictamente determinado porgue no
existe un punto silla en &l. Entonces podemos usar el método grafico para encontrar la

solucion.

La gréifica de la ganancia esperada es la linea gruesa quebrada de la Figura 2.10. El punto
mas alto de la grafica de la ganancia del Jugador I, que es el que se usa para determinar la
estrategia Maximin del Jugador 1, es la interseccion de /,(p) v 7,(p). El correspondiente
valor de p se puede obtener resolviendo la ecuacion 7,(p)=1,(p), pero aqui finciona

mejor el método de los remanentes . Nétese que las grificas de 7,(p) y 1,(p) pasan
ambas por encima del pico encerrado en €l circulo. Se sigue entonces que sus columnas
son nrelevantes para la estrategia Minimax del Jugador IT, pues el seleccionar cualquiera
de ellas seria ventajoso para el Jugador [. Asi que la estrategia Minimax del Jugador I



debe ser de la forma [O,G,l—q,q] para 0 <g <1. Como las colummas ! y 2 nunca se van a
usar, pueden ser borradas del arreglo original y asi resulta el subjuego reducido de 2x2

siguiente:
-1
0 |-l
Ganancia
Esperada' _
3 i

Figura 2.10

Este subjuego tampoco tiene punto silla y por tanto también puede ser resuelto por el
método de los remanentes. Los remanentes del Jugador 1 en este caso son [1,3), de manera
que su estrategia Maximin, tanto para el subjuego como para el juego original es [.25,.75].
El valor del juego original es el mismo que el del subjuego, cuyo diagrama auxiliar es:

i 0
025 -1 | 2
0751 0 §-1

de donde obfenemos el valor
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0.25xIx{-1)+0.75x1x0=-0.25

Ejemplo 2.8.- Encontremos la solucion del juego

0{1 -2
2i-1 1

Se puede verificar con toda facilidad que este juego no tiene punto silla. Entonces debemos
analizar la grafica en la Figura 2.11

Ganancia
Esperada
2 - I
/ 1
1 i 3
Estrategma
1 op
i EI(P}

=1 F by

2
S

Figura 2.11

Como el punto més alto de la grafica ocurre en la interseccion de 7,(p) y 7,(p) se sigue

que podemos resiringir nuestra atencién al subjuego

1 {-2
-1 i1

Este subjuego es no estrictamente determinado y los remanentes del Jugador I son [23].
Entonces la estrategia Maximin para este juego es {0.4,0.6] y del diagrama auxiliar:

i O
04 | 1 1-2
06 -1 1
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encontramos que el valor del juego es:

0.4x1x1+06x1Ix{(~1)=-0.2
que también es el valor del juego original con la estrategia Maximin [0.4,0.6]
Sorprendentemente, es posible reducir un juego de 2x» no esfrictamente determinado a
un subjuego estrictamente determinado. Esto puede ocurir solo si el pico de la grifica de
E,(p) es de hecho un segmento horizontal y en este case excepcional, se debe ser

cuidadoso. Veamos un ejemplo

Eiemplo 2.9 el siguiente juego de 2x 3 no tiene punto sifla

01112
3jtic

Para este juego su grafica es la Figura 2.12.

Ganancia
Esperada
3 1 ;
“1
9 4
i
gf(p} ; °
3
3 2  Estraega 2
Figura 2.12

y fiene un segmento horizontal y no un pico. Si decidiéramos trabajar con fa interseceién

de las graficas de 7,(p) v 1,(p) obtendriamos el subjuego



que claramente tiene punto silla El juego dado tiene la interesante propiedad adicional de
que su estrategia Maximin no es tmica. Cualquier punto en el segmento de la grifica de
1,(p) que este entre las intersecciones con I,(p) ¢ I,(p) da una estrategia Maximin.

Estos puntos de interseccion se pueden obtener con el método de los remanentes, ain
cuando los subjuegos no son no estrictamente determinados. Asi, el extremo izquierdo
corresponde al subjuego anterior, del que se obtienen los remanentes [3-1,1-0]=[2,1] y
estrategia Maximin [2/3,1/3] para el Jugador 1. El extremo derecho corresponde al

subjuego

(=2 ]

en el cual los remanentes del Jugador I son [1-0,2-1}=(1,1] de donde la estrategia Maximin
es [0.5,0.5]. Asi que cualquier estrategia de la forma [1— P, p] con % < ps—% servira como

estrategia Maximin. El valor del juego es el valor E,(p) para esos valores de p, y en la
Figura 2.12 vemos que es 1.

De estos ejemplos vemos que cuando se esta resolviendo un juego 2xn de suma cero, si

una estrategia Maximin esta determinada por la interseccién de dos de las /,'s entonces el

correspondiente valor de p se puede encontrar por el método de los remanentes.

El proceso de encontrar la solucion de juegos mx2 es similar al de los juegos de 2xn, la
diferencia principal es que ahora nos debe guiar el punto de vista del Jugador II. Asi para
cada i=12,...m II(g) denota la ganancia esperada del Jugador II cuando el Jugador I

emplea consistentemente la i —ésima fila contra la estrategia mixta arbitraria [I—q,q] del
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Jugador 11, con 0<g <1, ysi E,{g) denota la ganancia esperada del Jugador I, entonces

Ey (q)= max{ﬂ:(?)’1{2(9'):»-~-,1Im(9)}-

La grifica de £, (q) coincide, para cada g con el més alto de los puntos de las grificas de
11,{q) 17,(g)..... 21 {q). Sila i~ ésima fila del juego es

(e [n]

Entonces la graficade /7, (q) €s un segmento recto gue une a los puntos (0, g) y (!, h)

Ejemplo 2.10 en el juego

3 190
2 {3
-1 14

€s no estrictamente determinado y la ganancia esperada del Jugador I es la linea gruesa
quebrada de la Figura 2.13

Ganancia
Esperada




El punto mds cercano de esta grifica, que es el que determina la estrategia Minimax del
Jugador 11, es Ia interseccion de I1,(g) y ,(g). En consecuencia es posible restringir

nuestra atencion al subjuego

L
=

que consiste en las primeras dos filas del juego dado. Para este subjuego, los remanentes
del Jugador 1I son {3-0,3-2]=[3,1] lo que implica que la estrategia Minimax es [0.75,0.25].
el valor del juego coincide con el valor del subjuego

1x0.75x3+1x025x2=225

Es posible que un juego no estrictamente determinado se reduzca a un subjuego

estrictamente determinado, como ocurre en el caso que la grifica de £,(g) tiene un

segmento recto en vez de un tUmico punto bajo, cuando esto ocurre, los extremos del
segmento recto pueden determinarse por el método de los remanentes.

De este ejemplo vemos que cuando se esta resolviendo un juego mx 2 de suma cero, si la

estrategia Minimax esta determinada por el punto de interseccion de dos de los If,’s |

entonces el correspondiente valor de ¢ se puede determinar por el método de los

remanentes.

Ejemplo 2.11.- Encontremos la solucién del juego

i 1 1
-2 |2
2 | -2

La gréfica de £, (g) es la linea gruesa quebrada de la Figura 2.14.



Ganancia

Esperada
i
2
g (@) / z
i
1 - 1l 1
Estrategia

NZAN

1 ¢
\z'{

) N3

Figura 2.14

El extremo izquierde del fondo planc se obtiene de los remanentes del Jugador 11 en el
subjuego

il
212

Estos remanentes son [1-(-2),2-1}1=[3,1]. de donde se obtiene la estrafegia Minimax [3, i]

sged

3
El extremo derecho del fondo plano se obtiene de los remanentes del Jugador I en el
subjuego determinado por la primera y segunda fila
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e 13 3
Estos remanentes son [2-1,1<{-2)}=[1,3], lo que da una estrategia Mmunax [E ’Z] oqg= 1

: 1 3 .
El valor del juego es el valor de £, () para cualquier valor de g entre n y g y mirando

la Figura 2.14 podemos decir que este valor es 1.

Algunos juegos mxn se pueden resolver identificando y descartando filas y columnas
irrelevantes. Vamos a ilustrar esto primero con un ejemplo y después enunciaremos el
principio general.

Ejemplo 2.12 - Consideremos el juego

5 |4
3 -2
2 |3

| | SN

Obsérvese que el Jugador I no debe escoger nunca la tercera fila, pues siempre le iria mejor
si selecciona la segunda fila independientemente de la eleccion que haga el Jugador II. La
razon de esto es, que cada entrada de la tercera fila es menor que la comrespondiente
entrada de la segunda fila, y el Jugador I debe siempre buscar la méxima ganancia posible.
Similarmente, el Jugador TI mmca deberia escoger la tercera columna, pues cada una de sus
entradas es mayor que la correspondiente entrada de la segunda columna. Esto es asi pues
¢l Jugador II debe procurar mantener las ganancias del Jugador I lo més bajo posible. En
consecuencia, cada jugador debe restringir su atencién a sus primeras dos opciones,

reduciendo asi el juego al subjuego

5 |4
3 -2

que puede ser facilmente resuelto por el método de los remanentes. La idea que esta en el
fondo de esto es la dominancia.



Definicién 2.3.8.- Dada dos listas de igual longitud
I, =(a,,a2,....,a,,) vy, =(bl’b2""'<‘bn)

decimos que L, domina a L,(o que L, es dominada por L) si a 2b para todo
) B N

Asi 1a segunda fila del juego anterior domina a la tercera mientras que la tercera columna
domina a la segunda. La siguiente observacion se justifica por el hecho de que el Jugador 1
siempre busca la maxima utilidad, mientras que el Jugador II siempre busca minimizar las
ganancias del Jugador 1.

El significado de dominancia presentado en la definicion 2.3.8 implica que en cualquier
juego de suma cero que contenga algima fila dominada o cohumna dominante, se puede
reducir a un subjuego equivalente €l cual no contenga fila dominada ni columna
dominante.

Veamos el Gitimo ejemplo de este Capituio.

Ejemplo 2.13.- Encontremos la solucion del juego 4 x4

3 1-2 2 |-1
1 (-2 1210
0 |6 0 |7
-1 15 0 | 8

Como este juego es no estrictamente determinado, procedemos a buscar dominancia entre
sus filas y columnas. La cuarta columna domina a la segunda, de modo que, después de

eliminarla, tenemos el subjuego
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3 12 1|2
1 -2 12
0 /6 |0
-1 5 10

En este subjuego no hay maas columnas dominantes, pero si hay dominancia entre las filas.

Vemos que la primera fila domina a la segunda y que la tercera domina a la cuarta, de
manera que después de eliminar a las filas dominadas obtenemos el subjuego

3

-2

2

0

6

0

Y aqui vemos que la primera colunma domina a la tercera, después de eliminar la columna

dominante nos queda

-2

6

Los remanentes del Jugador I en este subjuego son [6,4]. Como las filas de este subjuego

se obtuvieron de la primera y tercera filas del juego original vemos que la estrategia
Maximin original es [.6,0,.4,0]. Similarmente, los remanentes del Jugador II son [2.8], de
donde obtenemos que la estrategia Minimax para el juego original es [0,.2,.8.0]. El valor
del juego origmal es el valor del subjuego. Usando el diagrama auxiliar

0 i
06 |2 | 2
04 | 6 0
Encontramos que este valor comin es;
06x2x1=12



2.4.- Conclusién.

En este Capitulo se present6 la Teoria para estudiar juegos de suma cero, se han analizado
las utilidades desde ¢l punto de vista de cada jugador y se fijaron métodos que nos llevan a
encontrar estrategias para encontrar soluciones Optimas de juegos de tamafio 2x2 y
algunos de tamafio mxn. Uno de los conceptos mds importantes y sutiles que se han
presentado en el contexto de juegos de suma cero es el de estrategia, v en particular, el de
estrategia maximin. Este concepto sera central en el estudio de juegos de suma no cero gue

se presenta en el capitulo siguiente.
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Capitulo 3

Juegos de Suma no cero

En este capitulo haremos un estudio de juegos de suma no cero. Este tipo de juegos es muy importante dado
que se presentan con mayor frecuencia en Ja prictica. En la Seccién 3.1 estudiamos estrategias maximin
puras y equilibrios de Nash obtenidos de estrategias puras. En Ia seccién 3.2 estudiamos estrategias maximin
mixtas y equilibrios de Nash obtenidos a partir de estrategias mixtas. En la Seccién 3.3 presentamos un
interesante método grafico para contestar la pregunta basica y no trivial de cémo encontrar el equilibrio de
Nash mixto.

3.1.- Estrategias Puras

Se ha hecho un esfuerzo considerable en intentar llevar parte de la teoria de juegos de suma
Cero a otros juegos, menos restrictivos, en particular, a juegos en los que la ganancia de un
Jugador no necesariamente es la pérdida del otro.

Definicién 3.1.1.- Llamaremos juegos de suma no cero 2 aquellos en los que lo que un
jugador gana no es necesariamente lo que el otro pierde, donde las ganancias pueden no ser
cuantificables y donde las decisiones de un jugador pueden no ser independientes de las
decisiones del otro.

Estos juegos también se modelan haciendo que el Jugador I seleccione una fila v el
Jugador II seleccione mna columna de un amreglo, rectangular adecuado. Sin embargo,
como la ganancia de un jugador no es necesariamente la perdida del otro, la ganancia de
cada resultado no puede ser descrita por un solo nimero. Si el Jugador 1 escogelafilaiy
el Jugador IT escoge la columna J, el resultado se describe por el par de utilidades:

{a.5,)



donde a, denota la utilidad del Jugador Iy b, denota la utilidad del Jugador II. De

manera que, en general, un juege de tamafio 2x2 de suma cero puede modelar mediante
un arreglo de la forma

Jugador I
(a.by) | (@;.8;)
(@3.8;) | {ag.b)

Jugador1

Como las utilidades de los jugadores son independientes, entre si podemos suponer que
cada jugador basa sus decisiones en su utilidad solamente. Fsta idea se formaliza en
1a definicion siguiente.

Definicién 3.1.2.- El Principio de Racienalidad establece que cada jugador desea salir del -
juego de la mejor manera posible.

Una consecuencia del principio de racionalidad es que cada jugador ignorara las ganancias
de su oponente al momento de hacer sus decisiones. Asi que podemos imaginar que el

Jugador I esta encarado con el juego de suma cero

a; | dy

Jugador I

contra un oponente urelevante, y que el Jugador 11 esta encarando el juego de suma cero

Jugador 11
b | b,
by | b,

donde su objetive es, como el caso del Jugador 1, mavimizar sus panancias.

Consecuentemente, ambos jugadores deben buscar estrategias Maximin.
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Definicién 3.1.3.- El par de ganancias en el resultado determinado por las dos soluciones i
Maximin puras se llama par de valores puros del Juego.

Las estrategias Maximin puras y los pares de valores puros de cualquier juego de suma no

cero se determinan muy facilmente.

Ejemplo 3.1.- Encontremos [as estrategias Maximin puras y el par de valores puros del
juego

23) 13.5)
(22) i(1.3)

Por el principio de racionalidad, las consideraciones del Jugador I se deben restringir al
arreglo

213]2
Jugador I 3T

En el lado derecho del armreglo estamos localizando el minimo de cada renglon y
subrayamos el maximo de ellos. De manera que su estrategia Maximin pura es [1,0], con
un correspondiente valor Maximin de 2. Por otro lado, el analisis del Jugador 11 debe
confinarse al arreglo

Jugador 11
3]s
213
2 3

Obsérvese que la entrada en la parte baja de cada columna es el minimo para esa columna y
que el Jugador I debe escoger el mayor de estos minimos. Entonces su estrategia
Maximin es [0,1] con un correspondiente valor Maximin de 3.



El par de valores puros es por tanto la entrada de la primera fila y la segunda columna,
(3.5). En los ejemplos siguientes las ganancias del Jugador 1 y del Jugador II los célculos
seran escritos a un lado del arreglo del juego origmal.

Ejemplo 3.2.- Para el juego

('] 10) (1 13)
2.2 ] 0.1)

los minimos por fila del Jugador 1 y del Jugador II, aparecen a continuacion, junto al
arreglo del juego:

L0 (1.3) -1
22y} (0.1) | 0
0 1

Como el valor Maximin puro del Jugador 1 es 0 se sigue que la estrategia Maximin del
Jugador I es escoger la segunda fila. El valor Maximin puro del Jugador Il es 1 de modo
que su estrategia Maximin pura también consiste en seleccionar la segunda columna en el
arreglo; es decir, la segunda columna del juego dado. El par de valores puros es (0,1).

Un par de juegos clasicos son los siguientes:

Ejemple 3.3.- (EL DILEMA DEL PRISIONERO). Dos jovenes son arrestados y puestos
en prision acusados de cierto robo. El fiscal tiene evidencias solo para inculparlos del
roho, pero cree que los delincuentes portaban armas de uso restringido, lo que los haria
culpables del cargo, mds severo aiin, de asalto a mano armada. Los prisioneros son
puestos en celdas separadas y no pueden comunicarse entre si. A cada uno de ellos el
fiscal les hace la siguiente proposicion: “si tii declaras que tu compafiero estaba armado

pero él no declara en contra de ti, entonces tu sentencia serd revocada, mieniras que a él
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se le condenard a 15 afios de carcél. Si ambos de ustedes declaran uno conira el otro, se
les dardn 10 afios de cdreel a cada uno y si ninguno declara, se les condenara a 5 aitos de
cdrcel a ambos”. Se les da a ambos un tiempo para que la piensen, pero ninguno de ellos

puede saber cudl serd la decision de su compariero.

Claramente esta situacion puede verse como un juego de suma no cero y puede ser descrito
con ¢l siguiente arreglo:

Rechazar  Aceptar

El trato El trato

Rechazar ¢l trato (-5,-5) (-15.0)
Aceptar el trato (0.-15) | (-10-10)

donde la utilidad —x representa una condena de x afios en la circel. La estrategia pura
Maximin de cada jugador se deriva facilmente.

(‘53'5) (’] 5,0) -15
(0-15) | (-10-10) |-10
-13 -10

La estrategia pura Maximin [0,1] es para ambos jugadores. De manera que la estrategia
Maximin recomienda que cada jugador acepte el trato propuesto por el fiscal, con lo que
estaran seguros de recibir una sentencia condenatoria de 10 afios en la carcel. Tanto la
experiencia como la experimentacién respaldan el hecho de que ésta es con frecuencia Ia
decision tomada por personas en tales circunstancias. Esto es curioso porque si ambos
jugadores rechazaran la propuesta, recibirian 5 afios de cércel, lo cual es una sentencia
significativamente mejor para ambos.

Ejemplo 3.4.- (EL JUEGO DEL “CHICKEN™). Este juego describe una situacion muy
comun. Dos adversarios estdn en una pista de colisiones en movimiento uno contra el otro.

Si ambos persisten entonces seguramente ocurrird un resultado desagradable, que puede
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incluso llegar a ser la aniquilacién mutua. Si uno de los jugadores se desvia (es decir, “se
raja”), sele llama “gailina” (chicken); él pierde el juego. Si ambos se desvian, el Jjuego

termina en empate

Usualmente €l ganar en este juego es simplemente el obtener un sentido de superioridad y
el perder produce simplemente un sentido de cobardia, pero ambos resultados son no
cuantificables. La posibilidad de aniquilacién mutua, cuando ambos Jugadores persisten, es
lo que hace que este juego sea de suma no cero. En tal caso, ningin jugador gana; de
hecho, con frecuencia, ambos pierden la vida.

Discutiremos algunos aspectos paradojicos de este Juego. Para este efecto, pensaremos en
la situacién concreta que se presenté durante la crisis de los misiles cubanos, en Octubre de
1962, y que es uno de los més conocidos y mas atemorizantes Jjuegos del “chicken™ que se
haya jugado jamas. En ese mes, los Estados Unidos descubrieron que la URSS estaba
consfruyendo una base de misiles en Cuba. Cuando una pequefia flota Soviética estaba en
camino a la isla con los misiles, los Americanos pusieron un blogueo naval. Es muy
probable que si estas dos flotas se hubieran enfrentado, el conflicto hubiera escalado a
grandes proporciones y, probablemente, se hubiera desatado una guerra nuclear. Ocurrio
que los Soviéticos decidieron hacer retroceder sus naves y los Estados Unidos “ganaron”.
Habia cuatro posibles resultados en la crisis de los misiles:

i) EE.UU retrocede, URSS retrocede;
it) EE.UU retrocede, URSS persiste;
i)  EE.UU persiste, URSS retrocede;
iv)  EE.UU persiste, URSS persiste.

Los “jugadores” podrian haber clasificado estos resultados en orden de preferencia como
sigue: (1 denota lo menos deseable, 4 o mas deseable; “R” significa “retrocede”, “P”

significa “persiste”), estos resultados se presentan en la tabla 3.1
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Tabla 3.1

EE.UU URSS ]
EE.UU.( P),URSS(R) EE.UU. (R),URSS(P)
EE.UU. (R ),URSS(R ) EE.UU. (R),URSS(R)
EE.UU. (R ),URSS (P) EE.UU.(P),URSS(R)
EE.UU. (P ),URSS (P) EE.UU.(P),URSS (P)

bt | o | G0 | i

Estas preferencias se pueden resumir en el signiente juego de suma no cero.

1RSS
Retroceder Persistir

Retroceder | 33 [ 24)
Persistir ? 4.2) (1.1)

EEUU

Aqui la “utilidad” (i, /) asociada con cualquier resultado denota el hecho de que los
EE.UU. Asignan a este resultado la clasificacién / en su lista de preferencias, mientras que
la URSS le asigna la clasificacion j . La solucién Maximin de este Juego recomienda que

ambos jugadores retrocedan, con un par de ganancias (3,3).

Supongamos que el 27 de Octubre, un dia antes de que la crisis terminara, se le hubiera
notificado al presidente Kennedy que los espias de la Union Soviética se habian infiltrado
en ¢l Departamento de Seguridad y que cualquier decision que el tomara iba a ser conocida
inmediatamente por el primer ministro Khruschev. Uno pensaria que esto hubiera causado
consternacion entre los americanos. Vamos a demostrar que el caso hubiera sido
exactamente el opuesto y que, de hecho en el Jjuego del “chicken™, si un jugador conoce de
antemano la decisién que tomard su oponente, es desventajoso para ese jugador, si el

oponente esta mformado del conocimiento de su oponente.
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Esta conclusion sera obtenida con base en el principio de racionalidad. Dando por supuesto

la infiltracién de los espias Soviéticos, el presidente Kennedy habria razonado del modo

siguiente:

i) St yo retrocedo, Khruschev lo sabra v, al escoger entre (3,3) y (2.4), él decidira
persistir, y ¢l resultado tendra una ganancia de (2,4).

i) Si yo persisto, Khruschev lo sabra y, al escoger entre (4,2) vy (1,1), él decidira
retroceder, y el resultado tendra una ganancia de (4,2).

Asi, si Kennedy retrocede la ganancia sera (2,4), mientras que si persiste la ganancia sera
(4.2). Entonces, decidird persistir, resultando en una ganancia de (4,2), mientras los
Soviéticos retrocederan Esto es por supuesto, exactamente lo que ocurrié.

Se podria argumentar que mientras la URSS podria, con toda probabilidad, no haber sido
ajena al proceso de decision de los Americanos, sus lideres eran mads sabios y més
conscientes de las posibles consecuencias desastrosas del juego del chicken. El aspecto
esencial de la hipotesis de la mfiliracién en el caso de la crisis de los misiles Cubanos es
que la URSS no decide que opcién tomar sino sélo después de que los EE.UU lo han
hecho. En general, esta prerrogativa puede o no ser benéfica al jugador que la posee.

Ejemplo 3.5.- Ahora veamos un juego abstracto: Consideremos el juego

G21C01 @) |23)
63| GH| 74 | (1)
(7,3) | (46) | (6.8) |(0.2)

Supongamos primero, que el Jugador II estd informado de la decision del Jugador I
cuando €l hace la suya, y que el Jugador I esti consciente de este hecho. Entonces el
Jugador I razonara de la manera siguiente:

1) Si yo selecciono la fila I, el Jugador If va a optar por el par de ganancias (2,3);



i) Si yo selecciono la fila 2, el Jugador IT va a optar por uno de los pares de ganancias
(3.4) 0 (7.4),
i)  Siyo selecciono la fila 3, el Jugador 11 va a optar por el par de ganancias (6.8).

El Principio de Racionalidad inducira entonces a que el Jugador I seleccione la tercera fila
y a que ¢! Jugador I escoja la columna 3, resultando en un par de ganancias (6,8).

Por otro lado, si ¢l Jugador I es la que esta informado de la decision que hard el Jugador 11
al momento en que el deba tomar su propia decision, y si el Jugador II estd consciente de
este hecho, entonces, ¢l razonaré de la manera siguiente:

i) Si yo selecciono la columna 1, el Jugador I va a optar por el par de ganancias (7,5);
ii) Si yo selecciono la columna 2, el Jugador I va a optar por el par de ganancias (5.4);
ii1) Si yo selecciono la columna 3, el Jugador I va a optar por el par de ganancias (8,1);
iv)  Siyo selecciono la columna 4, el Jugador I va a optar por el par de ganancias (2,3).

El Principio de Racionalidad hard entonces que el Jugador II escoja la columna 1 y que el
Jugador 1 escoja la fila 3, para una par de ganancias de (7,5).

Si ninguno de los jugadores tiene informacién sobre las decisiones de su oponente
entonces la estrategia Maximin del Jugador I indica que el seleccione la fila 1 para una
ganancia de al menos 2. La estrategia Maximin del Jugador 11 le indica que seleccione la
columna 1 para una ganancia de al menos 2.

El resultado del juego tendra entonces el par de ganancias (5,2). Asi que en este juego, el
tener informacién sobre las decisiones del oponente representa una ventaja para cada

jugador.

Veiamos en la discusion del juego del “chicken™ que el amdlisis Maximin puede no
describir apropiadamente el comportamiento humano en algunas situaciones de juegos. En
retrospectiva, en ese caso particular, la falla se debié a la simplificacion excesiva que
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ocurria cuando se suponia que los jugadores hacian sus decisiones independientemente y
simultineamente. Sin embargo, en muchas instancias de este juego, el comportamiento de
cada jugador afecta mucho el comportamiento del otro. Se observan con frecuencia uno al
otro y cuando uno retrocede el ofro seguramente persistira hasta el final. En vez de
descalificar por completo la estrategia Maximin para tales juegos, se encontrd una forma
de adaptarla de manera que continie proporcionando a los investigadores soluciones
satisfactorias.

Algunos aspectos de los juegos de suma cero que estudidbamos en el Capitulo anterior,
como son la solucion pura y la solucion Maximin mixta poseen un aspecto cualitativo que
puede transferirse al contexto de juegos de suma no cero. Recuérdese que ambas producen
una ganancia maximal, una ganancia esperada, en el caso mixto, pero garantizada al fin.
En otras palabras, si el jugador busca garantias, entonces va a salir perdiendo (es decir,
tendra razon para lamentarse) si cambia a una estrategia no Maximin. Esta politica de no

quejarse o ho lamentarse puede aplicarse también a juegos de suma no cero.

Definicién 3.1.4.- En un juego de suma no cero, una salida se llama Punto de Equilibrio de
Nash si su par de ganancias (a‘.'b!) es tal que a, es el maximo de su columna y b, es el

méaximo de su fila.

El punto de equilibrio de Nash tiene la deseada propiedad de no lamentarse. Dado que el
Jugador 1I ha seleccionado la columma j, ¢l Jugador I no tieme ninguna razon para
lamentarse por haber escogido la fila i. Ninguna otra seleccion del Jugador I le hubiera
redituado una mejor ganancia. Notese que en esta defnicion de equilibrio de Nash a cada
jugador le interesa no tener que lamentarse Gnicamente de sus propias decisiones. Cada
jugador es fotalmente insensible de las acciones de su oponente. La razén de esta
limitacion es que la incorporacion de este tipo de sentimientos resuitaria en muchas
complicaciones.
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Ejemplo 3.6.- Consideremos el siguiente ejemplo. Queremos encontrar los puntos de

equilibrio de Nash del juego

(5.2) | (3.0) | 81 {(23)
©3) | 6H1 749 | (LD
(7151 46) | (6.8 |(0.2)

Una manera de encontrar estos puntos es examinar todos los pares de ganancias (cf,.__é }.)
sucesivamente y marcar tanto los ¢, que son maximos de sus columnas como los b, que

son maximos de sus filas. Los puntos de equilibrio de Nash son aguellos que tienen ambas
entradas marcadas.

(5.2) | B0) | 8%1) 1(2%3%)
(6.3) |G*4%| (74%) | (1,
(7*5) | (46) | (68 | (0.2)

Asi que los puntos de equilibrio de Nash son aquellos cuyas ganancias son (5.4) y (2,3).
Nétese que la ganancia (5,4) es claramente preferible sobre la otra. Sin embargo, esto no
significa que necesariamente el Jugador I o el Jugador II intentaran obtener estas ganancias
“mejores”™. Después de todo, al seleccionar la segunda fila (la del par (5.4)) el Jugador I se
abre a la posibilidad de obtener una ganancia de solo [ si el Jugador II selecciona la
columna 4. Similarmente, si el Jugador II hubiera seleccionada la segunda columna (la del
par (5,4)), él se estaria abriendo a la posibilidad de ganar 0 si el Jugador I selecciona Ia fila
L.

El siguiente ejemplo demuestra que los puntos de equilibrio de Nash no necesariamente

existen.

Ejemplo 3.7.- Encontremos los puntos de equilibrio de Nash del juego

2.1 | (1.2)
(1.2) | 2.1

Cuando marcamos el maximo de la fila en la primera entrada y el maximo de la columna

en la segunda entrada obtenemos el siguiente patron:
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(2%,1) | (1,2%)
(1.2%) | @%1)

Como ningiin par de ganancias tiene ambas entradas marcadas, se sigue que este juego no
tiene equilibrios de Nash puros.

La légica que esta detras de los equilibrios de Nash es que cuando cada jugador observa las
maniobras del otro, la situacion gravitara naturalmente hacia un equilibrio de Nash. Tal era
el caso en la crisis de los misiles cubanos. Mieniras transcurrian los dias de aquel mes de
Octubre, los rusos se convencian cada vez més que los gringos estaban determinados a
persistir, de manera que ellos tuvieron que retroceder. El siguiente diagrama demuestra que
esta salida es de hecho umo de los dos equilibrios de Nash de la confrontacion.

URSS
Retroceder Persistir

Retroceder (3.3) (2*4%)
Persistir (4*2%) (L)

El juego del dilema del prisionero tiene sélo un equilibrio de Nash con par de ganancia
(-10,-10)

Rechazar  Aceptar

El trato el trato
Rechazar el trato | (-5,-3) (-15.0%)
Aceptar el trato {0*-15) | (-10*-10%)

Lo cudl es consistente tanto con la estrategia Maximin como con muchas situaciones
observadas. Agui por supuesto los jugadores no pueden verse entre 57 al momento de tomar
las decisiones. Sin embargo, el resultado que se observa con mas frecuencia que es el caso
en ¢l que ambos prisioneros aceptan el trato resulta ser un punto de equilibrio de Nash.

Los puntos de equilibrio de Nash se han convertido en una herramienta muy usada para

economistas. El siguiente ejemplo ilustra como este concepto es usado en economia.



Ejemplo 3.8- (LOS SOLICITANTES DE EMPLEO) Las compaiias | y 2 tienen un
puesto disponible cada una, por los que ofrecen salarios 2a y 2b, respectivamente (el 2 se
usa sélo para prevenir el uso de fracciones que aparecerion posteriormente).El Jugador I
y el Jugador II pueden solicitar sélo una de los posiciones de trabajo y deben decidir
simulténeamente si solicitan en la compaiiia 1 o en la compaiia 2. Si uno de ellos solicita
un trabajo, el trabajo se le asigna; si ambos solicitan el mismo trabajo, la comparia

contrata a uno de ellos aleatoriamente

Esta situacion se modela con el siguiente juego 2 x 2 de suma no cero

Jugador II solicita en:
Compaiifa 1 Compaiiia 2
Jugador1 Compaiiia 1 (a,a) (2a,2b)
solicita en: Compaiiia 2 (2b,2a) (b,h)

Las entradas en el arreglo representan ganancias esperadas para cada jugador para cada
eleccion. Las entradas (2a,2b) y (2b,2a) se explican por si mismas. La entrada (a,a) se
obtiene razonando de la manera siguiente. Si tanto el Jugador I como el Jugador II
solicitan en la misma compaiiia, entonces, debido al supuesto de gque la compaiiia
seleccionara a un solicitante en forma aleatoria, cada jugador espera obtener una ganancia
igual al salario, es decir, @. De manera similar se justifica la entrada (b,5).

No es de sorprender que el analisis del juego dependa de la relacion entre los valores de a y
b. Supongamos primero que:

as<2b y b<2a
En otras palabras, supongamos que ninguno de los salarios excede el doble del otro.
Entonces, las dos entradas (2a,26) y (2b,2a) son ambas equilibrios de Nash puros. Tal seria
el resultado si, por ejemplo, el Jugador I y el Jugador II tuvieran conocimiento de la

existencta del otro y llegaran a un acuerdo mutuo.



Por otro lado, si algin salario es mayor que el doble del otro, digamos

b>2a
Entonces es la entrada (b,b) constituye el tmico equilibrio puro de Nash. Esto corresponde
al caso en el que tanto el Jugador I como el Jugador Il solicitan el mejor de los trabajos.
El caso en el que b=2¢ es intermedio y tiene a los tres resultados anteriores como sus
equilibrios de Nash.
Asi, este modelo altamente simplificado predice que si la disparidad enfre los salarios no es
muy grande entonces puede darse una distribucién muy razonable de los puestos. Si un
puesto es mucho mejor que el otro, entonces ambos solicitarin ese puesto, resultando en
que uno de ellos seguira desempleado.

3.2.- Estrategias Mixtas para Juegos de suma no cero. Equilibrios de
Nash

Al igual que lo que ocuire con juegos de suma cero, los juegos de suma no cero pueden
jugarse repetidamente y las estrategias pueden ser mixtas. En analogia con el contemdo de
los capitulos anteriores, discutiremos aqui estrategias maximin mixtas y equilibrios de
Nash mixtos.

Como hicimos en nuestro estudio de juegos de suma cero, empezamos con juegos de suma
no cero de tamafio 2x 2 .

Definicién 3.2.1.- Una estrategia mixta para cada jugador del juego

JTugador 1T

(a,,b,) | (a,,b,)
(as.hy) | (a,.b,)

Jugador I

65



consiste de un par [s,7] donde s y # son niimeros no negativos tales que

s+i=1.
Cuando s =0 o =0 para alguno de los jugadores, entonces la estrategia es pura.

Las estrategias mixtas generales de los Jugadores 1 y Il serén denotadas nuevamente
mediante [/-p.p] y [/-q,9], respectivamente. Nos referiremos a tal par de estrategias como
un par de estrategias mixtas. Cuando los Jugadores I y Il emplean estas estrategias mixtas
en un juego de suma no cero, el par de ganancias esperadas se calcula de manera muy
parecida a como se hacia en juegos de suma cero, excepto que ahora cada jugador se
concentra en sus propias ganancias. Cuando el par de estrategias mixtas es

([t- p.pll1-4.q]), 1a utilidad esperada del Jugador 1 se denota con &,(p.q) y la del

Jugador 11 se denota con ¢, (p,q).

Ejemplo 3.9.- Si los Jugadores 1 y I emplean el par de estrategias mixtas ([.3,.7).].6,.4])

en el juego

1) | 62 |
(-10) | (04)

se obtiene el diagrama auxiliar

6 4
31 02 [ G2
7 [1L0) | (04)

y las ganancias esperadas son
£,(7.4)=3x.6x1+3x 4x3+ . 7x.6x(~1)+.Tx.4x0=0.12

Ei(7,4)=3x0x2+3x4x(-2)+.Tx.6x0+.Tx4x4=124



Anteriormente Ia estrategia maximin pura de cualquiera de los jugadores de un juego
general de suma no cero era obtenida por cada jugador confindndose a su porcién
correspondiente del arreglo del juego, v ese también es el caso para estrategias maximin
mixtas. Se supone que cada jugador estd jugando el juego como un juego de suma cero en
contra de un oponente irrelevante y la estrategia maximin mixta es aguella que le garantiza
la mejor de las ganancias esperadas posibles. Esta ganancia constituye el valor maximin
mixto para ese jugador en ese juego.

Ejemple 3.10.- Ahora nos interesa encontrar las estrategias maximin y los valores del
juego

G4 | 22
“hH | @G3)

En este juego, las ganancias del Jugador 1 son

s | L
[

Y este arreglo, cuando lo vemos como un juego de suma cero jugado por el Jugador 1
contra un opounente irrelevante, tiene un punto silla en la esquina superior derecha.
Consecuentemente, la estrategia maximin mixta del Jugador I es la estrategia pura [1.0] ¥
su valor maximin es 2.

- Por otro lado, las ganancias del Jugador 11 aparecen en el arreglo

]

b | it
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El cual no es estrictamente determinado. Como los remanentes son [3-2.4-11=[1,3] se sigue
que la estrategia maximin mixta es {25,751 y su valor maximin mixto es

25x4+4.75%x2=25

Como las porciones del Jugador I'y del Jugador II del arreglo de ganancias de cualquier
juego de suma no cero son independientes entre si, no habra, en general, relacion entre los
valores maximin mixtos del Jugador 1y del Jugador 1.

Esto, por supuesto, representa umn marcado contraste con lo que ocurre €n juegos de suma
cero, donde los valores mixtos son idénticos (0 uno es el negativo del otro, como quiera
verse).

Asi que no existe un teorema de von Neumann andlogo al del capitulo anterior para
estrategias maximin mixtas. Sin embargo, en 1950, John Nash logré transferir el aspecto de
“no lamentarse” del teorema de Von Neumann al contexto de juegos de suma 1o Cero. La
importancia de este logro fue teconocida en 1994, cuando gand el premio Nobel de
economia, disciplina en la que el concepto de punto de equilibrio se convirtiv en una

herramienta tedrica indispensable.

El resto de esta seccion esta dedicado a estudiar el punto de vista de Nash. Daremos
algunos ejemplos abstractos y una ilustracion practica.

Para formular esta nueva version, supondremos ofra Vez que los jugadores estan siendo
guiados por el principio de “no lamentarse”, enunciada en la Seccion 3.1. En otras
palabras, una vez que se ha terminado de jugar repetidamente el juego, cada jugador quiere
irse a descansar con la seguridad de que ningin otro comportamiento de su parte le habria
resultado en una mejor ganancia esperada.

Por razones de completes enunciaremos (sin demostrar) el Teorema de Nash en toda su

generalidad, aunque algunos de sus términos podran no ser entendidos aqui. Después de
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este enunciado general, propondremos Ia version restringida que serd con la que

trabajaremos.

Teorema de Nash 3.2.1- Cada juego de suma no cero finito de n personas tiene un punto
de equilibrio.
La discusion y los ejemplos que siguen estin confinados principalmente a juegos de dos

personas 2 x 2 de suma no cero.
Nuestra version limitada del Teorema de Nash puede enunciarse del modo siguiente.

Teorema 3.2.2.- En cualquier juego de tamario 2x 2 de suma no cero, existe un par de

estrategias mixtas ([ = p, p} 1 - 9.q]) 1al que

ep.g)zelpg) o0<pa 1))

3:;@:&)2311(1—7:‘1) 6<qg<l (2)

La desigualdad (1) de este teorema establece que si ambos jugadores adoptan las
estrategias estipuladas entonces la ganancia esperada del Jugador I no mejoraria en nada si
¢l adopta cualquiera ofra estrategia. En otras palabras, si emplea la estrategia [I-p, p)
recomendada, el Jugador 1 no tendria ningena razén para lamentarse, en tanto que el
Jugador I1 escoja la estrategia [1—q,q].

La desigualdad (2) establece afirmaciones similares para su oponente: el Jugador Il no
tiene razon para lamentarse por haber empleado la estrategiafl—¢,¢]. En tanto que el
Jugador I se decida por la estrategia [1 - p, p).

Definicién 3.2.2.- El par de estrategias [1- p, p|..[1-¢.q], descrito por el Teorema 3.2.2
constituye un equilibrio mixio de Nash. Los nimeros &, G),&), &y (E,Ej) son el par de
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valores mixtos del juego. Una solucién de equilibrio de Nash de un juego consiste de los

equilibrios mixtos de Nash junto con el par de valores mixtos.

Ninguna de las demostraciones conocidas del teorema de Nash es constructiva, es decir, no
proporcionan un método para encontrar las estrategias mixtas. Sin embargo, con respecio
al problema de encontrar una contraestrategia optima puede hacerse una afirmacion similar
ala del Teorema 2.2.1.

Teorema 3.23.- Para cada estrategia en un juego de suma no cero existe una

contraaestrategia dplima pura.

Ejemplo 3.11.- Supongamos que el Jugador I emplea la estrategia [.2,.8] en el juego

E

G2 | @)
©03) | @4)

y que nos interesa encontrar una contraestrategia optima para el Jugador IL

Sabemos que el Jugador 11 tiene una contraestrategia optima que es pura de manera que
podemos proceder a calcular las ganancias esperadas del Jugador 11 correspondientes a
cada una de las dos estrategias puras disponibles para L.

Usamos los diagramas auxiliares siguientes para calcular las ganancias esperadas del

Jugador 11
1 0 0 1
2EZ 11 2412 11
81314 81314

Estas ganancias esperadas resultan ser 2.8 para la estrategia [1,0] y 3.4 para [0,1].
Como al Jugador 11 le interesa maximizar sus utilidades, se sigue que la estrategia pura

[0,1], que es la que le reditiia mejor ganancia, es decir, [0,1] es la contraestrategia Optima.
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Ejemplo 3.12.- Supongamos que el Jugador II emplea la estrategia [.7,.3] en el juego

32 | @1
03) | (449

La contraestrategia Optima para el Jugador I s¢ encuentra del modo siguiente.

Como el Jugador 1 tiene una contraestrategia Optima que €s pura, calculamos las utilidades
correspondientes a las dos estrategias puras que estan disponibles para ¢l.

De los diagramas auxiliares siguientes

. 7 .3
11312 01312
0,014 11014

obtenemos que las ganancias esperadas del Jugador I son 2.7 para [1,0] y 1.2 para [0,1].
Como el Jugador 1 esta interesado en maximizar su ganancia, se sigue que la estrategia
pura [1,0], que es la que le reditda una utilidad de 2.7, es una respuesta éptima para él.

Ahora volvemos a la cuestién de reconocer equilibrios de Nash. Supongamos que tu asesor
matemético llega un dia a tu oficina mostrandote un equilibrio de Nash mixto para un
juego que te interesa. ;Como puedes estar seguro de que el matemético no ha cometido un
error y que ciertamente estas nvirtiendo tu dinero en algo que vale la pena?

El Teorema 3.2.3 nos da un método directo para poner a prueba la estrategia propuesta. Lo
{inico que uno necesita hacer es ver gue ninguna de las estrategias puras que estan a
disposicién de cada jugador le proporciona a ese jugador una mejor ganancia que la que
resulta del equilibrio de Nash propuesto.

Ejemplo 3.13.- Verifiquemos que el par de estrategias mixtas ([.5.51.[4..6]) es wn

equilibrio de Nash mixto para el juego

G2 | @b
03 | (44

g



Las ganancias de los Jugadores Iy II para el par de equilibrios de Nash propuesto son,
respectivamente,

4 6
s B2 | @
S5 03 | @44

£,(5,6)=5x4x3+.5x.6x2+ 5x 4x0+.5x 6x4=24
y

£,(5,6)=.5x.4x2+5x6x1+.5x 4x3+.5x.6x4=25
Sera posible que el Jugador I mejore su ganancia escogiendo alguna otra estrategia? Si asi
fuera, entonces deberia existir una estrategia pura que le permitiria lograr esto.
Sin embargo, de los diagramas auxiliares signientes obtenemos las ganancias

4 6 4 6
1132 @D 0132 2.1
0](0,3) (4.4 11{03)] 4.4)

Ax3+6x2=24 para [.0]
4x0+6x4=24 para [0]]

las cuales son ambas iguales al valor de £,(.5,.6) calculado anteriormente.

Esto significa que el Jugador 1 no ganaria algo adicional si decidiera escoger una
gstrategia alternativa pura (o mixta). Asi que el equilibrio de Nash propuesto hard que el
Jugador I no tenga de que lamentarse.

Y el Jugador II, ;tendra de que lamentarse?
De los diagramas auxiliares siguientes calculamos las ganancias



1 0 0 i
(3:2) | 2,1) 3.2){ 2.1
310334 51(0,3)] (4.9

n
tn

5%x2+5x3=25 paa [10]
Sx1+5x4=25 paa [0,]]

Ambas de las cuales son iguales al valor de £, (.5,.6) calculado anteriormente.

De manera que el Jugador II tampoco tiene de que lamentarse por haber usado la estrategia
propuesta.

La conclusién es que el par de estrategias ([.5,.5],[.4,.6]) constituye un equilibrio de Nash
para el juego dado.

En el signiente ejemplo veremos una situacion en la que el par de estrategias propuesto no
constituye un equilibrio de Nash.

1L 2

Ejemplo 3.14.- Consideremos el par de estrategias mixtas ([— ][I 2

s

o ara el jue,
33 DP Jucgo

GhH | 00
©0 | @5

Las ganancias esperadas para las estrategias dadas son

16 5/6
13 [ G | (00
23 00 | @9

25 1 1 275 s
El -, l=—x—x5+—-x"xl==
36, 3 6 3 6 6




b
o

25 11 2 5 17
- =—-xX—xl4+=x=x5=—
6 3 6 6

Para ver si el Jugador I tiene alguna razén de lamentarse calculamos las ganancias de los

diagramas auxiliares siguientes para obtener

1/6 56 16 506
1[G 00 0 [G.DO] (0.0)
0 [(0,0] (L3) 1 [00)] (15

1/6x5=5/6 para [10]
5/6x1=5/6 para [0]]

Como estas ganancias alternativas son iguales al valor de e,[%%) del Jugador I no

- 2o . %
ganara algo adicional si decide no usar la estrategia E %]

Pasando al caso del Jugador 11, los diagramas auxiliares para las ganancias esperadas de las
estrategias puras alternativas dan

10 0 1
13 [0 [ ©00) 13 [6.H] (0,0
23 [(0,0)] (1,5) 23 [(0,00] (1,5

1/3x1=1/3  para [1,0]
2/3x5=10/3 para [0}]

Wi
~NETY

>

Como el valor de Ia segunda, 2? =333 excede al valor lg’{ =216 de Eﬁ( ) se sigue

que el Jugador 11 puede mejorar su ganancia abandonando la estrategia propuesta [«é g}

en favor de la estrategia pura [0,1]. En consecuencia, el par de estrategias mixtas propuesto
no constituye un equilibrio de Nash.
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Presentamos a continuacién una manera alternativa de visualizar las propiedades que
definen a un equilibrio de Nash.

Ejemplo 3.15.- Si calculamos los valores de £,(p.q)y &£,(p.g) para p=0, 0.1, 0.4, 0.6,
08,10 y ¢=0,02,04,06,08,1.0 parael juego

Gn | ds)
.2 | &b

obtenemos la Tabla 3.2, en la que se muestran estos valores.

Tabla 32

q
0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

0 3.1 (26,18) | (22,2.6) | (1834) | (1442) {1,5)

02| (2612) | 24,18 | (2224 | (23) (1.836) | (1.642)

04 [ 2204 | 2218 | @222) | (2226 | (223) | (2234

P o6 [ (1816) | (218 222) | (2422) | (2624) | (2826)

08| (14,1.8) | (1.8,1.8) | 22.1.8) | 2618 | (3,18 | (34,18

1.0 (1.2 (16,1.8) (2.2,1.6) (2.8,1.4) (34,1.2) 4.1

Obsérvese que en la columna g=0.4 la primera entrada de todos los pares de ganancias
tiene el valor constante de 2.2 y en la fila de p=0.8 la segunda entrada de cada par de
ganancias tiene el valor constante 1.8.

En consecuencia, ¢l par de estrategia mixta ({.2,.8],[.6,4]) es un equilibrio de Nash pues
ningun jugador ganaria nada extra si decide cambiar de estrategia mixta.

El siguiente ejemplo, que ya analizamos antes, tiene el propdsito de demostrar el amplio

rango de aplicaciones de la nocidn de equilibrio mixto de Nash. Es un ejemplo en el campo
de la Economia.

75



Ejemplo 3.16.- En el Ejemplo 3.8 de la Seccién anterior modelabamos la situacion en la
que los Jugadores 1 y II solicitaban empleo en una de dos posiciones que ofrecian salarios
2a y 2b, respectivamente, como el juego

Jugador Il solicita en:
Compafiia | Compafiia 2

Compadita 1 (a, a) ( 2a,2 5}
Compaia2 | (2b.2a) | (b.b)

Jugador I solicita en:

Notdbamos que este juego siempre tiene un equilibrio de Nash puro cuyo valor exacto
depende de los valores relativos de @ y b . Especificamente, si ningiin salario excede el
doble del ofro, i.e., si

b<2a y as<2b
entonces los resultados correspondientes a las ganancias (2a,2b) y (2b,2a) constituyen
equilibrios de Nash puros. Sin embargo, en este caso el juego también posee un equilibrio
de Nash mixto cuyas estrategias son

[24!!"-&3 Zb-—a]
a+b’ a+b

Las componentes de esta estrategia comiin pueden interpretarse como las predicciones de
este modelo para las probabilidades de que el Jugador 1 (o el Jugador II) soliciten en la
respectiva compaiiia. Es decir, si a<2b y b <2a

& —-: es la probabilidad de que el Jugador I solicite en la compaitia 1

2 -: es la probabilidad de que el Jugador I solicite en la compaiiia 2

Por ejemplo, si las compafiias | y 2 ofrecen salarios de $20,000 y $30,000,
respectivamente, entonces a=$10,000 y 5=$15,000, y este modelo predice que la

probabilidad de un jugador solicite un puesto en la compaiiia 2 es
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2x15,000-10,000 20,000 _ 0.8
10,000+15000 25000

Por otro lado, si @2b o b>2a o, en ofras palabras, si uno de los salarios es mas del doble
que el otro, entonces todos los equilibrios de Nash son los equilibrios puros que ya

discutimos en la seccion anterior.

Este analisis proporciona a los economistas un punto de partida para una Investigacion
sobre la cuestion de qué efectos tienen los diferenciales de salarios sobre la cantidad de
solicitantes a diferentes puestos. Los detalles de estas investigaciones caen fuera de las
pretensiones de este trabajo.

3.3.- Juegos de suma no cero de tamaiio mxn

Todos los conceptos desarrollados hasta aqui para juegos de tamafio2x2 se aplican
también para juegos de tamafio mas grande.

Definicién 3.3.1.- Un juego de suma no cero de tamaiio m»n esun arreglo de m filas y n

columnas en el que cada entrada es un par de nimeros.

La entrada en la /<¢sima fila y en la j-ésima columna se denota con (a,,‘j "y ).
Dado un par de estrategias mixtas{{p,, p,..... p,, M#:.9,...4, ]), las ganancias esperadas

del Jugador I y del Jugador II, denotadas respectivamente con &, y &, se calculan
mediante

£, =sumadetodoslos p, xq, xa,; ,i=12,..m; j=12,..n

&; =sumadetodosios p,xq;xb,, ,i=12,..m; j=12,..n



Ejemplo 3.17.- Calculemos las ganancias esperadas cuando los Jugadores I'y il usan el
par de estrategias mixtas([.5,.2,.3},[.1,.2,.3,4]) en ¢l juego de suma no cero

(12) | @b | G | 2,0)
(3 | 00 | 21 | CLYD
G2 | @D LD | G

Del diagrama auxiliar

1 2 3 4
S 10y L on 31 | 20
-3 00 | @20 | CLD
3 [ G2 | ) [ LD |G

~

calculamos las ganancias esperadas
& =058
&, =032

El Teorema 3.2.3 también ofrece una guia para la bisqueda de contraestrategias Optimas

en este contexto.

Ejemplo 3.18- Si el Jugador 1 emplea la estrategia [.5,3,2] en el juego del Ejemplo 3.17,
una contraestrategia optima para el Jugador 11 se puede encontrar de la siguiente manera.
De los diagramas auxiliares

1 0 0 0
S 132 1 @n |30 |20
(1:3) | 00) | 2.1) | LD
3 G2 |4 LY | G-D

™
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0 1 0 0
S a2 en G |20
(-3 | 00) | 2.1 | LD
3 LG | Y LY | G

)

0 0 1 0
S a2 | O | G |20
2 (43 00 | 2D | LD
3 LG | D LD | G-D

0 0 0 1
S L) Oy 3D | (20
2 43100 el | L
3 LG | 4 (LD | G

obtenemos las siguientes ganancias esperadas para el Jugador I

g, =1 para  [1,000]
£, =-02 para  [0,,0,0]
e;=1  para  [0,010]
g, =-0.1 para  [0,00]]

Como 1 es la mayor de estas ganancias, se sigue que tanto [1,0,0,0] como [0,0,1,0] son
contraestrategias optimas para el Jugador I1.

El procedimiento usado para verificar equilibrios de Nash para juegos 2x2 se puede usar

en el contexto mas general de juegos mx n también.

Ejemplo 3.19.- Verifiquemos que ([ 4,4,.2],[.2,.6,0,.2]) constituye un equilibrio de Nash

para el juego de suma no cero
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o1 | 10 | 1.0 | O
(Lo | O | 49 | Q2-1)
(1,0 | (.0 | (1.9 | -1.2)
Del diagrama auxiliar
2 6 0 2
4 1 @© | 1,0 | 10 | O
4 1 (10 | @ | {10 | 2-D
2 10091 a4 | 10 | L2
obtenemos las ganancias
g, =06
&y, =04

Por otro lado, si el Jugador II se queda con la estrategia [.2,.6,0,.2] y el Jugador 1

experimenta con sus estraiegias puras, obtendra las ganancias

todas las cuales son iguales al valor de g, . De manera que ¢l Jugador 1 no tiene razon para

abandonar la estrategia dada.

Si el Jugador 1 se queda con la estrategia [ 4,.4,.2] y el Jugador 11 expenimenta con sus

6 para [1,0,0].
.6 para [0,1,0],

6 para [0,0,1],

estrategias puras, obtendra las ganancias

A para [1,0,0,0],
A4 para [0,1,0.0],
0 para [0,0,1,0],

4 para [0,0,0,1],
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ninguna de las cuales es mejor que £, (de hecho, una de ellas es peor).
De manera que el Jugador II tampoco tiene ninguna razén para lamentarse por haberse

quedado con la estrategia propuesta, asi que la estrategia dada es ciertamente un equilibrio
de Nash.

3.4.- Método grafico para encontrar equilibrios de Nash.

Como se dijo anteriormente, ninguna de las pruebas conocidas del Teorema de Nash es
constructiva. En otras palabras, se demuestra la existencia de un equilibrio de Nash pero no
se proporciona un método para encontrar las estrategias que lo constituyen. De hecho,
pudo notarse en los ejemplos discutidos en la seccién 3.3 que, cuando se proponia un
equilibrio de Nash para algin juego, no se decia como habian encontrado las estrategias
que lo constituian. Hay un método grifico para enconmtrar esos equilibrios y lo
presentaremos ahora. Para ésto es conveniente tener una formula explicita para la utilidad
esperada cuando se usa un par de estrategias mixtas dado. La discusién que sigue se refiere

al juego

Jugador 11

(a,.h,) | (a,,h;)
(ay sb”s} (a4=b4)

Jugador 1

Si los Jugadores I y II emplean el par de estrategias mixtas (Ii -, p],[l —q,q]) en un juego

general de tamafio 2x 2 de suma no cero, entonces

&(p.q)=(a,~a,-a, +a)pg+(a,—a)p+(a, —a)qg+a,

Eg(p Q)= (b —b, = by +b,)pg+(b;—b)p+(h, - b )q+b,

La solucién que vamos a describir estd basada en la siguiente observacion con respecto a
los valores méaximos de una funcion lineal.
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Lema 3.4.1.- Para cualesquiera valores de m y c fijos y cualguier variable x, 0 £x <1,

-

el valor de mx-+c¢ es mdximo

sole para x=0 si m<0
para cualesquier §<x <l si m=0
stlo para x =1 si m>0

La Figura 3.1 contiene graficas tipicas de Jos segmentos de recta y=mx+c, 0 <x <1 en
cada uno de los casos descritos en el Lema 1, v la justificacion de esta afirmacion se sigue
del hecho de gue el valor maximo de mx+¢ corresponde al punto mds alto en la grafica de

y=mx+c.

Los equilibrios de Nash para juegos de suma no cero de tamafio 2x 2 se localizan en Ja
interseccion de dos graficas. Una de estas grificas describe todos los pares de estrategias
mixtas que harian gue el Jugador I no tenga de qué lamentarse y Ia otra describe todos los

pares de estrategias mixtas que harian gue el Jugador Il no tenga de qué lamentarse

» ¥ 13
m=f =g m=8

Figura 3.1

Grdfica del Jugador 1 para no lameniarse. ;Cudl par de estrategias mixfas
(- p.pl1-4.9D servira para que el Jugador 1 no se lamente? Cuanda se emplea el par
([1 -7, pl[l - q,q}), la esperanza del Jugador 1 en el juego es

&i{p.qy=(a—a,—a, +a,)pg+ia,—ap+{a, —qlg+aq

“mey tx B =
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Como el efecto sobre el valor deg, (p,q)al cambiar p depende de los coeficientes de p,

tiene entonces sentido factorizar la variable p siempre que sea posible y escribir

*‘—'f(Pa‘I) = mp+c
donde

m=(a,—a,—a;+a,)g+(d; -a) , c={(a,—a)q+a,

Ahora, usando el Lema 3.4.1, se sigue que el Jugador I no tendra de qué lamentarse en los

siguientes tres casos:

p=0si m<0;0<p<t si m=0; p=1 st m>0

El par de estrategias correspondiente (@i-p. plli- ¢.q)) se puede graficar en un sistema

cartesiano con p en el eje horizontal y ¢ en el eje vertical.

Fjemplo 3.20.- Dibujemos la grafica de “no lamentarse” para el Jugador I en el juego

Jugador 11
G | 2
Jogador 1 7603 @y

En este caso
m=(a,—a,—a,+a)g+(a;—a,)=3g-1
Entonces los 3 casos de (2) son
p=0 si m<0,si3g-1<0, si3g<l si g<1/3
0<psl si m=0 si 3g—-1=0, si3g=1 ,si ¢g=1/3

p=1si m>0,si3g-1>0,si3¢>1 si ¢>1/3

e o e St i



Tomando en cuenta que 0<g<1, la grafica del Jugador T de “no lamentarse”
consiste en tres segmentos de recta que contienen, respectivamente, todos aguelios puntos
{p,q) tales que

p=0 0L p<i p=1
0£g<1/3 g=1/3 1/3£g%1

Un dibujo de la grafica del Jugador I de “no lamentarse” aparece en la Figura 3.2.

La Figura 3.2 debe interpretarse del modo siguiente. El segmento vertical sobre el eje ¢ nos
dice que el Jugador I debe emplear la estrategia pura [1,0] cuando el Jugador 1 escoia
g<1/3. El segmento horizontal significa que cuando el Jugador I use la estrategia [2/3,1/3]
entonces la ganancia del Jugador I no dependera de su estrategia. La ganancia esperada del

Jugador I sera de
: 8
c=(g,-aq+a,=—
J
g
14 _—
W3 <g =l
spsl
g=13
p=0
0gg <1i3
X ?
1
Figura 3.2,

Gréfica del Jugador i de "no lamentarse”

Independientemente de como se comporte el Jugador 1. Finalmente, el segmento vertical
sobre p—/ nos dice que ¢l Jugador J debe emplear la estrategia [0,1] cuando el Jugador I
¢seoja g /3.



Grdfica del Jugador II para no lamentarse- (Cudl par de estrategias mixtas
([1— P, pl[1~q,q]) servira para que ¢l Jugador I no tenga de qué lamentarse? Cuando se

emplea el par ([1 -p, p],[l - q,q]}, la esperanza del Jugador II en el juego es
£y(p.q)=(b, ~b, ~b; +b)pg+{b;—b)p+ (b, ~b)g+¥

Como el efecto sobre el valor de &, (p,g)al cambiar ¢ depende de los coeficientes de ¢,

tiene sentido factorizar la variable ¢ siempre que sea posible y escribir

g pg)=myg+c

Donde
m'= (b, —b, ~b; +b)p+(b,~b) , ¢=(b, -—b‘)p-i-bl

Del Lema 3.4.1 se sigue que el Jugador II no tendra que lJamentarse en los siguientes tres
casos:

g=0 si m<0;0<q<1 si m=0 ; g=1si m>0
Los pares de estrategias mixtas que haran que el Jugador II no tenga de qué lamentarse se
puede graficar ahora en el sistema de coordenadas pg que se usO para la grafica de no
lamentarse del Jugador I.

Ejemplo 3.21.- La grifica de no famentarse para el Jugador II para el juego del Ejemplo
3.20,

3.2 (2.4)
(23) | (4-3)

se obtiene del modo siguiente. Como
m'=(b,—b,—b, +b))p+(b,~b)=-8p+2

los tres casos de (3) son ahora:



g=0 si m<0,si-8p+2<0,si-8p<-2 s p>1/4
0<q<l sim=0, si -8p+2=0,s1-8p=-2 ,s1 p=1/4
g=1si m>0 ,si-8p+2>0,s -8p>-2 si p<l/4

Tomando en cuenta que 0< p <1 la grafica del Jugador II de no lamentarse consiste de

los tres segmentos de recta que contienen, respectivamente, todos los puntos (p,g) tales que

1/4<p<l p=1/4 0<p<i/d

El dibujo de la grafica de no lamentarse del Jugador II aparece en la Figura 3.3.

La grifica de no lamentarse del Jugador II debe interpretarse de la manera siguiente. El
segmento horizontal corto que estd justo a la derecha del eje ¢ nos dice que el Jugador I
debe usar la estrategia pura [0,1] cuando el Jugador I usa p< 1/4. El segmento vertical se
interpreta diciendo que si el Jugador I emplea la estrategia mixta [3/4,1/4] entonces la
ganancia esperada del Jugador 1l no depende de su estrategia; é! puede esperar la misma

ganancia de
; 9
c=(b,—b)p+b = i

independientemente de su comportamiento. Finalmente, ¢l segmento horizontal sobre el gje
p nos dice que el Jugador II debe usar la estrategia pura [1,0] cuando Jugador lusapi»1/4.

La grafica de no lamentarse de cada jugador consiste de aquellos pares de estrategias
mixtas ([l— P, p},[i—q,ql) gue ponen a ese jugador en la posicion de no tener que
lamentarse de su desicion. Como ¢l equilibrio de Nash consiste de aguellos pares de
estrategias (Ilu . pl[l—q,gi]} gue hacen que ninguno de los jugadores tengan que



lamentarse, entonces ¢l equilibrio de nash se encuentra en la interseccion de las graficas de
no lamentarse del Jugador 1 y de! Jugador 11
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/4 < p <1

Figura 3.3
Grafica def Jugador | de no lamentarse

Ejemplo 3.22.- Para encontrar el punto de equilibrio de Nash para el juego de los ejemplos
anteriores es ahora solamente necesario sobreponer las graficas de las Figuras 3.2 y 3.3
para obtener la Figura 34. Las graficas de no lamentarse de los Jugadores I y II se
intersectan en el punto (encerrado en um circulo) (1/4,1/3), que es el {nico punto de

equilibrio de Nash de este juego.

En este equilibrio ¢f Jugador [ usara la estrategia nuxta [l - —i—,%] = [%,%] y el Jugador
; L 11 21 . )
11 usara la estrategia mixta 1—§’§ =157 Se puede verificar directamente que estas

estrategias constituyen un equilibrio de Nash mixto:
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£ (pl/3)=03-2-2+4)x px1/3+(2-3)x p+(2-3x1/3+3
=p—-p-1/3+3=8/3

A =2-4-3-Dxgx1/4+{(4-Dxq+(3-x1/4+12
=-2g+1/4+2¢+2=9/4

De manera gue ninguno de los jugadores ganard nada extra si abandona la estrategia de
Nash. De estos calculos se sigue que el par de ganancias asociado con este equilibrio es
(8/3,9/4).
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Figura 3.4.-

Localizando un Equilibric de Nash

Como lo demuestra el siguiente ejemplo, un juego puede tener equilibrios de Nash fanio

PUTOS COMO MiXtos

Ejempleo 3.23.- Encontremos los puntos de equilibrio de Nash del juego

32y | @h
(03) | 44)

Para construir la grafica de no lamentarse del Jugador I calculamos



m=(3-2-0+4)g +(0-3)= 5¢-3.

Se sigue de (2) que en la grafica de no lamentarse del Jugador I se tiene
p=0si m<0,si5¢-3<0,si5g<3 ;i g<3/5
0<p<l si m=0 si 5q-3=0,si5¢=3 ,si q=3/5
p=1si m>0,si5¢-3>0,si5¢>3 si ¢>3/5

Tomando en cuenta que 0 < ¢ <1, la grafica del Jugador 1 de “no lamentarse™ consiste en

tres segmentos de recta que contienen, respectivamente, todos aquellos puntos (p.q) tales
que

p=0 0<p<i p=1

0<qg<3/5 g=3/5 3/5<q <1

La gréfica del Jugador I de “no lamentarse” es la linea solida que aparece en la Figura 3.5.
Para construir la grafica de no lamentarse del Jugador II calculamos

m=2-1-3+Hp+(1-2)=2p-1
Se sigue de (3) que en la grafica de no lamentrase del Jugador II se tiene
g=0 si m<0  si2p~-1<0,si2p<]l si p<l/2
0<g<l sim=0, si 2p-1=0,si2p=1 ,s1 p=1/2

g=1si m>0,si2p-1>0,si2p>1 si p>1/2
Tomando en cuenta que 0 < p <1, la grifica del Jugador II de “no lamentarse” consiste en

tres segmentos de recta que contienen, respectivamente, todos aquellos puntos (,g) tales
que

0<g<i g=1
p=1/2 1/72< p<l

L=~
AN
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La grafica del Jugador 11 de “no lamentarse” es la linea punteada que aparece en la Figura
35

q
1/2<p =1l
L r----ﬁ-_
1 ' g=1 p=1
1
: 35<«<g=1
0= p =l -9
g=3/5 %
t
E 1 P
pus S o D
X
4. 0Lp<l/2 . _
¥ 4-0 '1
Figura 3.5.
Localizando Eguilibrios de Nash

Los puntos de equilibrio de Nash estin dados por las intersecciones (encerradas en
circulos) de estas dos graficas de no lamentarse. De manera que hay tres equilibrios,
correspondientes a O . (p=0g=0), A . (p=12,4=3/5}) y B : (p=1,g=1), respectivamente.
En otras palabras, el equilibrio O indica que cada jugador debe usar la estrategia pura {1,0};
el equilibrio 4 indica que el Jugador I usa 1z estrategia [0.5,0.5] y el Jugador II usa [ 4,.6]
y en el equilibric B ambos jugadores usan la estrategia pura [0,1]. Un simple vistazo ai
juego servira para verificar que O y B constituyen equilibrios de Nash puros. También
puede verificarse directamente que 4 es un punto de equilibrio:

£(plO)=C-2-0+4)x px 6+(0-3x p+(2-3)x6+3=3p-3p-6+3=24

£,(05,9)=(2-1-3+4)xgx 5+(1-Dxg+(B3-Dx5+2=g+5-g+2=25



De manera que ninguno de los jugadores ganaria nada extra si escoje una estrategia
diferente de la estrategia del equilibrio. De estos calculos también se sigue que el par de
ganancias asociadas con el equilibrio mixto de Nash 4 es (24.2.5)

La grafica del siguiente ejemplo es muy diferente de las dos anteriores.

Ejemplo 3.24.- Encontremos el equilibrio de Nash del juego

4 | @2
22 | G4

Para construir la grifica de no lamentarse del Jugador I calculamos

m=(1-2-2+4)g+(2-0)=¢q+1.

Se sigue de (2) que en la grifica de no lamentarse del Jugador I se tiene
p=0 si m<0,sig+i<0, sig<-1
0< p<l si m=0 si g+1=0, sig=-1
p=1si m>0, s g+1>0, sig>-1

Tomando en cuenta que 0 < ¢ <1, las primeras dos posibilidades no representan ninguna
contribucién a la grafica de no lamentarse del Jugador 1. En consecuencia, esta grifica

consiste del segmento de recta

La grafica del Jugador I de no lamentarse es la linea solida que aparece en la Figura 3.6.
Para construir la grafica de no lamentarse del Jugador Il calculamos

m=(4-2-2+Dp+(2-4)=p-2.
] |



Se sigue de (3) que en la grafica de no lamentarse del Jugador I se tiene
g=0 si m<0 ,s p-2<0,5i p<2
0<g<l sim™=f, si p-2=0,s1p=2
g=1si m>0_ s p-2>0, s p>2

Tomando en cuenta que 0 < p <1, vemos que las ultimas dos posibilidades no representan

ninguna contribucion a la grafica. En consecuencia, la grifica de no lamentarse del
Jugador 11 consiste del segmento de recta

4=0
0<p<l

La grafica del Jugador 11 de no lamentarse es la linea punteada que aparece en la Figura
3.6.

F
1 4
p=1
O<g=x1l
g=0 1
Figura 3.6.
{ ecalizando Equilibrios de Nash

El punfo de equilibrio de Nash estd dado por la mterseccion (encerrada en un circulo) de
las dos graficas. En este punto tenemos p=7 y q=0. Consecuentemente este equilibrio de
Nash consiste de las estrategias puras [0,1] para el Jugador I y [1,0] para el Jugador Il con

un par de ganancias de {2,2). Es interesante notar que las estrategias puras [1,0] para el
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Jugador Iy [0,1] para el Jugador II no constituyen un equilibrio, aunque con elias se
obtiene exactamente el mismo par de ganancias (2,2).

Ejemplo 3.25.- En el caso de los solicitantes de empleo, se modeld una sitnacion en la que

el Jugador I y el Jugador II podian solicitar trabajo en uno de dos puestos en los que se
ofrecian salarios 2a ¥ 2b, respectivamente, mediante el juego

Jugador II solicita en:
Compafiia 1 Compaitia 2

Jugador I solicita en: Compatial | (a,a) | (2a,2b)
Compafiia2z | (2b.2@) | (b,b)

Notabamos que este juego siempre tiene un equilibrio de Nash puro cuyos valores exactos

dependen de los valores relativos de a y b. Ahora diremos como encontrar el equilibrio de

Nash. Para construir la grifica de no lamentarse del Jugador 1 calculamos
m={a-2a-2b+blg+ (2b-a)={a+b)g+ (2b-a)

Se sigue de (2) que

p=0 si m<0

. si ~(a+bh)g+(2b-a)<0 , si —(a+byg<—2b-a), si
q>(2b—a)la+b).

0<p<l si m=0 si —(a+b)g+(2b-a)=0, si -(a+byy=—(2b-a), si
q=(2b-a)la+h).

p=1 si m>0 , si —(a+byg+(2b-a)>0, si ~(a+b)g >—(2b-a), si
g <(2b-a)l{a+b).

Si a<2byb<2a

Entonces

0<(2b-a)u+b)<l.
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En este caso, la grafica de no lamentarse del Jugador 1 estd representada en la grafica
solida de la Figura 3.7. Como las posiciones del Jugador Iy del Jugador 11 som
intercambiables, mediante un argumento similar indica que fa grafica de no lamentarse det
Jugador II esta dada por Ia linea punteada de la Figura 3.7.

g
[
t
H
]
1
§
2b-a - N
a+h ?
2
4 »
2b-a 1
a+b

Figura 3.7.

Equilibric de Nash ara los Solicitantes de Empieo

Dos de estos equilibrios de Nash son pures e idénticos a los que ya discutiamos en la

seccion anterior. El tercero,

\_2-a 2-a)_[2a-b 2-a
a+h  a+h a+h  a+h

es la estrategia equilibrio de Nash mixta tanto para el Jugador 1 como para el Jugador IL. E
significado de este equilibrio de Nash en este juego ya fue discutido.
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3.5.- Conclusiones

Hemos presentado en este Capitulo algunos de los elementos para estudiar juegos de suma
no cero. Como puede verse desde la misma definicion, hecha en la Seccion 3.1, la teoria de
este tipo de juegos puede usarse para modelar situaciones reales importantes en areas como
Economia (el juego de los buscadores de empleo), Ciencias Sociales (el dilema del
prisionero) y Politica (¢l juego del “chicken”). También, en la Seccion 3.1 presentamos los
principales conceptos tedricos asociados con juegos de suma no cero, como son, el
principio de racionalidad, estrategias maximin puras y equilibrios de Nash puros. En la
seccion 3.2 estudiamos juegos de suma no cero bajo el supuesto que el juego se repite una
cantidad grande de veces, con las mismas utilidades y entre los mismos jugadores, y esto
nos llevé a considerar estrategias maximin mixtas y equilibrios de Nash mixtos. En la
Seccion 3.3 se extendit la teoria desarrollada en la Secciones 3.1y 3.2 al caso de juegos de
suma no cero de tamafio mxn . Un detalle que pudo observarse en Ia Seccion 3.2 es que
cuando se ejemplificaba el concepto de equilibrio de Nash mixto, siempre se partié del
supuesto de que tal equilibrio era conocido. En la seccion 3.4 se presentd un método

grafico para encontrar el equilibrio de Nash mixto y las estrategias que lo constituyen.



Apéndice

Teorema 2.2.1.- Para cada estrategia existe una contraestrategia optima pura.

Prueba. Supongamos que el Jugador I usa la estrategia fija [ - p,, P} en el juego

a b
c| d

El jugador II debe determinar qué estrategia [l—q,q] usar para minimzar la ganancia
esperada, E,(p,.q), del Jugador 1. Del diagrama auxiliar siguiente

-9 ¢
1-p, | a | b
Po [ d

obtenemos

E (p,.q)=a(l- p,X1-@)+ b(1— py)g +cpy(1- q)+dp,q
=aqg+f

donde @ =~a+ pya+b—p,c+ p,d y f=a—p,a+pc.

()

Como (1) es una funcién lineal en la variable ¢ y que varia en el rango 0< g <1, vemos que
(1) aleanza su maximoen g =0 si @ >0,en g=1 si a<0 yen qa[ﬂ,l] sia=0.

Un argumento similar aplica si el Jugador 11 escoge una estrategia fija [1 —q‘,,qo] y el Jugador
I debe buscar una contraestrategia Optima.

Teorema 2.3.3.- El juego

es no estrictamente determinado, si 'y sélo si



(d-¢)-(a-b)>0.

Prueba. Demostraremos esta afirmacion considerando los siguientes casos.

[a::—é‘z a-b>0 (1)
a noespuntosilla=>{ o (= 0
l_a<c_ a-c<0 (2)

(h>a] b—a>0) 3
b noespuntositla=+ o ;= o ¢

b<d b—d <0 (4

c>d) c—d>0 (5)
¢ noespuntosilla={ o ;= o

c<a] c-a<0 (6)

d>c d—c>0 (7
d noespuntosila=< o ;= o

d<h d-b<0 (8)

Si se satisface (1), entonces no se satisface (3), de manera que se debe satisfacer (4), pero
entonces no se satisface (8), por Io que debe satisfacerse (7). Es decir, a—5h >0 implica que
d—c >0,y entonces se satisface Ia afirmacion.

Si se satisface (2) , no se satisface {6), por lo que debe satisfacerse (5); entonces no se satisface
(7), por lo que se satisface (8); entonces no se satisface (4); entonces se satisface (3) . Como se
satisfacen (3) v (5), se sigue la conclusion del teorema.
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