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i

Introduccién

Ante la dificultad de resolver explicitamente un sistema de ecuaciones difer-
enciales ordinarias de primer orden en el plano, los métodos cualitativos o ge-
ométricos se constituyen en un importante instrumento para la descripcién del
comportamiento de las soluciones principalmente en lo que respecta a su com-
portamiento a la larga.

A Poincaré se deben los principales conceptos y primeros resultados de la
teoria cualitativa de los sistemas en el plano como son los conceptos de espacio
fase, puntos de equilibrio, ciclos lfmite, etc; asi como el llamado teorema de
Poincaré-Bendixson sobre la existencia de ciclos limite.

En este trabajo estudiaremos con mayor detalle el espacio fase de los sistemas
cuadraticos en el plano, es decir sistemas de la forma

T = ag+a;x+ eyt asz® + asTY + asy*

y bo + b1z + boy + byz? + baay + bsy®

I

principalmente en lo que respecta al nimero y caracterfsticas de los puntos
singulares, la existencia, el nimero y disposicién de los ciclos limite. Utilizando
métodos algebraicos y geométricos sencillos asf como la presentacion de ejemplos
v aplicaciones mostraremos las distintas formas que puede tomar el espacio
fase para los sistemas cuadrdticos. Los métodos que utilizaremos corresponden
principalmente a los de los articulos 4] ¥ [5].

El trabajo se presenta dividido en tres capfitulos:

En el primer capftulo se exponen algunas nociones bdsicas de la teorfa de
Poincaré-Bendixson, la cual nos describe el comportamiento de las curvas solu-
cién que describe un sistema de ecuaciones diferenciales en el plano. Empezare-
mos dando algunas definiciones elementales y concluiremos con el Teorema de
Poincaré-Bendixson v un importante teorema que involucra la divergencia.

En el segundo capftulo presentamos las distintas propiedades de los sistemas
cuadréticos y algunos criterios para la existencia de ciclos limite de estos sis-
temas.

En el tercer capitulo estudiamos familias importantes de sistemas cuadréticos
en ¢l plano, especialmente los sistemas Hamiltonianos, los sistemas Gradiente y
los que llamamos de tipo Lotka-Volterra.

Finalmente se hace una seccién de conclusiones en la que se resumen los
aspectos mds importantes de este trabajo y ademds se hardn algunas observa-
ciones.



Capitulo 1

Teoria cualitativa de
sistemas dinamicos.

Consideremos un abierto A C R? y una funcién continua F(z,y) = (fi(z,y), Folz,w))
definida en A y con valores en R2. Un sistema de ecuaciones diferenciales
autonomo en el plano es un sistema de la forma

: d

P = —=h@y)

. d

§ o= =Ry (LD

Una curva solucién de (1.1) en un intervalo J = (a,b) C R, es una curva
en el plano v(t) = (x(¢),y(t)) definida en J y con valores en A tal que 3 =
Flat),y(t) vy y(@) = fole(),y(t)) YVt € J.

Propiedad fundamental de los sistemas auténomos. Siy o (to —
a,to+a) — R?, es una curva solucién de (1.1) tal que ¥(to) = (%0, %o), entonces
£(t) = y(t +to — t1) es curva solucién de (1.1) en el intervalo (t1 —a,t1+a)y
tal que £(t1) = (%0, ¥0)-

La propiedad anterior es facilmente verificable viendo que { (t) =yt +1to —
t1) = F(y(t +to —t1)) = F(£(t)) para ty —a <t <t +a.

Problema de Cauchy. Sea ty € Ry (zo,%0) € A C &2, El Problema
de Cauchy consiste en encontrar una curva y(t) = (z(t),y(t)), definida en un
intervalo J que contiene a fo y tal que:

D) = F(y(t) vted (1.2)
2) (to) (z0,%0)

il

Clon respecto al Problema de Cauchy enunciamos sin demostrar los siguientes
teoremas fundamentales:
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&

Teorema 1 (Existencia y Unicidad) Sea A = {(z,y)|lz € (xo — a;To +
a),y € (yo — b,yo + )} 5 F(z,y) en el lado derecho de (1.1) es una fun-
cion diferenciable y acotada en A, entonces el Problema de Cauchy (1.2) tiene
una tnica solucion en el intervalo J = (to — h,to + k) donde h < min(a, £y
M es una cota superior para los valores de ||F|| en A.

Teorema 2 Sea ¢(t,ty, To,Yo) la solucin al problema de Cauchy (1.2) valuade
ent y que en to pasa por (zo,y0), entonces @ es una funcidn diferenciable en
todos sus argumentos en una vecindad alrededor de (to, Zo,Yo)-

La demostracién de ambos teoremas s¢ puede consultar en [1]

1.1 Retrato Fase y Puntos Singulares

Definicién 3 Al conjunto de curvas geométricas en el plano que TecorTen las
soluciones (z(t), y(t)) del sistema (1.1) se le conoce como retrato fase. A las
curvas geométricas que determinan la traza de las curvas solucion se les llama
érbitas.

Es de hacer notar , que si la funcién F' en el lado derecho del sistema (1.1)
se multiplica por una funcion b A — R con A # 0, entonces el nuevo sistema
tiene el mismo retrato fase que el sistema inicial. Més aiin, si tomamos h(z,y) =
m entonces el nuevo sistema es tal que todo problema de Cauchy tiene
solucién tinica definida para todo ¢ real.

Definicién 4 Una solucion y(t) := (z(t), y(t)) se dice periddica si existe T >
0 tal que y(t+T) = (t) para todat € R. Al minimo valor de T > 0 que satisface
la condicién se le llama periodo.

Definicién 5 Una curva solucion vy del sistema autdnomo
:1": = .fl($1 y)
'g = f‘l(xr y)

se llama isoclina si el campo vectorial formado por (fi(z,y), f2(x,y)) tiene lo
misma inclinacion a lo largo de 7.

Definicién 6 A un punto (Zo,yo) tal que fi(zo,30) =0, fa(zo,90) =0, se le
dice punto singular o punto de equilibrio. En este caso la curva

z(t) = o, y(t) =%

¥ t € R, es la curva solucion al problema de Cauchy (1.2). Si el punto (9, Yo)
no es.singular se llama punto regular.
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Para la clasificacién de los puntos singulares de (1.1) supondremos que el
origen es el punto singular y escribiremos ol lado derecho de (1.1) en la forma
Floy) = (az+by+@i(o,y),ca+dy+Ba(zy)con  (13)
D;(x, g
0,y lim —(—T—w— =0, parat=1,2.

(2.0 /32 + y?

Es decir, trasladamos el punto singular al origen y linealizamos el sistema
alrededor de éste.
Consideremos la matriz cuadrada

a-[ 4]

Diremos que el punto singular (0,0) es no degenerado si det A # 0. De otra
manera, diremos que (0,0) es punto singular degenerado.

(I)i(olo)

Definicién 7 Consideremos el sistema lineal asociado a (1.83) y supongamos
que (0,0) es un punto singular no degenerado de (1.1). a) Se llama nodo st
la matriz A posee valores propios reales del mismo signo y; b) se llama punto
silla si los valores propios son reales y de signo contrario. ¢) Si la matriz A
tiene valores propios complejos con parte real distinta de cero, el punto singular
se llama foco.

Respecto al caso no lineal, mencionaremos el siguiente teorema de Poincaré
que reune los tres casos anteriores:

Teorema 8 Sea (0,0) un punto singular no degenerado del sistema (1.3) y
consideremos la matriz asociada A. Si se cumplen los casos a), b) 6 ¢) de la
definicion anterior, entonces (0,0) de (1 .3) es del mismo tipo que en cada caso
del sistema lineal asociado.

Ver demostracién en [2].

Note que en la definicién anterior, no hemos considerado para A el caso de
que tenga valores propios que sean imaginarios puros. La razon de esto es que
en ese caso el retrato fase alrededor del punto es topolégicamente distinto al que
presenta el sistema lineal asociado. Este caso queda cubierto mediante:

Definicién 9 Un punto singular se denomina centro si posee una vecindad V'
tal que la drbita través de cada punto de V' es periodica y estd contenida en V.

Es pertinente senalar aqui que si el origen es un centro entonces los valores
propios de la matriz A son imaginarios puros. Ver [1].

Teorema 10 Sea (0,0) un punto singular no degenerado del sistema (1.8) y
consideremos la matriz asociada A.



4 CAPITULO 1. TEORIA CUALITATIVA DE SISTEMAS DINAMICOS.

1.2 Teoria de Poincaré-Bendixson

Definicién 11 Sea y(t) = (x(t),y(t)) una curve solucidn del sistema (1.1)
definida para toda t € R. Un punto (Z,7) en lo cerradura de A se dice punto
w-limite de (x(t),y(t)), si existe una sucesion t, — oo tal que (2(tn), y(tn)) —
(%,7). Al conjunto A, = {(Z,7)| (Z,7) es punto w—limite de ((t), y(t))} sele
llama conjunto w-limite de (x(t),y(t)). Andlogamente, un punto (Z,7) en lo
cerradura de A se dice punto a-limite de (x(t),y(t)), si existe una sucesion
t, — —oo tal que (z(t,),y(t,)) — (£,7). Al conjunto A, = {(Z.9)| (2,9) es
punto a — limite de (x(t),y(t))} se le llama conjunto a-limite de (x(t),y(t))

Definicién 12 B C R? se dice invariante bajo el sistema (1.1) si para cada
(20,%0) € B la curva solucion y(t) cony(to) = (2o, Yo) es tal que (z(t),y(t)) € B
para todo t € R.

Propiedades de los conjuntos limite. En lo que sigue supondremos que
la funcién F en el lado derecho del sistema (1.1) es acotada y que sélo posee
puntos singulares aislados.

Teorema 13 Sea v una curva solucion de (1.1) acotada para t € (0,00), en-
tonces

i) A, es no vaclo,
ii) A, es cerrado,
i) A, es conexo,

i) A, es invariante.
La demostracién se puede consultar en [3].

Teorema 14 (Poincaré-Bendixson) Sea A, el conjunto w—limite del sis-
tema (1.1). Entonces distinguimos los siguientes casos vespecto a la estructura
de A,

1. Si A, no contiene puntos singulares, entonces A, es una curva cerrada y
la érbita de la solucidn v coincide con A. o ésta se acerca en espiral hacia A,
cuando t — co. En este uliimo caso a A, se le llama ciclo limile.

2. §i A, contiene puntos singulares y puntos requlares, enfonces A, consta
de drbitas y puntos singulares a los cuales tienden esas drbitas cuando t — oc.

La demostracién se puede consulta en [1], [2], [3] v [6].
Corolario 15 Toda orbita periodica contiene en su interior un punto singular.

Ejemplo 16 Este ejemplo ilustra el primer caso del teorema anterior. El sis-
tema

T = vy
gy = —o+{1-2" -3y
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tiene un Unico punto singular en el origen. La circunferencia con centro en
(0,0) y radio 1 es una drbita periddica y toda 6rbita que pase por un punto
dentro de esta circunferencia tiende a ella cuando t — oo mientras que toda
orbita que pasa por un punto fuera de la circunferencia tiende a ella cuando
t — oo mientra que cuando t — —oo la orbita se aleja sin limite. Ademds los
valores propios de la parte lineal de la matriz asociada son imaginarios puros y
sin embargo el origen no es un centro.

s

N’

Caso 1 del Teorema de Poincaré-Bendixson

Ejemplo 17 FEl sistema

& = ¥

y = sinz

ilustra el caso 2 del teorema de Poincaré-Bendizson. Este sistema tiene puntos
singulares en (nm,0), donde n € Z. Los puntos de la forma (2nm,0) son puntos
silla y los puntos de la forma ((2n+1)m,0) son centros. Ademds este sistena no
tiene ciclos limites, notemos que las orbitas periddicas definen un conjunto de
drbitas conocidas como cicle separatriz cuando x — 27n y cuando y — £1.

Caso 2 del Teorema de Poincaré-Bendixson.



6 CAPITULO 1. TEORIA CUALITATIVA DE SISTEMAS DINAMICOS.

1.2.1 Criterio para la existencia de ciclos limite.

Definicién 18 Sea v una érbita periddica de (1.1). Sidiv(fi, f2) > 0 en todos
los puntos de y entonces decimos que v es fuertemente estable. Andloga-
mente Si div(fi, fo) < 0 en todos los puntos de y entonces decimos que 7y s
fuertemente inestable.

Teorema 19 Consideremos el sistema autondmo (1.1) con A un dominic sim-
plemente conezo. Sea h(z,y) una funcién positiva definida en A. Entonces:

a) Si div(hfi,hf2) no se anula en A, el sistema no tiene drbitas periddicas
en A.

b) Sidiv(hfi, hfa) es idénticamente cero en A, entonces no hay ciclos limites
en A.

¢) Si A es una region anular y div(hfi,hfz) no se anulo en A, el sistema
tiene a lo mds un ciclo limite en A.

Demostracién. a) Supongamos que 7 es una 6érbita periodica en A. Apli-
cando el Teorema de Green al campo vectorial (P, @) = (hfi, hf2) tenemos

dey - Qdr = /./Ddiv(P, Q)dzdy.
¥

donde v = 8D. Pero el lado izquierdo de la expresién de arriba es cero pues el
campo vectorial es tangente a v mientras que el lado izquierdo es distinto de
cero por hipétesis, luego no puede haber érbitas periddicas en A.

b) Supongamos que existe un ciclo limite . Entonces las érbitas que pasan
por puntos cercanos a C' "espiralean” hacia él (alejandose de él o acercdndose a
él). Tomemos un segmento L transversal a C'y un punto M en L y supongamos
que la érbita que pasa por M se acerca a C' cuando ¢ — co. Tomemos el arco de
érbita M N que empieza en My termina en el punto NV de L donde lo vuelve a
cortar (esto sucede, pues la 6rbita se acerca a M en forma de espiral). Tomemos
la curva cerrada 6 formada por el arco de la érbita MN y el segmento de NM
vy L. Entonces la curva 6 y C determinan una regién anular R en cuyo interior
se anula la divergencia del campo. Por otro lado, en la frontera de R el campo
vectorial es tangente a ella salvo en el segmento M N donde el campo apunta
hacia el interior de R teniéndose asi un flujo distinto de cero a través de la
frontera de R. Aplicando el Teorema de Green en R tenemos

0+ ]{;R(de - Qdz)-ds = //R div(P, Q)dedy = 0,

lo que nos lleva a una contradicién. Luego no puede existir ciclo limite si
div(P, @) =0en R.

¢) Supongamos que existen dos ciclos limite C; y Co y uno de ellos estd
anidado en el otro. Consideremos la regién anular B determinada por ellos. Se
tiene entonces por el Teorema de Green que

Or= /;B(de —Qdz)-ds= /L div(P, Q)dzdy



1.2. TEORIA DE POINCARE-BENDIXSON 5

pero esto contradice el hecho de que div(P, Q) no se anula en A. Por lo tanto a
lo méds puede haber un ciclo limite. ®

Corolario 20 Si (zo,y0) es un centro, entonces div(P,Q)(zo,y0) = 0.

Corolario 21 Toda drbita periddica del sistema auténomo (1.1) intersecta a lo
curva div(P, Q) = 0.

Ejemplo 22 Consideremos el sistema

F = @

y =

este sistema ilustra el inciso a) del Teorema 19, ya que lo divergencia del campo
que se forma siempre es 2 en todo B2 y por lo tanto no tiene orbitas periddicas.

Sistema en que la divergencia no se anula.

Ejemplo 23 FI sistema

b= —g

j = o

ilustra el inciso b) del teorema anterior; ya que aunque la divergencia siempre
es cero en todo R* esta sistema estd formado solo por drbitas periddcas, en
particular por cincunferencias. El tnico punto singular estd sobre el origen y es
un centro.
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Sistema en que la divergencia siempre es Cero.

Ejemplo 24 Consideremos el sistema

z(\/22 +9* — 1)(/z2 +y* —2)
2+ 12 =¥
I N I OV et ket )
b VE+ P ’
sistema no se anula en la regién anular determinada por
adio 1y la circunferencia con centro

La divergencia de éste
la circunferencia con centro en el origen y T

en el origen y radio 2. {

A Y T

O

La divergencia no es cero en una region anular.



Capitulo 2

Sistemas cuadraticos en el
plano.

En este capftulo consideraremos sistemas auténomos en el plano de la forma

T = ag+ a1+ agy+ asz? + aszy + asy® = P(z,y) (2.1)
§ = bo+ b+ boy + bsz® + bazy + bsy® = Qlz,y)

donde P y @ son primos relativos, es decir no existe un polinomio de la forma
plx,y) = co +c12 + coy que divida tanto a P como a @. A estos sistemas se les
denomina sistemas cuadrdticos.

Ademds, antes de establecer criterios sobre los puntos singulares, drbitas
periédicas y ciclos limite, daremos la siguiente definicién:

Definicién 25 Se dice que el punto (zo,yo) es un punto de contacto de la
recta L : ax + by + ¢ si el vector (P(xq,%0), Q(zo,y0)) es paralelo a L.

2.1 Puntos singulares de sistemas cuadraticos

Con la tltima definicién enunciamos el siguiente teorema acerca de las propiedades
de los puntos singulares y de contacto:

Teorema 26 Para sistemas de la forma (2.1) se cumple:

a) A lo mds existen cuatro puntos singulares

b) Tres puntos singulares no pueden estar sobre una misma recta.

c) Silarecte L:ax+by+c=0mnoes invariante, entonces hay a lo mds
dos puntos singulares o de contacto en L.

d) Si L contiene dos puntos singulares o de contacto, la orientacicn del
campo vectorial X = (P, Q) sobre los segmentos infinitos aislados por los puntos
singulares o de contacto es opuesta a la orientacion de X en el segmento Jinito,

e) Una recta que une 2 puntos singulares es isoclina.

9
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Demostracién. a) Se sigue del hecho de que dos conicas se intersectan a
lo més en cuatro puntos.

b) Consideremos una recta de la forma y = mx+b, entonces las componentes
P y @ del campo sobre esa recta toman la forma de un polinomio de segundo
grado en la variable 2. Como los puntos singulares del campo sobre esta recta
corresponden a raices comunes de P(z, mz+b) = 0y Q(z,mz+b) = 0, entonces
si se tienen 2 puntos singulares (x1, mz; +0) y (22, mxz + b) sobre la recta, esto
implica que el polinomio AP(z,mz + b) = Q(z,mz + b) para un cierto valor A
real. Por lo tanto el valor de estos polinomios en cualquier otro punto distinto
de z1,2s tiene que ser distinto de cero, lo cual indica que no puede existir un
tercer punto singular sobre esa recta.

¢) Los puntos singulares o de contacto sobre L deben satisfacer las ecuaciones

Il

QP(wsy) + bQ(;L‘, y)
ar+by+ec =

Si L no es invariante, al sustituir la segunda ecuacién en la primera, nos da
un polinomio de segundo grado en @ o en ¥y el cual no serd idénticamente cero
(porque L mo es invariante), y entonces tendrd a lo mds dos raices reales que
corresponderdn a los puntos de contacto sobre dicha recta.

d) Si existen dos puntos singulares o de contacto x; < xg sobre la recta y =
ma + b entonces el polinomio R(z, mz+1b) := mP(z,mz+b) —Q(z,mz+b) =0
tiene dos raices reales o1, zs. Silos puntos son singulares entonces ambos serdn
rafces de P y @ separadamente. Como R es un polinomio de segundo grado
entonces el signo que tome en el segmento abierto (1, 22) serd contrario al signo
que tome en (r1,22)°. Supongamos que en (z1,z2) el polinomio R > 0. Pero
R = (P,Q) - (m,—1), esto quiere decir que ¢l dngulo que hace el campo con la
normal a la recta serd menor que %, mientras que en (1, 22) el dngulo con la
normal deberé ser mayor que 7, y por lo tanto la orientacién del campo en los
dos subconjuntos serd de signo contrario.

e} Si existen 2 puntos singulares sobre una recta y = mx + b entonces el
polinomio P(z, mz + b) y el polinomio Q(z,mz + b) ambos se anulardn en dos
puntos distintos, por lo tanto P(z,mz +b) = ¢- Q(z,mz + b) para toda z y ¢
una constante. Es decir %(;z:,mx +b) = ¢ para toda z, lo cual prueba que el
campo tiene la misma inclinacién a lo largo de la recta. m

Ahora que hemos obtenido algunas condiciones en lo que respecta al ndmero
de puntos singulares que puede tener un sistema cuadrético, el siguiente Coro-
lario es un importante resultado que involucra el caracter de ciertos puntos
singulares y la orientacién de los mismos.

Corolario 27 Si dos puntos singulares son focos o centros, entonces las drbitas
alrededor de estos tienen orientacidn opuesta.

Demostracién. Sean 4;, As dos puntos singulares (centros o focos), con-
sideremos la recta L que los une. Supongamos que las érbitas alrededor de A;
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v Ay tienen la misma orientacién, entonces dichas érbitas intersectarfan al seg-
mento que une a 4; y Ay en direcciones opuestas lo cual contradice el inciso d)
del teorema 26. ®

Inmediatamente vemos que se cumple lo siguiente.

Corolario 28 El mimero mdzimo de centros o focos en un sistema cuadritico
es dos.

Y finalizando con la parte de puntos singulares se tiene el siguiente teorema
que involuecra la posicién y el cardcter de los puntos singulares.

Teorema 29 Supongamos que un sistema cuadrdtico tiene exactamente cuatro
puntos singulares, y sea T el cuadrildtero que dichos puntos forman. Entonces:

(a) Si el cuadrildtero es convexo, entonces dos puntos singulares opuestos
son puntos silla y el otro par de puntos singulares no son puntos silla (es decir,
son nodos, focos o centros).

(b) Si el cuadrildtero no es convexo, entonces los tres vértices exteriores son
puntos silla y el vértice interior no es punto silla o, viceversa, ningin vértice
exterior es punto silla y el vértice interior es punto silla.

En particular, un sistema cuadrdtico puede tener a lo mds tres puntos silla
y a los mas tres puntos que no son puntos silla.

Demostracién. Haciendo una cambio de coordenadas, podemos suponer
que los puntos singulares son O = (0,0), A = (1,0), B = (0,1}, C = (&, ),
donde ¢ # 0,0 # 0, + 5 # 1.

Tomando el sistema

a.lzcz + ang + azry + a4 + asy + as
b1 z2 + boy? + baxy + byx + bsy + e

i

Y

lo podemos ver de la siguiente manera

B a a,
& = a(@+ —) +agy(y + =) + aszy + ag
ay [477]
: by bs
y = bz(z+ b_) e bgy(y - b—) + bszy + bg
1 2

Ast, 0=(0,0)= ag = 0,b =0

A=(10)=1+g* =01+ % =0=a4=—a1,by=—b
B=(0,1)=>1+2 =0,1+ & =0=>as = —ag,bs = by
El sistema se nos transforma ahora en lo siguiente:

g = az(z—1)+ay(y—1)+aszy (2.2)
y = bha(z—1)+byly —1) +byzy
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Finalmente C=(a, 8) = a10% — a1 + @2* — a8 + aaaf = 0 = g3 =

2 2
aya—aia +ayB—asd _ o=l _B=1
2B = a3 = _——ﬁ aq ﬂ—a as
y de la misma manera by = —271p; — te—é‘-lbg

Tomando el Jacobiano del sistema (2.2) tenemos
- | 2mz—a1+asy 2i7-b +bsy }
T | 209y —ag +asz  2bgy — by + bax

Valuando J en los puntos singulares tenemos
—a; —bh

o= —az —by

De aqui se tiene que det(Jp) = a1by — biag # 0

Si det{Jp) < 0 = 0 es punto silla

y sidet(Jp) > 0 = 0 es nodo, centro o foco.

a1 by
—ag +ag —by+ by
det(JA) = —a1by + a1b3 + brag — brag = —albg(—&:—l'(h - 'f%bz) + bras —

7
51(—0‘3;161 = "Ga;la?)

i =

— _obsataibaf—arbo—asbia—agbi S+ashy _ _ {arba—bias)(a+f-1) _  a+8-1
= = = & det(Jo)

e o3
| —a1+taz by +b3
o= ]
det(JB) = —aibe + agby + bias — byas = ‘—9i§;1 det(J())
i 20000 —ay +azf 2o — o — b33 }
A 2098 —ag + asa 2003 — B+ by

det(Jg) = (a+ B — 1) det(Jp).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el punto (¢, 3) se encuentra
en el primer cuadrante, es decir & > 0,3 > 0. Consideremos los dos casos que
contempla el teorema:

5i el cuadrildtero OACB es convexo entonces & + 3 > 1, y entonces

det(Jo),det(Jo) tienen el mismo signo y det(.J4),det(Jp) tienen el mismo
signo y contrario a los primeros dos. Teniéndose asf dos puntos sillas v dos
puntos que no son silla.

Si el euadrildtero OACB no es convexo, entonces e + 8 < 1 y entonces

det(Jo) tiene signo opuesto a det(Jo ), det(Ja), det(.Jg). Es decir, C' es silla
y O, A, B no son silla o viceversa. =

En particular, vemos que un sistema cuadritico puede tener a lo més 3
puntos silla y a lo mds 3 puntos que no son silla.

Para ilustrar el resultado anterior mostramos algunos ejemplos de sistemas
que tienen exactamente 4 puntos singulares

Ejemplo 30 EI sistema
r = -2z
g o= 2244P-1

tiene como puntos singulares (1,0),(—1,0),(0,1),(0,~1). De los cuales los
dos primeros son centros y los dos tltimos son puntos silla.
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.

(L
C

Sistema cuadrdtico con dos sillas v dos no sillas.
Ejemplo 31 EI sistema

z = w—z*-2zy

y = —y+y*+ 2y

tiene como puntos singulares (0,0),(1,0),(0,1) y (3,3). De los cuales los
tres primeros son puntos silla y el ultﬂmo es centro.

)

Sistema cuadrdtico con tres sillas y un no silla.

Ejemplo 32 FEi sistema

Il

z —x® + 22y
y - y* - 2ay

o

v

tiene como puntos singulares (0,0), (1,0), (0; 1) v (2,—1). De los cuales los
tres primeros son nodos y el dltimo es punto silla.



14 CAPITULO 2. SISTEMAS CUADRATICOS EN EL PLANO.

-+

Sistema cuadrdtico con una silla y tres no sillas.

Sin embarge cuando un sistema cuadrdtico tiene exactamente dos puntos
singulares, se puede dar cualquiera de los casos. Vearmos algunos ejemplos.

Ejemplo 33 FEI sistema

& = ay

Y r+y—1

I

tiene como puntos singuleres (0,1) el cual es nodo y (1,0) el cual es punto

silla.
Yoo

; !
T 1

Ejemplo 34 Los puntos singulares del sistema

Tz = —2zy

y = -1

son (0,1) y (0,-1), ambos son puntos silla.
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Ejemplo 35 El sistema f’/—l‘

r = 2y
y = ¢ -1

tiene como puntos singulares (0,1), (0, —1) de los cuales ambos son nodos.

2.1.1 Criterio de Poincaré para la existencia de centros.

Definicién 36 Si existe una funcion continua F tal que F es constante en todas
las curvas solucidn del sistema

T = ag+a1r+ agy + a3x® + ayxy + asy’
bo + bix + boy + byz? + byzy + bsy?

decimos que F es integral primera del sistema anterior.

Teorema 37 (Poincaré) El origen del sistema

T = —y+ a5’ +asxy + agy’ (2.3)
Y = T+0b2” +boxy + by
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es un centro si y solo si en una vecindad abierta del origen, (2.3) tiene una
integral primera analitica que no es constante.

Demostracién. Sea F una sertie de potencias donde F(0,0) = 0, es decir

Flz,y) =Y Fi(zy)
k=1

donde Fj es un polinomio homogéneo de grado k sobre R.

(Suficiencia)

Sea F integral primera analitica. Entonces podemos escribir la derivada de
F a lo largo de las soluciones del sistema como DF = DLF + Do F' = 0, donde
D:F = (-y)&L + may, y DoF = (a12® + agzy + asy®) Z£ + (b12? + bozy +
bsy?)d 61«

oo
Susutltuyendo F{z,y) = 3 Fi(z,y) en esta dltima ecuacién tenemos DF =

0 00
( > %T;&) (—y + a12® + azzy + asy®) + (Z 3Fk) (z+b12% +bazy+b3y°%) = 0

Agrupando los términos del mismo orden observamos que Fy = 0, y Fp =
A(z? 4+ y?) y entonces F' se puede tomar de la forma

F(z,y) =22 + 4% + o(z? +4?)

Por un resultado conocido de Cédleulo Diferencial, existe un cambio de coorde-
nadas ¢(z',y") = (z,y) tal que Fo ¢(z',y') = 2’ + y'2. Por lo tanto las curvas
de nivel de F o ¢ son circunferencias con centro en (0,0) y consecuentemente
las lineas de nivel de la funcién F también serdn curvas cerradas y entonces el
origen serd un centro.

(Necesidad)

Supongamos que el origen es un centro, busquemos una serie de potencias
que nos dé una integral primera analitica.

Usando la notacién anterior debemos tener otra vez que Fy = 0y Fy =
f20(z? + y?), donde fa es arbitrario. Tomemos fog = % ¥ procedamos por
induccidn.

Supongamos que hemos construido Fy, ..., F,_;.

Escribamos el término homogéneo de grado ¢ correpondiente al desarrollo
DF = (), que en este caso se escribe

Fy = foox? + fuz®™ 'y + ... + foqu?

aF. _ 8F,_ BF,.
De aqui se tiene —1( —-y) + FpT= L Py — S50y = H,.

Asf tenemos que los fg;/, deben resolver una ecuacion de la forma

OF, OF,
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Para probar la existencia de una solucién F; para (2.4), hagamos primero un
cambio a coordenadas polares z = pcosw e y = psinw de manera que F, y H,
se convierten en polinomios homogéneos ¢(w) y ¥(w) en cosw y sin w:

Fq(mly) = pq¢f; (w)
Hy(a,y) pipg(w)

]

Sustituyendo tenemos la ecuacién

(@) __0(py(w)

By ]
oz dy Py (w)
Veamos la forma de la ecuacién (2.4) y notemos que g,f =—yy % =

Entonces podemos reemplazar esto en (2.4) y obtener

a(ple, (w o a(plg a a(ple ‘
_%.%_w.gg:_%ﬁ(w_ﬂz_ﬁq%(m

Lo anterior nos lleva a que

dgéq _ y
E i wq(w) (2"3)

Podemos escribir qﬁq(w) Y ¥, (w) como series de Fourier

7
b (w) = Z(A‘i’k o8 kw + By, sin kw)
k=0
g
Ylw) = (Cyr cos kw + Dy, sin kw)
k=0

Sustituyendo esto en la ecuacién diferencial (2.5) tenemos

7 q
> (—kAgy sinkw + kBgy cos kw) = 3 (Cgx cos kw + Dy, sin kw)
k=0 k=0
Necesitamos ver si Agr, By se pueden encontrar de manera que la igualdad

anterior se cumpla. Observando los coeficientes debemos tomar

& D
By = ——qkyAqk:—-kq—ksikyéO (2.6)

k
Oq[)“:o

Si k # 0 tenemos soluciones tinicas para Bgx v Agr. Veamos ahora que
habiendo determinado H, el coeficiente Cyo resulta ser siempre cero. Veamos
esto: Si g es impar, entonces Cyo = 0 dado que Cy es el primer coeficiente en la
expansién de Fourier v, (w) la cual es polinomio homogéneo de grado impar en
sinw y cosw. Asf para ¢ impar la ecuacién (2.5) se puede resolver vinicamente
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para fy;. Ahora si g es par y si Cy # 0, entonces utilizando Ak, By como en
el primer renglén de (2.6) tenemos

S DulF) = Cpla? + 37
i+k=q+1

De esta manera si tomamos F = Fy+ ...+ Fy, entonces F' es una funcién positiva
en una vecindad de (0,0) y ademds

aF(x(t), y(t))

DY) = Op(22(0) + v2(0)

Esto quiere decir que la funcién F' es monétona a lo largo de las trayectorias, lo
cual no es posible si el origen es un centro y entonces debemos tener que Cao =0
para q par. Para concluir la demostracién del teorema debemos probar que la
serie arriba construida es convergente. Esta parte de la demostracién se puede
consultar en [9]. =m

Ahora escribamos el sistema (2.3) de la forma y/x para obtener una ecuacién
de la forma
dy T+ az? + (20 + o)y + cy?

= 2
dz Y+ bx? 4 (2¢ + B)zy + dy? 2T

v plantear el siguiente teorema

Teorema 38 El sistema (2.3) tiene centro en el origen si y solo si la ecuacion
(2.7) cumple con alguna de las condiciones siguientes
a)a+ec=b+d=0
b) ala+c) = B(b+ d),aa® — (3b+ a)a?B + (3c+ Blaf® —df* =0
¢)a+5(b+d)=F+5(a+c)=ac+bd+2(a®+d?) =0

Ver demostracién en [8].

2.2 Orbitas periédicas y ciclos limite.

Veamos ahora la disposicién y estructura de las érbitas periodicas v los ciclos
limite. Empezaremos enunciando el siguiente teorema:

Teorema 39 Un sistema cuadrdtico en el plano, tiene las siguientes propiedades:
a)Dos drbitas periddicas tienen orientacion opuesta si no tienen puntos en
comin en su interior. En particular, no puede haber mds de dos drbitas per-
iddicas que no tengan puntos en comiin en su interior.
b) El interior de una drbita periddica es una region convera.

Demostracién. a) Sean 7,7, érbitas periédicas. Sea (@, yx) €l punto
singular dentro de la 6rbita vy, (k=1,2).

Al igual que en el Corolario 27, Supongamos que y; v 7y, tienen la misma
orientacién. Entonces 7, y v, intersectan al segmento que une a (Z1,91) ¥
(2,y2) en sentidos opuestas. Esto contradice el inciso (d) del teorema 26,
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b) Supongamos que la regién no es convexa. Entonces existen (zi, ) ¥
{z;,y;) tales que el segmento que los une intersecta a la érbita en cuatro puntos,
esos cuatro puntos determinan tres segmentos continuos tales que en cada par
de segmentos consecutivos la orientacién del campo es opuesta y entonces en
cada unos de los segmentos tendrfamos un punto de contacto, lo cual no es
posible en vista del inciso ¢) del teorema 26. Por lo tanto, el interior de una
6rbita periddica debe ser una regién convexa. B

El teorema anterior no se cumple en general, un claro ejemplo es la ecuacién
de Van der Pol

@ = U
y = —z—r(z’-1)y
Para comprobar esto eseribamos el sistema anterior de la siguiente manera

dy P x
o= r(z® —1) =

vy derivando otra vez obtenemos

d*y
2V o
da? y  yldz

Si consideramos los puntos (—1,y) donde y > 0 se tiene que % = % >0y

que
d?y 11
rriakl (;; + aﬁ)

. 2,
De esta manera, cuando r es suficientemente grande (tal que j?% > 0) y el
ciclo limite define una regién no convexa.

Sistemna con un ciclo lfmite que no es convexo.

Hemos observado ya que una 6rbita periddica contiene sélo un punto singu-
lar. La siguiente pregunta es jpuede ser cualquier tipo de punto singular? Con
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el siguiente teorema probaremos que una érbita periédica no puede rodear a un
nodo o a un punto silla, es decir los valores propios del punto singular no pueden
ser ambos reales.

Teorema 40 Supongamos que p es un punto singular de un sistema cuadrdtico
y que los valores propios de la linealizacion del sistema son reales (es decir, p
es un nodo o un punto silla). Entonces se tienen las siguientes posibilidades:
(a) BEziste una recta invarionte que pasa por p; o bien
(b) Eziste una recta L que pasa por p tal que L no contiene otro punto de
contacto o singular y la orientacion del campo vectorial en L no carbia de signo
en p.

Demostracién. Haciendo una traslacién, tomemos p = (0,0).

Sea L := kz+y = 0 y consideremos la orientacién del campo (z,y) a lo largo
de L, es decir, el signo de la expresién kz + y = (kag + bs)x? + (kas + bs)y® +
(kay + ba)zy + (kay + by )z + (kag + ba)y. Los coeficientes ap y bp no aparecen
porque L pasa por el origen.

Como y = —kz, entonces

kz+y = (kas+b3)z® + (kas +bs)(—kz)? + (kag + by )x(—kz) + (kay + by )z +
(kag + bg)(—km)

= [—k2G2 -+ k(m - bg) + bl]a: o [bg + k(a?, = bf.;) = kz(a4 — 55) + k3a5]372

Sea f(k) = ~k%ap + E(ay — ba) + by

Y g(k) = by + k(&:; = b4) + kg(a‘; = bs) B k3(15

Por hipétesis, los valores propios en (0,0) son reales distintos de cero, en-
tonces

(a1 — b2)? + 4agh; > 0

Asi, f tiene una raiz real k1.

Tenemos ahora los siguientes casos:

(1) g(ki) = 0, entonces

br+y=0

v asi L es una recta invariante que pasa por (0,0)

(2) g(k1) # 0

b+ i = gkn)a?

y entonces k1T + ¢ no cambia de signo en (0,0). m

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario.

Corolario 41 Una drbita periddica rodea un centro ¢ a un foco.

Demostracién. Supongamos que tenemos una érbita periédica v teniendo
a un punto singular p dentro de . Si en p los valores propios de la linealizacién
del sistema fueran reales distintos de cero esto obligarfa a la existencia de una
recta invariante L que pasa por p y sobre la cual el campo no cambia de direccién.
Esto es imposible pues en los puntos de interseccién de 7 con L el campo es
transversal a v y por lo tanto L no puede ser invariante.
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Por otro lado en esos puntos de interseccion de la recta con la érbita periddica
siempre el campo cambia de orientacién pues este debe permancer tangente a
la curva.

Por lo tanto ambos casos no son posibles y entonces no puede existir un
punto interior con raices reales.

Finalemente concluimos que las raices deben ser complejas; es decir, p es un
centro o un foco. =

Para finalizar esta seccién y recordando la definicién de orbita periédica
fuertemente estable como aquella sobre la que div(P, Q) < 0 y fuertemente
inestable como aquella sobre la que div(P, @) > 0, terminamos con la siguiente
proposicién.

Proposicién 42 Una drbita periddica de un sistema cuadrdtico no puede ser
fuertemente estable o fuertemente inestable.

Demostracién. Como toda 6rbita periddica de un sistema cuadrético debe
intersectar en dos puntos distintos a la recta div(P, Q) = 0, entonces no es
posible que la divergencia mantenga un signo constante sobre los puntos de
toda la orbita. =

Veamos ahora algunos resultados acerca de ciclos limites.

2.3 Criterio para la no existencia de ciclos limites.

Consideremos el sistema cuadritico general:

T = ag+ 0T+ agy + asz® + agzy + asy?

bo + b1z + bay + baz” + byzy + bsy*

y

Supongamos que tiene al menos un punto singular. Haciendo una traslacién
podemos suponer que estd en el origen. Entonces tendriamos

P(sc, Y) = a1z + asy + a3z’ + asxry + a5y2
Q(2,7) = biz + boy + bsz? + byzy + bsy?

T

Il

y
Calculemos la divergencia del campo (P, Q)
div(P, Q) = (a1 + b2) + (2a3 + ba)z + (as + 2bs)y

Consideremos los puntos (z,y) en los que div(P,Q)) = 0. Entonces se tiene
que

_a,1 + by 2&3+b4$
a4 + 2b; g + 2bs

y:
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Tomemos el dngulo 8 que forma la normal a la recta con el campo vectorial
en cada punto en que div(P, Q) = 0, obteniendo

2as Fb 2a3+h
(203 + by) * Pz, — b — Z5ea) + (0 + 205) * Qla, — gl — (iie)

\2/(2@3 + by)? + (g + 2b5)? \Z/P2(33s - ;;J—:bes - 224—4525 z)+ Q*z,— ;fzbbﬁ - 33:‘525 z)

cosf =

Entonces el d4ngulo # que forma el campo con la normal a la recta serd
siempre menor o igual que § si el polinomio cuadrético p(z) = (2az + ba) *
Pl —(Z—‘_;%i— - i—jﬂjg—gfw) + (aq + 2bs) * Q(z, —iﬁ%?-s- - %%ﬁ;'g%:ﬁ) tiene un mismo
signo para toda z, es decir, si no tiene raices reales distintas. Esto ultimo
se tiene en el caso de que el discriminante de p(z) sea menor o igual que cero
(dise(p(z)) < 0). Lo anterior nos lleva a concluir que el campo atraviesa a la
recta div(P, @, ) = 0 de lado a lado en cada punto y por lo tanto no puede ser
intersectada por una drbita periodica pues obligarfa a que existieran puntos de
orientacién contraria lo cual no permitimos en cuanto disc(p(z)) < 0.

A partir de lo anterior y del hecho de que toda dérbita periédica debe intersec-
tar en dos puntos a la recta div(P, Q) = (a3 +b2) + (2a3 + by )z + (ag +2b5)y = 0
se tiene el siguiente teorema.

Teorema 43 Dado un sisterma cuadratico, consideremos la recta div(P(z,y), Q(zr,y)) =
0. El sistema no tiene ciclos limite si el polinomio de grado 2

a; + by 2(13-‘-5)4‘

_ B . ay + bo 2a3 + 64‘
a4+ 205  ag+ 20

aq + 205 as + 2bs %

ple) = (203 4 ba) * Pz, )+ (aq + 2b5) * Qz, —

noe tiene raices reales o equivalenternente su discriminante es menor que cero.

Veamos la forma que toma el disecriminante es

disc(p(z)) = (—aiaibs — daga3as — 2abibs + 6aibibs — 8asalbs + 8afash; + 8ajadas + 12a4b1b3
—agasby +4a;bab: — dagazhs — 3agbobs + 16a1a3b3 + 2a1a507 + 2a5bab? — 4bybsb? + 8ayazasbs
+8a1a3a504 + 8azasbabs — 8asasbabs — dasasashy — Bag903by4bs — Bagbobybs + aﬁbl
+8bybs) (a1a3by — 48a3asbs — dasajas — 2a9b3bs + 6a3b b5 — 24agasb? — 16agbsbs + 20agalb,

+20a404b5 — 8&9@3?)? + 8a%a5b2 + 8{11@%&5 + 12a4by b§ = a;%bi + day b4b§ — 4dasasbo
—24a3bsbs — 3aibabs + 16a103b3 — 16a3asds + 2a1as0? — 48a4b3b? + 2a5b9b3

—dbyby b2 +8aya3a4bs + 8aya3asby + 8agasbyby — 8azasbabs — dagazasby — Sagazbsbs — 8asbyby
+32a3a4babs + ajb: + 86103 + 8ajal — 640302 — 32aias + 8a3b: — dasb — 4adbs
1
+8b2b2 —320303) | ————
4Y5 de) (a4+b5)4
Corolario 44 El sistema cuadrdlico homogéreo
T = a3z + auzy + asy? (2.8)

§ = bax® + byxy + bsy?
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no tiene drbitas periddicas.

Demostracién. Notemos que a; = ag = by = by = 0, esto que el discrimi-
nante de p(z) asociado a (2.9) sea cero. ®m

Un problema que permanece aun abierto es encontrar una cota superior para
la existencia de ciclos limite. Sin embargo tenemos el Teorema de Dulac que
establece que un sistema polinomial tiene a lo més un nimero finito de ciclos
limite, pero no se ha encontrado una cota ni siquiera para el caso cuadrdtico.
Los mateméticos Petrovskii y Landis decfan haber encontrado solucién, y ésta
era que a lo més existian tres ciclos limite, sin embargo el matemdtico chino Shi
Songling encontré que el sistema

- Az —y — 102 + (5 + 8)zy + o2
y = x+2°+ (8 —25— 08y

donde

I3

§==10"", g=-10"%2 y =_10-200

tiene al menos cuatro ciclos lfmite. Consultar [10] para ver el desarrollo con
detalle.



Capitulo 3
Aplicaciones

3.1 Sistemas Hamiltonianos

Definicién 45 Sea A un subconjunto abierto de R? y sea H(z,y) una funcion
continua. Un sistema de la forma

oH
oOH
T8z
es llamado Sistema Hamiltoniano. A la funcion H se le llama Funcidn
Hamiltoniana.

y =

Denotaremos por Xy = (%, —%_*;f) al Campo Hamiltoniano asociado a

la funcién H.

En el caso cuadrético, la Funcién Hamiltoniana H debe ser un polinomio
de grado 3, es decir, de la forma H(z,y) = a12® + asay + aszy® + Tasy® +
%blmg + bozy + %bgyg + 1T + ¢y -+ d, por lo tanto, un sistema Hamiltoniano
cuadrdtico es de la forma

T agz® + 2a32Y + a4y + box + bsy + 1 (3.2)

y = —a12® = 2apwy —agy® — bz — by — 3
Veamos ahora algunas propiedades de estos sistemas:

Teorema 46 a) La funcion Hamiltoniena H(x,y) del sistema Hamiltoniano
(3.1) permanece constante a lo largo de toda solucidn C (z(y),y(¢)) de (3.1).
Es decir H es una integral primera (Conservacién de la energia).
b) Reciprocamente si S es un campo vectorial en el plano y posee una integral
primera G, entonces S es de la forma S = f - Xg para alguna funcion real f.
¢/ La divergencia de todo sistema Hamiltoniano es cero Yy, reciprocamente, si
la divergencia de un campo S es cero, entonces existen f y G tal que S = f-Xgq.
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Demostracién. a) Consideremos la derivada total de la funcién Hamilto-
niana H (;L' y)

De esta manera, H (:1:, y) es constante a lo largo de enalquier curva solucién
de (3.1} y las 6rbitas de (3.1) estdn sobre H(z,y) =constante.

b) Supongamos que S es un sistema auténomo y G es una integral primera,
consideremos entonces el sistema Hamiltoniano Xz. Entonces como ambos son
perpendiculares al gradiente de &, tendremos que existe una funcién f tal que
S=f -Xea.

~¢) Sea § = (P,Q) un campo con divergencia cero, y consideremos el campo

( &, P) este campo es un campo gradiente correspondiente a la funcién
h(.L u) = J S - dy donde +y es cualquier curva que va de (0,0) a (z,y). Esta
funcién est4 bien definida yaquedivS =0 =

Remark 47 Un sistema Hamiltoniano no puede tener ciclos limite. Este hecho
se sigue del inciso b) del Teorema 19.

Teorema 48 o) Un punto singular no degenerado de un sistema Hamiltoniano

cuadrdtico es punto silla o un centro;

b) (%o, yo) es un punto silla de (3.2) si y solo s 3may(:cu,yo) Qﬂé%’;(m@,yo) >

0;

¢) Un mazimo o minimo local estricto de la funcidn H(z,y) es un centro de
(3.2).

Demostracién. a) Sin pérdida de generalidad supongamos que el punto
singular es (0,0) y H(0,0) = 0. De esta manera %%(0,0) = %%(0,0) =0yel
nuevo sistema se ve de la siguiente forma

T = aort+ 2asry + a4y2 + box + by
y = —(a18” + a0y + asy® + bz + bey)

Asi la linealizacién de (3.2) en el origen es

HEERAIH -

Obtenemos los valores propios de la linealizacién que son A1 = iwbg — bbby =
j:\/g;gfy (0,0) — £ (0, 053 2H.(0,0). Se tiene entonces que A; 5 son reales de sig-
no opuesto o imaginarios puros. Por lo tanto el sistema hamiltoniano cuadritico
solo podrd tener en el origen un centro, un foco o un punto silla. Por otro lado,
como la divergencia del campo es cero entonces el campo no puede tener pun-
tos singulares que sean focos o nodos. Resumiendo, tenemos entonces que un
sistema Hamiltoniano en el plano solo puede tener puntos singulares que sean
silla o centro.
Fmalmen%e, si el punto singular es un centro tendremos que 3331} L(0,0) -

(G 0)2% (0, 0) < 0 y entonces el punto corresponders a un maximo o mfnimo
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local de la funcién H. Por lo tanto si g;é{y (0.0)— %?21 (0,0) %Zﬁ{ (0,0) > 0 entonces
(0,0) es punto silla. ®

Ejemplo 49 FEl sistema

T = —2zy
' 2
y = y -1
tiene como funcion Hamiltoniana a H(z,y) = —zy* + z. Los puntos singulares

son (0,1) v (0.—1) y ambos son puntos silla.

Sistema Hamiltoniano cuadrédtico con dos sillas.

Ejemplo 50 Consideremos la funcidn H(z,y) = —ay® — 12® + 2. De este
obtenemnos el sistema

Tz = —2zy
y = 2+t -1

que tiene puntos singulares en (0,1), (0,—1), (1,0) y (—=1,0). Los dos primeros
son puntos silla y los otros dos son centros.

O
O

Sistema cuadrético con dos sillas y dos centros.
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3.2 Sistemas Gradientes

Definicién 51 Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea V & C*(E). Un
ststema de la forma

i = S =Py) (3.4)
¥ = %—;:Q(x:y)

es llamado sistema gradiente en E. A la funcién V' se le llama funcidn de
potencial.

En el caso cuadrético, consideremos un polinomio ctibico V(z,y) = 2a2% +

asr?y + azzy® + tasy® + $b12? + bozy + $b3y? + 1T + ey + d, entonces los
sistemas gradientes se ven de la siguiente manera

T = o12° + 200wy + azy’ + biw+ by + ¢

Il

asz® + 2aszy + a,4y2 + box + b3y + co

Teorema 52 Un sistema gradiente no puede tener drbitas periddicas

Demostracién. Consideremos el sistema (3.4) vy supongamos que existe
una érbita periédica (t) : (x(t),y(t)). Como el valor en cada punto del campo
es distinto de cero, entonces se tiene que £V (z(t),y(t)) = (%%(a:(t),y(t))Q -
(%(m(t},y(t))z > 0; es decir V es estrictamente creciente a lo largo de v, lo
cual no es posible pues v es periédica. m

Asi, se tiene que los conjuntos limites de un sistema gradiente son puntos
singulares.

Notemos que los puntos de equilibrio o puntos singulares del sistema gra-
diente (3.4) corresponden a los puntos singulares de la funcién V(z,y) donde
gradV (z,y) = 0. Los puntos donde gradV(z,y) # 0 son los puntos regulares
de V(z,y). En los puntos regulares de V(z,%), el vector gradV (z,y) es perpen-
dicular a la superficie de nivel V'(x,y) =constante a través del punto.

Teorema 53 En los puntos regulares de la funcion V(z,y), las érbitas del sis-
tema gradiente (3.4) cruzan las superficies de nivel V(x,y) =constante ortogo-
nalmente. Y los mdximos locales estrictos de la funcidn V(x,y) son puntos de
equilibrio del sistema (3.4) asintdticamente estables.

Demostracién. Dado que la linealizacién de (3.4) en un punto singular
(z0,y0) de (3.4) tiene por matriz

EEN dxdy

82V (ze) 82V(zp)

dydx 3y?

A

82V(ze) 82V(wo) ]
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la cual es simétrica, y consecuentemente los valores propios de A son todos reales
pudiéndose diagonalizar con respecto a una base ortonormal. Si el punto es sin-
gular y corresponde a un mdximo local estricto de la funcién, los valores propios
seran ambos menores que cero y el punto de equilibrio serd asintéticamente
estable.

Resumiendo tenemos el siguiente Teorema

Teorema 54 Un punto singular no degenerado de un sistema gradiente analfti-
co (3.4) en R? es un nodo o punto silla; aun mds, si (zo,yo) es un punto silla
de la funcion V(z,y), este es un punto silla de (8.4) y si (xo,y0) es un mdzimo
o minimo local estricto de la funcién V(x,y), es un nodo estable o inestable de
(3.4) respectivamente.

Ejemplo 55 De la funcion V(z,y) = %y —y + 3y°, obtenemos el sistema
x = 2oy
y = 2+y-1

cuyos puntos singulares son {—1,0), (1,0) y (0,1); los dos primeros son puntos
silla y el wltimo es foco.

Ejemplo de sistema gradiente cuadritico.

3.3 Sistemas de tipo Lotka-Volterra

El sistema cuadritico

z = z(ap+aix+ agy) = P(z,y)
y = ylbo+ bz +bey) = Qz,y)

se dice que es de tipo Lotka Volterra. En particular, este sistema cuadrético
incluye al sistema de Lotka-Volterra que describe la dindmica de un sistema
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predador-presa.

z = z(A- By)
y = y(Cz-D)

Bautin probé un resultado importante acerca de estos sistemas
Teorema 56 (Bautin) El sistema

v = z(ag+ a1z + agy)

y(bo + b1z + bay)

)

no tiene ciclos limite
Demostracién. Supongamos que existe una orbita periédica ~y, entonces
ésta no intersecta a los ejes ya que estos iltimos estd formados por érbitas. Sin

pérdida de generalidad podemos suponer que 7 estd en el primer cuadrante.
Como existe un punto singular en el interior de vy, entonces el sistema

ag + a1 & + a2y =
by + b1z + oy

I

tiene solucidn.
Sea D = alb-;; B G,gbl -75 0
Definamos

B(.’I,y) - $k~1yh—‘1

donde k = b2(bb_alj v H= aﬂﬂg—bz)'
Se cumple entonces que %(BP) e a—Z(BQ) = g_.B(Dfm,,y,l

donde g = albg(ag -— bg) +Gubg(bl .- 0,1)
Abora bien 0 = [, B(yz - ay)dt = [ (BQdz~ BPdy) = [ [, =2Bfu

. Green
donde T' es el interior de . Dado que B > 0 tenemos una contradiccién, a

no ser que g = 0. Pero si g = 0 el sistema la integral primera :!:k-yh(a,lbgm 4
agbay + aobo) =constante. Por lo tanto no puede haber ciclos limite. m

Ejemplo 57 El cldsico modelo presa-depredador de Lotka- Volterra

z = z(l-y)
y = %y(m—l)

tiene puntos singulares en (0,0) y (1,1) de los cuales el primero es punto silla
y el sequndo es centro.
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Modelo presa-depredador de Lotka-Volterra.
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Conclusiones

Los sistemas cuadréticos muestran caracteristicas propias en lo relativo al nimero
v tipo de puntos singulares, asi como respecto a la disposicién, ntimero y es-
tabilidad de las érbitas periédicas y los ciclos limite; estas caracteristicas las
podemos resumir en

a) Puntos singulares. A lo més existen cuatro puntos singulares y tres de
ellos no pueden estar sobre una misma recta. Se tiene también que no puede
haber més de tres puntos silla y que no puede haber mas de tres puntos que no
sean puntos silla. Ademés se tiene el resultado que nos asegura que en una recta
que une a dos puntos singulares, la direccion del campo en los segmentos infinitos
definidos por dichos puntos, es opuesta a la direccién del campo en el segmento
finito. Utilizando esto tltimo se comprueba que si se tienen dos centros o focos
entonces estos tienen orientacién opuesta y por lo mismo a lo més puede haber
dos centros o focos. Finalmente se dan criterios que determinan si un sistema
cuadratico tiene centro.

b) Orbitas periédicas y ciclos limite. Una drbita periédica no puede ser
fuertemente estable o fuertemente inestable. También se tiene el hecho de que
dos érbitas periédicas que no tienen puntos en comiin tienen orientacién opuesta;
de esta manera, a lo méds puede haber dos drbitas periddicas que no tengan
puntos en comin en su interior. Otro resultado importante es que una érbita
periédica define una regién convexa y dentro de ella existe uno y sélo un punto
singular, el cual debe ser centro o foco. Respecto a ciclos limite, se tienen
criterios que determinan la existencia de ellos. Un problema que permanece gin
resolver es encontrar una cota para el mimero maximo, lo tinico que se puede
asegurar es que existe a lo més un nimero finito de ellos.

Todas estas caracteristicas descansan fuertemente en las caracterfsticas al-
gebraicas del campo.

Los métodos utilizados se pueden adecuar a sistemas polinomiales pudién-
dose dar resultados similares para los sistemas polinomiales de orden mayor.

La aproximacién cuadrdtica alrededor del punto singular muestra una config-
uracién evidentemente més rica que la de la aproximacién lineal. Un problema
importante serfa determinar qué caracterfsticas del retrato fase alrededor de
una érbita periédica o de un punto singular permanecen cuando se incluyen
perturbaciones de orden superior. Vimos ya mediante un ejemplo que en el caso
cuibico las érbitas periédicas no necesariamente deber ser convexas.

La teorfa de los sistemas cuadrdticos muestra ya dificultades importantes
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en lo que respecta al conocimiento relacionado con el mimero de ciclos limite,
lo que hace que la conjetura de Dulac del nimero de ciclos limite de sistemas
polinomiales no haya side aun resuelta.
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