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Introduccién

Desde sus origenes, la Teorfa de la Probabilidad se ha distinguido por ser una her-
ramienta importante en la solucién de problemas que se presentan en otras areas. Basta
revisar un poco de la literatura sobre matemaéticas aplicadas para darse cuenta que hoy

en dia la probabilidad juega un papel central en la modelacién y /o solucién de problemas

especificos.

Para llegar a este punto, la probabilidad ha tenido que recurrir a otras ramas de la
matemética misma. Es decir, el desarrollo de la probabilidad estd sustentado, en gran
parte, por las técnicas, teoria y resultados de dreas ajenas a ella. Por ejemplo, la teorfa
de la m?dida es parte importante de la fundamentacién matemadtica de la probabili-
dad, y mds concretamente, el cdlculo diferencial e integral hace posible evaluar algunas
probabilidades. Otro ejemplo lo es el impacto del dlgebra lineal en el estudio de las dis-
tribuciones multivariadas, y en cadenas de Markov, etc. En general, casi todas las dreas
de la matemdtica (anélisis funcional, teoria de ecuaciones diferenciales, dlgebra, entre

otras) tienen un lugar en el desarrollo de la probabilidad.

;Qué tanto la teorfa de la probabilidad ha contribuido en el desarrollo de otras dreas

de la matemadtica?

El hecho de que la fundamentacién matemadtica de la probabilidad sea relativamente
joven (década de los 30’s) hace pensar que su contribucién ha sido escasa o nula. Sin
embargo, en los tltimos afios, diferentes autores han publicado trabajos donde muestran
aplicaciones de la probabilidad al demostrar resultados cldsicos de la matemdtica con
procedimientos probabilisticos. Por lo regular, dichas demostraciones muestran ciertas
ventajas sobre las tradicionales, en el sentido de que se utilizan argumentos més sencillos

y/o proporcionan mayor informacién respecto al resultado en cuestion.

El objetivo de este trabajo es presentar algunas aplicaciones de la probabilidad al

analisis matematico y al dlgebra lineal.



En andlisis mafemé,tico, presentamos una demostracién probabilistica del famoso Teo-
rema de Aproximacién de Weierstrass y una generalizacién del Teorema de Taylor. Una
de las ventajas que se tiene en este caso es que, a diferencia de las demostraciones clési-
cas, podemos estimar la rapidez de convergencia de la aproximacién en cada uno de estos

resultados. Este tema se desarrolla en el Capitulo 2.

Respecto a las aplicaciones del dlgebra lineal, en el Capitulo 3, presentamos una
demostracién de un resultado sobre matrices positivamente semidefinidas, conocido en la
literatura del dlgebra lineal como Teorema de Schur. Adem4s, desarrollamos un algoritmo

para la solucién de una clase de sistemas de ecuaciones lineales.

Los elementos principales de la Teoria de la Probabilidad que intervienen en las apli-

~

caciones mencionadas son expuestos en el primer capitulo.



Capitulo 1

Teoria de la Probabilidad y Cadenas
de Markov

1.1 Introduccién

El objetivo de este capitulo es presentar las herramientas necesarias para el desarrollo de
la parte principal del trabajo. Estas herramientas son esencialmente resultados y defini-
ciones de la Teoria de la Probabilidad y Procesos.Estocésticos que se pueden encontrar

en cualquier libro que trate sobre estos temas de nivel licenciatura. Decidimos exponer
. estos resultados en este primer capftulo para una fécil referencia, y ademds por el hecho
de que algunos de estos son presentados de una forma apropiada, la cual se adapta més

al uso que se le dard en los capftulos posteriores.

En términos generales, este capitulo trata los temas de variables aleatorias y vectores
aleatorios, asf como sus principales caracterfsticas (funcién de densidad, de probabilidad,
de distribucién, valor esperado, varianza, etc.); se presentan algunos teoremas limite
(Teorema de Feller, Ley de los Grandes Numeros, etc.) y finalmente se hace un estudio

general de algunos elementos de cadenas de Markov.



1.2 Variables Aleatorias y Vectores Aleatorios

1.2.1 Definicién.- Un espacio de probabilidad es una terna (2,5, P) donde €2 es un
conjunto no vacio llamado espacio muestral, & es una o-dlgebra de subconjuntos de
), y P es una funcién definida en & llamada medida de probabilidad que satisface las
siguientes propiedades:

()0 P(A) L], AeS;

(i) P(Q) =1;°

(#43) Si A;, Ag,... € ¥ es una coleccién numerable de eventos tales que A4; N A; = ¢

si i # j, entonces

P (Q Ai) = EP(A") |

~

" 1.2.2 Definicién.- Una Variable Aleatoria (v.a.) X sobre el espacio de probabilidad

(2,3, P) es una funcién X : @ — R tal que para cadar € R

{wEQ:X(w)ST}EE‘S.

En general, el comportamiento de una v.a. X lo podemos estudiar por medio de la

funcién de distribucién, definida de la siguiente manera:

1.2.3 Definicién.- La Funcién de Distribucién de una v.a. X se define como

Fx(z)=P(X <), xR

Si el contexto en el que se esté trabajando es claro, omitiremos el subindice de la

funcién de distribucidn.

Algunas de las propiedades bésicas de la funcién de distribucién son las siguientes:

1.2.4 Teorema.--La funcién de distribucién F' de una v.a. X satisface las siguientes

propiedad‘es:



(1) F es no decreciente, es decir, si z; < zy entonces F' (z1) < F (z2);
(%) lim F(z)=0 y lim F(z) =1,

(#4t) F' es continua por la derecha, es decir,

lim F(z+h)i=F(z+)=F(z), Yo e R;

h—0+

(iv) F(z—) = P[X < z], Yz € R, donde

F(z—):=lmF(z—h).
h—0
Usualmente para estudiar las v.a. se clasifican en discretas, absolutamnete continuas y

mixtas. En este trabajo nos centraremos en el estudio de las discretas y las absolutamente

continuas a las cuales solo las llamaremos continuas.

1.2.5 Definicién.- Decimos que una v.a. X es discreta si el conjunto de valores que
puede tomar es finito o numerable. Es decir, el rango de X, Rx, toma la forma Rx =

{IIJI2)$3) X }

1.2.6 Definicién.- La funcién de probabilidad de una v.a. discreta X se define como

fx(@)=P[X=1z]=P{we: X(w)=2z}, zeR.

Es facil ver que la funcién de probabilidad satisface las siguientes propiedades:
(1) 0< fx (z) <1, Vz € Rx, y
(i) > fx(z)=1.

zERX

1.2.7 Ejemplo: (a) Sea X una v.a. tal que Rx = {0,1,2,...,n}, n € IN. Decimos que

X tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p, [X ~ Bin (n,p)], si su funcién



de probabilidad es de la forma:

Ofp(1 — p)" ™" siw=0;12,s..,n
flz)=
0 en otro caso

(b) Sea X una v.a. con rango Rx = {0,1,2,...} . Decimos que X tiene distribucion de

Poisson con pardmetro A, [X ~ P (A)], si su funcién de probabilidad es

'\?Te‘)‘ sizg=10,12,...
fley=9 °

0 en otro caso

En general, una manera de decir que una v.a. discreta con Ry = {z1,x2,...} tiene
determinada distribucién o funcién de probabilidad, es decir que dicha distribucién esté

concentrada en el conjunto {z,zs,...}, en el cual se tiene que f (z) > 0.

1.2.8 Proposicién.- Sea X una v.a. discreta con funcién de probabilidad fx concen-
trada en el conjunto {z;,zs,...},yseaY =aX, a € R. Entonces ¥’ es una v.a. discreta

concentrada en el conjunto {az;,azs, ...}, tal que fy (y) = fx (y/a).

Demostracion.

Primero tenemos que fx (z) > 0, Vz € {21, 2,...}. Ahora,

) =Pl =gl =Plx=y)=P|x =] = 1x (£},

lo cual es mayor que cero si ¥ € {z;,2,...}, 0 equivalentemente si y € {azi ama,. .

Esto demuestra la proposicién. =

1.2.9 Observacién.- Del Ejemplo 1.2.7. y la Proposicién 1.2.8. tenemos que si X ~

Bin (n,p) concentrada en el conjunto{0,1,2,...,n}, entonces la funcién de probabilidad



delav.a. Y =aX estd concentrada en el conjunto {0,a,2a,...,na}, y ademds

fr (y) = C&‘/a)P(y/a) (L = P)n_(y/a) si y=0,a,2qa,...,na.

0 otro caso

De la misma manera, si X ~ P () concentrada en {0,1,2,...}, entonces la v.a. ¥ = aX

tiene funcién de probabilidad concentrada en el conjunto {0,¢,2q,...} v

(y/a) _ .
fr () = %y—y/-;)-!e A gl w=0,a,28,.. .
v (y) =

0 otro caso

1.2.10 Definicién.- Una v.a. X es continua si existe una funcién no negativa f definida

en R tal que para cualquier A C R,
PXeA:=P{weQ: X (w)e A} = [ fx(z)dz.
A

En este caso, a fx se le llama Funcién de Densidad de X y satisface

[ flz)ydz =1.
1.2.11 Definicién.- Sean X, X5, ..., X, v.a.’s definidas en un mismo espacio de prob-

abilidad (92,3, P). A X = (X, Xs, ..., X,) se le llama Vector Aleatorio de dimensién n.

Esto lo podemos representar como una funcion X : @ — R”.

Existe una forma andloga al caso de v.a’s. para estudiar el comportamiento de los
g p p

vectores aleatorios como lo muestran las siguientes definiciones:

1.2.12 Definicién.- Sean X;, X,,..., X, v.a’s.. Definimos la funcién de distribucién

conjunta de X, Xs,...,X, o funcién de distribucién del vector X = (X1, Xs,..., X,)

como



donde x := (z1,zg,...,2,) € R™.
Los vectores aleatorios tambien los podemos clasificar como discretos y continuos.

1.2.13 Definicién.- (1) Un vector aleatorio X = (X;, X»,...,X,) es discreto si los

valores que toma en R™ forman un conjunto finito o numerable.

(1) La funcién de probabilidad fx del vector aleatorio discreto X se define como:
fx(x) = P[XZX] =P[X1 =$1,X2=932,...,Xn = :En,],

donide % = (&1, Zapew- 1 Ea)

De egto ltimo podemos decir lo siguiente: Siendo X un vector aleatorio discreto,

entonces la funcién de probabilidad conju'nta fx determina la distribucién de X, es decir,

para J C R™,
PXell=% fx(x).
x€J
1.2.14 Definicién.- Decimos que las v.a’s. X, X»,..., X, tienen distribucién continua
conjunta o el vector X = (X1, Xs,...,X,) tiene distribucién continua, si existe una

funcién fx no negativa definida en R" tal que para cualquier A C R
P[X € A] =P[(X1,X2,...,Xn) (= A]

— fffx (;t:l,itg,...,mn)dﬂ?ldwg...d:l?n.
A

A fx sele llama funcién de densidad conjunta de las v.a’s. X1, X3,..., X, o funcién

de densidad del vector X = (X1, Xo,...,Xn).

Sea X = (X1, Xs,...,X,) un vector aleatorio discreto de dimensién n con funcién de
probabilidad fx. En este caso, a las funciones de probabilidad de cada una de las v.a’s.

que componen el vector aleatorio la llamaremos funcién de probabilidad marginal y se



pueden obtener mediante la formula

in(‘Ti) = Z fX(xla:EQ:"‘amn)r x; € R.

zj, j#i

Es decir, la funcién de probabilidad de X;, fx,, se obtiene sumando los valores de

fx (z1,22,...,2,) sobre todas las z; con j # .

Anslogamente, si el vector aleatorio es continuo con funcién de densidad fx, llamamos
a las funciones de densidad fx,,7 = 1,2,...,n, de cada v.a. que lo componen, funcién

de densidad marginal y ademés

I, (331) = f f il ¢ f fx (mhil?z, cony Bn) dwyday « oo dy_1dDiyy o ATy,
Es decir, la densidad de X; se obtiene integrando la densidad conjunta fx (1,2, ...,%x)

respecto a todas las variables z; con j # .

1.2.15 Definicién.- Decimos que las v.a’s. X1, Xs,..., X, son independientes si

P[XlEA]_,XgEAz,...,XnEAn]=HP[XQ;EAJ,\V,A.,;Cg?., § =212 . . 1
{=1

La independencia de X;, X, ..., X, puede caracterizarse de manera sencilla en tér-
minos de sus funciones de probabilidad marginales o en términos de sus funciones de

densidad marginales, segiin sea el caso.

1.2.16 Teorema.- Las v.a’s. X, Xs,..., X, son independientes si y solo si

f(l'l,.’llg, e ,.’L‘n) = fX1 (Il) fX2 (CEQ) ’ "an (xﬂ) )

donde f es la funcién de densidad o de probabilidad conjunta de las v.a’s. X, Xp,..., X,
v fx, es la funcién de densidad o probabilidad marginal de X;,i = 1,2,...,n, segun el

Ccaso.

10



1.2.17 Observacién.- (a) Una manera de caracterizar a la distribucién binomial es la
siguiente. Sean X, Xs,..., X, v.a’s. independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)
tal que X; = 1 con probabilidad p y X; = 0 con probabilidad 1 — p, para:=1,2,...,n.
Definimos la v.a. S, = i X; la cual representa el niimero de veces que aparece el 1 en

i=1
las n v.a's.. De aquf es ficil ver que S, ~ Bin (n,p).

(b) Sean X;,Xs,...,X, v.a’s. iid. y Sy, = > X;, donde ahora cada X; ~ P()), ¢ =
=1 ‘
1,2,...,n, entonces se puede deducir facilmente que S, ~ P (nA).

Para concluir esta seccién daremos la definicién de independencia para vectores aleato-

rios y una de sus caracterizaciones, las cuales generalizan de alguna manera la definicién

de independencia de v.a’s.

1.2.18 Definicién.- Sean X;,X,,..., X, vectores aleatorios definidos en un mismo es-

pacio de probabilidad. Entonces X;,X,, ..., X,, son independientes si y solo si para todos

los cubos J; de dimensién apropiada se tiene que

PXieJi,Xsedy,....Xp€d,|=PXi€J|PXo€ Jg] s+~ P[X, €]

1.2.19 Teorema.- (i) Sean X;, X,, ..., X, vectores aleatorios de dimensién k3, ko, . . ., ky,

respectivamente, y sea d = k; + ko + -+ + k.. Suponga que la distribucién de X =

(X1, X,,...,X,,) es discreta o continua y sea fx la funcién de probabilidad o de den-
sidad de X, segin sea el caso. Entonces X;,X,,...,X, son independientes si y solo
si

fx (%) =TI fx, (%), x = (x1,%3,...,%n) € R,
i=1
donde fx, es la funcién de probabilidad o de densidad de X; y x; € ®%, 1 =1,2,...,n.

(44) Si los vectores aleatorios Xi, X,,...,X, son independientes y g; : % — R* son
funciones dadas, entonces los vectores Y1 = g1 (X1),Y2 = g2 (X2),..., Y, = g (X5)

son independientes.

11



1.3 Esperanza y Varianza

En esta seccién nos centramos en definir la esperanza y la varianza de v.a’s. y sus

propiedades bdsicas.

1.3.1 Definicién.- (a) Sea X una v.a. discreta con funcién de probabilidad fx, y

supongamos que al menos una de las siguientes condiciones (i) o (i) se satisface:

(i) 22 zfx (z) < 003

z>0
D) J;:Oa:fx (z) > —oo0.

En este caso, la esperanza (valor esperado o media) de X se define como

E[X]) = > zfx(x).

TERX

(b) Si X es una v.a. continua con densidad fx, la esperanza de X se define como

o0

BX] = | afx(z)da,

—00

donde se supone que
o0

(i){wfx(:c)da:<oo, 6

(22) } zfx (z)dz > —o0.

—00

La esperanza de una v.a. X generalmente se denota por el simbolo px y usamos g

cuando no hay posibilidad de confusién:
p=px = E[X]

Las propiedades principales de la esperanza se pueden resumir en los siguientes resultados.

12



1.3.2 Teorema.- Sea g : R* — R una funcién real definidaen R" y X = (X, X5, ..., X,)
un vector aleatorio continuo o discreto, y suponga ademsés que la v.ia. Y = g(X) es tal

que su esperanza estd definida. Entonces,

(1)Si X es discreto,

EY]=E[g(X)] =3 g(x) fx (x),

x

donde fx es la funcién de probabilidad conjunta de las v.a’s. X1, Xs, ..., X,.

(44)Si X es continuo,

E[Y] = Elg(X)] = [ g(x) fx (x) dx,

§Rﬂ.
donde fx es la funcién de densidad conjunta de las v.a’s. X1, Xs,..., X,,.
1.3.3 Teorema.- Sean X, X, Xo,...,X, v.a’s. con esperanza finita. Entonces, las

siguientes afirmaciones son vilidas:
(4)Si P [X = a] = 1 para alguna constante a , F[X] = a;

(i2)Para todas las constantes ay,ag, ..., an,

E [G1X1 +agXo+ - + CLan] = K [Xl] + as & [Xg] + -4 a P [Xn] :

1.3.4 Teorema.- Suponga que X;, Xs,..., X, son v.a’s. independientes con esperanza

finita. Entonces

1.3.5 Ejemplo.- (a) Consideremos el caso de las v.a’s. X, X, ..., X, definidas en la
observacién 1.2.17(a). Es fécil mostrar que E[X;] = p, Vi = 1,2,...,n. De aqui, por el
Teorema 1.3.3(i1), E [S,] = np, es decir, si X ~ Bin (n,p) entonces E [X] = np.

-

(b) Si X ~ P ()), entonces célculos directos muestran que £ [X] = A.

13



1.3.6 Definicién.- Sea X una v.a. con esperanza finita .

(a) La varianza de X se define como
ok =Var (X) =E [(X - px)?].
(b) La desviacién estdndar de X es

ox = [Var (X)]'ﬂl' .

Es facil mostrar que

& 2 2
la cual es una férmula que generalmente se usa para calcular la varianza de una v.a.

1.3.7 Definicién.- Sean X y Y dos v.a. s con varianza finita. Entonces, su covarianza

se define como

Cou(X,Y) = E[(X — uy) (¥ = uy)].

Es facil mostrar que

Cou(X,Y) = E[XY] — puypy,
la cual resulta una férmula mas conveniente para evaluar Cov (X,Y).

Las propiedades de la varianza y la covarianza se establecen en los siguientes resulta-

dos:

1.3.8 Teorema.- Suponga que todas las v.a’s. a continuacién poseen varianza finita.
(¢) Cov (X, X) =Var(X),
(i1) Cov (X, Y) =Cou (Y, X),

(#9i) Cov (-,-) es lineal en cada uno de sus argumentos, es decir, para todas las con-

14



stantes a1,as,...,0y,

Cov(a X1+ asXo+ -+ + 0, Xn,Y) = 0:C0v (X1,Y)+a,Cov (X3, Y )+ - 4a,Cov (X, Y)

Cov (X,a1 Y1 + apYo + -+ + a,Yy,) = a1Cov (X, Y1) +a:Cov (X, Y2)++ - +a,Cov (X, Yy,) .

(iv) Ademsds,

Cov(X +a,Y+b)=Cov(X,Y), Va,be R.

1.3.9 Teorema.- Sean X, X, Xo,..., X, v.a’s. con varianza finita. Entonces las sigu-

ientes afirmaciones son vélidas:
(i) Si P[X = a] = 1 para alguna constante a, entonces Var (X) = 0.
(it) Var (aX) = a*Var (X) para cualquier constante a.

(727) Para todas las constantes ai, ag, . .., @n,

Var (i GiXﬁ) =Y a?Var (X;) + 2 a;a;Cov (X;, X;)
i=1 =1

i>j

1.3.10 Teorema.- Si X y Y son v.a’s. independientes con esperanza finita, entonces
() Cov(X,Y)=0;
(it) Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y).

(4i1) Si X1, X, ..., X, son v.a’s. independientes con esperanza finita, entonces

Var (X1 + Xa +-+ X,) =3 Var (X;).
=1

1.3.11 Observacién.- Es fcil mostrar que si X ~ Bin(n,p) entonces Var (X) =

np(l—p),ysi X~ P(A), Var (X) = A

15



De los ejemplos mds conocidos de distribuciones de vectores aleatorios es la llamada

distribucién multinormal o normal multivariada. Antes de definirla daremos alguna no-

tacion.

Sea X = (X1, X3, ..., Xn) un vector aleatorio de dimensién n. Denotaremos por jy

al vector cuyos componentes son los valores esperados de cada una de las v.a’s. que

componen al vector X. Es decir,

px = (Kxys gy - > thx,) -

Nos referiremos al vector uy como el vector media del vector aleatorio X. Ademss,

definimos la matriz de covarianza del vector aleatorio X como:

Cov (X1,X1) Cov(X;,Xs) v Cou (X, X))
Z _ ) . .
Cov (Xn, X1) Cov(X,, X2) -+ Cov(Xa, X,)
o2, Cov (X1, Xs) -+ Cov(Xy,Xn)
! Cov (Xp, X1) Cov(X,,X;) - 0%, |

para la cual estamos suponiendo que el vector media estd bien definido.

1.3.12 Ejemplo.- Un vector aleatorio X = (X, X,,... , X») tiene una distribucién

multinormal o normal multivariada si su funcién de densidad es de la forma

fx (%)

donde pux es el vector media y Z es la matriz de covarianza, ‘Z} su determinante y

-1
Z su matriz inversa. En este caso usamos la notacién X ~ N (,ux, E ) .

16



Observemos que si n = 1, obtenemos la distribucién normal en R

donde p = E[X]| y 0 = y/Var(X).

A continuacién establecemos una propiedad de la matriz de covarianza la cual tiene
repercusiones directas en la distribucién multinormal. Para esto primero tenemos la

siguiente definicién.

1.3.13 Definicién.- Una matriz simétrica A (es decir, A = A* donde A’ denota la
traspuesta de la matriz A) se dice que es positivamente semidefinida si z* Az > 0 para

toda z € R™. Se dice que es positivamente definida si zt Az > 0, para toda z € R", = # 0.

1.3.14 Teorema.- Una matriz Z es la mat.riz de covarianza de una distribucién multi-

normal si, y solo si es positivamente semidefinida (ver Definicién 1.3.14, abajo).

Este resultado es cldsico en la teoria de probabilidad cuando se estudian distribuciones

multivariadas. La demostracién puede verse en Feller (1985).

Una relacién muy importante, desde el punto de vista de las aplicaciones, entre el

valor esperado y la varianza de una v.a. es la desigualdad de Chevyshev:

1.3.15 Teorema.- (Desigualdad de Chevyshev) Sea X una v.a. con E[X]y Var[X]

finitas. Entonces para cualquier € > 0

Var X
Plix - Blx] 2 ¢ < L2X)
&
Para concluir esta seccién presentaremos uno de los teoremas limite mds importantes

de la Probabilidad, el cual juega un papel escencial en las aplicaciones que trataremos

en los proximos capitulos.
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1.3.16 Teorema.- (Ley Débil de los Grandes Ntimeros) Sean X1, X», ..., X, v.a’s. i.i.d.

con media p = E [X;] y varianza finita. Entonces para cada € > 0
|

- n
De este teorema podemos ver que la media muestral X := % > X; puede ser usada
i=1

1
—Z,Xz-—,u,‘ze}—»o.
noy=1

para aproximar a la media u. De hecho tenemos que bajo las hip_étesis de este teorema

E m =, lo cual significa que X es un estimador insesgado de pu.

1.4 Teorema de Feller

En esta seccién presentaremos el resultado que juega el papel principal en las aplicaciones
de la probabilidad al anlisis matemadtico que se presentardn en el préximo capitulo. Este
resultado fué propuesto por William Feller [ver, por ejemplo, Feller(1985)] y en términos

generales es un resultado sobre convergencia de esperanzas.

- Para formular el Teorema de Feller, sea  un pardmetro real que toma valores en
un intervalo cerrado y acotado J, y X;(6), X2(),... v.a’s. con funciones de densidad
g1(:8),92(-;0),... (o de probabilidad, segtn sea el caso) respectivamente. Ademds

supongamos que E [X,] = 0 para todan =1,2,... y denotemos Var[X,] = o2 (8).

1.4.1 Teorema de Feller.- Sea f una funcién continua y acotada sobre R, y supongamos

que o2 (f) — 0 uniformemente para 6 € J. Entonces

Eng[f (Xa)] = £(6)

uniformemente para 6 € J, donde

& En,@ [f (-Xﬂ)] — §]£f (I) gn (1"79) dm:
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para el caso continuo, y
Enp [f (Xa)] = 2. f () gn (2:0)
para el caso discreto.

Demostracion.
La demostracién la desarrollaremos suponiendo que las v.a’s. X, X, ..., son contin-

uas. Para el caso discreto se siguen las mismas ideas.

Sea £ > 0 arbitrario. Por la hipétesis de que f es acotada en R existe M € (0, c0) tal
que |f (z)| < M, Vz € R. Ahora, para § € J y cada § > 0 definimos

Ar={yeR:|y-0| <6}

Ay=Ai={yeR:|y-0|26}.

Entonces

|Bno [f (Xa)] = £ (O)] = | [ f (2) gn (2:0) dz — f (6)

R

=|[f (z) = £ (0)] gn (z;0) dx

R.

< [1f (z) = £ (0)] gn (z;0) dz

R

= Af |f (2) = f(0)] gn (23 6) dw+{ |f (2) — f (0)| gn (2;0) dx =: I + . (1.1)

Por otro lado, como f es continua en el intervalo cerrado y acotado J, entonces es
uniformemente continua en J [ver, por ejemplo, Rudin (1987)]. De aquf, elegimos § > 0

tal que |f (z) — f ()] < § para 6,z € J y |z — 0| < 6. Fijando este 6, ahora elegimos

N = N. tal que
§ . 9 (525
n > N implica o () < oI (1.2

iy

Esto es posible por la convergencia uniforme a cero de o2 (8) en J. De esta manera

(1.3)



Ademis, por la desigualdad de Chevyshev,

I < 2M [ ga(a6) da = 2MP | X, — 0] > 6]
Ay

< -8 n>N. (1.4)

La ltima desigualdad se sigue de (1.2). Finalmente, combinando (1.1), (1.3) y (1.4)

obtenemos el resultado deseado. =

1.5 Cadenas de Markov

Para concluir el capitulo de prerrequisitos de probabilidad, en esta seccién presentaremos
los elementos necesarios sobre cadenas de Markov sin pretender abundar mucho sobre
el tema. Esta parte serd aplicada en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales que

presentaremos en el tdltimo capitulo.

1.5.1 Definicién.- Un proceso estocdstico es una familia X = {X (t),t € T} de v.a’s,,
definidas sobre un mismo espacio de probabilidad, donde T es el conjunto de pardmetros

o tiempo.

En términos generales, la definicién anterior se refiere a que, para cada t € T, X (t)
es una v.a. definida en (22, S, P), es decir, X (t) : @ — R. Esto significa que en realidad
el proceso depende de las variables t € T, w € Q, de tal forma que lo podemos ver como

una coleccién de funciones reales definidas sobre T' x 2 :
X():TxQ—-R,
que satisfacen las siguientes propiedades:

(i) para cada t € T fijo, X (¢,-) es una v.a. en §;
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(¢4) para cada w €  fijo, X (w,t) : T — R es una funcién de ¢t € T, llamada trayectoria
del proceso X.

Los procesos estocdsticos se pueden clasificar dependiendo de la naturaleza del con-
junto donde toman valores las v.a’s. X (t), t € T, al cual llamamos espacio de estados,
y dependiendo del tipo de conjunto 7'. Denotaremos por S al espacio de estados, y a
cada punto de S se le llama estado del proceso. Si S es finito o numerable decimos
que el proceso es discreto; si S es un intervalo, decimos que el proceso es continuo.
Ademss, si T' es numerable, por ejemplo, T = {0,1,2,...}, T = {0,£1,42,...}, etc,,
decimos que es un proceso estocdstico en tiempo discreto. Si T es un intervalo, dig-
amos, T' = [a,b],T = [0,00),T = (—00,0), etc., decimos que es un proceso en tiempo

continuo.

Si X = {X (t),t € T} es un proceso en tiempo discreto, digamos, T' = 40 1,2}
escribimos X (t) = X, de tal forma que el proceso estocdstico es una sucesién de

v.a's. X = {Xo, Xl,Xg, ¥ } .

Una clase importante de procesos estocésticos la constituyen las cadenas de Markov.
Estos son procesos con espacios de estados discreto, aunque el conjunto 7' puede ser
arbitrario (discreto o continuo), y su caracteristica principal es que las observaciones

futuras solo dependen del presente y no del pasado.

Para los fines que se persiguen en este trabajo, es suficiente considerar cadenas de
Markov con espacio de estados finitos y tiempo discreto. En este sentido, para facilitar

la exposicién, suponemos que S = {0,1,2,...,n} y T =Ny :={0,1,2,...}.

1.5.2 Definicién.- Un proceso estedstico X = {Xj;t € INy} es una cadena de Markov

si satisface la propiedad

P[Xp1 =7 | Xo=1t0,X1 = i1,.., Xsot =811, Xs = §] = P[Xe1 =7 | X =], (1.5)

para todo ig,i1,...,0-1,4,§ €S yt € IN,.
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A la relacién (1.5) se le conoce como propiedad de Markov y su interpretacion es la
siguiente: para cada tiempo t € I Ny, la distribucién del “futuro” X1 es condicional-

mente independiente del “pasado” Xg, X;,..., X,_;, dado el “presente” X;.

A las probabilidades P [X;41 = j, /X, = 1] se les conoce como probabilidades de tran-
sicion en un paso de la cadena X. Si estas probabilidades no dependen de ¢, decimos que

X es una cadena homogénea en el tiempo o estacionaria, y escribimos
Dij ZP[Xl=.7/XD*_“7J]=P[X¢+1:‘7/Xt:7,},

para todo 4,7 € S, ¢ € INy. Aqui solo consideramos cadenas estacionarias, de tal forma,

que en lo que sigue nos referiremos a X = {X;;t € INy} como una cadena de Markov

estacionaria, con espacio de estados finitos.

A la matriz P = [p], . formada por las probabilidades de transicién en un paso se
le llama matriz de transicién de la cadena X. Las probabilidades de transicién satisfacen

las siguientes propiedades:
(a) pi; > 0 para todo i, € S;

(b) Zpijzl, b =11 . i et

( p£;+m) Z pgi:)pkj , pbara tOdO l,m e IND: i}j = S’

(m )

en donde p;; es la probabilidad de transicién en m pasos, m > 0, definida como

PV = P[Xp = j/Xo =] = P[Xpam = i,/ X = 1],
para todo k > 0.
(W

Sim=1, py =p;;’; y si m = 0 definimos

1l 8 =3
_ pz(g)_éij:
0 si i3
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A la propiedad (c) se le conoce como Ecuacién de Chapman-Kolmogorov y su demostracién
se puede ver, por ejemplo, en Hoel, Port, Stone(1972) .

De la demostracién de este resultado tambien podemos deducir que las probabilidades
pg.n) son los elementos correspondientes de la matriz P™ (la matriz P elevada a la m-ésima
potencia), en el sentido de que pi; s el elemento en la i-ésima fila y la j-ésima columna
de P™:

m __ |,,(m)
=[Pl

La interpretacién general de una cadena de Markov es la siguiente. El proceso empieza
en un estado inicial ¢y elegido de acuerdo a una distribucién de probabilidades inicial
Ty, = P[Xo =1i0], i0=1,2,...,n. Después el proceso transita a un estado i; de acuerdo
a la probabilidad de transicién p;,;,, v este procedimiento se repite. De esta manera,
transiciones subsecuentes producen estados 4,13, ..., de acuerdo con las probabilidades
de transicién p;;. Por la propiedad de Markov, es ficil ver que la distribucién conjunta

de las v.a’s. X, X,,..., X, toma la forma

o [Xo =10, X1 =11,...,Xn = ’in} = WiaDigia Pinia * * Pinerins 403 bly o v0 i € S. (1-6)

Observemos que la distribucién inicial de la cadena X, m, = P[Xo =1ig], 0= 1,2,...,n,

satisface:

™
Yo =ly w20 4=19,. .0

=1
Dada la cadena de Markov X = {X,:t & INy}, decimos que dos estados i y j se
comunican si existen dos enteros k; y ko tales que pgf‘) >0y p&fzj > 0. Esto es, los

estados ¢ y j se comunican si uno puede ser alcanzado desde el otro con probabilidad

positiva.

Sea S C S un subconjunto de estados tales que
(i) todos los estados en § se comunican;

-

(ii) sii €Sy j¢ S, entonces pi; = 0 para todo k.
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Entonces decimos que S forma una clase ergddica de estados.

1.5.3 Definicién.- Si S forma, por sf misma, una clase ergddica (es decir, todos los

estados se comunican con cada uno de los otros) entonces decimos que la cadena de

Markov X es irreducible.
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Capitulo 2

Aplicaciones de la Probabilidad al

Analisis Matematico

2.1 Introduccion

En este capitulo presentaremos algunas de las aplicaciones de la probabilidad al andlisis
matemético, las cuales se centran principalmente en la teoria de aproximacién de fun-
ciones continuas a través de dos resultados bien conocidos: El Teorema de Aproximacién

de Weierstrass y el Teorema de Taylor para aproximacién de funciones.

Primero presentaremos una demostracién probabilistica del Teorema de Weierstrass.
Esta resulta més atractiva que la tradicional pues los argumentos usados son més sencillos
y permiten obtener mds informacién de la aproximacién. Enseguida presentaremos una
generalizacién del Teorema de Taylor, que se obtiene por medio de propiedades sencillas

de la distribucion de Poisson.

Una de las ventajas de usar la teorfa de la probabilidad para analizar ambos resultados
es la posibilidad de calcular la tasa de convergencia de las aproximaciones correspondi-

entes. Este punto serd analizado al final del capitulo.

Los argumentos probabilisticos aplicados para mostrar los resultados anteriores estdn
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basados principalmente en los siguientes hechos, los cuales son una consecuencia del

Teorema de Feller que se expuso en la Seccién 1.4 del capitulo anterior.
Sean X;(0), Xo(f),...,Xn(0), v.a’s. i.i.d. con media F[X;] =6 parai=1,2,3, .
Suponemos que 6 es un pardmetro real que toma valores en un intervalo cerrado y acotado

J. Suponemos ademds que K = supVar[X;] = supE [(Xi - 9)2] < 00, para cada
fet feg
b 1, B s

SeaY, = 13" X;,n € IN, y denotemos por g, (-,6) su funcién de densidad. Entonces

i=1

de las propiedades de la esperanza y de la varianza (Teoremas 1.3.3 y 1.3.10) tenemos

E[Yn]=%éE[Xi]=0; Vo € J, n € IN; (2:1)

]
T

Var[Y,] = % jZlVar [Xi] £ —, Vn € IN. (2.2)

Observemos que Var [¥;,] — 0 uniformemente en J, cuando n — oo. Ahora por el Teorema

de Feller, para cada funcién continua y acotada f sobre

B lf (25 x)| =2 ]r (35%)| - £ @ 2.3
uniformemente en J, cuando n — oo.

Las aplicaciones de la probabilidad en las que estamos interesados, las obtendremos

de la relacién (2.3) al elegir familias particulares de densidades.

2.2 Téorema de Welerstrass

La primera aplicacién proporciona una demostracién alternativa, por medio de la teoria

de la probabilidad, del conocido Teorema de Aproximacién de Weierstrass.

2.2.1 Teorema.- Si f es una funcién real continua en un intervalo J = [a, b , existe una
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sucesion de polinomios P, tal que

lim P, (6) = £ (6); (2.4)
uniformemente en 6 € J.

La demostracién de este teorema es constructiva. En algunos libros [e.g. Apos-
t01(1972), Kolmogorov y Fomin (1975)] se presenta una sucesién de polinomios trigonomeétri-
cos que convergen a la funcién f. Rudin (1980) proporciona una sucesién de polinomios

distinta a la de las dltimas referencias.

Sin pérdida de generalidad tomaremos J = [0,1]. Esto lo podemos hacer ya que
si (2.4) es valido para 8 € [0,1], la aplicacién de este resultados a la funcién g (B} =

fl(b—a)8+a],8 € [0,1], nos lleva al caso general, ya que ademds, F [(b—a)b+al

también es un polinomio en 6.

Demostracién del Teorema 2.2.1 !
Sea {X;, i=1,2,3,...} una familia de v.a’s. i.i.d. tal que X; = 1 con probabilidad
§ y X; =0 con probabilidad 1 — 6, 6 € [0,1]. Del Ejemplo 1.3.5, la distribucién de la

n
variable aleatoria 3 X; tiene distribucién binomial con pardmetros n y 0, para todo
=1
n € IN.

Por otro lado tenemos que E[X;] = 0 y Var[X;] = 0(1-0), i = 1,2,3,.... En

consecuencia,
1 n
E [Yn] — E l:# X{l = 9,
N =1
Y )
VaT[Yn]:Var\ilZXz]zg(l‘“ )Sl—>0,
Nig=1 n n

cuando n — 0o, uniformemente en [0, 1] .

Entonces, por el Teorema de Feller, [ver (2.1),(2.2),(2.3)] para cualquier funcién con-
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tinua f en [0,1] _
E[f (Ya)]— f(9), (2.5)

uniformemente en [0, 1] cuando n — oo.

Por otro lado, de la Observacién 1.2.9, la media aritmética ¥, = 1% X, tiene fun-
i=1
cién de probabilidad concentrada en los puntos %, k =0,1,2,3,.... Entonces de la

Observacién 1.2.9 y el Teorema 1.3.2(i), tenemos

sl =37 (2)aera-or™ nemn (2.6)
k=0 n
Combinando (2.5) y (2.6) concluimos que
1 (5)aera-or =0,
k=0 n

cuando n — 00, v la convergencia es uniforme en [0, 1]. Esto demuestra el teorema. =

2.2.2. Observacién.- El Teorema 2.2.1 establece que cualquier funcién continua f en
un intervalo cerrado puede ser aproximada uniformemente por polinomios. De hecho, la
expresién (2.6) presenta de forma explicita los polinomios que aproximan a f. A estos

polinomios se les lama Polinomios de Berstein, y los denotaremos por B, (8; f) . Es decir,
B k i
B.0:1)= 51 (2) cie-or.
k=0 \T
Con esta notacién, el Teorema 2.2.1 puede reformularse como

sup |f(8) — Ba(6; )| — 0, (2.7)
6€[0,1)

cuando n — ©0.
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2.3 Una Generalizacién del Teorema de Taylor

Sea f una funcién de valor real definida en un intervalo J de R. Si f tiene derivadas

continuas de todos los ordenes, f™, n = 1,2,3,..., en cada punto de J, escribiremos

feC*®enJ

Ahora, supongamos que f € C* en alguna vecindad de un punto ¢ € J. A la serie de

potencias
® ()
0 n!

0]

(z—¢)",

18
g

n

se le llama serie de Taylor alrededor de ¢ generada por f.

El Teorema de Taylor se puede formular de la siguiente manera [ver Apostol (1972)]:

2.3.1. Teorema.- Sea f € C™ en [a,b] y sea ¢ € [a,b]. Supéngase que existe una
vecindad B (c) de ¢, y una constante M tal que | f™ (z)| < M™ para cadaz € B (c)N|a, b]

y cada n € IN. Entonces, para cada z € B (¢) N [a,b] , tenemos

oo f(n) c
f=5 @ 2:8)

n=0

La siguiente aplicacién del Teorema de Feller nos permitird dar una generalizacién

del Teorema de Taylor.

Sea {X;, i =1,2,3,...} una familia de v.a’s. i.1.d. que tienen distribucién de Poisson

con pardmetro 6 € [0, M;], donde M; > 0 es fijo pero arbitrario. Entonces, por la
i n

Observacién 1.2.17 (b), la variable aleatoria ) X; tiene una distribucién de Poisson con

i=1
pardmetro nf.

Por otro lado, puesto que E [X;] =0 y Var [X;] =6, 1 = 1,2,3,...,n (Observacién

1.3.11) tenemos que

3=

12

E[Yn]zE[ :1Xi] — ¢
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j g
nl = A Xi|==-%
Var [Y,] = Var [n z=z1 } -
uniformemente en [0, M;] ,cuando n — oo,

Entonces, por el Teorema de Feller [ver (2.3)], para cada funcién continua y acotada

f en R, tenemos que
Elf (Ya)] — f(6), (2.9)
uniformemente en [0, M;] ,cuando n — oo.

Ahora de la Observacién 1.2.9, la variable aleatoria Y, = % > X, tiene una funcién
i=1

de probabilidad concentrada en los puntos %, k=0,1,2,3,.... Entonces, por el Teorema
LB,
e k\ (n8)*
Elf(¥)]=>. 1 — ) e (—nd), ¥Yn € IN, 6 € [0, M;]. (2.10)
k=0 -
Por otro lado, como ,
o (—1) (n8)’
exp(—nd) = > ( )'( ) ,
j=0 J

y tomando h = %, la expresién (2.10) se transforma

B[] = £ 8 E0p e (Q)Hk :,

ey h) K
Ademss, si m = j+k y recordando que Cf* = gy, obtenemos
o (N1 m .
Elfvp] = % (3) o X (-0 aps (kh). (2.11)
k m=0 h m‘ k=0

Por lo tanto, de (2.9) y (2.11) concluimos que

 (ON" LBk
£ (3) mim ot ors ) — £0) .12
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cuando A — 0, uniformemente en 6 € [0, M;] .

Por otro lado, sea f una funcién real arbitraria. Definimos el operador cociente en

diferencia Ah como

tuf ) = LN =1 @

H y e .

Observe que

h
f(a:+2h,)h—f(a:+h) f(:c+h —f()
- h
fz+2h)—2f(z+h)+ f(z)
= 5

En general, se puede mostrar por induccién que

(AFF) @) = An {(AF7F) (@)} = 7 35 (<1 O f (a+ kh), me IN.  (2.13)

k=0

Aplicando la relacién (2.13) en (2.11) obtenemos

£ AL )~ 6), (2.14)

m=0
uniformemente en [0, M;] ,cuando h — 0.

Con el desarrollo anterior hemos demostrado el siguiente teorema:

2.3.2 Teorema.- Para cualquier funcién continua y acotada g en R, y c € R,

T AT = g(c+0), (2.15)

cuando h — 0, uniformemente en cualquier intervalo cerrado y acotado.

En efecto, tomando f (8) = g(c+0) para z € R, en la relacién (2.14) obtenemos
(2.15).
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La relacién (2.15) representa un desarrollo de la serie de Taylor generalizada de g
[ver (2.8)] aplicando el operador cociente de diferencia A, en lugar de las derivadas.

Observese que en este caso g no necesita ser diferenciable, como es el caso del Teorema
2.3.1.

2.4 Tasas de Convergencia

En las secciones anteriores analizamos el problema de aproximacién uniforme de funciones
continuas f por medio de una sucesién de funciones {f,} . En este caso sélo mostramos
la convergencia, pero un problema interesante que surge es el referente a la rapidez de la

misma. Concretamente nuestro problema se puede plantear de la siguiente manera:

Suponga que una sucesién de funciones {f,} converge uniformemente a una funcién

f en un intervalo cerrado y acotado J. Es decir, para cada ¢ > 0 existe N, tal que

sup|f (6) — fn (B)] S € V> N,
geJ

Considerando lo visto en las secciones anteriores sabemos que N, existe, por ejemplo
para el Teorema de Weierstrass y el Teorema de Taylor, y nuestro problema entonces es

encontrarlo explicitamente como una funcién de .

El anilisis de la tasa de convergencia toma mayor importancia cuando se quiere
aproximar funciones por métodos numéricos. El siguiente teorema proporciona informa-
cién sobre la tasa de convergencia cuando la funcién que se desea aproximar pertenece a

cierta clase de funciones. Ejemplificaremos este resultado con los ejemplos de las secciones

anteriores.

Sea § € J un pardmetro real, y sea {g, (-;6);n =1,2,3,...} una familia de densi-

dades. Ademds supongamos que la esperanza y la varianza de una variable aleatoria con
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densidad g, son 8 y o2 (), respectivamente. Es decir:

/Ign($;9)daz=9, n€lIN, 8eJ;

f(:c— 0)% g, (x;60)dz = 02 (6), n € IN, O € J.
2.4.1 Teorema.- Sea f una funcién acotada en R que satisface la condicién de Lipschitz:
f(z) = f W) < Llz—yl, Vz,y € %K. (2.16)

donde M es cota de f y L es una constante positiva. Ademds supongamos que a2 (0) — 0

cuando n — oo uniformemente en 6 € J. Sea e > 0 y N, tal que

3

2 (2
7 (0) = opapr V= Ne
Entonces

<e Vn> N,

10~ [1@ o @0

Demostracién.

Sea 6 > 0 y defina -
I = { |f (=) = f(0)] gn (z;0) dx

I = { |f (z) = £ (0)| gn (w;0) da
donde
Av={y:ly—-0l<8} y As=Af={y:ly—0=6}.

Puesto que [ g» (z;6) dz = 1, para cada 6 > 0 tenemos

l[u ()] gn (33 0) da
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£/If(fc)—f(9)lgn (;0) dz

R

= I1+I2.

Ahora de (2.16),
L= ;4[ |f () = £ (0)] gn (2;6) dz < Léﬁfgn (z;8) < L6.

Por otro lado, |f (z) — f (8)] < 2M y por la Desigualdad de Chebyshev (Teorema 1.3.15),

tenemos

}{;gn (z:0)dz = P[|Xn— 0] > 6] < Uiégg).
Entonces
b= [ 1f ()= { @)l gn (zi6) da < EM_;@
Si 6 = 57, obtenemos
% % (2.17)

Por otro lado, recuerde que N, es tal que o2 (f) < TﬁfTM ¥n > N,. Luego, como ¢ = 57,

16L2M __

2 — & 2

5 2Med
2Moa? () "

Por lo tanto

o & = (2.18)

B2l ™

Combinando las relaciones (2.17) y (2.18) obtenemos el resultado deseado. m

2.4.2 Ejemplo.- (a) Recuerde que el Teorema 2.2.1 garantiza que una funcién f continua
y acotada puede aproximarse por medio de los polinomios de Berstein. Para calcular la
tasa de convergencia de dicha aproximacion, supondremos que la funcién f es de Lipschitz

con constante L. Observemos que las hipétesis del Teorema 2.4.1. se satisfacen, y ademas
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[ver (2.6.)] '
[ 1@ on @i6)da = B1F ()] = Bul05), m € N (2.19)
Sea ¢ > 0 fijo pero arbitrario. Del hecho de que o2 (f) < 1 tenemos que

3 3

implica que o2 (f) < -m—im,

donde M es una cota de f. Es decir, si Ne := [—m—%‘i} , donde [z] denota el primer entero

que es mas grande que z, tenemos que

ES

n> N, implica que o2 (f) < ToIE0E

Por lo tanto, por el Teorema 2.4.1, la relacién (2.19) y la definicién de N, concluimos que

sup |f(8) — Ba (6, )| <
#€(0,1]

(16L2M

1/3
)=o),

para cada funcién de Lipschitz en [0,1].

(b) Consideremos el problema de aproximacion de una funcién f continua y acotada, por
medio de series generalizadas de Taylor. De nuevo, supondremos que f es de Lipchitz

con constante L y recuerde que [ver (2.11),(2.12),(2.13),(2.14)]

ff(w)gn(w;ﬂ)=E[f(Yn)]=n§0g m f0) 6,

cuando n — oo uniformemente en 6 € J. De nuevo nuestro problema es calcular la tasa

de convergencia. Para esto procederemos de manera similar al ejemplo anterior.

Sea ¢ > 0 fijo y arbitrario. Como a7, (6) < My 9 e [0, M)], tenemos que

M1 63 % 5 53
M o e 0 < —o
— 'S JapEM TPAE o (0) < Traar

-
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donde M es una cota de f.. Es decir,

16L2MM1] 5 £

sl n 2 NE = { 3 entonces On (9) S m

Por el Teorema 2.4.1 y la definicién de N, llegamos a que

oo g™ 16L2MM1)1/3
su f) — —AD 0 < | —— =0 [n~Y3Y),
Es decir
oo gm i
o |76)- £ Zag,1 =0 (7).
8e(0,1) m=0 T
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Capitulo 3

Aplicaciones de la Probabilidad al
Algebra Lineal

3.1 Introduccioén

El objetivo de este capitulo es mostrar dos aplicaciones de la teoria de la probabilidad
al 4lgebra lineal. La primera es una demostracién probabilistica de un teorema que

establece ciertas propiedades de las matrices positivamente semidefinidas.

La otra aplicacién est4 relacionada con la solucién de una clase de Sistemas de Ecua-
ciones Lineales (SEL). En este caso podemos decir que dicha aplicacién tambien se ex-
tiende al drea del anglisis numérico, debido a que el método presentado tambien pro-
porciona un algoritmo que puede ser implementado computacionalmente por medio de
técnicas de simulacién conocidas generalmente como Método de Monte Carlo. Esta apli-
cacién se presenta en las Secciones 3.3 y .3.4, y nos rentringiremos a la presentacion del

método de solucién del SEL y su algoritmo, sin la implementacién en computadora.
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3.2 Matrices Semi-definidas Positivas

Generalmente, para verificar que una matriz A simétrica es semi-definida positiva se
recurre directamente a la definicién (Definicién 1.3.13) o bien, se trata de verificar que sus
valores propios, digamos A; (A), A2 (4), ..., M (4) , son no-negativos (positivos)[ ver, por
ejemplo, Lang (1978), Strang (1978)]. Ambos procedimientos pueden resultar tediosos o

dificiles, como es el caso de la demostracién del resultado siguiente:

3.2.1 Teorema. Si A = (ay),,, ¥ B = (bij),y, son matrices positivamente semi-

definidas, entonces la matriz C = (a;;b;;) es positivamente semidefinida .

La demostracién que presentaremos de este teorema esta basada en argumentos
puramente probabilisticos, especialmente en el hecho ( Teorema 1.3.14) de que si Z es
una matriz positivamente semidefinida, entonces existen v.a’s. con distribucién normal

que tienen a E como su matriz de covarianza. En este caso, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que dichas v.a’s. tienen media cero, ya que la covarianza es invariante

bajo traslaciones (Teorema 1.3.8 (iv)), y en particular tendriamos que:
Cov (X,Y) = Cov (X — ux, ¥ — piy)

para cualesquiera v.a’s. X y Y.

Demostraciéon del Teorema 3.2.1.
Como A y B son matrices positivamente semidefinidas, existen vectores aleatorios
independientes X = (X1, Xs,..., X,) vy Y = (Y1,Ys,...,Y,) con media cero y matrices

de covarianza A y B, respectivamente. Es decir,
A= (ai3)pen = (C00 (X, X)en ¥ B = (bis) = (Cov (%2, Yy))

nxn nxn '

Ahora
Cbijbij = Cov (X,;,Xj) Cov (K, Y_'-,)
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= (E (X X;) — in#xj) (E [¥Y3¥;] - ‘U“Yiyi)

= E[X;X;| E[Y}Y;], 4,j=1,2,...,n. (3.13

Definamos las v.a’s. Z;:= X;Y; i =1,2,...,n; por la independencia de los vectores X y
Y, tenemos que

E[X.X;] E[Y}Y;] = E ((X:Y)] [X;Y;]) = Cov (Z:, Z;) (3.2)

donde la tltima igualdad se debe a que E[Z,] =0, i =1,2,...,n.

Finalmente, combinando (3.1) y (3.2) llegamos a que

: C = (C)nxn = (CoV(Zi, Z;)) i »

lo cual implica, por el Teorema 1.3.13, que C es una matriz positivamente semidefinida.

De acuerdo a la demostracién probabilistica del Teorema de Schur, la idea que se
propone para mostrar que una matriz es positivamente semidefinida, es mostrar que es

una matriz de covarianza. El siguiente ejemplo muestra el uso de estas ideas.

3.2.2 Ejemplo.- Sean ay, as, . .., a, nimeros reales y B una matriz definida como
[ 2 2 2 2 1
Lo a; aq Pl ay
of af+aj aitdf - af + aj
a?+a} al+ad+ai - a} + a3 + a}
B = af +aj + a3 ai + a3 + a3 + a
af af+a} af+ai+af -+ aft+af+...+af |

Para mostrar que B es positivamente semidefinida, es suficiente probar que es la matriz
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de covarianza de ciertas v.a’s.. En efecto, es fdcil ver que B es la matriz de covarianza

de las v.a’s.
Z1=Xy,Zy=X1+Xs, ..., Z, =X+ Xo+ ...+ X,
donde Xi, Xs, ..., X, son v.a’s. independientes con media cero y varianzas a?, a3, ..., a2,
respectivamente.
3.3 Sistemas de Ecuaciones Lineales
Consideremos un Sistema de Ecuaciones Lineales (SEL) de la forma
Bii=:, (3.3}
donde z* = (z1,Zs,...,%,) €s el vector de variables, la matriz B = (845) xn, ¥ €l vector
¢ = (¢1,¢a. .., Cq) son conocidos.
Es facil ver que el SEL
z = Az+c, (3.4)

es equivalente al SEL (3.3), donde I — A = B e I denota la matriz identidad.

Existen muchas técnicas para resolver un SEL de la forma (3.3) o (3.4). La dificultad

para hacerlo se presenta en la préctica cuando el nimero de variables es demasiado

grande.

Desafortunadamente, desde el punto de vista de las aplicaciones, los SEL de mayor
interés son precisamente los de dimensiones grandes, lo cual exige el desarro de algoritmos

numéricos féciles de programar que proporcionen buenas aproximaciones a la solucién del
SEL.

Un método numeérico bien conocido en la literatura del dlgebra lineal para resolver el

SEL (3.3) o (3.4) es el siguiente.
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Supongamos que B es no singular y que
max » |ay;| < 1. (3.5)
tj=1

J

Bajo esta hipétesis, una solucién al SEL (3.3) o (3.4) se obtiene, aplicando el siguiente

ecuacion recursiva,

7@ = 0;
2 = Az® 4o k=01,2,..., (3.6)

donde z*) son vectores de dimensién n. En efecto suponiendo que A® = I e iterando la

ecuacion (3.6) tenemos
k1) — (I+A+ A@ Lo A=) A(k)) ¢

=3 Ame (3.7)

m=0
Ahora tomando limite cuando k — oo en (3.7) y usando el hecho de que B es no singular

y la condicién (3.5) llegamos a que (Rubinstein (1981)),

k
lim z®) = lim 3 Am¢=(—-A)'c=Blc=uz. (3.8)

k—oo k—00 .0

Desarrollando (3.7) podemos obtener, en particular, la j-ésima coordenada del vector
(k+1) .
T i

(k+1) _
T =G+ G+ Y Qi GiaC, Tt DL GGt G 16 Ciy

11 i1,i2 11,8200k

Una desventaja de este algoritmo proviene de la cantidad de operaciones que requiere

su ejecucion, y que naturalmente se acentia cuando la cantidad de variables del SEL es

grande.

Un método alternativo, que de cierta manera soluciona el problema antes mencionado,
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consiste en representar a la solucién del SEL como un pardmetro desconocido de una
poblacién estadistica, y aplicar argumentos probabilisticos para estimarlo. Es decir, la
idea del método es expresar al vector de variables  como un pardmetro de una poblacién
estadistica que estimaremos via observaciones de v.a’s.. En este caso, estas v.a’s consti-
tuirdn una cadena de Markov con ciertas propiedades, y las observaciones correspondi-

entes se obtienen simulando la evolucién de la cadena.

En este trabajo sélo demostraremos que el método es convergente, sin discutir los

aspectos practicos de la simulacidn.

3.4 Aproximacién a la Solucién del SEL

Sea h* = (hy,hs,...,hs) un vector arbitrario y z una solucién al SEL (3.3) o (3.4).

Consideremos el producto interior

< h,x >= hzy + haZo+ oo+ han.

Tomando At = e; = [0,0,,...,0,1,0,...,0 |, tenemos que < h,z >= z;, es decir,
5] 7 My A3 M 3
_v—/

J
obtenemos la j-ésima coordenada del vector . De acuerdo a este hecho, nuestro problema
se reduce por lo tanto a encontrar un estimador del producto interior < A, z%*+1) > con

z*+1) definido en (3.6), lo cual en vista de (3.8) es una aproximacién de < h,z > .

Sea X = {X,;t=0,1,2,...} una cadena de Markov irreducible (Definicién 1.5.3) con
espacios de estados S = {1,2,...,n} y matriz de transicién P = (p;;),,,,, - Recordemos
que py; es la probabilidad de pasar del estado ¢ al estado j en un paso, y denotemos por

; la distribucién inicial de la cadena de Markov X.

Supondremos que la cadena de Markov satisface las siguientes condiciones:

l—m>0,8 hi#0i=1,23,...,n;
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2.—pi; >0, 81 a; #0; 4,7 =1,2,...,n.

Sea k un entero arbitrario. Para construir un estimador del producto interior < h, z(¢*%) >
denotaremos por (ig,i1,...,4) una trayectoria de tamafio k generada por las v.a's.
(Xo, X1,...,Xg). Definimos la variable aleatoria

_ Qigiy Giyip © - @
o

i, A9 ‘
= mn. m=12,....k,
Pigi1Piria *** Pim—1im

la cual, tomando Wy = 1, puede expresarse de manera recursiva como:

W, = W,y Smetim 0 19 k. (3.9)

p":m—l'i'm

Ademaés; definimos la variable aleatoria

= Ry &
e (R) = — > Wnoi.; (3.10)
7T’.':(] m=0
la cual estd asociada a la trayectoria ip — i3 — -+ — 4 que tlene probabilidad

TigDioir Diri * * * Pis_yi [VEL (1.6)].

3.4.1 Teorema.- Para cada k € IN

‘ k
o, = E [ (B)] =< h, 33 ATc>=< b

m=0

Demostracion.

Por el Teorema 1.3.2 (i) tenemos que

E[ﬁk(h)1= XT:: iT?k(h)P[X(}:ioaXl=il,---,Xk=ik]

ip=1 ip=1

= 'Zl- . _21 Nk (h’) MioPigir Pivia * * ' Pig—yix- (3-11)
0= =

En (3.11), 7, (k) denota los valores de la variable aleatoria 7y, (h) asociada con la trayec-
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toria ’L':g = 'nil e ?:k, la cual tiene probablhdad TioPLigi1Pirin * * * Pig_yip-
De (3.9) y (3.10) tenemos
- Riz o2
Efe(h)]=E|—= 3 Wna,
Tipg m=0
k

n n
= D0 o 2, hig D Gigiy Gigig Qi i CimPimimps * * Pigyin (3.12)
=1 =1

m=0

Usando el hecho de que ) p;; = 1, la expresién (3.12) la podemos escribir como:

=1
- k n n
E [nk (h')] = ZO 'Zl e 'Zl h’ioa'inila'iliz SR L R (313)
m=0ip= im=

Por otro lado tenemos que

A? = (aioh)nxn (ahiz)mm = (d'ioi1)nxn

donde
n
dz’gig = E Qigiy Aiyigy 10,01 = 1-;2: ceay T
i1=l
En general
mo__
A - (d’iﬂim)nxn
donde
n n
diuim = z v z Qigiy Qiyig ' " " Qi 13y 003 T = 1, 2, v T (314)
i1=1 Tin—i=1

Sustituyendo (3.14) en (3.13), un célculo directo nos lleva a que

EF. (W) =<h, 3 A"c> .

m=0
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Tomando en cuenta lo anterior y la relacién (3.7) concluimos:

k
Ene ()] =< h, >, Ac >=< b,z > m

m=0

3.4.1 Algoritmo para la solucién del SEL

Tomando en cuenta que la media aritmética es un estimador insesgado del valor esperado
(Teorema 1.3.16), podemos estimar < h,z*+!) > simulando N trayectorias de la forma
()

i =i o 54 s =12, N, de longitud k, de la cadena de Markov, y luego

calcular su media muestral:
_ _1_ = (s) - (k+1)
O = 5 31 () < 2D >,
s=1

donde ngcs) (h) es una observacién de la variable aleatoria 7, (h) correspondiente a la

trayectoria generada.

Algoritmo para generar < h, z*t1) >
1.- Elegimos cualquier entero k& > 0.

2.- Simulamos N trayectorias independientes z'{(]s) — i(ls) — e z',(:),s =1,2,...,N, de

la cadena de Markov.

3.- Calculamos

(s) k
(s) i
M (h) == Z W,,(rf)ci(s), 8 =1,2,. « wydV,
Ty m=0 -
donde
Qo (s) () (s) (s} " ** A (s) ()
? 1 1 (2 T 1
WT(;)= ol m—lm’Wés)El. (3.15)
Pia1 (a1 Dyt (o) * " Pty yf)

4 .- Calculamos
o =~ 500 (i)
k= N & Mk

el cual es un estimador insesgado del producto interior < h, z*+1) >
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3.4.2 Observacién.- De las expresiones (3.7), (3.8) y el Teorema 3.4.1 tenemos que
lim Efn, (h)] = E [ (h)] =< b, >

De aqui que el estimador de < h,z > toma la forma

1 N
Oun = 7 212 1),

donde he
S;Z)(h)z 10 Z W( )C(s), SZl,Q,...,N,

T, (8) m=0

y W) como en (3.15).

Como se coment¢ al principio de esta seccién, para encontrar una solucién al SEL

(3.3) o (3.4) tomamos al vector h* = ¢; = |0,0,,...,0,1,0,...,0 | para tener que
e —
J
< h,z >= z; (j-ésima coordenada del vector z). Ahora consideremos que el estado inicial

de la cadena de Markov es j, es decir, P [Xy = j] = m; = 1. De aqui, las trayectorias en
las que estamos interesados son de la forma j — 4; — i3 — -+ — 4,. Con esto llegamos

al siguiente corolario el cual resuelve el problema planteado originalmente.

3.4.3 Corolario.-
E [y, (e)] = 2i*+!

O (e;) = Zn() g
donde
v () = S We,m

W = GiaGiia " Fimyim LW
Djiy Piyig * 'pim—1im
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Capitulo 4
Conclusiones

En este\trabajo hemos estudiado algunas aplicaciones de la probabilidad al andlisis
matemdtico y al dlgebra lineal. Concretamente, se presentaron demostraciones probabilis-
ticas de los Teoremas de Weierstrass, de Taylor, asf como para Matrices Semi-definidas
Positivas, y se desarroll6 un algoritmo para calcular la solucién de una clase de sistemas

de ecuaciones lineales.

Las demostraciones probabilisticas de estos teoremas presentan ciertas ventajas que
se pueden apreciar en el hecho de que los argumentos utilizados son més sencillos, y que
proporcionan mayor informacién respecto a los resultados en cuestién. Por ejemplo, en el
Teorema de Weierstrass podemos conocer explicitamente los polinomios que aproximan
a la funcién continua, lo cual a su vez permite calcular la tasa de convergencia. En este
mismo sentido, el uso de técnicas de probabilidad nos lleva a proponer una generalizacién
del Teorema de Taylor, sin requerir que la funcién a aproximar sea diferenciable; ma4s

aun, al igual que con el Teorema de Weierstrass, podemos calcular la tasa de convergencia

de esta aproximacion.

En lo que respecta al algoritmo presentado en el Capitulo 3 para la solucién de
sistemas de ecuaciones, éste tiene la ventaja de que el nimero de operaciones que se

realizan al aplicarlo es mucho menor respecto a los métodos tradicionales, lo cual es
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un aspecto que no se debe descuidar cuando se trabaja con sistemas con un nimero
grande de variables. El precio que se paga en este caso, es que la solucién que propone
este algoritmo, estd representada por el valor esperado de una variable aleatoria. Esto
implica que para poder proponer una solucién concreta, debemos de tener observaciones
de la variable aleatoria, para después calcular su media aritmética, la cual serfa una
estimacion de la solucién. Por lo tanto, por cada conjunto de observaciones de la variable
aleatoria se tendrd una propuesta de solucién. En este sentido, un trabajo interesante
podria ser el calcular el nivel de confianza con el que se obtienen dichas soluciones, con

lo cual obtendriamos informacién sobre la aproximacién.

Existen otros trabajos que tratan aplicaciones de la probabilidad a otras dreas de la
matemética misma. Por ejemplo, el problema de la aguja de Bufon, el cual es tratado
en varios trabajos [ver, e.g., Cruse y Lehman (1982), Tuckwell (1988)], se puede adap-
tar para obtener una aproximacién del numero m; Luque-Vésquez (1979) presenta una
demostracién del teorema de Radon-Nikodym con argumentos probabilisticos; en Ru-
binstein (1981), Sosa-Leén (1997), Yakowitz (1970), entre otros, se estudia el problema
de integracién numérica por el método de Monte Carlo; en Yakowitz (1977) se estudian

algoritmos probabilisticos para resolver ecuaciones diferenciales, etc.

Para concluir, haremos un comentario sobre la bibliograffa utilizada. La parte sobre
teorfa de probabilidad se tomo de los libros Cavazos-Cadena. (1991), Feller (1985) y Hoel,
Port, Stone (1972). Las aplicaciones al andlisis matematico se estudiaron en Goldstein

(1975) v Feller (1985); al 4lgebra lineal en Olkin (1985) y Rubinstein (1981).
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