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INTRODUCCION

En el estudio de los sélidos, éstos se ven sometidos a un agente externo (radiacién electro-
magnética o particulas) a través del cual conocemos la respuesta del sélido.

El agente externo produce modificaciones en la distribucién electrénica del sélido dando
lugar a campos inducidos que constituyen la respuesta de éste.

En el caso de metales la respuesta principal proviene de los electrones de valencia del atomo,
por lo cual la cantidad fisica de interés central es la densidad de carga inducida. Cuando
el agente externo es una particula con carga positiva (impureza), ésta atrae a los electrones
de valencia; el exceso de carga negativa inducida por la impureza en su vecindad, reduce la
intensidad de su campo; este fenémeno se llama apantallamiento electrostdtico.

Desde el punto de vista basico, el estudio del apantallamiento es importante, por que con-
tribuye al entendimiento de las interacciones electréon-electrén. Desde el punto de vista aplicado,
el cédlculo de la densidad de carga inducida, es necesario para obtener el potencial de interaccién
entre los 4tomos del metal y entre los 4tomos del metal y la impureza.

La adsorcién disociativa del Hidrégeno molecular en la superficie de un metal y la subse-
cuente difusién de volumen¥), proporciona un ejemplo de apantallamiento electrostatico, ya
que en el interior del metal, el Hidrégeno se disocia en un electrén y en protdn, produciendo
éste un potencial, que modifica la densidad electrénica del metal y provoca cambios en sus
propiedades.

En el caso particular de Hidrégene en Aluminio, a partir del célculo de la densidad de carga
inducida y de los potenciales de interaccién, se han obtenido las constantes de fuerza entre el
ion Hidrégeno y los 4tomos de Aluminio, y entre pares de dtomos de Aluminio®), y el calor
de solucién del Hidrégeno®). El valor de la densidad de carga inducida por la impureza, que
se utilizé en estos trabajos, se obtuvo con el formalismo de ia Teoria funcional de la densidad
(TFD) de Hohenberg-Konh-Sham, pero considerando al metal como un gas de electrones sobre

un fondo de carga positiva, esto es, sin tomar en cuenta el efecto de la estructura cristalina del



metal.

Por otro lado, el célculo de la densidad de carga inducida por una impureza es importante
en el estudio microscépico de problemas de interés tecnoldgico tales como las fracturas que se
presentan en un metal debido a la presencia de iones de Hidrégeno en su interior),

El principal objetivo de este trabajo es el estudio del efecto de la estructura critalina sobre el
apantallamiento de un proton en Aluminio; con este propdsito. se calcula la densidad de carga
inducida por el protén, utilizando respuesta lineal a partir del estado fundamental autoconsis-
tente del sélido cristalino, obtenido con la TFD; esta teoria se ha utilizado los ultimos treinta
afios para calcular el estado fundamental de sélidos cristalinos (estructura de bandas).

Los resultados de esta trabajo se comparan con los que se han obtenido utilizando la teoria
semicldsica del apantallamiento de Thomas-Fermi y la teoria de Linhard del apantallamiento,
que utiliza teorfa de perturbaciones a primer orden a partir del estado fundamental del gas
de electrones libres e independientes del modelo de Sommerfeld; de esta manera estimamos el
efecto de la estructura cristalina del metal en el valor de la densidad de carga inducida.

Se estudian los efectos de correlacién e intercambio, comparando los resultados que se ob-
tienen al calcular la densidad decarga inducida en presencia del potencial cristalino, pero des-
preciando el potencial de correlacién e intercambio (RPA), con los resultados que se obtienen
al calcular la densidad de carga inducida, tomando en cuenta el potencial periédico de los iones
y el potencial de correlacién e intercambio (LDA).

Al expresar la funcién de respuesta dieléctrica x( T, 7) en el espacio de Fourier para un
cristal, se obtiene una matriz Xa—d,(?) en los vectores de la red reciproca. Los efectos del
campo local estdn relacionados con los elementos fuera de la diagonal, es decir, lel # il
Estudiamos estos efectos comparando los célculos de la densidad de carga inducida realizados
con la matriz completa y con la parte diagonal. La importancia de estos efectos ha sido estudiada
en el caso de cristales covalentes®),

En el primer capitulo se estudia el estado base de un metal con el modelo de Sommerfeld,
que considera al metal como un gas de electrones libres e independientes sobre un fondo de carga
positiva. En el mismo capitulo, se emplea la Teoria funcional de la densidad para determinar
el estado base del metal, tomando en cuenta la interaccién entre los electrones y la presencia

del potencial cristalino de los iones.



En el segundo capitulo, se presenta la teoria del apantallamiento electrostéitico en un gas
de electrones. Se trata el caso de un gas de electrones libres e independientes, obteniéndose la
funcidn de respuesta del metal con la teoria de Thomas-Fermi v con la teoria de Linhard. En
los dos casos se calcula la densidad de carga inducida.

En el tercer capitulo, se estudia el apantallamiento en un gas de electrones en presencia del
potencial cristalino de los iones, para lo cual se construye una ecuacién integral para la funcién
de respuesta y se obtiene una expresion para la densidad de carga inducida. Los resultados
del célculo de la densidad de carga inducida a lo largo de las direcciones mas importantes del

cristal se presentan en el capitulo cuatro.



Capitulo 1

Estado Fundamental de un Metal

Introduccién

En este capitulo, el objetivo principal es mostrar cémo se determina el estado fundamental
de un metal, para utilizarlo (capitulos 2 y 3) en el célculo de su funcién de respuesta dieléctrica.
Se revisa el modelo de Sommerfeld de los metales que considera a un metal como un gas de
electrones libres e independientes. Enseguida se presenta el modelo mas realista que considera
a un metal como un sélido cristalino perfecto, se revisa el teorema de Bloch que establece las
propiedades mas importantes de los estados estacionarios de un electrén en un potencial que
tiene la periodicidad de la red de Bravais del metal y se introducen las ecuaciones de Hartree y
de Hartree-Fock para los estados de un electrén ocupados, en el cristal. Este material es el de
las presentaciones usuales de los textos de Fisica del Estado Sélido que se utilizan en el nivel
de Maestria.

Debido a que las ecuaciones de Hartree-Fock sélo incluyen los efectos de intercambio y no
incluyen los efectos de correlacién , al final del capitulo se obtiene el estado fundamental de un
metal considerado como un sélido cristalino perfecto, aplicando a los electrones del metal, la
Teoria Funcional de la Densidad (en la aproximacioén de densidad local), que trata con sistemas

electrénicos interactuantes en su estado base, en términos de su densidad numérica n(7) .



1.1 Teoria de Sommerfeld de los Metales

En el modelo de Sommerfeld se considera a un metal como un gas de electrones libres e in-
dependientes encerrados en un volumen V, sobre un fondo de carga positiva que equilibra la
carga negativa de los electrones. Como en este modelo se considera que los electrones no inter-
actiian, el estado base de un sistema de N electrones, puede obtenerse, determinando primero
los estados de un electrén encerrado en el volumen V y después llenando estos estados en forma
consistente con el principio de exclusién de Pauli que permite que cada estado sea ocupado a
lo més por un electrdn.

Un electén en el modelo de Sommerfeld puede describirse especificando su funcién de onda
¥(7) y el valor de su espin, donde la funcién de onda es solucién de la ecuacién de Schridinger
independiente del tiempo

h‘?
T 2m

V2U(F) = U(7). (1.1)

Las condiciones de frontera de periodicidad o de Born-von Karman

¥(z+Ly,z) = ¥z, 2) (1.2)
Y(zr,y+L,z) = ¥(z,v,z2),

¥(x,y,2+ L) = ¥(z,y,2),

donde L = Vé, expresan que el electrdn estd encerrado en el volumen V. Una solucién de la
ecuacién de Schridinger (1.1) es

Vo (7) = % expi(E 1), (1.3)
donde la energia estd dada por
hk?
e(k) = o—, (1.4)



y % es un vector independiente de la posicién de la particula . Se ha escogido la constante de
normalizacién en (1.3 )de modo que la probabilidad de que el electrén se encuentre en algin

lugar del volumen V sea uno, esto es

/d?’ | (F) P=1. (1.5)

La funcién de onda ¥—(7) es una eigenfuncién del operador momento lineal =1V con

eigenvalor 7 = h k ya que

por lo tanto un electrén en el nivel III—,;(?) tiene un momento lineal definido

7 =hk, (1.6)

vy una velocidad

g ST (1.7)

7 _tE
m m

Usando la ecuacién (1.6) en la ecuacién (1.3) podemos expresar la energfa como

P _1 5
=—=_mv. 1;
€= 5 = gmv (1.8)
—_— o i s s g
Como la onda expi(k-r) es constante en cualquier plano perpendicular a k y es periédica en

la direccién k con longitud de onda

A= (1.9)

conocida como longitud de onda de De Broglie, concluimos que % es un vector de onda.

Aplicando las condiciones de frontera (ec.(1.2)) a las funciones de onda ( 1.3 ) obtenemos

expik;L = expikyL = expik,L =1,

10



de aqui se sigue

= 3 i
ke 7 (1.10)
2nny
Bl
2rn,
ks = —5=

donde n;, ny, n; son enteros. Asf en un espacio con ejes cartesianos kg, ky, k; (llamado espacio-
k) los vectores de onda permitidos son aquellos cuyas componentes a lo largo de los tres ejes son
miiltiplos enteros de %’5 . Podemos usar las condiciones de cuantizacién (1.10) para determinar
el niimero de vectores de onda & permitidos que estdn contenidos en una regién del espacio-k
que es muy grande en la escala QT“, ¥a que en este caso una buena aproximacién al mimero
de vectores k permitidos, se obtiene dividiendo el volumen del espacio-k que ocupa la regién,
entre el volumen que le corresponde a cada vector Y permitido, asi el niimero de Py permitidos

contenidos en una regién del espacio-k de volumen {2 es

Q Qv
= — 1:11.
Gk (L)
de aqui el niimero de vectores * permitidos por unidad de volumen del espacio-k es
|4
ot (1.12)

que también se llama densidad de niveles en el espacio-k.

Para construir el estado fundamental de los N electrones a temperatura T= 0° K, comenzamos
poniendo dos electrones (uno por cada uno de los dos posibles valores del espin) en el estado
correspondiente a B = 0, que tiene la energia mds baja € = 0 y continuamos agregando
electrones, llenando sucesivamente de menor a mayor energia los estados que atn no estdn
ocupados. Como la energia de un electrén es directamente proporcional a k2, cuando N es muy
grande, la regién ocupada serd indistinguible de una esfera cuyo radio se denota por kg (F
de Fermi) y cuyo volumen es 41?}3 . Usando la ecuacién (1.12) obtenemos que el niimero de

vectores de onda & permitidos dentro de la esfera es

11



amky.  V k3
(5 )G = ¥ (19

Para un electrén hay dos estados por cada valor de * (uno por cada valor del espin ), por lo

tanto para acomodar N electrones debe cumplirse

k3 k3
N=2~6?F2V= gﬁv, (1.14)

de aqui obtenemos que el vector de onda de Fermi, esta dado en términos de la densidad

numérica de electrones n = % por

n
2

kp = (33)°%

Wi

(1.15)

Asi, si tenemos N electrones en un volumen V), el estado fundamental a T=0°K se construye
ocupando todos los niveles de un electrén con k menores o iguales a kr y dejando desocupados
todos aquellos con k mayores que kp, donde kg estd dado por( 1.15).

En este modelo a la esfera de radio kp se le llama esfera de Fermi , a la superficie de esta esfera
superficie de Fermi; al momento p'p = ﬁ—k—;];‘ correspondiente al nivel de energia ocupado mas
alto se le lama momento de Fermi,la energia de este nivel, ep = h:—:fﬂ se llama energia de Fermi
y la velocidad vp = %ﬂ velocidad de Fermi.

La energia del estado fundamental del sistema de N electrones en el volumen V a T=0°K, se

obtiene sumando las energias de los N electrones que estan dentro de la esfera de Fermi

h2
E=2Y —k. (1.16)
K<k 2m

—
Para evaluar expresiones como la que aparece en la ecuacién (1.16), en la que una funcién F( k)

5
suave, se suma sobre todos los valores permitidos de k , escribimos

S F(k) = 5}3 S F(F)AE, (1.17)
s E

donde Ak = slva es el volumen ocupado por cada valor permitido dek en el espacio-k. De

(1.17) obtenemos

12



1 = 1 e —
FZF{.’:]=§FZF[&ML
k k
siV—rmeutonceaﬁ.F—*ﬂ,asi

fim — Y F(F) = f £F piE). (1.18)
Usando la ecuacién (1.18) para evaluar (1.16) obtenemos

—h2k2 1 Rk

V=i f Ol e ™ 28 i (1.19)
k<kp

que es la densidad de energia del gas de electrones. De la ecuacién (1.19) se sigue

E_V1Kk
N N=?10m’
ademds de (1.15) obtenemos
por lo tanto
E_ 3#k_3

== ,__.,__..,.,.--

N~ m ~5° a2

que es la energia por electrdn en el estado fundamental a T=0°K. Podemos reeseribir la ecuacién
(1.20) como

E 3
ﬁ — EKHTFr
donde
_ R
Tp = Ky’ (1.21)



se llama temperatura de Fermi.

A continuacién se trata el caso del gas de N electrones en equilibrio térmico a temperatura T
diferente de cero.
De acuerdo a la Mecénica Estadistica, las propiedades de un sistema de N particulas en equilibrio
térmico a temperatura T, se calculan promediando sobre todos los estados estacionarios del
sistema de N particulas, asignando a cada estado de energia E, un peso Py(FE) dado por
() = —2CEaT)
L exp(—gyr)

(1.22)

donde EY es la energia del a-ésimo estado estacionario del sistema de N particulas.
Las particulas del gas N de electrones obedecen el principio de exclusién de Pauli; usando
este principio y la ecuacién (1.22), obtenemos que el nimero medio f; de electrones que se

encuentran en el i-ésimo estado de un electrén es

1
s ey, (1.23)
exp(%}—B{r.‘l) +1
donde p es el potencial quimico y ¢; es la energia del i-ésimo estado de un electrén.
La distribucién (1.23) para T diferente de cero debe ser consistente con la distribucién
f7 = 1lsi e(k) <ep, (1.24)
f+ = 0sie(k) >er,
obtenida cuando T = 0°K.
De la ecuacién (1.23) se obtiene
%i_rﬂ}fF = 1sie(k) <p, (1.25)
}*ii%f? = 0sie(k)>p,

14



asi para que las distribuciones (1.23) y (1.24) sean consistentes debe cumplirse

lim g =ef.
T_.ou ¥

La energfa interna U de un gas de electrones libres e independientes se obtiene en la forma

U=2) e(k)f(e(k),
&
donde se ha introducido la funcién de Fermi

1
f(s)—exp(%_ﬂ%g)ﬂ,

para enfatizar que f—» depende de k sélo a través de . Usando las ecuaciones (1.18)

obtenemos la densidad de energia u = ¥

u= [ S5eRf(®).

De la ecuacién (1.23) obtenemos:

1
N_Zi:fi B Ze:-zp(E—El) 1

que puede escribirse como

N=2" f(e(k)).
¥

de esta ecuacién y de la ecuacién (1.18) obtenemos la densidad numérica electrénica

n—f43f £(k)).

Las integrales (1.29) y (1.32) son de la forma

15
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/ %F(e(k)), (1.33)

que puede escribirse usando coordenadas esféricas como

™y (o) 2 00
%F(S(k))zfe dk%F(E(k)) =f_wd€9(6)F(6), (1.34)

donde se ha introducido la funcién

m [2me
gle) = PE) -—52-—51e>0, (1.35)

gle) = 0sie<O.

Como la integral (1.33) es una evaluacién de %SF(s(k)) de ( 1.34) concluimos que
®

g(e)de

L
= 3 el niimero de estados de un electrén en el rango de energia ¢, € + de] ,

por eso g(e) se conoce como la densidad de estados por unidad de volumen o simplemente
densidad de estados.
La densidad de estados puede escribirse en términos de la densidad numérica electrénica n y la

energia de Fermi como

3n, e, .
gle) = 5;;(;)21 sie>0, (1.36)

gle) = 0sie<O.

Una cantidad muy importante es la densidad de estados en el nivel de Fermi, que de acuerdo a

las ecuaciones ( 1.35) o (1.36) es

mkp

W ) (1-37)

gler) =
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o bien

gler) = gi (1.38)

Ahora podemos escribir las ecuaciones (1.29) y (1.32) en términos de la densidad de estados

como

s f_ °:O dagliafton, (1.39)

= f_ Z degle) F(&). (1.40)

1.2 Estado Fundamental de un Metal Tomando en Cuenta su

Estructura Cristalina

1.2.1 Teorema de Bloch

En esta seccién se estudia el estado fundamental de un metal considerandolo un cristal per-
fecto, en el que los iones estan colocados en un arreglo periédico regular, que puede describirse
mediante una red de Bravais cuyos vectores denotaremos por R.

El estudio de los electrones en un sélido es un problema de muchos cuerpos, ya que el Hamiltoni-
ano del sélido contiene ademés de los potenciales que representan la interaccién de los electrones
con los niicleos atémicos, los potenciales que describen la interaccién entre los electrones. El

problema puede simplificarse representando estas interacciones con un potencial efectivo U (7)

para un electrén, que tenga la periodicidad de la red de Bravais, es decir

U(™ + R)=U(7), (1.41)

17



para todos los vectores R de la red. Esta aproximacion nos lleva a estudiar las propiedades

generales de las soluciones ¥ de la ecuacién de Schridinger para un electrin

2
Av= {—;—mv“* +U(F)E = e, (1.42)

en la que el potencial tiene la periodicidad de la red (ec.(1.41)). Los electrones que obedecen
la ecuacidn de Schrodinger (1.42) con un potencial periddico se llaman electrones de Bloch
para distinguirlos de los electrones libres del modelo de Sommerfeld. Como consecuencia de
la periodicidad del potencial U(7'), los estados estacionarios de los electrones de Bloch tienen
una propiedad muy importante a saber:

Las eigenfunciones ¥ pueden expresarse como el producto de una onda plana por una funcién
que tiene la periodicidad de la red de Bravais

donde

u, +(F + B) =4, =(7), (1.44)

este enunciado se conoce como teorema de Bloch.

Las condiciones de periodicidad macroscdpicas o de Born- von Karman

T +NT)=¥T)coni=1,23 (1.45)

donde los @’; son los tres vectores primitivos de la red de Bravais y los enteros N; son del
orden N i, donde N = Ny N3 N3 es el nimero total de celdas primitivas en el eristal, expresan
que los electrones de Bloch, estdn encerrados en el volumen V. Las condiciones (1.45) son la
generalizacién natural de las condiciones de periodicidad (1.2) impuestas al gas de electrones
libres. Las condiciones de periodicidad (1.45) y las funciones de onda de Bloch (1.43) implican
que el vector de onda ¥ es real ¥ que el nimero de vectores de onda % permitidos en una
celda primitiva de la red reciproca es igual al mimero de sitios en el cristal.

El vector de onda que aparece en las funciones de onda (1.43) puede restringirse siempre a

18



la primera zona de Brillouin.
El indice n que aparece en las funciones de onda (1.43) se debe a que para cada * hay muchas
soluciones de la ecuacién de Schrodinger (1.42).

Podemos permitir que el vector de onda & recorra todo el espacio-k, en este caso se cumple

¥ 2.2 = B.3(7F) (1.46)

EnF-K = &%

donde K es un vector de la red reciproca. Esto nos permite una descripcién de los niveles
de energia de un electrén en un potencial periddico, en términos de un conjunto de funciones
continuas €% © en(?) del vector 7:, cada una con la periodicidad de la red reciproca; la
informacién contenida en esta descripcién se conoce como estructura de bandas del sélido.

1.2.2 Ecuaciones de Hartree y Ecuaciones de Hartree-Fock.

La eleccién apropiada del potencial U(7T) que aparece en la ecuacién de Schrodinger (1.42) de
un electrén es muy complicada, ya que esta seleccién debe ser aquella que mejor represente la
interaccién electrén-electron.

Desde el punto de vista fundamental no es posible estudiar correctamente los electrones en un
metal con una ecuacién tan simple como la ecuacién (1.42), debido a que la interaccién entre
los electrones es muy complicada. En su lugar debemos usar una ecuacién de Schrodinger para

la funcién de onda ¥(7' 175, ..., T ¥ 8 &) de los N electrones en un metal

- ) 2Z|r _,qf EY, (1.47)

z’—”J!

Hy = Z( —ViV -2l ————

E’l‘

aqui el término negativo de la energia potencial representa la energia potencial electrostédtica
—
atractiva con los niicleos fijos en los puntos R de la red de Bravais y el iltimo término representa

la interaccion entre los electrones.
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Como no es posible resolver una ecuacidn como la (1.47) es necesario introducir algunas simpli-
ficaciones fisicas, proponiendo un potencial U(7) que haga la ecuacién (1.42) mds razonable;

claramente U( 7 ) debe contener el potencial de los iones

Un(F)= 2y —— e (1.48)
T | 7i— R |

Ademas para incluir la interaccion electrdn-electrén. se considera que cada electron estd sometido
al campo electrostdtico producido por el resto de los electrones; si éstos se tratan como una

distribucidn suave de carga negativa p entonces la energia potencial de cada electrén en este

campo es
U(7) = - fd_" (7 = (1.49)
T)=-e rp ]I—_f;-_—_—F.—,—J- ; :

La contribucién de un electrén que se encuentra en el estado ¥; a la densidad de carga es
p(T) = —e| B(T) %, (1.50)
por lo tanto la densidad total de carga total es

A7) =—e} | %(T) P, (1.51)

donde la suma es sobre todos lo estados de un electrén ocupados. Asi escogiendo U(7T) =
U'(F') + U®(7) y usando las ecuaciones (1.49) ¥ (1.50) en la ecuacién de Schrodinger (1.42)
para un electrén obtenemos

'ﬁ'g — fon gy —
—ﬂ??‘l’.‘{ )+ U(r)e(T) +
[Eﬂz [ 197 sy | 9P
7

= e¥(1). (1.52)
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Hay una ecuacién de estas por cada estado de un electrén ¥;(7’) ocupado; al conjunto de estas
ecuaciones se le conoce como ecuaciones de Hartree. En la practica estas ecuaciones se resuelven
por iteracién proponiendo un potencial electrénico y resolviendo con éste las ecuaciones; con las
W;(7) obtenidas se calcula un nuevo potencial electrénico y se resuelven otra vez las ecuaciones,
idealmente este procedimiento continiia hasta que el potencial obtenido no se altera con mas
iteraciones.

Las ecuaciones de Hartree tienen un defecto fundamental que se hace evidente si las derivamos
con el método variacional, partiendo de la ecuacién de Schrodinger exacta (1.47) para los V
electrones del metal; segin el método variacional, una solucién a la ecuacién H¥U = EV es

aquella ¥ para la cual la cantidad

2 U, HY
<H>W = "((T'{I:T) (1.53)

es una extremal, donde el producto escalar esta dado por

(v,3) (1.59)
~ T ] AP Ll TN T T hyoes P TN T T 1y ooy PR T )
5 FN

En particular el estado base es aquella ¥ que minimiza (1.53); este hecho se aprovecha para
construir estados base aproximados, minimizando (1.53) sobre una clase restringida de funciones
¥ en lugar de considerarlas a todas. Si calculamos (1.53) sobre la clase de funciones ¥ de la

forma:

U(P151, T2 T2 TNTN) = Oy (T171)Va(T253). U (TN T W) (1.55)

donde las ¥; son un conjunto de N funciones de un electrén ortonormales obtenemos la energia

de Hartree
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( f;r)* = (1.56)

¥ [ 47 w) (-7 + v ) 0

1 — g’ 62 = 12 gy 12
+§§fdrdrt_;,_?,F | () () 12,

minimizando( 1.56) obtenemos las ecuaciones de Hartree.
La funcién (1.55) es incompatible con el principio de exclusién de Pauli que requiere que el

signo de ¥ cambie cuando dos cualesquiera de sus argumentos se intercambian

e e/ e e e — b
WL T Yeen T 5 8 ey T3 Bfpconepin T N BN {1.57)
— —t —_
= ~W(T181Tj8 jyois Ti Biyregern TN B N)

La generalizacion de la aproximacién de Hartree para incorporar el requisito de antisimetria
(1.57) se hace reemplazando la funcién de onda de prueba (1.55) por un determinante de Slater

con funciones de onda ¥; de un solo electrdn:

‘I‘]{?; ?ﬂ 'I-"I['_r‘g H}‘I’](?N TN}
Uo(71751) Yo T282).. Vo T T w)

(1.58)

Tn(T 178 1) Un(7T252). . In(T N T N)

Minimizando (1.53) sobre esta clase de funciones obtenemos una generalizacién de las ecuaciones

de Hartree, conocidas como ecuaciones de Hartree-Fock
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uEva-(?; + U (P T(7) + US(F)8(7) - (1.59)
L [ S BT I (P o

= Eiw,‘( T :I

Estas ecuaciones difieren de las ecuaciones de Hartree (1.52) en el nuevo término que aparece
el lado izquierdo, conocido como término de intercambio; al igual que el término ['® es nd lineal
W; , pero a diferencia de éste que es de la forma V(7 )¥(7) , el término de intercambio
es un operador integral de la forma [d7'V(7, 7')¥(7T"). Debido a ésto las ecuaciones de
Hartree-Fock son en general dificiles de resolver; el iinico caso que tiene solucién simple es el
del gas de electrones libres.
En el caso de electrones libres el potencial es cero o constante | asi las ecuaciones de Hartree-
Fock pueden resolverse exactamente considerando que las '¥; son un conjunto de ondas planas
ortonormales

U (F) = myl x f(espin), (1.60)
con k < k ; cada una de estas ondas planas aparece dos veces en el determinante de Slater ya
que por cada & hay dos valores del espin. Como las ¥;(7) son ondas planas, la densidad de
carga electrénica que determina U® es uniforme, ademés en el gas de electrones libres los iones
estdn representados por una distribucién de carga positiva con la misma densidad que la carga
electrdnica, por lo tanto el potencial de los iones es cancelado por el potencial electrénico, esto
es U™ 4+ U =0 ; asi el iinico término diferente de cero en el lado izquierdo de las ecuaciones
de Hartree-Fock es el término de intereambio, este término puede evaluarse, expresando la

interaccién de Coulomb en términos de su transformada de Fourier
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3|
K

4]

pliq -7 - (1.61)

b-nwl —_

- -\}Z
q

d 1 —_ e
exp[t q-(7 -7,

si sustituimos (1.61) y las funciones ¥; dadas por (1.60), en el término de intercambio de las

ecuaciones (1.59), el lado izquierdo de esta ecuacién queda como

donde

&‘(_A_T)i)\l’,
= B2 1 4me?
e(k) = N Z =  — 2 (1.62)

k<kr |k — k'

h2K2 ] dk'  4ne?
k

2m  Jr<kr (27r)3ﬁ>_?2

22 2
Rk 2e F_k

.
F(z;):%-f»l & i L E

1.63
P = (1.63)

asi aunque las funciones ¥; correspondientes a un solo electrén, siguen siendo ondas planas

h2k?

como en el modelo de Sommerfeld, los niveles de energia ahora estan dados por ;- més

un término que proviene de la interaccion electrén-electrén debida al espin. Para calcular la

energia E de los N electrones debemos sumar sobre todos los k& < kg , multiplicando por dos en

el primer término del lado derecho de (1.62) debido a los dos valores del espin y multiplicando

y dividiendo por dos en el segundo término, para contar sélo una vez a cada electrén
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2.2 2 o - 1 i
E=EEH—--E—EZ[I+ £ kign’”‘""'k],_ (1.64)

k<kp k<kge

cambiando la suma por integrales obtenemos:

2
o= [fr-322]. oo

en términos de rydberg {% = lrydberg) queda

E_ &3 g 3
¥ = o [Btkr ao)? - (ki )] (1.60)

como (kg ap) es del orden de la unidad, concluimos que el segundo término de (1.65) que
representa la energia de interaccién entre los electrones libres no puede despreciarse.

1.2.3 Teoria Funcional de la Densidad

Para obtener los autovalores de la energia y las autofunciones de los electrones en el estado base
de un metal en presencia del potencial cristalino, aplicaremos la Teoria Funcional de la Densidad
. Esta teorfa que fue propuesta en 1964 por Hohenberg y Kohn (7/&h(9)  trata con sistemas
electrénicos interactuantes en su estado base en términos de la densidad n(7); estos autores
demostraron que todos los aspectos de la estructura electrénica de un sistema en un estado
base no degenerado estdn completamente determinados por su densidad electrénica n( 7).

Consideremos un sistema de N electrones encerrados en una caja y moviéndose sometidos a
un potencial externo v(7) y a sus repulsiones coulombianas mutuas. La TFD establece la

existencia de la siguiente funcional de energfa en la densidad n'(7')

Eufn' (7)) = [d7o(F)n' () + Fin' (7)) (167)

doade v(7T") se considera preescrito y no como funcional de n'(7') y Fln'( 7)) es una funcional
universal de la densidad. De todas las densidades n'(7") con el mismo niimero de electrones N,

la densidad correcta n(7) es aquella que minimiza a E,[n (7))
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Es costumbre extraer de F [n] la energ;ia de Coulomb y escribir

Gln] = Fln] - —ffd‘*’d"'—‘ir—}"—{r—rl (1.68)

usando esta ecuacién en la funcional fundamental de la energia (1.67) queda

fd_r’u{r n(r}+2ffd"”d'_*ﬂ(r}n(r;}+{?[n] (1.69)

Se ha encontrdo conveniente dividir la funciona G |n] en dos partes

G [n] = Ty [n] + Ezc[n], (1.70)

donde T [n] es la energia cinética de un gas de electrones no interactuantes en su estado base,
con densidad n(7') ¥ el término Eg.[n] es llamado energia de correlacién e intercambio. Si

usamos la ecuacién (1.70) en la ecuacién (1.69) queda

E ()] = B+ f TP (P + (1.71)
3 [ e TR e ma ),

si omitimos el dltimo término, el problema de minimizar E, con respecto a n' seria idéntico
a la minimizacién de la energia de Hartree (ecuaciones(1.56)}), de ahi el nombre de energia de
correlacion e intercambio.

A continuacién deduciremos un conjunto de ecuaciones autoconsistentes cuya solucién nos dard
los autovalores y las autofunciones del sistema de N electrones en su estado base:
Consideremos un potencial de prueba +/(7') para una particula, el cual da lugar a una densidad
electrénica en el siguiente sentido:

Resolvamos la ecuacién de Schridinger para una particula:

[_j_m.”w + u’{‘F]] (7 = W(F) (1.72)

¥y tomemos:
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N
n(7) =Y () (1.73)

f=1
donde la suma corre sobre los N autovalores mds bajos.
De la ecuacién(1.72) obtenemos

Sei- (wlAl).

esto es

2
st;f = Z [ f d?*w"{?'}{—;;v?;u;r;(?] Al f ﬁ*m’*(?)v’(?’m(ﬁ] : (1.74)
que puede eseribirse como

Y =T+ j a7 () (F), (1.75)

despejando ‘ﬁ[n] de esta ecuacién y sustituyéndola en la ecuacién (1.71) obtenemos

E[n] = Ze;-fd“#u*{?)n’( }+/drw{r)n (1.76)
S— "{ (T
Efd 7 + Bec 0]
Ahora es necesario minimizar (1.76) con respecto a n'(7) sujeta a la constriccién:

f d7n(7) =N, (1.77)

realizando la variacidn obtenemos
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6E, [n] = (TN f d_’”‘w(?") (") - () (1.78)

—mévl(" ) =t — '( ) éExc[ ’]
~[av i (7 )+u(r)+fd S+ e

aplicando la condicién de minimo obtenemos que el v'( 7') que minimiza E, {n'] debe satisfacer

la condicién de autoconsistencia:

W(F) _, 8Ee[n]

V(7)) =o(T )+fd—" _+__+,‘+ W (7) + constante , (1.79)
donde
! N 2
n (7)) = |[T(7)". (1.80)
i=1

Si denotamos por ¢(7 ) la energia de interaccién clésica

¢(T) =v(T )+fd %(——r%( (1.81)

y definimos el potencial de correlacién e intercambio

6 Exe M

‘Uzc( r ) = W, (182)

entonces el potencial de prueba autoconsistente queda
V(T) = (7)) + vze(T).
Las ecuaciones:

ﬁ‘Z /
|27+ (7| ) = )
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N
n(7) = L) (1.83)
i=1

P () 5ﬂ%ﬂ

se llaman ecuaciones de Kohn-Sham (Ecuaciones autoconsistentes).
En la practica estas ecuaciones se resuelven haciendo la aproximacién de densidad local, vélida
para sistemas en los que la densidad varia suavemente; en esta aproximacion, la energia de

correlacién e intercambio estd dada por

B[] = f A7 52e(n( 7)) n(7), (1.84)

donde ec(n) es la energia de correlacion e intercambio por particula en un gas de electrones
de densidad uniforme n. En la aproximacién de densidad local, el potencial de correlacién e

intercambio esta dado por
12e(F) = o {eaeln(F)) (7))
rc = dn Ic b
esto es(10),

el P = il P +—n(?)%szc(n(?’)) (1.85)

Podemos aplicar la TFD, en el célculo de las autofunciones y autovalores del estado fundamental

de un metal, en este caso las ecuaciones de Kohn-Sham quedan?) :

h2
(-5 V2 +Vin + Vi + Vee)¥, 7 =5 ¥ 3 (1.86)
i o9 ’ i 2
R(F)= 3 |[¥ (T (1.87)
n¥

donde Vjon es el potencial externo debido a los iones, Vi es el potencial de Hartree ,V;. es el

potencial de correlacién e intercambio (que en la aproximacién de densidad local estd dado por
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(1.85)), en este trabajo, el potencial de correlacién e intercambio que se utiliza es el obtenido
con la parametrizacién propuesta por Perdew and Zunger(!?); & es el indice para los puntos en
el espacio-k y n es el indice de banda. Las ecuaciones (1.86) v [ 1.87) se resuelven de manera
autoconsistente con el programa elaborado por C.T Chan,David Vanderbit v Steven G. Louis
(11)



Capitulo 2

Apantallamiento en un Gas de

Electrones Libres.

Introduccion

El objetivo principal en este capitulo es calcular usando la teoria de la respuesta lineal,la
densidad de carga inducida por un protén en Aluminio, considerando a éste como un gas de
electrones libres e independientes. Se estudia el apantallamiento en un gas de electrones libres
y se revisan las dos teorias que se utilizan para obtener la funcién de respuesta dieléctrica del
metal: la teoria de Thomas-Fermi o aproximacién semicldsica y la teorfa de Linhard’® . En
el caso de la teorfa de Thomas-Fermi, la densidad de carga inducida se calcula a través de la
funcidn de respuesta y del potencial apantallado. En la teorfa de Linhard obtenemos la funcién
de respuesta de Linhard (7, 7') e introducimos la funcién de respuesta (7, T ) que nos
permite calcular la densidad de carga inducida conociendo sélo el potencial externo producido
por el protén. La funcién de respuesta x(7, 7 ), se calcula a partir de la funcién de respuesta
de Linhard x%(7, 7'), construyendo y resolviendo una ecuacién integral,
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2.1 Teoria General.

El fenémeno de apantallamiento es una manifestacién muy importante y simple de la interaccién
electrén-electrén en un metal. En este capitulo se considera el apantallamiento en un gas de
electrones libres.

Consideremos una particula con carga positiva (impureza) que se coloca en una posicién dada
en el gas de electrones y se mantiene fija ahi; la carga positiva atraer4 electrones produciendo un
exceso de carga negativa en su vecindad que reduce o apantalla su campo. Para estudiar este
apantallamiento es conveniente introducir dos potenciales electrdstaticos; el primero de ellos
que llamaremos potencial externo ¢** proviene inicamente de la carga positiva y satisface la

ecuacion de Poisson

~V2gh (F) = 4mp™H(T), (2.1)

donde p®*(7T) es la densidad de carga de la particula. El segundo potencial es el potencial
total ¢ que proviene de la carga positiva y de la nube de electrones que ésta produce a su

alrededor; asi ¢ satisface la ecuacién de Poisson

~V2(F) = dmp(F), (2.2)

donde p(7) es la densidad de carga total

p(T) = p°=(7) + o (7). (2.3)

De forma semejante a la teorfa de medios dieléctricos suponemos aquf que ¢ y ¢®* estdn

relacionados linealmente mediante una ecuacién de la forma

wﬂgﬁ:fd?%ﬁi?ﬁﬂ?& (2.4)

En el caso del gas de electones espacialmente uniforme, e( 7", 7' ) puede depender Gnicamente

sz 4 .« p— —pd
de la separacién entre 7 y T pero no de las psiciones absolutas 7 y T esto es,

(7, T )=¢T =T7), (2.5)
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sustituyendo en la ecuacién (2.4) queda

¢ (T) = / a7 - P, (2.6)

de aqui usando el teorema de convolucién obtenemos la transformada de Fourier de ¢=*(7)

o (7) = e(7)e(T), (2.7)

donde las transformadas de Fourier estdn definidas por

«(7) = [dT exp(~T - T)e(T), (28)

(7) = [ Grpd T enliT - F)e(T), (29)

con ecuaciones similares para ¢ y ¢**. La cantidad ¢(q¢") dependiente del vector de onda ¢
se llama funcién dieléctrica del metal.

Podemos reescribir la ecuacién (2.7) en la forma

1
«(7)

esta ecuacién establece que la g —ésima componente de Fourier del potencial total es igual a

7)) = o=H(7), (2.10)

la ¢’ —ésima componente de Fourier del potencial externo, reducida por el factor 1/¢(7).
Para calcular la densidad de carga inducida p™™® en el gas de electrones, por el potencial total
#, supondremos que éste es lo suficientemente débil de modo que g™ y ¢ estan relacionados

linealmente por una ecuacién de la forma

P (7) = e [T X(F - 7o), (2.11)

la cantidad x se llama susceptibilidad o funcién de respuesta dieléctrica del metal. Usando el

teorema de convolucién, en la ecuacién ( 2.11) obtenemos
P™(T) = Ex(@QH(T) (2.12)
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Para obtener una relacién entre la respuesta dieléctrica x y la funcién dieléctrica e, tomamos

la transformada de Fourier de las ecuaciones de Poisson (2.1 y (2.2), obteniendo

o= (q) = 4mp™"(7), (2.13)
7o(q) = 47p(T),

de aqui se sigue

(7)) = Lo(7), (2.14)
o(@) = Lo(@).

Por otro lado tomando la transformada de Fourier de la ecuacién (2.3) obtenemos

p(T) = p=(T) +p™(7),
esto es,
P =p(T) - P,

utilizando la ecuacién (2.12) en el lado izquierdo y las ecuaciones(2.14) en el lado derecho queda

s

Ex(@(T) = T (B(T) - ¢=+(T))
de aqui obtenemos
HT) = 7——F—=9"(T (2.15
(7) (1_4_%}{@) (7) )

comparando con la ecuacién (2.10) obtenemos



(T)=1- "l;zix{q} =1- g% (2.16)
esta ecuacion nos da la relacién entre ¥ v €.
Hasta aqui el estudio del fendmeno de apantallamiento ha sido exacto, salvo por la aproximacidn
que se hace al considerar que la carga externa es lo suficientemente pequefia para producir una
respuesta lineal en el gas de electrones. Sin embargo para calcular la respuesta dieléctrica y es
necesario hacer aproximaciones adicionales; para este fin las teorias mds utilizadas son las de

Thomas-Fermi y la de Linhard que se presentan a continuacién.

2.2 Teoria de Thomas-Fermi del Apantallamiento.

Para calcular la densidad de carga en presencia del potencial total o = ¢*=* 4 ¢, en principio

debemos resolver la ecuacién de Schrivdinger para un electrén

2
-;—mv%,{?} — ed(F)U(T) = el(7), 2.17)

y después construir la densidad de carga electrénica a partir de las funciones de onda de un

electrdn usando la ecuacion

pT)=-e 3 |7, (2.18)
i(ocupados)

donde la suma se realiza sobre todos los estados ocupados.
El método de Thomas-Fermi es una simplificacidn de este procedimiento, en este método la
relacién entre la energia y el vector de onda % de un electrén en la posicién T es
= 2.2

£ = "z—m — a7 (2.19)
esto es, igual al valor de la energia de electrones libres méds el valor de la energia potencial en
la posicién T .
La ecuacién (2.19) tiene sentido s6lo en términos de paquetes de ondas; como un electrén tipico

un metal tiene un momento h?;, la posicién tendrd una dispersién tipica al menos del
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orden de 1/kr por lo tanto en este método se requiere que el potencial varie suavemente en
la escala de una longitud de onda de Fermi; en términos de componentes de Fourier 7', esto
significa que los cdlculos de x(g) serdn vélidos para q << kg,

La densidad de carga inducida p™¥(7) es

FM(T) = —en(T) +eno (2.20)

donde n(7) es la densidad numérica del gas de electrones en presencia del potencial ¢(7) y
rng es la densidad numérica del gas de electrones libres.

Para calcular n(7) usamos la expresién para la densidad numérica de electrones dada por la
teoria de Sommerfeld (ec(1.32))

(7= [ (221)
B

donde la energia ¢ estd dada por

esto es

4% exp B(EE — ep(F) — p) +1

n(F) = (2.22)

donde 3 = J:T:’P :
Denotemos con ng el valor que toma la densidad numérica electrdnica cuando ¢** y en conse-

cuencia ¢ se anulan esto es

dk 1
= 23
ﬂ{l-l:ﬁ} 4-?;'3 expﬁ(“z,f = #) +1 {2 }

Asf de las ecuaciones (2.20) ,(2.22) y (2.23) obtenemos
PUT) = —e[nolu +ed( 7)) — no(p)] (2.24)



esta es la ecuacidn basica de la teoria de Thomas-fermi no lineal.

En el caso de la respuesta lineal, las ecuaciones contienen sélo términos de primer orden en ¢,

asi, desarrollando el lado derecho de la ecuacién (2.24) hasta primer orden en el potencial (7))

obtenemos

p(T) = —e [mo(u) + F2eA(T) + .~ naln)

on
62 —0

ind —\ _ _
P () B

o(7)

Tomando la transformada de Fourier de la ecuacién (2.25) obtenemos

p™(T) = -2 29(T)

op
comparando las ecuaciones (2.26) y ( 2.12):
—y a'“0

si definimos el vector de onda de Thomas- Fermi ?0 de manera que:

k% = 41reza—nq
op

entonces la funcién dieléctrica queda:

(T)=1+3

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Consideremos el caso en el que la impureza es una carga puntual e, el potencial externo es por

lo tanto
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o=(7) =1, (231)
tomando la trnsformada de Fourier
ert == —= o e
& {ql=fdfﬂtpt—=q i
obtenemos
et i—y e
¢ {QJ=E;.—- (2.32)

Usando las ecuaciones (2.30) y (2.32) en la ecuacién (2.10) obtenemos el potencial total ¢(7q )

1 drwe
AT) = —
1+5 ¢

que puede escribirse como
dre

=q_a+—kg-.

Invirtiendo la transformada de Fourier obtenemos el potencial total en funcién de la posicién

o(q) (2.33)

- d oy e M
"ﬂr}:/ﬁf‘hriﬁexph?- r}aﬁg,

esto es

o(7') = = exp(—kor), (2.34)

esta expresion que se conoce como el potencial apantallado de Coulomb, es igual al potencial
de Coulomb multiplicado por un factor que decae exponencialmente y que se hace despreciable
a distancias mayores que 1/ky.

Segiin la teoria de Sommerfeld para un gas de electrones libres, en el caso de temperaturas
T << Tp se cumple que % es igual a la densidad de estados g(er) en la energia de Fermi,
esto es



dnp mkp
T = aler) = T, (235)

sustituyendo en la expresion para k3 (ec(2.29)) obtenemos

e*m. kg

B =450~ (2.36)

T

Usando las ecuaciones (2.25), (2.34), (2.35) y ({2.36) podemos calcular la densidad de carga

inducida
mkp. | e e‘m k
inde—+y _ _2,MKF, | € » i
pPH(T) = e(gz;r—gl{rexp( A5 ) "H
en términos del radio de Bobr ag = #? /me® queda

P‘M{?}=—%[§EﬁP(' 2 )]

ademds e = +/2ag Ry asi

.Fd
N 7) = —% ST s f ") : (2.37)
De acuerdo a esta ecuacidn, en puntos cercanos a la impureza (r — 0], el valor de la densidad
de carga inducida tiende a infinito, en tanto que para puntos muy alejados de la impureza
(r — o), el valor de la densidad de carga inducida tiende a cero'®!. Este comportamiento se
ilustra en la figura 2.1 en el caso particular del a]uminié‘ para el cual el vector de onda de Fermi
tiene magnitud kp = 1.75 (4°)~1.

2.3 Teoria de Linhard del Apantallamiento.

En la teorfa de Linhard, partimos de la ecuacidn de Schridinger (2.17) para un electrdn, e
imponemos desde el principio la condicién de relacién lineal entre la densidad de carga inducida
y el potencial total ¢, asi{ en este método a diferencia del de Thomas-Fermi no se hace la

aproximacion semicldsica que requiere que el potencial ¢(T ) varie suavemente.
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Figura 2-1: Densidad numérica inducida en Al, en funcién de la distancia a la impureza,
calculada con la teoria de Thomas-Fermi



La densidad de carga electrionica estd dada por

p(T) = p%(7) + ™ 7), (2.38)

donde p°(7') es la densidad electrénica del gas de electrones cuando no hay carga externa
presente, esto es en el estado base,
Por otro lado la densidad de carga electrdnica también estd dada por

o(7) = =2 Y frz [0, (2.39)
T

donde f|T;'|. ez la distribucién de Fermi en equilibrio y el factor dos se debe a que hay dos valores
del espin por cada vector de onda s

2
Para calcular )II'}-;{ 'r"}f utilizamos la férmula de teoria de perturbaciones a primer orden en

el potencial ya que estamos considerando respuesta lineal

1 0 0
‘Ifr = WET + z E—_—_—E—_—[\I-'-E-,,V @%}w?n {24[}}
= C|E| gl
donde

Sustituyendo la expresién de ¥4 dada por la ecuacién (2.40) en la ecuacién (2.39) para la
densidad de carga electrénica p(7") v despreciando términos de orden ¢? obtenemos:

41



p(T) = zerm(rp“ I* ~ 2 /7, (PL,.V vL)0l. %
T U Y
—2ez~—£~—{~1ﬂ V)t e,
i T

considerando que
s i) 2
pol T }= _2‘:2;‘?] ]w‘};” 1
&
queda

= S
p(T) = p(7)-2 3 — 18—
Ei=r — E,7*
5 I&] [ &’

fITI ] 0 A 0
~2e Yy — =L (9%, v 9% ek el

= 5% T S

0 ] 0*
(9%, V ¥2) 9%, 9%

"

de esta ecuacidn y de la ecuacién (2.38) obtenemos

p'nd{?] = —EEZ m{@k” }‘FB 'Fﬂ'
fIH
T eﬁi-] — &7

=
(0%, V 2wl

que puede escribirse como

fizi -

%1~ &%y

P(T) = e fd""{EE
si definimos la funcién de respuesta de Linhard como
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k| E! — o
FEP=ay 'w“( PV (P (79, (7),

entonces la densidad de carga inducida queda como

PT) = [ 7T, AT
En el caso de electrones libres la funcidn de onda no perturbada es

— 1 a3
i!"?[r =-{;}-exp(—tk 7,

sustituyendo en la ecuacién (2.42) para la densidad de carga inducida obtenemos

R f—q_f_.!
T = fd""{ﬂ &~ /I® |%

exp(—i(k -k :-- 7)expli(k - k') 7)o(T),

5E) THY

tomando la transformada de Fourier obtenemos

indp—»y _ d& fie—y1 ~fiwaw) -
p Eq}—e?(— o EE ) (7)),

de aqui obtenemos

Dty _ _ E‘E“fli * ‘f]k+%iﬂ
x(7q) o {k 7

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Para una derivacién detallada de la funcion de Linhard (ecs. (2.43) y (2.47)), ver Apéndice A.

A continuacién se calcula ¥%(77') cuando la temperatura es T = 0°K. Como g = ﬁ%‘:

reescribir el denominador del integrando de la ecuacién (2.47) como

B —
¢ E O ==l g~ ey
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-

27) = dx fr-ym e
:

3 >
S O

que puede escribirse como:

si hacemos los cambios de indices k — ?+%‘q’y % — ?—%—g'enelpﬁmemysegundﬂ
término del integrando respectivamente obtenemos:

fm  Iw

X(T) = g5 [ dF (— )

T S 2ew S T ETE

haciendo el cambio de indice k — —F en el primer término del integrando queda:

s —_— .f,_ fl'_
(@) = g5 [dF (— 22— - —TEL

£ —E £ =
|=E| =E+7 I®=7 Eﬁ‘r

ademads como f— = f— . = Rt :
I%) = fictp &%) S 7Y Smren) =7 eda:

2f—
T) =1 fdk———'*'
43 -7
usando coordenadas polares esféricas obtenemos:
=y
x(q)= ff (Ekqmsﬂ— g:lkzaenﬂdkdﬂ

como T = (0°K se cumple:



frg =1sik<kr

f]—]?[:OSlk>kF

ke k2send
7r2h2 / / (2kgcos @ — qQ)dkdB

evaluando estas integrales obtenemos

1+ 5%
00— q 2kp
x(q) = 2(——+—111i 5
n2h 8 |1- 5%
o S
+kF1 2y ~ 1 ),
Ky
haciendo el cambio de variable
3:: -_q—.
2kr
obtenemos finalmente
Gy _mkpodl | 1—g 1+:::‘

(2.48)

A continuacién calculamos el potencial total en la teorfa de Linhard. Para calcular el potencial

total ¢, usamos la ecuacién (2.15)
HT) = 0™ (T),
(1-4x(2)
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en este CASO

47e
1.
q
asi
dre

AT = Z et

tomando la transformada de Fourier inversa y usando la ecuacidn (2.48) con z = g/2kp obten-

emos
il 1 gsen(qr)
7T )= ) 33.*"? =
I @ (+ an(aerh+ =22 )
usando coordenadas polares esféricas obtenemos:
W7 =2 [a mentar (249)
r (qﬂ +4?r{:r"kﬂ§)[% + l:.g_ﬁthl};—:g;])

2.4 Ecuacién Integral para la Funcién de Respuesta x(7, 7).
Como se vié en la teoria de Linhard, la densidad de carga inducida estd dada por
(7 =& [ dTIOF, )6

donde
7)) = ¢*(T") + ¢™(T)

es el potencial total.
Como

md{. }_" ‘ﬂd{r}:
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_vw)

donde V(7") es la energia potencial total obtenemos

w(F) = [dFOF, FWVE) (2.50)

Ahora buscamos una funcién de respuesta y(7, 7') tal que

(7)) = f 7T TV (2.51)

de las ecuaciones (2.50) y (2.51) se sigue
[a @ TR = [aT 0@ T,

considerando ademés que

V() = f d“*”——ﬂw{ ?.,},_. (2.52)
obtenemos:
ﬂ'
X7 ) =07 )+ o [arXTe T ), ey

esta es una ecuacion integral para la funcién x(7, 7") (apéndice B).

Introduciendo la representacidn de Fourier

X7, 7)) = Z exp(iq - T)exp(—iq" - 7' )x(q, T") (2.54)

—p_”.

donde V es el volumen que ocupa el gas de electrones, y considerando la condicién de homo-
geneidad del gas de electrones libres



obtenemos la transformada de Fourier de la ecuacién (2.54)

4re?x (T )x(T
K(7) = 0(7) + ELIT),
(apéndice C) de aqui obtenemos finalmente
0r—=
— X
x(q) = (9) (2.55)

1-#250(7)

esta ecuacion da la funcién de respuesta x(¢') en términos de la funcién de respuesta de Linhard
0f—

x (7))

Para calcular la densidad de carga inducida p™¢(7")

partimos de la ecuacion
P(T) = Ex(T)6(T),
usando la ecuacién (2.55) queda

pind(—(j») . XU(?) qbea:t(?)

o ]
1-#250(7)

cuando la impureza es un protén con carga e el potencial externo es

4dme
™ (q) = Z’

4rex’(q)
¢ — ame?x2(q)’

pPrT) =€

para obtener p™¥(7’) tomamos la transformada de Fourier inversa

; 1 4rex’(7)
ind— _ — c— 3y 2 X\ 9
p ( r ) - (271_)3 /d q BXP(I q r )6 q2 e 4ﬂ_egx0(—q->)9

usando coordenadas polares esféricas obtenemos
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; 1ge®x"( 7 )sen(qr)
B ‘1* L Amey ()’

haciendo el cambio de variable x = q/2kp queda

; Bkie [ 1ze*x°(q)sen(2kprz)
ind =+ _ 8kke 1ze2x°(g FT
)= 5 f = r dktz? — dwelX0(7F)

usando la expresién para x"(7) (ec.(2.48)) obtenemos

et =z 4z
iy _Bibe [0 1zoen(krra)( )G + 15 s |12 /[

T T4k a.,_q&gk_a}h“—_:'-:]gll*ml}

En la figura 2.2 se muestra la densidad inducida n'™¥(7) en funcién de la distancia r a la
impureza; como puede verse en esta figura, en puntos cercanos a la impureza (r — 0), el valor
de n™™(7") permanece finito y su valor decrece al aumentar la distancia a la impureza; a varios
angstroms de distancia a la impureza. la densidad de carga inducida presenta oscilaciones con
amplitud decreciente y longitud de onda A = 1.74° esto es A = A /2, llamadas oscilaciones de
Friedel(12).013)

Los resultados obtenidos al calcular la densidad de carga inducida con las teorias de Thomas-
Fermi v de Linhard presentan diferencias importantes. Como puede verse en la figura 2.3, a
distancias muy pequefias de la impureza el valor de n"™(7") dado por el método de Thomas-
Fermi tiende a infinito, mientras que en la teorfa de Linhard el valor de n"™(7) permanece
finito; por otro lado al aumentar la distancia a la impureza el valor de n*¥(7) es siempre
decreciente en la teorfa de Thomas-Fermi a diferencia de la teorfa de Linhard en la que se
presentan las oscilaciones de Friedel.
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Figura 2-2: Densidad numeérica inducida en Al, en funcién de la distancia a la impureza,
calculada con la teoria de Linhard. En la ampliacién de la gréfica, se muestran las oscilaciones
de Friedel
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Figura 2-3: Comparacion entre el valor de la densidad numérica inducida, obtenido con la teoria
de Thomas-Fermi y el que se obtuvo con la teord deLinhard.
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Capitulo 3

Funcién de Respuesta y Densidad
Inducida Tomando en Cuenta la

Estructura Cristalina del Metal.

Introduccién

En este capitulo, esencialmente introducimos la periodicidad del cristal en las funciones
de respuesta. Primero se obtiene la funcién de respuesta dielectrica de un metal (7, 'F”),
a partir del estado fundamental autocconsistente del sélido cristalino que se obtiene con las
ecuaciones de Kohn-Sham. Se ntroduce la funcién de respuesta (7, T ), que permite calcular
la densidad de carga inducida a partir del potencial externo producido por la impureza. Para
calcular x(7, ?"), constuimos y resolvemos una ecuacién integral. Finalmente se obtiene una
expresién para la densidad de carga inducida por una impureza en un metal considerado como
un cristal perfecto; esta expresién se utiliza para calcular la densidad de carga inducida por un

proton en Aluminio.
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3.1 Funcién de Respuesta x°( 7,7

Al estudiar la teoria del apantallamiento en el capitulo 2, obtuvimos que en elcaso del gas de

electrones libres e independientes, la densidad numérica inducida esta dada por (ec.(2.50))

Ring(7) = [ 47 3T, 7 Warr (7, (3.1)
donde
O, ) =2 S IR A g g, (Fen (79, (3.2)
% T EEY

y las funciones de onda en el estado base estan dadas por

V(1 = el E - 7. (3.9)

En el caso de un metal considerado como un sélido cristalino perfecto, las autofunciones ¥

en el estado base son las soluciones de las ecuaciones de Kohn-Sham (1.99), (1.100), en este

caso la funcién de respuesta queda

, 1Zb f f .. —3;
x"(?’,?’):_};rz _ﬁ",_s_’j,",w- (M O (7 (F)W, () (34)

— —
donde la suma sobre los espines esta implicitay k, k pertenecen a la primera zona de Brillouin

(1Zb). Usando la invariancia translacional del cristal podemos escribir

7,7 )=xT+R, 7 +R), (3.5)

donde ﬁ es un vector de la red de Bravais.

. . . '
Introduciendo la representacién de Fourier, podemos representar x°(7, ¥ ) como

(7T = 5 D el T - ) (7 T NT- T, (36)

—’—bf

donde V es el volumen del metal y el vector de onda ¢ satisface las condiciones de Born-von

Karman sobre un macrocristal conmensurable con la celda unitaria de la red de Bravais (ec.
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(2.45)). De la misma manera

of

—s!

esto significa, que el vector § — ¢ es un vector cualquiera de la red reciproca esto es:
? - ?' ks G I
o bien

7' =7+G. (3.8)

Usando la ecuacién (3.8) en la ecuacién (3.6) queda

' 1 " - ” o 1 ' '
T T) =g LD exp( 7 D exp(—=i(T+G)-FNAT-THE). (39
el
Para expresar la ecuacién (3.9) en forma mas simétrica, redefinimos el vector q

T=%+G, (3.10)

donde el vector de onda & pertenece a la primera zona de Brillouin . Sustituyendo (3.10) en

(3.9) queda

1Zb — oy . ,
X7, 7)) = %E Z exp(i( k +6)-r)exp(—i(k +5+E’)?’)
* G’

(X +C, k+G+3G),
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1Zb

L) = =3 5 epl(F +G) 1 exp(—i(F + G +G)- 7

) = o=
VI éo

xx"(k+G, k+G+ @),
haciendo
@G+G)-7,

obtenemos

1Zb

P77 = %Z Y exp(i(k + C) - 1) exp(~i(k + C) -

— ==

kE GG
—> - ’
x Xk +C,k+G),
si introducimos la notacién

— =

Xk +G &k +G)=xG(F),

queda(l®)

1 1Zb

XO(?a ?’) = ‘72 z
7 @¢

q

(3.11)

exp(i(T + G) - 7) exp(~(T + G ) 7') x5z (T).

Para determinar los coeficientes X%"E" (7') tomamos la transformada de Fourier de la ecuacién

(3.11) obteniendo (apéndice D)
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X%ﬁi(?) . —é,—/d?’{ (8.43)

[T expl=i(T + G) - 1 expli( T + ) - 7) x°(F, 7))

Por otro lado las soluciones ¥ - de la ecuacién de Kohn-Sham pueden escribirse segin el

v

teorema de Bloch en la forma

Ve (T) = \/—e:cp(i??)u;n(?), (3.13)

donde la funcién "’Tc’,n(?) es tal que

=y
U?’n(? + R) = u?,n(?)’

usando las ecuaciones (3.13) y (3.4) en la ecuacién (3.12) obtenemos (apéndice E)

2 Bt~ g

%@ = LT o 14

—E& =
< F,n|exp(—i E’+6) FlE+ 70

ekn k+74g,n

AR

donde 7 denota el operador asociado con 7. En la evaluacién de los elementos de matriz de la
ecuacién (3.14), los estados de Bloch pueden expresarse en una base arbitraria, no necesaria-
mente en una base de ondas planas!® . En este trabajo se utilizé una base localizada, en la

cual la representacion de las funciones de onda ‘I‘rﬂ('?) es

V() = 3 al(k,n) 6g,(7), (3.15)

donde:



= _exp (% - R) fi(7 - B),
T?'

ﬁ'i .

y las fi(7 — ﬁ) son funciones localizadas en los sitios de los iones(!V).

Como se vi6 en la teoria del apantallamiento, la densidad numérica inducida estd dada por

s f AT, 7)) Vg s(7), (3.16)

!

en el caso del gas de electrones en presencia del potencial cristalino, x°(7, ') estd dada por

la ecuacién (3.11) y el potencial efectivo es

Vert(T) = Vear(T) + Vina(T), (3.17)
donde
m.d T Uze 1 — — —/
Vina(7) = &? fd [-+ (—w)] +dnci(_r+,)n‘"d(" (T -7, (3.18)

y Veﬂ(?) es el potencial producido por la impureza.

3.2 Funcién de Respuesta x(7, 7 ).

Ahora buscamos una funcién de respuesta x(7, 7 ) que permita obtener la densidad inducida

n™(7) a partir del potencial externo Ver¢(7), esto es

M(?) = jd?IX(?a ?}’)Vezt(?) (3.19)

De las ecuaciones (3.16) y (3.19) se sigue

JaF T Warr(7) = [ a7 X(F, 7 Wt 7,

y de aqui obtenemos (apéndice F) una ecuacién integral para x(7, 7 )
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X(7, 7 ) =x(7, 7)) + / 77 / a7, AWV ). 7Y, (3.20)
donde:

1 dvze — —
= ?_2,} dn()(;'_;;) 5(7‘1 9 )] : (3.21)

V(ﬁv F;) == 62 [17‘_}

Para resolver la ecuacién integral (3.20) es conveniente tomar su transformada de Fourier, para

este fin introducimos la representacién de Fourier de x(7, 7)
! 1 7 - —t ’ '
x(7,T) = v D> exp(iq - r)exp(-iq - T )x(T, T ) (3.22)
T 7

y consideramos la invarianza translacional del cristal perfecto

’

W7+ R, 7 +R)=x(7,7"). (3.23)

Mediante un procedimiento similar al utilizado en el caso de XO(?, ?’) , se obtiene ahora a

partir de las ecuaciones (3.22) y (3.23)

; 1 1Zb Ay
X7 7)) = ¢ T exp(T+C)-7) (3:24)
T

exp(~i(T + G) T )xge (T),

tomando la transformada de Fourier de esta ecuacién obtenemos

xge(T) = \—1, f dr f d7'{ (3.25)
exp(—i(T + G) - 1) exp(i(T + G)- 7 (T, )}

Con ayuda de las ecuaciones (3.24) y (3.25) obtenemos {apéndice G) la transformada de Fourier
de la ecuacién integral (3.20):
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xza( D) =x52(T)+ D xow(TWarg,(Oxge (T); (3.26)
] rai e — .6 1,G2 2,

5; Ga

donde

Varz,(T) = % f dr{ f d7 2 {exp[~i(T +G1) 1] (3.27)
V(7, 73) expli( T + Ga)- T2}

3.3 Densidad Inducida n™ (7).

Una vez que se obtienen los coeficientes xﬁ.ﬁf('q") resolviendo numéricamente el sistema de
ecuaciones lineales (3.26), es posible calcular la densidad numérica inducida n™(7) en el

metal, que. segiin la ecuacién (3.19) estd dada por

(7 = f T (T Wasel 7).

Usando en esta ecuacién la expresién de x(7, 7 ) dada por la ecuacién (3.24) queda

. 1 126 -
(7)) = [aF' 5 Y 3 {ewli(T+C) 1)
T Ea

xexp(~=i(T + G ) T )xga (TWeat(T)},

esto es,
. 1 12b -
(7)) = o3 Y (xge(Texp((T +G)- ) (3:28)
T 77e’

f 47" exp(—i(T + G )+ 7) x Vear[ 7))
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En este trabajo, la impureza es un protén cuya carga es e, que permanece fijo en una posicién

7o ; el potencial externo es en este caso

Vs (7 dk FoRk (7 - 7)) 3.29
e:zt(r ) l'r _T()l 271_2 2 k] (‘ )

sustituyendo esta expresion de Vi (7 ) en la ecuacién (3.28) queda

2 1Zb

n(T) = oY Y Ixge (T epli(T + G )
7 ¢g

[ o7 aplei(r + @) 7) [aREE =T,

esto es,
) 2 12b ST
T = gL 3 Ixap(T)enl(T+0) o7} f el )
£,
[d,r exp(—i(q + @ - —k—})-?”)},
pero
/d?” xp(-iF 4T = T P)=@n%T+T -%)
asi
) 71'62 1Zb
() = TEY S {xgp(T)ewli(T+ C) 1)
7 o
JaweRt ”‘ Stk )5 @ - R
esto es,



) ’ ---—v}
Ame? 128 pl—i(q + G ) - To)

(7= TS T e (Dewi(T+G)
7o T+7
que puede escribirse finalmente como
) - Ar 2 1Zb
T dd
e expli(T + T) - T expl=i(T + T) 70
Xaﬁ,(q)exp(z(q ) _,;) exp(, ;(q ):To)y
7+

Esta ecuacién nos permite calcular la densidad inducida usando los elementos de matriz

Y e dred (¢") obtenidos de (3.26), los resultados se presentan en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Resultados del Calculo de la
Densidad Inducida.

Introduccién

En este capitulo se presentan y se discuten los resultados del cdlculo de la densidad inducida
n*"4(7) dada por la ecuacién (3.30)

Se determina la convergencia de n*™¥(7") como funcién de el nimero de vectores de la red
reciproca utilizados en el cdlculo. La densidad inducida se calcula a lo largo de diferentes
direcciones del cristal y para diferentes posiciones de la impureza, para estudiar la influencia
de la estructura cristalina sobre n*™(7’). Para estimar el efecto de la estructura cristalina del
Aluminio en el valor de n'™(7"), se calcula ésta a partir de la ecuacién (3.30) sin incluir los
efectos de correlacién e intercambio (RPA) y el resultado se compara con el obtenido en la Teorfa
de Linhard.. De la misma manera el resultado obtenido en RPA. se compara con el obtenido con
la aproximacién de densidad local (LDA) para estimar los efectos de correlacién e intercambio.
Finalmente para determinar el efecto del campo local, se calcula n*¥(7") considerando sélo los
elementos de matriz Xa@(?) que estan sobre la diagonal (6 = 6’) y el resultado se compara

con el obtenido cuando se incluyen en el cdlculo todos los elementos de matriz Xg g (7).
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---- Ec=7.4Ry
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Densidad Inducida (A)-3

Distancia al origen (A)

Figura 4-1: Convergencia de n*™(7) como funcién del nimero de vectores 6, a lo largo de la
diagonal de una de las caras del cubo. El origen esta colocado sobre la diagonal, en uno de los
vértices, la impureza también est4 sobre la diagonal a una distancia ro = 0.7d, donde d es la
distancia entre el vértice y el centro de la cara. La flecha indica la posicién del dtomo de Al,
en el centro de la cara.

4.1 Convergencia en el Célculo de n™(7").

La precisién del resultado obtenido al calcular la densidad inducida n*™¥(7"), depende segin
la ecuacién (3.30) del nimero de capas de vectores de la red reciproca que se utilizan en el
célculo, a su vez este nimero de capas depende de qué tan localizadas estan las funciones de
onda tIl—f,n. Se acostumbra a fijar este niimero de capas mediante la energia de corte E. = "?WGQ
(tabla 4.1). En la figura 4.1 se muestran los resultados obtenidos al calcular n*™(7"), a lo largo
de la diagonal de una de las caras de la red f.c.c. del aluminio utilizando un nimero creciente

de capas; las curvas muestran claramente la convergencia de la serie (ec (3.30)). La energia de

corte necesaria para obtener esta convergencia es 10.7 Rydbergs aproximadamente.



E. (Ry) Capa N°de G H?” ()

0 0 1 0

2 1 8 V3
2.7 2 6 2
5.4 3 12 V8
7.4 4 24 V11
8.0 5 8 V12
10.8 6 6 4

Tabla 4.1; Nimero de vectores G en
las primeras capas de la red reciproca y energias de corte E,

correspondientes: a es el pardmetro de red del Aluminio

4.2 Dependencia de la Densidad Inducida con Respecto a la

Posicién de la Impureza.

El valor de ni™(7) depende segiin le ecuacién (3.30) de la posicién 7o de la impureza. El
analisis de los resultados obtenidos para ni™¥( 7" ), se hace en términos de la densidad electrénica
en el estado base del Aluminio. Como puede verse en las graficas que se presentan en cada caso,
el valor de la densidad electrénica va desde el minimo que se presenta en la vecindad inmediata
de los sitios de la red, aumenta en la regién comprendida entre dos dtomos, hasta el valor
méximo que se presenta aproximadamente a un angstrom de los sitios de la red. En la figura
4.2 se presentan los resultados obtenidos al calcular la densidad inducida, a lo largo de la
diagonal de una de las caras de la red f.c.c. del Aluminio, para diferentes posiciones T o sobre
la diagonal. Es claro que el valor miximo de n*™(7’), se presenta en la vecindad de To; el
tamafio y la localizacién exacta de estos maximos depende de la distribucién electronica del
Aluminio en el estado base (fig. 4.3), alrededor de 7 ¢. El minimo local que se presenta alrededor
de r = 2.86A4°, se debe a la presencia del 4tomo de Aluminio en el centro de la cara; como
la densidad numérica electrénica en el estado base es muy baja en este punto, la atraccién

que ejerce la impureza sobre los electrones que estdn en la vecindad de este punto, provoca
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Densidad Inducida (A)-3

Distancia al origen (4)

Figura 4-2: Densidad numérica inducida n'™(7") a lo largo de la misma direccién que se
muestra en la figura 4.1, el cdlculo se realizd para cuatro posiciones diferentes de la impureza
colocada sobre la diagonal de la misma cara; las flechas indican las posiciones de los 4tomos de
que la densidad numérica total tenga un valor menor al del estado base. Cuanto més cerca
estd la impureza del dtomo central, la interaccion coulombiana es mas intensa, haciendo mas
pronunciado el minimo local alrededor de r = 2.86A° . En cada caso, al aumentar la distancia

del punto de observacién T a la impureza, aparecen las oscilaciones de Friedel.

4.3 Densidad Inducida a lo Largo de Diferentes Direcciones del
Cristal.

Debido a que en un cristal existen direcciones que no son equivalentes, se espera que la densidad
inducida sea diferente a lo largo de ellas.
Para ilustrar estas diferencias se calcula la densidad inducida para tres direcciones diferentes
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4
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Figura 4-3: Densidad numérica electrénica en el estado base del Aluminio, a lo largo de la
diagonal de una de las caras del cubo. El origen estd ubicado sobre la diagonal de la cara, en
uno de los vértices.
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Figura 4-4: Densidad numérica inducida n'™(7") en funcién de la distancia a la impureza, a lo
largo de la diagonal de una de las caras del cubo. La impureza estd colocada sobre la diagonal
a una distancia rg = 0.7d de uno de los vértices de la cara.

del cristal, con la impureza colocada en los tres casos sobre la diagonal de una de las caras a
una distancia ry = 0.7d de uno de los vértices del cubo, donde d es la distancia del vértice al
centro de la cara:

En la figura 4.4, se muestra el cdlculo de n'™(7’) a lo largo de la diagonal de la cara sobre
la que esta la impureza. Como se ha visto, en este caso la densidad inducida toma su valor
méximo alrededor de ry = 0.7d, presenta un minimo local en r = d y aparecen las oscilaciones
de Friedel a distancias mayores que d.
La figura 4.5, muestra el cdlculo de n™¥(7’) sobre la misma cara, pero a lo largo de la recta
que es perpendicular a la diagonal y que pasa por el punto en el que esta colocada la impureza.
En este caso también el maximo de n'(7') se localiza en la vecindad de la impureza, pero

a diferencia del caso anterior, no se presenta ningtin mfnimo local, ya que no hay atomos de

Aluminio sobre esta recta, se presentan también las oscilaciones de Friedel. En la figura 4.6, se
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Figura 4-5: La impureza est colocada en la misma posicién que se muestra en la figura 4.4. La
densidad numérica inducida ﬂi“d(?), fue calculada sobre la misma cara, a lo largo de la recta
que pasa por la impureza y es perpendicular a la diagonal.

muestra la densidad electrénica del estado fundamental en esta misma direccién.

En la figura 4.7, se muestra el valor obtenido al calcular n'™(7"), a lo largo de la recta que
es perpendicular a la misma cara y que pasa por la impureza. El méaximo se localiza en la
vecindad de la impureza, no se presenta ningiin minimo local, ya que tampoco sobre esta recta
hay dtomos de Aluminio, al aumentar la distancia a la impureza se presentan las oscilaciones de

Friedel. En la figura 4.8, se muestra la densidad electrénica del estado base en esta direccién.

La densidad inducida calculada en estas tres direcciones, presenta oscilaciones con amplitud
decreciente en los tres casos, sin embargo, el perfil a lo largo de estas direcciones es notablemente
diferente y en ningin caso, tiene la regularidad de las oscilaciones obtenidas con la teoria de

Linhard para el gas de elctrones libres.
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Figura 4-6: Densidad electrénica en el estado base del Aluminio, calculada en la misma direccién
que en la figura 4.5. La distancia se mide desde el punto que ocupa la impureza en la figura
4.5.
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Figura 4-7: La impureza estd colocada en la misma posicién que en las figuras 4.4 y 4.5, pero
la densidad numérica inducida n*™(7"), se calculd en este caso a lo largo de la recta que pasa
por la impureza en direccién perpendicular a la misma cara.
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Figura 4-8: Densidad electrénica en el estado base del Aluminio, la direccién es la misma que
la de la figura 4.7.
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Figura 4-9: Densidad numérica inducida n*™4(7') en funcién de la distancia a la impureza, a
lo largo de la diagonal principal del cubo. La impureza estd colocada en el punto medio de la
diagonal.

Ahora calculamos la densidad inducida a lo largo de otras dos direcciones y otras dos posiciones
de la impureza en el cristal:

En la figura 4.9, se muestra el valor de n™™(7"), a lo largo de la diagonal principal del cubo,
con la impureza colocada a la mitad de la diagonal; para esta misma direccidn se presenta
en la figura 4.10, la densidad electrénica en el estado base . La figura 4.11, muestra el valor
de n*™(7') a lo largo de una de las aristas del cubo, con la impureza colocada a la mitad
de la arista; la densidad electrdnica del estado fundamental se muestra en la figura 4.12. En
ambos casos, el mdximo de n™™¥(7') se localiza en la vecindad de la impureza, y al aumentar
la distancia a ésta, la densidad inducida oscila con amplitud decreciente, pero los perfiles son
diferentes.
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Figura 4-10: Densidad electrénica en el estado base del Aluminio, a lo largo de la diagonal
principal del cubo. La distancia se mide desde uno de los extremos de ladiagonal.
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Figura 4-11: Densidad numérica inducida ni™¥(7"), a lo largo de una de las aristas del cubo.
La impureza estd colocada en el punto medio de la arista.
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Figura 412: Densidad electrénica en el estado base del Aluminio, a lo largo de una de las
aristas del cubo
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4.4 Efecto de la Estructura Cristalina en el Valor de n™(7).

Los resultados que acaban de presentarse, muestran que el valor de ni"d(?), depende de la
posicién de la impureza y de la direccién del cristal a lo largo de la cual se calcula; esto se debe
a la no uniformidad de la densidad electrénica que resulta al considerar el poencial periédico
de los iones.

Para estimar el efecto de la estructura cristalina, calculamos n*™(7) en presencia del poten-
cial cristalino, pero sin considerar los efectos de correlacion e intercambio (RPA) y comparamos
el valor, con el que se obtuvo en la teorfa de Linhard. Los cdlculos se realizaron en dos direc-
ciones: a lo largo de la diagonal de una de las caras y en direccién perpendicular a la cara; en
los dos casos la impureza se colocé sobre la diagonal a una distancia rq = 0.7d de uno de los
vértices. Los resultados se muestran en las figuras 4.13 y 4.14. Como puede verse, a distancias
de la impureza menores a 3A, los valores de obtenidos con la teoria de Linhard y con la RPA
son del mismo orden de magnitud, aunque el valor dado por la RPA depende de la posicién
de la impureza; a distancias mayores, el valor de n'™¥(7) dado por la RPA es un orden de
magnitud mayor que el valor dado por la teoria de Linhard, esto es, el efecto de la estructura
cristalina, se vuelve muy importante a distancias de la impureza, comparables al pardmetro de

la red.

4.5 Importancia de los Efectos de Correlacién e Intercambio en

el Valor de n™(7).

Para estimar los efectos de correlacién e intercambio, comparamos el valor de ni™(7") obtenido
usando la RPA con el valor obtenido en la LDA, para dos direcciones del cristal: a lo largo de la
diagonal de una de las caras (fig. 4.15) y en direccién perpendicular a la cara (fig. 4.16). Como
puede verse en estas dos figuras, los efectos de correlacion e intercambio son més notables a lo
largo de la diagonal de la cara (en la vecindad de los 4tomos) que en direccién perpendicular
a ésta.Este resultado se debe al alto valor del potencial de correlacién e intercambio que da la

parametrizacién de Perdew-Zunger cerca de los dtomos del cristal.
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Figura 4-13: Efecto de la estructura cristalina en el valor de »*™(7'), a lo largo de la diagonal
de una de las caras del cubo. La impureza estd colocada sobre la diagonal, a una distancia

rp = 0.7d de uno de sus extremos, donde d es la distancia entre un vértice de la cara y el centro
de ésta.
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Figura 4-14: Efecto de la estructura cristalina en el valor de n™4(7"), en direccién perpendicular
a la misma cara. La posicidn de la impureza es la misma que en la figura 4.13
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Figura 4-15: Influencia de los efectos de correlacién e intercambio en el valor de n'™(7), a lo
largo de la diagonal de una de las caras del cubo.La impureza estd colocada sobre la diagonal,
a una distancia rg = 0.7d de uno de sus extremos.
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Figura 4-16: Influencia de los efectos de correlacién e intercambio en el valor de n™( 7). La
posicién de la impureza es la misma que en la figura 4.15, pero n'™(7T") se calculé en este caso,
a lo largo de la recta que pasa por la impureza, en direccion perpendicular a la cara.
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4.6 Efecto del Campo Local en el Valor de n™( 7).

Para determinar los llamados efectos del campo local, se calcula n*™(F') considerando sélo los
elementos de matriz xﬁ‘ﬁr{ g’ ) que estan sobre la diagonal {E = Ef'} v el resultado se compara
con el obtenido cuando se incluyen en el cdleulo todoes los elementos de matriz X“ﬁ.a”f?)* Leos
célculos se realizaron en dos direcciones: a lo largo de la diagonal de una de las caras y a lo largo
de la diagonal principal del cubo. Los resulatados se muestran en las figuras 4.17 y 4.18; como
puede verse en estas figuras, estos efectos son mas notables a distancias de la impureza menores
a dos angstroms. En la figura 4.19, se muestra la densidad inducida calculada considerando
tinicamenta los elementos de matriz diagonales xﬁ_ﬁ{"q"] en las direcciones mencionadas. En
esta figura se observa, que a distancias de la impureza menores a 1.7TA, el valor de n™(7)
&8 el mismo en las dos direcciones , pero al aumentar la distancia a la impureza, el valor de
la densidad inducida cambia notablemente de una direccién a la otra. Esto significa que al no
incluir los elementos de matriz Xg. @ (§') que estan fuera de la diagonal, en el célculo de la
densidad inducida, se pierde informacién sobre las diferentes direcciones del cristal, en puntos
cercanos a la impurez, estos son los llamados efectos del campo local.
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Figura 4-17: Efecto del campo local en elvalor de n'™(7”), a lo largo de la diagonal de una de
las caras. La impureza esta colocada sobre la diagonal, a una distancia ro = 0.7d de uno de sus
extremos.
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Figura 4-18: Efecto del campo local en elvalor de n'™(7), a lo largo de la diagonal principal
del cubo. La impureza estd colocada en el punto medio de la diagonal.
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Figura 4;}9: Densidad numérica inducida n**¥(7’), calculada sin incluir los elementos de matriz
Xa a;( g ) que estan fuera de la diagonal: a lo largo de la diagonal de una de las caras con
la impureza colocada sobre la diagonal de la cara, a una distancia rp = 0.7d de uno de sus

extremos (curva continua) y a lo largo de la diagonal principal, con la impureza colocada en el
punto medio (curva punteada).



CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvo la densidad inducida por un protén en Aluminio, utilizando
respuesta lineal, a partir del estado fundamental autoconsistente del sélido cristalino.

La no uniformidad de la densidad electrénica al considerar el potencial periédico de los iones,
produce las siguientes diferencias importantes respecto a los resultados que se obtienen con la
teoria de Linhard que considera al metal como un gas de electrones libres e independientes:

1. El valor de la densidad inducida a una distancia dada de la impureza depende de la posicién
de ésta en el cristal.

2. La densidad inducida calculada a lo largo de diferentes direcciones del cristal, presenta
en todos los casos oscilaciones con amplitud decreciente, sin embargo el perfil que presentan
las oscilaciones es notablemente diferente de una direccién a otra y en ningin caso tiene la
regularidad de las oscilaciones obtenidas con la teoria de Linhard.

3. El valor maximo de la densidad inducida estd determinado fuertemente por el valor local de
la densidad electrénica en el estado fundamental.

4. A distancias de la impureza menores a 3A, los valores de la densidad inducida obtenidos
con la teoria de Linhard que supone un gas de electrones libres y con la RPA que toma en
cuenta la estructura cristalina pero desprecia los efectos de correlacion e intercambio, son del
mismo orden de magnitud, aunque el valor dado por la RPA depende de la posicién de la
impureza. A distancias mayores, el valor de la densidad inducida dado por la R.P.A. es un
orden de magnitud mas grande que el valor dado por la teoria de Linhard, esto es, el efecto
de la estructura cristalina se vuelve muy importante cuando las distancias a la impureza son
comparables al parametro de la red.

5. La influencia de los efectos de correlacién e intercambio en el valor de la densidad inducida, a
lo largo de direcciones del cristal que no pasan por sitios de la red es despreciable. Sin embargo
a lo largo de direcciones que pasan por sitios de la red, los efectos de correlacién e intercambio
son notables y su influencia es mayor en la vecindad de los 4tomos de Aluminio.

6. La contribucién de los elementos de matriz xz 5;(71’) que estdn fuera de la diagonal
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( Pel o+ ﬁ'), al valor de la densidad inducida es importante cuando las distancias a la impureza
son menores que a/2 (a es el parametro de la red ). Si no se incluyen estos elementos de
matriz en el célculo de la densidad inducida, el resultado que se obtiene en puntos cercanos a

la impureza, no depende de la posicién de ésta ni de las diferentes direcciones del cristal.

86



APENDICES

APENDICE A

Funcién de Respuesta de Linhard

La densidad de carga electrénica p(7') estd dada por

o(T) = p°%(7) +p74T). (A1)

Por otro lado, p(7') también esta dada por

— — 2
A7) =203 fiz [0 ()] - )
*
De la férmula teoria de la teoria de perturbaciones a primer orden

1

P = Po,
T

B [wi ,vw%.}-;-‘:?. (A.3)
k

donde
V = —ed. (A.4)

Sustituyendo la expresién de ¥+ dada por (A.3) en (A.2) y despreciando términos de orden ¢°
obtenemos

fie
= Z 0 Z [ k] 0 0yl e
¥ e [l i)
fe
1k 0 0y qe0= g0
—26 e = (@?,V‘FT}@?E’—-
7 Ik 7l



considerando que

pu{ Ti= —2&2}’1?] i‘l’%—r,
k

queda
— 0p—+ fTr'I 0 0 q0e
(7)) = p(r)-zez—_—-[w,,vw )05
T R
Ek Ly
fiw)

—2e Z

040

e .
= _EHI('I' VU2 ) ¥
T &%)

de esta ecuacién y de la ecuacién (A.1), obtenemos

e
PT) = -2y — L (2%, VOG22 ug
w7 E

f—f
—2e E _“‘!_(q;ﬂ' *],r"qir }r;rf"
E= —E
T7 K 17l

si hacemos el cambio de indices § — k ¥ usamos la ecuacién (A.4) queda

(7)) = 22y JEL

g
Tl

+(w,,¢~1r }w Sw],

—TEL (90, 000)90 %

esto es

PT) = ﬁe*zE_f'*' ((f 47 O (PN (7 F (T (T)

- g
I~ 5%

+ j - W (7)ol T (7 )W (795 (7))



L . ’ 3 =t —_’J # - ’
si intercambiamos los indices ¥ y k obtenemos otra vez los dos términos que estan entre

: . . . T ke
corchetes, pero el denominador €% "6 T cambia de signo, como ademés los indices & y k

kLo 71k
son mudos podemos escribir
ind/— —' e 2 f]?idfl;t?i O f —=2\1;0 1 =2\q1,0 7=\ 0% p =2\ oy =
p (r):/dr(?e Z = “'P-,?(r)@?(r)'lf—kt(r)\lf;,(r))(p(r
FEOIRL TR

Si definimos la funcién de respuesta de Linhard x°(7, 7")

L% (FYE(T) (T (T,

entonces, la densidad de carga inducida p™(7’) dada por (A6) queda

P(T) = & f 7307, VAT

En el caso del gas de electrones libres, la funcién de onda no perturbada es

V(7)) = —= exp(i

Y

sustituyendo en la ecuacién (A6) para p"¥(T") queda

Ty = [are 3 e i

F B g Bty =
FEOIRL TR

T exp(-=i(F = F') ) expli(F - F')- )87,

en términos de las componentes de Fourier ¢ , la densidad de carga p"™(7g’) es
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AT = [dFew(-i7T) [d7(

Iy —d, 7

| k] 1 L= A—

2¢? p _Erk!ﬁexp(—z(k—k) )
¥E RIS

que puede escribirse como

esto es
Foi—~ Ftp
| %] 1
nd;—> 2 | &1 ¢
p: (q) = 2 E_.E‘——*—E** (VO(?+?)‘—,C*:)
TECOIREL TR
[ exp(F - F)- 7)),
de aqui se sigue
: = fk fk
pmd(q) P Z Ikl Tk+7d] +7|
% T S+

“11? / a7 exp(i(k = (K + 7)) 7)e(7),
esto es

ffkl f!k+qi 1

pUT) = 2¢° E ==

= [47 exp(=iT - 7) (7,

%)
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pero

(=7 7)) o(7) = a(7),

T exp

—e

Iz~ fz-v

——}
q

L

1
_ 2
——26—_.

(T

k7|

E = — g
L

k

Te

Haciendo el cambio (

de aqui

esto es

Si:

V — o0,

entonces
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de aqui obtenemos finalmente

N gf-:?—wn_fr{?e-iﬂ-

R b e T (A9)
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APENDICE B

Ecuacién integral para la funcién de respuesta x(7, 7')

En la teoria de Linhard, la densidad de carga inducida estd4 dada por

P = [ a7 (T, 7o),

donde

O(T") = ¢=H(T) + 67T,

es el potencial total.

Como
() = —en™(T)
y: .
o7 =),

dondeV(7’) es la energia potencial total, de (B.1) obtenemos

nind(7) = ] a7, )W)

Ahora buscamos una funcién de respuesta x(7, T’) tal que

w7 = [ a7 TV,

De las ecuaciones (B.5) y (B.6) se sigue
[a @ TWEE) = [aThO @ TV,
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esto es

/d?, —) f-')r Ve:::t,( /d——w [] ’_—M [Ve:x:t(—¥i)+v1rui(‘-—¥l)]’

(7
yind( / A B w},),%

queda

[arx@ W) = [amnd@, mwe) +

& [aroem, =) [ar ZHTL

usando la ecuacién (B.6) en el dltimo término obtenemos

[dTFTWEE) = [and@ v +
_’ d—m
/d—r'ﬂXO( —)f / l _’”I

/d";!ﬂx(?ﬂ —F)m)Vezt(?m)
? :

esto es

/ d7' (T, 7))Vt f a7 (7, TVE(T) +

(T T)
/d /d""'ﬂf ?’”!

/d—ﬁ” —-'H'f, ?’”)V&‘Jﬂt(?’”l’),

que puede escribirse como
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[T @ TWET) = [ T +

(7, 71
/d’f‘l/di"2|r(1_’?2)l

/ AT x (T2, TWVE(T),

esto es

3
3

0(?’ ?‘-ﬂ) -

] ’)_X

fd?”[x(

0 ?) - = ty—t
fdrlfd ST, PV = 0,
i
como V¥ (7") es arbitrario se cumple:
X7, 7Y =07 ) - [ai [amia oy

de aqui se sigue

que es una ecuacién integral para x(7, 7).
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APENDICE C

Transformada de Fourier de la Ecuacién Integral para la Funcién de Re-
spuesta x(7, 7 ) de un Gas de Electrones Libres.

La ecuacin integral para x(7, 7 ) en la teorfa de Linhard es

X7, 7) =0 7+ [t [ a2l T, 7 (©1)

Ahora introducimos la representacién de Fourier

V=2 Y epli T T)exp(~iT" )T T, (C.2)
¥ Ta

como el gas de electrones es homogéneo se cumple

X(¥; T

X(F+ 707 +7o)=x(7,7), (C.3)
esto es
1 — — 3 — —f
5 X eali T (7 + Follapl~i7" - (F'+ Follx(7, 7)
TT
1 =il ekt . e
= v 2 =PiT T)exp(—i7 T (T, 7)),
i
de aqui se sigue
expli(7 — 7")- To) =1,
por lo tanto



asi la ecuacioén (C.2) se reduce a

X(7. 7)) = g Leli7 - (7 - 7)XT (C4)
T
De la misma manera obtenemos
— ! 1 5 ! —
X7, 7)== expliq - (7 - 7)IXUT), (C.5)
L 7

usando (C.4) y (C.5) en el segundo término del lado derecho de (C.!) obtenemos

7" .F}) /
deI /drz A (3, T)
Ty — T3

1
= dr = i AT T e
& [art [ rzvzﬁexp[:ql (7 - A@ ) g

1 . '
g L expliT2 (7 -~ 7 )x(@),
@
esto es

0/ — —>
# [art [ a2l T, )

E Xy [am | 4 ST - (7 = (@) expli Ta - (7F = 7))
V2 o e — — )
a g2

|71 — 72|

sustituyendo en (C.1) queda

(7T, 7F) = XO(_?? )+
e? — [ g explid - (7 — r)x°(al) expliq - (73 — ™ )x(%)
wZL [ [ "1 ’

7 -7)exp(iq’- 7"), e integrando con respectoa 7 y T obtenemos

multiplicando por exp{—i
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—

T exp(—iq - T )exp(iq’ - T')x

(-z» -—->")
7' exp(—iq - T)exp(iT’ - TI(T, T) +
Z dw—) d T )exp(z_" ——-n)

, ?/ jo

fdpexplﬁ g (7 — )X (@) expli T2 - (72 - T)Ix(@®)
: ’ |71 — 72

5% “\a"‘\-.
-QlM
\\

|

d

-

2

S

esto es:
Vx(7) = WZZ/dr /dr exp(—iqg - T )exp(iqg - T")
T @
[drfdr_,exp i@ - (7 - m)X@) expli T2 - (73 — 7)x(@&)
: ’ |71 — 73] J
como ¢ = ¢’ queda
Vx(q) = + 32 ZZ/dr /dr exp[—i T - (7 - 7)]

?

/dr /d__,exp[qu (7 - 1‘1)3(0?2'1’)33(?[142 (-7 )]X( )
v — T3

que puede escribirse como

; . iy 1
@) [ 477 [ a7 expl—ig3 - 7 expli® - e

esto es
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2
(T) = XD+ (Vg 7)(Vez7)
[T

0 —+ e i e B 1
X{*i'!)Xf?EJ/dFI'fﬁEXP! iqy - 1) explig rzi—l?l_ﬁ,l,

de aqui se sigue

2
(@) = 2T+ HADOT)

[ 47 [ 47 expl=iT - W expliT - ],
|71 — 7]
pero
_ ifd?expli? (71— T2)
|7 -73| 2n? k2
asi

0;— '52 —4 — 1 d? — e 4 e s
X(@) + (X753 Ffdrlfdfzmcp[—w-n]

expliq - 721 e:cp[i"!? (T =T13),

x(7)

haciendo el cambio de variable ¥ =73 + 7

queda

& 3 .
M@) = XD+ 5 DD [ 55 [ a7 expl-i(T - F) - 7
[,

esto es

o2

X(T) =X + X @XT) [ l@e)’s(F - V),
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de aqui
X(7)=x"T)+
despejando x(q’) obtenemos finalmente

x(7) =

1 =

are’x° (7 )x(q)

¢

X(q)
%zeixo(?)
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APENDICE D

Transformada de Fourier de la Funcién de Respuesta x°(7,7 ) de un

Sélido Cristallino.

La funcién de respuesta x°(7, 7) de un cristal perfecto es

o g 1 1Bz
X7 T) = VZZ (D.1)
¥ oo
expli(k + G) - Flexpl-i(k + G)- T g (%),

de aqui se sigue

=¥ ==

f ae f d7 expl-i(T + F) - Flexpli(T + F)- 77, 7)  (D.2)

1Bz
. %Z 5 fd?[d?"exp[i((k +@)-(T+F) 7]
* GG’
expl-i((K + G) = (T + F)) - 7 (%):

—

donde ¢ pertenece a la primera zona de Brillouin y F, F ' son vectores arbitrarios de la red
reciproca..

La ecuacién (D.2) puede escribirse como

[d7 [ 47" expl=i(T + F)- Flewli(7 + F) - FHAT, T)
1 1Bz = . . _. "
2 -\7}:_;6% x%ﬁ,(k)[d?exp[i((k +G) - (T+F) 7
k !

[ 7 exsl=il(F + G = (T + F)- 7

—
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esto es

[a7 [ a7 expl-i(T + F) Flewpli( T + F)- 7T T) (D3
1 1Bz

—_— P 0 = - —_— — —
Y Z‘: a’za‘fxﬁ',‘o"( Vx5 - P Vom oy 7-F))
k

los términos diferentes de cero son aquellos para los cuales se cumple

F-g=F -8,

i
como ¢, k pertenecen a la primera zona de Brillouin, no pueden diferir en un vector no nulo

de la red reciproca , por lo tanto los términos diferentes de cero son aquellos para los cuales

secumple
F-F=F=8=0
y:
¥ -7=F -G =0,
esto es:

asi la ecuacién (D.3) se reduce a
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_/d?/d?’exp[“i(?? + F) - 7| expli(q + F

= VXDF!?' (?)1

de aqui obtenemos finalmente

(D)= [ a7 [d7 expl=i(T + G) - Tlexpli(T + G) - 7'
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APENDICE E

Evaluacién de los Coeficientes x%‘—d,(?)

Las soluciones ¥ j(_'F’), de la ecuacién de Kohn-Sham, pueden escribirse segin el teorema

de Bloch en la forma

¥y (7) = Z el E - g (7)) (E.1)

donde & pertenece a la primera zona de Brillouin y j es el indice de banda, esto es, j cuenta
las soluciones de la ecuacién de Kohn-Sham obtenidas para un k dado. La funcién u?,j(?’),

tiene la periodicidad de la red de Bravais

= —
ug (7 + B) =up () (E:2)

asi, podemos desarrollarla en una serie de la forma

up (7) =3 exp(iG - 7)C7,(G), (E.3)
[l
sustituyendo (E.3) en (E.1) obtenemos

U (7)) = % Sk~ %:exp(z'?f Tz, (),

esto es
1 T
Ve (7)) = o %exp[z( £+ G) 7lee, (). (E.4)
Para las funcioes u?d(?’) se cumple

Cx (@) =Ci(F + @),
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sustituyendo en (E.3) queda

- i e T N —
Ve (7) = —Vzé;exp[z( k+G) 7TICi(k + G). (E.5)
Por otro lado sabemos que
— ! 1
T = 53 Y (E.6)
T8 :
expli(T + G) - T)expl-i(T + G ) T 2 (),

de aqui obtenemos

d?’fd?"exp[—z‘(z} +K)- 7] eXP[i(F + K- TR,

1 — — — ot = T oy T}
= v 9",6'(9)/4'"/0’1" expli(T+G -k —K)- 7]

q
exp[—

S~

3 x
refe
(T+G -F-K) 7

= =¥ e :
K, K son dos vectores arbitrarios de la

donde ¥ pertenece a la primera zona de Brillouin y
red reciproca. Esta ecuacién puede reescribirse como

F+E)TRUAT,T) (BT

+
7) [ d7 expli(7 - F+C - K) - 7]

pero
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/ d7 expli( T -~ K+G-K)- 7] = Vo 5, %3y

—s
(se ha utilizado que dos vectores ¢, k que pertenecen a la primera zona de Brillouin, no

pueden diferir en un vector no nulo de la red reciproca). De la misma manera

t ey 4 e — g 4 ’
fd?’ expli(F+E -7 -C)- 71 = Vég_o ®a

Véw,?ﬁ?:,an,

sustituyendo en (E.7) queda

f?)f it exp[“(k-f-K) r]exp[z(k-p-?) ]xo(_»_ﬂ\f)
1
v

3 3 X% (TWVé g w VR 207 T

¥

T e
S
= VX%?]?’(’C)’
esto es
o = 1
xerlk) = 5
sy ) e = N LT AN = 0= =
/drfdr exp|-i(k + K)-7lexpli(k + K )7 x (7, 1),
o:
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1

X%,E’(?) = '{,
[d7 [ a7 expl—i(T +T) Flexpli(T+ T) - 7R

Por otro lado, segiin hemos visto (ec.(3.4)). la funcién de respuesta x°(7, 7') de un cristal

esta dada por

' 1
T 7T) = v (E.9)
1Bz f__, f
%, x " _§
Ezs_‘J_e_‘J‘ka(?)’pk’ ,(r)\IJ ( )‘I’—-, ,(
— =y . k k L
k, k" 3J J J
sustituyendo (E.9) en (E..8) obtenemos
1 1Bz f L
0 SR e TRy B
Xga(@) = 3 —Z—., B e e-,;, ; (E.10)
33 J

3y

f 47 expl—i(T + §) TV ()5 ()
[ 47 explil(T + T) 705 () (7

Ahora bien

< F.jlepl-i(q +C)-A| i >=
/d?’exp[ +G) T'IJ* ( L A7),

donde 7 denota el operador asociado a 7. Usando la ecuacién (E.5) obtenemos:
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G)-A| & ,j >=

)Gy (k' +K)
/d T exp[—i(q + E’) -7 exp{—i(? + R)) T exp[i(?' + ?’) Tl

pero

/d_f”exp[—z'(”q*+?—?’+6+—I?—f')-?] =
Vo . B-F)(@+R-R")
asi
< E,jlexpl-i(T+G) A& ,j >= (E.11)

S CiHE +K)Cy (' +
KX

De forma similar

< B, lexpli(T+G) 7l &, j>=
f A7 expli(q + ') - 7' g (7 )W T

= VZZC* (%' +E")Ci(k +K")
_I?HT{””

fd 7 expli(q + Gy ") expl—il E+EK")-7

expli( % +K -7,
pero
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i

/dr exp[z(q+k - 4B+ K - R )-?’I]
= 6_*—0
(T+

iy "E')(T(‘m - '[—{‘u),

< &, |expli(T+G) 7| E,j>= (E.12)

> Y G (% +R"C(E +E Wk 1wy @" T -R"y
?u }?m

sustituyendo (E.11) v (E.12) en (E.10) obtenemos

4 e 1 1Bz f..E.J = ?',j' e
xgz(d) = 5 Z;_—:s—_"—; (E.13)
E"?' J'J’ k"] k.
s =— —¥ ’
Y GFE+RCF + BV roty ®-R-0)
KK
ZZC*’(k "')Cj(k + K )é(q-w-k % )('K)m Vi ")
-f_\?” R’m

Debemos considerar dos casos

(i) El vector ¢ + & pertenece a la primera zona de Brillouin, en este caso tenemos

-y —

k=7+k,
junto con

E=CG+K
y:

B =T 4R



(i) El vector @ + ¥ esté fuera de la primera zona de Brillouin. En este caso denotaremos por
— = .

_ﬁ(?, k) al dnico vector de la red reciproca que trae al vector ¢ + k a la primera zona de

Brillouin; entonces tenemos que para cada ¢ + ¥ de la ecuacién (E.13), podemos encontrar

un H(T, H tal que

' = =
E =7+ k-H(Tk), (E.14)
-
k  pertenece a la primera zona de Brillouin) asi
T+E-F =HT.H

y de (E.13) se sigue que los términos que no se anulan son tales que

—

(7, k (E.15)

—

=g

Ql
x|

?m _ —}_—(-}n o 6/ - _ﬁ(?, k—)”’ (E.lﬁ)

nétese que para ﬁ(?f, Ej) =0, el caso (ii) se reduce al caso (i), asi ambos casos pueden consid-

erarse en la misma forma. Usando las ecuaciones (E.14), (E.15), (E.16) en (E.13) obtenemos

IB — —_ p— p—
¥ = iisz.j Ly (¢ )V
V_,__E”“-"G'_..—’ e T o
% oad Ed (TR -H(TK)
SCF+R)CHT+F-H(T. H+E+C+H(T.K)

%,
Y CHT+E -H(T K +G +E +H(T,k)C(k +K").
—‘f-(‘ﬂ

Ahora bien, las energias de banda satisfacen la condicién

Bpsi=Fraq

110



de donde obtenemos

B B-Ha = B9uT s,
por lo tanto
1 1Bz fk f g
el = gy (2R (E.17)
& 3 € g T ETF)S
— —_ —
ZC}’(k +K)er(?+ k+K+G)
Zc*, (T+F+E" +G)(% +E").
Ahora bien
< k,jlexpl-i(q¢+G)7|q+ k,j >=
[ a7 epl-i(7 +G)- T (T, (F)
— s o= 1 ) —_ - ” —
= jdr =A=i(T + B} 7| Bexnl-AF + B)- 710%,(®)
Zexp (k+T+K)- ?]c—k.+?,j,(1<'),
esto es:
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1 i —_— —3 Z=ope —_— — —y
;ﬁ%ﬂmw+q+K)rﬂAk+q+K)
1 *_-) =2 =% Sy g . . ’ —_
= \7;%%(’6 +K)Cy(k +q +K)fdr exp|-i(K - G —K)- 7]
1 *"'—* — — g —
= VZZCj(k +K)Cy (K + T+ K WVog: z. 5
Kl
1

G) 7| ¥.j>= (E.19)

Usando las ecuaciones (E.18) y (E.19) en la ecuacién (E.17) obtenemos finalmente

1B —_— - —
1 BT s

0 — k j
Xﬁ,ﬁ'(q) B szs—,.—e—' e, i G20}
T i kd (k4T
maly 7
< K,jlexpl-i(T+G)-7A| % + i >
< K+7Tj lexpli(T+G)-A| K, 5>
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APENDICE F

Ecuacién Integral para la Funcién de respuesta x(7 ', 7') de un Sélido

Cristalino.

La densidad numérica inducida n™™¥(7") est4 dada por

w(T) = [T, T Wers(7) (F.1)
donde
Vers(T) = Vear(T) + Vina(T) (F.2)
! il
: —y 2 — ! RO T d'Ua:c ind(—='\ 5= _ =
Vi 7) = & [ 47 (fom Tt 4 3287 )a(F - 7). (F3)

Usando la ecuacién (F.2) en (F.1) obtenemos
pind(F) = / a7 30T, 7 Weat(F) + / a7 X7, 7 Wid(7). (F.4)
Por otro lado la funcién de respuesta x(7, 7 ) es tal que
W) = [ a7 X7 T W (7). (F5)

De (F.4) y (F.5) obtenemos

[ 47X, T W
= [d7 T T Wearl ) + [ 47T T Wanal )
usando la ecuacién (F.3) para Vina(7') queda
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[ a7 XF T W 7)
[T EF T Wear )+ [ 70T

1 dv r; ro. o= "
d'_” 2 7 7 -ll—cou 6 T -7 F sl
/ [—*-—_’i-'.dno(r)(r ron'™(r )

pero de la ecuacién (F.5), sabemos que

_}Il) — h/d_)n’" _’U, _””)VEI (__g"' j

asi
f a7 AT, T W 7
_ / 7 YT, T Wt (F') + j P
" 1 d'U S ”
—F 2 I F e S
[ &7 Pl + (7 - )
/d_,_,wf ___+H ___,m)Vext(___,m)-
Si hacemos
' " 1 d‘U . ' "
V(7,7 ) =i BT -7 F.6
queda

/fﬁ"x“(?*, PVl 7) +/d?’x°(?_?"’)

/d?ﬂv(?}l’ ?H) /d?,’rx(_}” _}!”)‘_;;'_‘(?-}’”)’

redefiniendo variables en el segundo término
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obtenemos
f TP T, Pl
[T RF T W ™)+ [[d700(F,7)
[aTaV(T1LT0) [ a7 %(Fa 7 Werl ),
esto es

[a7 T )-8 ) -
[ 47 f 477, T V(T T)x(T T ) Wt (7)

/
como V(7 ) es arbirario, obtenemos finalmente

—_— ! __,r
) T

/d?‘ 1/‘17'2}{ )V(T la?2)X(.F)2! r

esta es la ecuacién integral para x(7, "F")
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APENDICE G

Transformada de Fourier de la Ecuacién Integral para la Funcién de Re-

spuesta (7, 7') de un Sélido Cristalino.

X7, 7 = X, T+ (G.1)

La representacién en serie de Fourier de x( 7, 7') es
1 1Bz -
X7 7) = 23 Y epli(@+3) 7 (G.2)
T oo

exp|—i(T + G)- 7 lxge (T,

donde

Xz (T) = % / a7 / A7 (G.3)
expl-i(T + G) - Flexpli(T + G ) 7 (T, 7).

Usando la ecuacién (G.2) en el segundo término del lado derecho de la ecuacién (G.1) obtenemos
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1 1Bz 1Bz 5
= B tedadidad g Tl
T 61 a‘; ?2 62 (Té
/dﬂ’ expli(¢1 + 6’1) T exp|—i(q) + G;) T

- LY YEYY (T [ a7 [dRel-i @i+ T 7

T1 972G, G, CaGa
V(r], T2) expli(q 2 + 62) g ?2];(%25,2(?2) expli(q1 + 5)1) -7
exp|-i(T2+ Ga) - 7.

Ahora sustituimos la ecuacién (G.4) en la ecuacién (G.1), multipliacamos ambos lados por

eXp[#i(?l - 63) | eXp[i(_tf” + 64) . ?'] e integramos con respecto a T y -

1Bz 1Bz
= ) gggx%lﬁg(?l)fd?exp[wf(? +8).7)
expli(q1 + 61) | fd?" expli(q + Z‘!’) . '?']
expl-i( T2+ Go)- T Ixg,zy (T [ a7 [ a7
exp[~i(T + G1) - TlV(T3, Ta) expli( T2 + G2) - T,

pero si q'1, q 2. estan en la primera zona de Brillouin , se cumple

/ 47 expli((T + G) = (T2 + Ga)) - 7]

= V6?+-G—r’—t]+2_!_612 = V(S—q' : Eé“é‘; , a;‘!
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xzz ()

si definimos

Ve

queda finalmente

(@) =

X%(Ew (?) *
V2 1Bz 1Bz p
.

ZDIPIDIDIPIPIL RATEV LI LA

T2 T2 G, G, Caly
x-@’za;(?z){fdﬁfdﬁ’
expl-i(T + G1) - TaV(7, ¥2) expli( T2 + Ga) - T'a}
Xgg(T) +

1 — — — s p— -

v > X%gl(Q){/dfl /d’fz exp[~i(7 + G1)- 71
@7,

V(r, T2 expli( T2 + G2) - Talxy, (D),

V(G1.G2, T) =
/d?{deg’ exp[—i(q + 61) - TOV(TL, T2)

expli( T2+ Ga) - T2,
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xgg(T) = 9@‘?’(?)"’"

> X%z (DVgs,(Thg,z(D)
@16a

esta es la ecuacién integral para xgzg (7)-
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