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PROLOGO

Lo que se pretende es este trabajo es ilustrar con -
ejemplos no triviales las naciones de Decidibilidad, Reso

lubilidad y Algoritmia en Matemiticas.

Los'ejemplos que aqui se exponen, se encuadran funda
mentalmente dentro de dos grandes escuelas del pensamien-
to matemdtico: el formalismo y el intuicionismo, y algu-
nas de las caracteristicas de éstas se muestran, pues, a
través de estos ejemplos. Ellos son: El Décimo Problema
de Hilbert, E1 Problema de 1la Mortalidad_de Conjuntos de
Matrices sobre los Complejos y el Concepto de Constructi-

bilidad de los Nimeros Reales.

Tanto por el nivel y objetivos de este trabajo, como
por las concepciones que la autora tiene al respecto, no-
se encuentran en €1, profundidad ni extensidn en cuanto a
las polémicas estrictamente filoséficas que estos concep-
tos han suscitado histdricamente. Son muchas las ocasio-
nes en que afortunadamente la prédctica audaz y creativa -
de las grandes mentes matemdticas han demostrado que dete-
nerse ante los titubeos "filos6ficos" seria renunciar al -

desarrollo de las Matemdticas.



[NTRODUCCION

La construccidn de las primeras geometrias no euclidia-
nas (la Geometria Riemaniana vy la Geometria Hiperbdlica-
Plana) por Riemann,Lobatschévsky, Gauss y Bolyai a princi
pios del siglo pasado constituye el primer paso hacia el-
método axiomdtico moderno. El método axiomdtico deducti-
vo* como era concebido por los griegos— y cuya mejor expo
sicidén se encuentra en los Elementos de Euclides-— suponia
que las proposiciones de la Matemdtica-— en particular de-
la Geometria— eran expresidén de propiedades de objetos -
reales, (asi, pues, las demostraciones se apoyaban frecueﬁ
temente de una forma implicita en las naciones intuitivas-
que sobre estos objetos se tenia). El descubrimiento de -
Rieman, Gauss, Bolyai y Lobatschevsky viene a poner fin a
los infructuosos ihtentos efectuados durante mucho tiempo
por deducir el quinto postulado de Euclides a partir de -
los primeros cuatro; sus geometrias se obtienen como resul
tado de sustituir ese postulado por ciertas formas de su -
negacidén y obtener alternativas a lé geometria euclideana,
igualmente vilidas desde el punto de vista matemitico y aun desde el-
punto de vista fisico. De acuerdo con la concepcién cldsica de una teo
ria Matemitica,se suscitaba la cuesti6n de la "existencia''de estas geome

*Existencial.



trias, es decir, de la existencia de un sistema de obje-
tos reales de nuestra institucifn, cuya "descripcidn' co-
rrespondiera a estas geometrias. Klein, Beltrami y Poin-
caré con sus modelos euclideos de estas geometrias no-eu-
clideanas dan una respuesta a esta cuestidén. Quedaba cla
ro entonces que los axiomas y las proposiciones derivadas
de ellos no constituian necesariamente la "descripcién de un
sistema de objetos reales determinados, sino que podian -
costituir las propiedades comunes de varios de tales siste
mas diferentes, o sea que podian existir diferentes "inter
pretaciones" o '"modelos'" de una teoria matemidtica dada. -
Todo este desarrollo se refina y cristaliza en las "Grun-
dlagen der Geometrie' de Hilbert y antes en la disertacibn
inaugural de B. Riemann, en las teorias matemidticas las no-
ciones primeras no son de una naturaleza especifica, no -
tienen significacidén en si mismas,interesan nada mds las -
relaciones entre ellas, establecidos en los axiomas, rela-
ciones cuya significacién tampoco importa. En este contex
to, la '"existencia" de una teoria matemidtica (sistema de -
axiomas, reglas de formacidn, reglas de transformacidn) se
establece comprobando su no-contradictoriedad (Ililbert lo-
planteaba en el Segundo Congreso Internacional de 1900) es
decir, que no pueden demostrarse en esa teoria, tanto algu
na proposicién (P) como su negacidén (noP ). Cldsicamente-

la no-contradictoriedad de un concepto Gnicamente garanti-
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zaba su posibilidad. El problema de saber si el Quinto
postulado de Euclides era decidible en el sistema de -
los otros cuatro axiomas de Euclides, i.e,, =i podia de-
ducirse de ellos, se planteaba entonces en estos térmi-
nos, como el problema de saber si las geometrias no-eu-

clideanas resultaban contradictorias o no-contradictorias.

Tomando en cuenta los resultados que mencionamos de
Riemann, Klein y Beltrani, la creacifin de la Geometria -
Analitica de Descartes (que da un"modelo geométrico" del
anfilisis— del sistema de los nlimeros reales— y viceversa)
y la "aritmetizacién del andlisis" llevada a cabo por -
Weierstrass, Dedekind, Meray, y Cantor (que nos da una -
construccifn de los nGmeros reales a partir de los natura
les* reduciendo sus propiedades a la de estos filtimos), -
la no contradiccién de la aritmética arrojaria la no con-
tradiccifn del anfilisis y de las geometrias euclidianas ¥
no euclideanas. De ahi la enorme importancia del proble-
ma de la consistencia de la aritmética, el segundo de los
preblemas planteados por Hilbert, en su fomosa conferen-
cia en el Congreso Internacional de 1900. Con mis preci-
sifn: Fansiderando a la aritmética como un sistema forma-
lizado, i.e., formada por agrupaciones de signos sin sig-

nificade y una serie de reglas que rigen la formacifin y -

2El sistema Axiomatizado de los Nimeros Waturales dado por Dedekind
y Peano a finales del siglo pasado.



encadenamiente de estas agrupaciones, no se podrd obtener
nunca una proposicifn (agrupacidn de signos) mediante el
uso de tales reglas de tal manera que tambiZn su negacién

pueda obtenerse.

Por otra parte el requisito de independencia de los
axiomas de un sistema, es decir, que cada axioma sea una
propesiciodn no decidible en el sistema de axiomas reduci
do correspondiente, esto es, que ni el axioma ni su nega-
cifn puede ser derivados de los axiomas restantes, es -
equivalente al requisito de consistencia del sistema ini-
cial y del sistema que resulta substituyendo en este el -
axioma en cuestidn por su negacifén. Surge asi de una ma-
nera natural la pregunta jexiste alguna proposicifn "for-
mulable" en la teoria (que satisfaga las reglas de forma-
cifn) tal que ni ella ni su negacifn puedan deducirse del
sistema de axiomas de la aritmética; o sea, en un sentido

también muy natural jes completa la aritmética?,

Hilbert propone un ambicioso programa en donde la -
pregunta surgida en la exposicifn anterior-— acerca de la
Independencia, Consistencia y Completez de la aritm&fica—
sea planteada al menos para toda la matenitica clisica y-
l1a teoria de conjuntos, previa su formalizacidn. El siste

ma formal pasa a ser asi objeto de estudic (para probar di



rectamente la consistencia de una teoria, debemos probar
una proposicién acerca de la teoria misma—y no dentro de
ella— especificamente acerca de todas las posibles secuen
cias de agrupaciones (pruebas) de la teoria que fue llama
do por Hilbert la Metatoria del Sistema Formal inicial.-
Por 1o que se refiere a la aritmética, los trabajos de -
G3del demostraron la imposibilidad de llevar a cabo los -
objetivos del programa de Hilbert. Gb&del probd que no es
posible demostrar por métodos matemdticos la consistencia
de la aritmética y que esta es esencialmente incompleta,-
es decir, que el cualquier sistema formal que contenga a
la aritmética siempre habrid proposiciones indecidibles. -
Los trabajos de Godel establecen la posibilidad de que -
conjeturas de la aritmética y del andlisis que han resis-
tido los esfuerzos de grandes matemidticos— conjeturas de
Fermant, Goldbach y Riemann entre ellas— resulten proposi
ciones indecidibles. En los diversos sistemas de axiomas
que se han elaborado para la teoria de conjuntos han sur-
gido numerosas proposiciones indecidibles, quizd la mas -
famosa de ellas es 1la hipdtesis del continuo, cuyo carac-
ter indecidible a partir de los axiomas de Zermelo— Fraen
kel y el axioma de eleccidn fue aprobado por Cohen y -

Godel.’

Como ya habiamos explicado en.la fundamentacidn axio-



mitica de las matemidticas una proposicidn es verdadera -
con solo no ser contradictoria. En las proposiciones de
existencia, por ejemplo, basta con probar que esta no con
tradice los axiomas del sistema. La escuela intuicionis-
ta o constructiva rechaza este punto de vista y solo acep
ta como vidlida la demostracidn que prescribe un procedi -
miento (de un niimero finito de pasos) esto es un algorit-

mo— para la construccidn del objeto.

En los capfitulos I y II de este trabajo se discute-
el concepto de algoritmos y su relaci6én con la decidibili
dad a travez de dos problemas de existencia de algoritmos
y en el capiftulo III de da un enfoque constructivista -
del sistema de los nameros reales, donde el concepto de -

decidibilidad juega un papel primordial.



CAPITULO I

EL DECIMO PROBLEMA DE HILBERT

; 5 CONJUNTOS Y ECUACIONES DIOFANTINAS

Definicién 1.1. Una ecuacidn es llamada diofantina

si sus coeficientes y sus exponentes son enteros.

Por ejemplo:

L _

5% 9xy®uv? + 109 z*° - 6 = 0

pefinicién 1.2. Un conjunto § de n-adas ordenadas

de enteros positivos es llamado diofantino si existe un -
polinomio p(e1, @2,...,%n, W NCRPRE i 8 donde n+m>n,
con coeficientes enteros tal que una n-ada (xl,...,xn)és

54 y solo sS4

P(xl "..’xn’mn+1"-"a ) =0

tiene solucidn en los enteros pisitivos.

Esto es:

§ = {(xy0eesx ) £ (T peensly) (PO, eees X llysee )01}



Note que p debe tener coeficientes negativos.

Los siguientes son ejemplos de conjuntos diofantinos:

i) Los ntmeros que no son potencia de dos

s =1{x: (Ay,z) [x = y(2z + 1)1}

El polinomio es: P(x,y,z) = x - y(2z + 1)

ii) Los nimeros compuestos

+

S={x: (Ay,z) [x = (y+1)(z i1 |

El polinomio es: P(x,y,z) = X

(g + 1)(z + 1)

iii) Los conjuntos:

itk ) s 2= ¥ d0k8) @ 2R g}

Los polinomios son:

P(x’y’z) =y-x-zYy P(x-;y,z) = = X = L E 1

respectivamente.



iv) [fx,e) : x u)

El polinomio es:

Plx,i,%) = % - g2
v) {(x,4,2) : x|y ¥y x <z}

El polinomio es:

P(x,y,z,u,v) = (y - ux)?® + (z - x - v)?

Note que la técnica usada en v) es general. Para -
definir un conjunto Diofantino se puede usar un sistema -

simultineo

Pr =05 Py® 0y =0

de ecuaciones polinomiales, ya que este puede ser reempla

zado por la ecuacidén equivalente

P12+51.22 +"‘+Ekt =0
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2 FUNCIONES DIOFANTINAS

Definicibén 2.1. Una funcién 4 de n variables

es llamada Diofantina si

{(xl’*-'pxnsy] I 6("‘1 ""'xn]}

es diofantino.

Es decir, § es Diofantina si su grdfica es un con

junto Diofantino.

Una funcidén Dofantina muy importante estd asociada
con los niimeros triangulares, es decir, los que son de -

la forma

nin + 1)

T(r) = 1+ 2 +...40 = =

s + =
ya que T(n) es creciente, para cada z € & , existe un

n Gnico tal que

T << T+ 9) = T(E) s ¥t 1

Por esto, 2z tiene una representacién Gnica

z = T(n) + y donde 1<y s n+ 1

o equivalente z = T(x + y - 2) +y , x =1



Esta funcidn

P(x,y) = T(x+y-2) + y

mapea el conjunto de pares ordenados de nGmeros natura-
les en los nGmeros nzturales de acuerdo al sjiguiente dia

grama:

Las dos funciones inversas L y R estdn univocamen

te determinadas para la ecuacidn

z = P(L(2), R(2))

Los primeros valores de L y R los cuales claramen-
te indican el patrdn general de sus sucesiones de valo-

res gstan dados como sigue:



EGSh & @] 3 2l ) & Lzl vl 5L &% &3 i3

Rfz)] ¥ [ (2] B2 0F| T [2 |3 4 1 2

(¥2 ]
=
i

Notese que P(x,y) , L(2) y R(z) son funciones

diofantinas ya que

i~
N

P(x,y) <=> 2z = (x+y-2) (x+y-1) + 2y
Liz) <=> (3y) [2z=(x+y-2) (x+y-1) + 2y4)

3
|

R(z) <=> (3x) [2z=(x+y-2) (x+y-1) + 2y4]

=
]

Es claro que P(x,y4) es una a uno y sobre. También

nétese que L(z) <=z y R(z) < z.

Lo anterior lo resumimos en el siguiente teorema:

Teorema 2.1. (Teorema de la Funcidn Apareadora).

Existen funciones diofantinas

Pix,y), Li(z) ¥ Riz)

tales que:




i) Para todas x,y, L(P(x,y)) = x
y R(P&,4) =y
ii) Para toda z, P(L(z),R(2)) =

z: LLZ) = 7
v Riz) & Z
Definimos otra funcidén diofantina muy importante -
después de demostrar el Teorema Chino del Residuo esta-

blecido abajo:

Teorema 2.2. (Teorema Chino del Residuo). Sean

By 5 gy ,ay cualesquiera enteros positivos y sean
my , Ma,...,m  enteros positivos tales que

(g, md =1 o5 i4j.
Entonces, existe x tal que

X = aj mod m;

X = as mod ma

X= a mod m



Esta solucién es Gnica, médulo m = mm,...m

=i u
Demostracibén. Sea T, T —%~ s T =4 N Enton-
1.
ces (ﬂ,’mi) =1 pues los m, son primos relativos -

por pares. Por esto podemos determinar un ms tal que

. m. = 1 mod m. 1< 47X

Pero, entonces

es solucidn del sistema. Ademis, si x, y son solucio-

nes del sistema, deben satisfacer

= g0 mod m. 1< 40X
1

y de aqui

x -y=0 mod m , e€s decir

X E Y mod m

porque las m. son primos relativos por pares.

Ahora, definamosla funcidn s(i,u) de la siguiente

manera:

SCi,u) = w



donde w es el Gnico entero positivo para el cual

€
11}

L(uw) mod (1 + £ Rlul)

con

w< 1 + {R(u)

Teorema 2.3. (Teorema Diofantino de la Sucesidn
de N@Gmeros). Existe una funcién Diofantina S(4,u) tal

que

1) S(£,u) < u .

2) Para cada sucesidén & ..... anexiste w. tal aue

S(i,u) = a, 1< 4i<n

Demostracién. Primero vamos a demostrar que S(4L,u)

es una funcién Dofantina. Para esto, lo que se pretende
es ver que

w= §(4i,u)

[\8]
=
L[]

(x+y-2) (x+y-1) + 2y

=
[}

w+z (1+4y)

w+v-1

1+4y



este sistema de ecuaciones tiene goliuecion. Esto es ela-

ro porque la primera ecuacidn es equivalente a

x = L(u) Ay y = R(uw)

Ahora,
S(4,u) = w < L(u) <u

Por filtimo, sean Aygeeoy@y nameros dados. Esco-
jemos y de tal manera que y > a, para BB Ve, N

1y, 2ly,...,nly

Entonces los nfmeros 1+y, 1 + 2¢y,...,1 + ny son
primos relativos por pares (supongamos que existe d

tal que d|1+iy y d|1+jy, 4 < 4; entonces

d|l (1+4y) - (1+fy)]

es decir d|j-{ esto es, d < n; pero d < n es impo-
sible pues dly y d no dividiria a 1+ 4¥ . Apli-

camos el Teorema Chino del Residuo para obtener un X

tal que
X = idi mod 1 + y
X =&z pog 1+ 24
X =z a mod 1 + nay
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Sea u = Plx,y) de modo que x = L(u) y y = Rlul.

Entonces

1"

a, L{u) mod 1 + £ Rfu) E 2 Tpwouwlt

a; <@ = Rlu) < 1 + 4 Rlul.
Pero de aqui por definicidn,
3 (i) = % .

Una familia muy famosa de ecuaciones Diofantinos -

tiene la forma

S Y n entero.

Si n = 2, la ecuacidén es llamada el Teorema de Pi

tidgoras y una solucidn es

Si n = 3, la ecuacidn es conocida como la ecuacidn Fer-
mat. En el siglo 17 el matemdtico francés Pierre de Fer-
mat pensdé que habia probado que estas ecuaciones no tie-
nen soluciones enteras positivos. Al margen de su copia
del libro de Diofanto escribié que habia encontrado una -
"prueba maravillosa' que desafortunadamente era muy extensa

para escribrila en ese espacio. La prueba nunca ha sido
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encontrada. E1 conocido Teorema de Fermat es probable-
mente el mids viejo y mds famoso problema no resuelto en
Matemadticas. Estos ejemplos prueban que las ecuaciones
Dofantinas son fdciles de escribir y dificiles de resol-

ver.

3. FUNCIONES RECURS IVAS

Las Funciones recursivas son aquellas que pueden -
ser calculadas por mdquinas computadoras o programas fit=
nitos teniendo cantidades de tiempo y memoria arbiraria-
mente grandes a Ssu disposicidén. Existen varias defini-
ciones rigurosas de esta clase (todas ellas equivalentes}

Una de las mis sencillas es la siguiente:

Definicién 3.1. Las funciones recursivas son aque-

1las obhtenibles de las funciones iniciales:
cix] =1, §&ix)=x+1, U?(xl,...,xn)=xi igign, v Sld,ul

iterativamente aplicando las tres operaciones: composicidn,

recursidn primitiva y minimizacién definidas como sigue:

Composicidn. Sean : NToW Y g; s WO, 4=1,2,...,M.



= B

Se obtiene una nueva funcién

h = 40 G :N" - N donde G = (g,,.--,9_)

m

tal que

hixy, oenx) (foB) T2y yuns s %)

n

"

ﬁ(gﬂxl,...,xn},...,gm{xl,...,xn))

Recursién Primitiva. Sean { f N> Wy

g ' N — IN.
Se obtiene una nueva funcidn

ho= g8 i W27 Bm

tal que

h{xl,...fxn,1} = 5[x1,...,xnl

(%, 5%, ..,xn,t+1) = g(t,hlxl,...,xn,tl,xl,...,xn)
Cuando n = 0 , $ es una constante y h se obtiene di-

rectamente de g.

+
Minimizacién. Sean {,g : W' - tales que para

cada (xl,...,xn],



= fid=

A= {y: flxg,coeyx ,y) = g(xl,...,xn,y)} £¢ .

Se obtiene una nueva funcidn
n
h +t N — NN

tal que
h[xl,...,xnl = min A
Y
Los siguientes son ejemplos de funciones recursivas:
i) hix,y)l = x + y

Aplicando la Composicidn a S{x] = x + 1 y

3

U2 (u,v,0) = v

obtengo una nueva funcidén g, tal que

glu,v,w) = S(U} (u,v,w]) = S(v) = v+ 1.
Aplicando la Recursidn primitiva a
Slxd =2+ 1 ¥ gliwyv,d) =y + 15
obtengo una nueva funcién h,

Al#:1) = BlR) & % + 7

hix,t+1) = alt,x+t,x] = (x+t) + 1 = x+(2£+1]
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ii)  flx,y) = xey
Aplicando la Recursién primitiva a

glu,v,wl = U} (u,v,w) + U} (u,v,w)=v+w y Ulx) =x-1

obtengo una nueva funcién §

§lx, 1] = U (2]} = x~1

§(x,t+1) = glt,xt,x) = xot + x = x(£ + 1)

iii) Para cada k fijo Ck(xl = kb es re-
cursiva, ya que C;(x] es una de las funciones iniciales
y Ck+1{xl = Ck(xl % Co (%)

iv) Cualquier polinomio P{xl,...,xnl con
coeficientes enteros positivos es recursiva ya que se -
puede expresar por un nGmero finito de sumas y multipli-
caciones de variables y Clx] ; doe.,

2x2y + 3xz® + 5 = Calx)sxexeoy + Cy(X)swezezsz # Cg(x]

Asi que, de (4], (44), (444) y la composicién se -

tiene el resultado.
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4. EL DECIMO PROBLEMA DE HILBERT

El Décimo Problema de Hilbert dice lo siguiente:

Dar un algoritmo mediante el cual cualquier ecua-
cién diofantina pueda ser examinada para determinar si
tiene soluciones enteras o no. Entendemos por algorit-
mo la preseripcidn exacta sobre el cumplimiento de cier
to sistema de operaciones en un orden determinado para
la resolucién de todos los problemas de algln tipo dado.

Dos peculiaridades de los algoritmos son las siguientes:

12 La precisién del algoritmo. Se exige que se -
pueda comunicar el método de cémputo a otra per
sona en forma de un nGmero finito de indicacio-
nes sobre cdmo actuar en cada etapa del cidlculo.
En concordancia con estas indicaciones el cdlcu
lo no depende de la voluntariedad de la persona
que lo hace y representa un proceso determinzsdo
que puede ser en cualquier momento repetido y -

cumplido con el mismo éxito por otra persona.

22 El amplio empleo del algoritmo. El algoritmo no

soluciona solo un problema particular sino cier-



ta serie de problemas del mismo tipo.

Existe una profunda relacidén entre los algoritmos y

las computadoras automidticas:

Cualquier proceso cuyas partes por separado se rea-
lizan consecutivamente en una computadora automitica,

puede ser descrito por un algoritmo.

Por otro lado, todos los algoritmos conocidos hasta
ahora y también los que se pueden prever teniendo en cuen
ta el estado actual de la ciencia, en principio son reali

zables en computadoras automdticas.

El Décimo Problema de Hilbert es el décimo de la fa-
mosa lista que Hilbert presentd ante el Congresé Interna-
cional de Matemdticos en 1900. E1 primer intento por pro
bar que no existe algoritmo para el Décimo Problema de -
Hilbert fue hecho por Davis en su disertacidn doctoral en
1950. Lo que é1 probé es lo siguiente: Un entero positi-
vo X pertenece a un conjunto listable* S si y solo si
para algfin valor entero positivo de z es posible encon-
trar una solucién para cada una de las ecuaciones diofan-
tinas substituyendo k = 1, después &k = 2 y asi sucesiva
*Un conjunto S de nfimeros naturales es listable si existe un algorit- +

mo gue determina si un niimerc natural arbitrario pertenece a S. Lis
table es nuestro equivalente informal de recursivamente numerable.



mente hasta z en la ecuacién

P(k,x,z,yl,...,yn) = 0

Al mismo tiempo Julia Robinson empezd sus investiga
ciones sobre conjuntos que pueden ser definidos por ecua
ciones diofantinas. Desarrolld varias técnicas ingenio-
sas para trabajar con ecuaciones cuyas soluciones crecie

ran exponencialmente.

En 1960, Davis, Robinson y Putman usando el trabajo
de Robinson y el resultado de Davis, probaron el siguien
te resultado: cualquier conjunto listable tiene una ecua
cidén diofantina "extendida" correspondiente ("extendida
en el sentido de que las variables pueden ser exponentes;

por ejemplo: 2¥ + 34% = 0).

También probaron: si se encontrara una ecuacién dio
fantina cuyas soluciones crecieran exponencialmente se-
ria posible describir cada conjunto listable por una ecua

cidn diofantina.

Matiyasevich encontrd una ecuacidén de este tipo, es
decir, demostrd: a cada conjunto listable le corresponde

una ecuacidén diofantina. Con mis precisidén: Si § es



un conuunto listable entonces existe un correspondiente

polinomio P con coeficientes enteros y variables
Xa Hyr Ygreoeally

que denotamos por
Ps (%, yyhennny )

tal que 5 € S si y solo si

Py (s, Yyreeeny ) = 0
tiene una solucién.

Pero como Davis. Putman y Robinson ya habian encon-
trado un conjunto listable que no es computable®*, el re-
sultado de Matiyasevich 1levd a que el Décimo Problema -
de Hilbert es irresoluble (esto lo exponemos en el pard

grafo 6.).

* Un conjunto es computable si existe un algoritmo mediante el cual
se determina si un nimero natural arbitrario #n pertenece o no -
pertenece al conjunto. i



5. EJEMPLOS DE CLASES DE ECUACIONES DIOFANTINAS PARA
LOS CUALES EXISTEN ALGORITMOS QUE DETERMINAN SI
TIENEN SOLUCIONES ENTERAS O NO

Sea la ecuacidén diofantina:

(1) - -----ax + by = ¢

Teorema 5.1. Sea d = (a, b). La ecuacidn diofanti

na (1) tiene soluciones enteras si y solo si dlea.

Demostracién. Ya que d|a, d|b tenemos que

d|(ax + byl para todos los enteros X y ¥ . Asi que si

ax + hy = ¢

entonces d|e. Por lo tanto (1) no tiene solucién si dfe.

Ahora supongamos que d c¢. Entonces existe un ente
ro e tal que

g = de

También tenemos que existen enteros X« y 4 tales -

que an + bs = d
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6 . SOLUCION NEGATIVA DE MATIYASEVICH (EN LA VERSION
DE DAVIS, PUTMAN Y ROBINSON) AL DECIMO PROBLEMA
DE HILBERT.

Lo que se probard en esta seccidn es que mo existe
algoritmo para examinar un polinomio con coeficientes en
teros que permita determiner si este tiene o no solucio-
nes enteras positivas (Hilbert preguntd por las solucio-
nes enteras arbitrarias). Pero de esto se seguird que -
no existe algortimo para soluciones enteras. Porque en-
tonces se podrfa examinar la existencia de soluciones en

teras positivas (xl,...,xn] para la ecuacién

P(xl,...,xn) =0

examinando la existencia de soluciones enteras

[p1' Quo Ry Bysessy Pn, Qs Rys An}

para la ecuacion
2 B e o8 2 2 2 By
p(1+p1+q1+nl+51,..., 1 + Pn+ qn+ nn+ 4n} =

Esto es porque (por el Teorema de Lagrange) todo en

tero no-negativo es la suma de cuatro cuadrados.

En el desarrollo de esta solucidén solo se tratari -

con enteros positivos a menos que se establezca explici-

tamente lo contrario.

En esta exposicidn no se seguird el desarrollo his-
tdérico del problema. El objetivo es hacer una exposicidn

lo mis suave y directa posible de los principales resulta

dos.

6.1 24 LEMAS REFERENTES A LA ECUACION DE PELL.

Vamos a desarrollar 1los métodos que necesitare-

mos para probar que la funcidn exponencial
Rin k) = n®
es Diofantina.



En el desarrollo de esta solucidn solo se tratard -
con enteros positivos a menos que Sse establezca explici-

tamente lo contrario.

En esta exposicién no se seguird el desarrollo his-
térico del problema. El objetivo es hacer una exposicién
lo mds suave y directa posible de los principales resulta

dos.

6.1 24 LEMAS REFERENTES A LA ECUACION DE PELL.

Vamos a desarrollar les métodos que necesitare-
mos para probar que la funcién exponencial
hin,k) = n*
es Diofantina.

Sea la 1llamada ecuacién de Pell.

(%] x* = dy?* =1 X, y =0

donde

Lema 6.1.1. . No existen enteros positivos, negativos



o el cero, los cuales satisfagan (*) y para los cuales

1< x+uNd<a+Jd

Demostracidén. Sean x, y los cuales satisfacen (%)

y la desigualdad. Ya que

1T = (a+ Vd] la-Vd] = (x + y VA (x-yJ/d]

la desigualdad implica (tomando reciproces)

-1 <-x+yVd<-a+vd
Sumando las desigualdades:

0 <2y vd<2Vd , es decir

0 &y < 1 . (contradiccidén)

Lema 6.1.2., Sean x, y y x', y' enteros positi-

vos, negativos o el cero, los cuales satisfacen (*). Sea
x"+g”\/H_=(x+g\/8T(x'+g'\/3T
Entonces «x" y y" satisfacen®.

Demostracidn. Tomando conjugados, tenemos:

x" - g™ = (x-gdd] (x' - y' VAT



Multiplicando, tenemos
x"?- g”zd = (xz-yzd} [ % y'’d) = 1

Definici6n. x f(a), y (a) son definidas para

nz 0y a2 1, asi;

x (a) + yn(alx/&" = la +/dT"

x. la)l; g.la)

n n

las escribiremos como X0 Y

518

Lema 6.1.3. X 5 Y, satisfacen (*).

Demostracibn.

xo # yod = la +\,de0= 1 = (1+0VdT (1 + OoVdT

Por el lema anterior Xy, Yy satisfacen(*). Supon-
gamos que X , Y satisfacen (*); queremos demostrar que

X 41 » Y4, SON también soluciones de (*). Por defini-

+1

n
Vd o = (as/d]

"

+
Xn+1 gn+l

n
(a+/d] (a+Vd]

n

(x_+ y Vd) (a+/d]
n n



y por el lema anterior, x_,,, ¢ ,, satisfacen (¥).

Lema 6.1.4. Sean x, y soluciones no-negativas de

(*). Entonces para algin n, x = X

Demostracién. Tenemos que x + yvd = 1. Por otro -

lado la sucesidn

n
{{a + d] }

crece a infinito pues a>1 y vd>0 Para algln

n=20
+1

n
(@ +VATZ < x + yJd < (a + AT

Si se cumple la igualdad, ya tenemos

. n
x + yJd = la + VA = x *+ Y Vd o

n

Ahora demostraremos que la desigualdacd no puece cum-

plirse. Supongamos que se cumple. Tenemos

x +y VI < x4 yVa < (x # ynJQT (a + Jd)

Multiplicando por x_ - gﬂJ37> 0

1< (x + gV/dT (x - y VAT < a +d



Sea

x' ¢ y'Va = Ix + oy VAT (x - y VAT

Por un lado el Lema 6.1.2 afirma que x', y' satisfa

cen * y por otro lado el Lema 6.1.1 afirma que %, g mo
satisfacen *. Por lo tanto, la suposicién de que se cum-

ple 1la desigualdad contradice los lemas bold 3 61,2

La relacién definida

x, *+y Vd = (a + VAT

n

es una forma anidloga de la férmula
iu : u
cos i+ senuv-1 = ¢ = (cos 1+ +-1 sen1)

con cosu= X, senu = Y d = = 1

Asi las identidades trigonométricas familiares tie-
nen anilogos. Por ejemplo la ecuacién de Pell es la anéd-
loga de la identidad pitagdrica.

Lema 6.1.5. xmin= xmxni_dymgn, ymin- Y Xt Xl -



Demostracibn. x

n ’ d gm+n=

m+

De aqui tenemos

5 X
Xm+n xm

n * dymyn

Similarmente

+ 3d y

m-n

(x + gnvﬂl(xm_n

¥ +/d Yo" %0 %n

m-n

Y YUpe

n+v3 ym_n}(xn+gnvaT(xn—gnwd =

m+n
(@ + vd )

m n

(a + Vd ) [(a+ d)

(x_+ vd gy )ix +/dy )

xmxn+ dymgn+ ( xnym+ xmyn ] Jd~

£ +
n xl’lgm xmyn

n

{xn+gﬂJET

m—
(a+V/d)

m
(a+VdT

£, + gvd
m m

.{ x _+y VAV (x - y /AT

- dym[j]’l + (xngm-xmyn)\/a—



De donde

Lema 6.1.6. U = ay + x_ Y ¥ =ax + dy

Demostracién. Tomamos &n = 1 en el lema anterior y

como

x, + yNd = a+ VT
tenemos

x1 Ed g yl = ]
Lema 6.1.7. (xn, yn} =1

Demostracién. Si q|x, ¥ q |y, entonces qi(xz = dy;]

folie T
Lema 6.1.8. y_ |y ,

Demostracién. Para k=1 se cumple. Supongamos que

v 1Ym Vamos a demostrar que ynlyn(m+l).
yn(m+l} = Yoman
a ynm xn 4 yn xnm



Como g |y, ¥ 4 (¥, - Yol s (ma1)

Lema 6.1.9. 4 _ |4, si y solo si =t .

Demostracifn. El1 lema anterior de la implicacién en

una direccifn. Ahora, supongamos que gn|yt y nJt En-

tonces L= ng + & con 0 <& < n. Por el lema 6.1.5.

Como yniynq entonces yn]gran. Pero {an,yn] = 1

(si dlan y dly , como ynlynq entonces  d|y_; pero

g ) =1, ¥ por lo tanto d'= 1) entonces Y, |4, - Co-

[x -

ng”

me A& < n entonces Y. < Y, (Lema 6.1.6). Esta es una

contradiccidn.

k=1 .
kxn Y. {mod gn].

11}

Lema 6.1.10. 4 .

n J 4
Demostracibn. x ., + ¢y .~d =[la + vdl Ih'ixq* y ~dT

- 2 {g‘) oy +

J
=0 1 n

d



Asi

ynk

los términos para

3
mod gy, -

Por lo tanto

K
L B k=3 3 gd=1
4=1 (j] xn gn d 2

jimpar

§ > 1 son congruentes con O

k oS .
T, (%) xE yi gick = 5 xi_l y, mod y}

j=1 J n

j impar

Es decir

an

Lema 6.1.11.

Demostracién.

nemos Yy

m
<

ny

y de aqui
es decir

Lema 6.1.12.

11
w
<

Y mod ¢

2
yn |gnyﬂ

.Sea bk = y_ ~en el lema anterior;

y. -1 3
X n mod s
y_ =1
D n
gny = Yy [xn % Iyn)
n
y2/y
n nyn

2
si y_/y, entonces y |t

te



Demostracibn. Si yi|.-_,r‘T entonces gn|y+ y por el

lema 6.1.9 n|t. Sea t = nk. Usando el lema 6.1.10,

" k-1
y_, es decir gnlkxn ; pero como (x_,y l=1,

Zlkxk_l
n n

Y4,

entonces yn|k y por lo tanto gnlt.

Lema 6.1.13. X = 28 X - X, Y Y1720y Y -

Demostracibén. Por el lema 6.1.6

><'
n

+ = +
n+l axn dgn yn+1 agn xn
¥
¥n-1 = ax_- dy y = ay - x
n n n-1 n n
Sumando tenemos:
+ =
% w1 X 1 Zaxn
+ =
gn+l Y -1 Zagn
Asi,
Xy Zaxn— X 1
Yagy = By ~ ¥y

Estas dos ecuaciones junto con los valores iniciales

B 2T x5 ¥y BH oy o= Qo g1 =4 determinan los valores



de todas las Xp 4 Yy 4y b

Muchas propiedades de estas sucesiones son fdcilmen-
te establecidas examindndolas para n = 0, 1 y usando -
estas ecuaciones para probar que la propiedad para n + 1

puede ser inferida de su validez para n oy n - 1.

Enseguida vermos algunos ejemplos sencillos pero im-

portantes.

Lema 6.1.14. y = n mod (a-1] .

Demostracidén. Para n = 0, 1 vale. Vamos a proce-

der inductivamente usando que a =1 mod a - 1. Tene-
mos
yn+1 - 2ayn - gn-l
= 2n - (n-1) mod a - 1
= pn o+ 1

(b)

"
/<

Lema 6.1.15. Si a = b mod C entonces xn[a]

mod C y y (a)l = y (b) mod C.
i n n

Demostracién.. Para &« = 0, 1 vale. Supongamos que




o
=
i

E{n+l

Lema 6.1.16.

do n es impar,

Demostracidn.

xntbl

mod

{a)

n+l

1]

i

(a) =

Cuando

es
yn

yn+1

Asi que, cuando «n

C

X (b) mod
n-1

n

¥

¢ gn_liaj =
Zaxn{a] - xn—l[a}
ben(b} - xn_libl
xn+1[b)
2ay la) -y _,la)
Zbyntb] - gn_l(b)

(b)

mod C

mod C

es par y cuan-

mod 2

mod 2



y cuando n es impar

y_ = ¥, _ mod 2
L
Lema 6.1.17. xn(a) - yn(a) (a-y) = y* mod 2ay-y2-1.
Demostracibn. Xo- yola - yl =1 ¥ X,- Yy la-yl =

Asi que el resultado vale para n = 0y n =1

Por el lema 6.1.13,

xn+l_ yn+1(a_y) [Zaxn -xn—ll_[zayn_yn-l][a = ¥

2al x - yn[a—yH -[xn_l*yn_l(a-yﬂ
Por hip6tesis de induccidn tenemos
£ = yn[a -.y) mod (2ay-y?-1)

n

1
L~

- " P
g, yn_l[a y) mod (2ay-y*-1]

1
s

Por lo tanto

X 2ay” - yn'l mod ay - y* - 1)

1

la-y)

n+l yn+l
= gn'l (Zay -1)

mod (2ay-y2- 1)

1l
s
w



Lema 6.1.18. Para toda n,

Demostracidén. Por el lema 6.1.6, yn+1>'yn. Ahora,

tenemos que:

Supongamos que

=
W
=

+ = +
Y41 ay x = an *x

> an > n + 1

ILema 6.1.19. Para toda n,

X 4 lal > x (a) 2a” y  x (a] < (2a)°

Demostracién. Por lo lemas 6.1.6 y 6.1.13

xn{a) < a xntal < x (a) =< Zaxn(al

ntl

Falta demostrar que

[22)™ = x_la) > a®

Para n=1=0, se cumple. Supongamos que vale para n.
no_ndkl
xn+l(a] = axnla) Z aa = a
x_..la) < 2ax_(a) < 2a(2a)® = (2a)"*"
n+1 n
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n _ n+l
xn+1(a] < Zaxn(a) < 2a(2a)” = (2a)
Lema 6.1.20. x LB o= K, mod x
_— 2nt] ) n
Demostracién. Por el lema 6.1.5
xEni,j - xnxnij+ dynynij
= xnxnij+ dynlxngjf_ 9nx3}
= dy (x gt g x4) mod X _
= idgn[ynxj] mod x_
= 2
= rdyx,
- 2 _
= (xn 1) xj
= - xj mod X
Lema 6.1.21. xhnij = xj mod X
Demostracién. Por el lema 6.1.20
Xynz+3 x2n+(2nij) & x.‘énij mod S
= X mod x



Lema 6.1.22. Sea x = x,. mod X i€ 4§<2n, 0>0,

Entonces 4 = § a menos que a = 2, nr =1, 4=0, 4= 2.

Demostracién. Primero supongamos que X _ es impar y

n
Xn-l
y Sga ¢ = =—3— (Note que no puede ser que n = 1 y
a = 2 pues xn(al = xl(Zl = 2 es par).
Entonces los niimeros -q,-q+1,-q+2,...,0,1,..., g1, ¢ son

los representantes de todas las clases de equivalenciadel

conjunto Zx . Usando el lema 6.1.6.

X

g_ngi
| a 2 xn
asi que X, 1 < ¢. También por el lema 6.1.20, los nime-
ros
xn+l’ xn+2""’ x?n-l’x2n

son conguentes médulo X , respectivamente a:

=% s X s sy B Xpe = Xy =T 1

Asi que, los nimeros X X son mutuamente

0 1,...,X2n

incongruentes médulo x . Esto nos da el resultado. Aho
be
ra supongamos que X €S par, y s€a ¢ ¢ ; . En este

caso, los nfimeros -g+1, -q¢ * 2,..., -1,0,1,...,q son los



representantes de las clases de equivalencia del conjunto

Zx . Como antes X _4 S q. Entonces tendremos el re
L X =

sultlado como arriba, a menos que xn T Z?r’ esto

es,

<

1
1
-

mod x
n

en cuyo caso ‘£ = n -1, 4§ =an+ 1. Pero por el lema

6.1.6,

pero tenemos que

xn = an—l

entonces a = 2 vy =0, 4£.e., n=1. Asi el resul-

yn—l
tado puede fallar solamente para a = 2, n =1, 4 =0 y

i= 2.

Lema 6.1.23. Sea xj = Xy mod X, R >0, 0<4i<np,
0 <j<4n, entonces, o § = 4 o f = 4n - L.

Demostracién. Primero supongamos que § < 2Zn. En-
tonces por el lema 6.1.22, 4 = £ a menos que suceda el
caso excepcional. Como £ > 0 el caso excepcional sucede
ria solo si 4 = 0. Pero entonces tendriamos £ = 2 < 1l=n.
El otro caso es que 4§ > 2n y sea § = dn-§ con

0 <7 < 2n. Por el lema 6.1.21 tenemos



¥, = K. mod x
n

De nuevo 4§ = 4 a menos que suceda el caso excep-

cional. Pero este no puede suceder pues 4, FiE-a

lema 6.1.24. Si 0 < 4L sn y % = xj mod X

entonces j =+ 4 mod é4n.

Demostracidn. Escribimos

{f=4nq + 4 ; 0 < 4 <dn

Por el lema 6.1.21,

. = X = AT mod x

Por el lema 6.1.23,

Asi que

mod 4n

e
"
w.
1t
| *
=



6.2. LA FUNCION EXPONENCIAL

Considere el sistema de ecuaciones diofantinas:

I 22 (a%= 1) y*= 1

11 u?- (a?-1]v?= 1

111 52--(b2—1112= 1

v v = y®

v b =1+ 4py = a + qu
VI % = % ¥ g

VII t=Fh+4ld-1y
VIII g = k¥e=1

Entonces probaremos:

Peorema 6:2.1. Dadas a; x, k, 2 > 1, el sistema

I-VIII tiene solucién en las variables y, u, v, 4, %, b

n, p, q, ¢, d, & si y solo si x = X_(a&]-

Demostracién. Primero damos una solucidén del siste

ma I-VIII. Por V, b > a > 1. Entonces I, IT y III im-
plican por el lema 6.1.4 que existen 4, {, n >0 tales

que



que

(bl

y por el lema 6.1.15

Esto es,

Por el lema

La ecuacidn

1

j{fx) Yy =
(a) T
n
. (b) & s
J
y de aqui
mod

= x.(a) mod
i
tenemos

= x,la) mod
J

(a) mod

.24 tenemos

b iaf mod

IV implica que

y por el lems 6.1.12,

(yi[al}zl y, la)

yj_(a] /n

; V. y VI implican

xn[a]

xn(a)

x (a)

x (a)

que
dn

y?/v, es decir



y por (1) tenemos
() = = = == = f B & mod 4y. (a)

Por la ecuacién V,

b = 1 mod 4y

y por el lema 6.1.14,

gj[b] = 4§ mod (b -1] es decir

[(B) = = = =im = yjtbl = j mod 4y, (a)
Por la ecuacidn VII,
= k mod 4(d - 1)y, es decir
(] = = = oo gjlb) = k mod 4y, (a)

Combinando (2), (3) y (4) tenemos,

(5) - - - - -- kR =+4 mod 4y, (a)

La ecuacidn VIII conduce a que y = k ; y por el le-

ma 6.1.18 tenemos
y;la) = 4
ya que los ntimercs

-2y 4 1,24+ 2yeee, - 1,0,1,2,...2¢



= il

forman un conjuntc completo de residuos mutamente incon-
gruentes médulo 4y, estas desigualdades prueban que

kb = {. De agui. tenemos

Ahora, inversamente, sea X = xk(a) pbéngase y = gk{a)
de suerte-que (I) vale. Sea m = Zkgk(a] y sea u - xm[a},
v o= ym[a). Entonces (II) se satisface. Por los lemas

6.1.9 y 6.1.11

o]

y? v
De aqui podemos elegir 1 de tal manera que IV 58 =

cumpla. Mis afin, por el lema 6.1.16 v = y  es par, asi

que u es impar. Por el lema 6.1.7, (u,v] = 1, asi que
(u, dvy) = 1 (sea p un divisor primo de u y 4dvy; co-
mo p I v entonces p|4g y entonces p|g puesto que

u es impar; pero como y*|v entonces yl|v y de aquil plvl.

Asi por el teorema del residuo chino podemos encontrar
bo: = 1 mod 4y

bo a mod wu

1

ya que bo + 4juy también satisface esta congruencia -
podemos encontrar B, p ¥ q que satisfagan V. III

se satisface poniendo 4 = xk[b}, t = yk(b} ya que b>a,



s = x (b) > x, la) = x. Por el lema 6.1.15 y usando V te-

nemos que como

b = a mod wu

entonces
xk{b! - xk(a} mod u il
& =R mod u

asi podemos elegir ¢ de tal forma que VI se satisfaga.

Por el lema 6.1.18, £ > k 1y por el lema 6.1.14,

yk(b) = k mod(b - 1) y de aqui usando V

i
o~

> & mod 4y

asi podemos elegir d, tal que VII se cumpla.

Nuevamente usando el lema 6.1.18, y > k; asi se pue

de obtener VIII poniendo e = y - k + 1.

Corolario 6.2.2. La funcidn

glz, k) = xk{z + 1)

es diofantina.

Demostracién. Agregamos al sistema I-VIII, la ecua-




Por el teorema anterior, el sistema A.I-VIII tiene

solucidén si y solo si x - % la) = x lz + ) = gla, k).

Asi, podemos dar una definicidn diofantina de g de 1la
forma usual: sumando los cuadrados de los nueve polino-

mios,

Ahora, ya podemos demostrar:

Teorema 6.2.3. La funcién exponencial

h (n,k) = n

es diofantina.

Antes de demostrar este teorema, prcbaremos una de-

siguzldad:

Lema 6.2.4. Si a > yk entonces Z2ay - y? - 1 > 4%.

Demostracién. Sea gly) = 2ay - y*> - 1. Entonces,

como a 2 2, tenemos

gll) = 2a - 22 a
Ahora, para

1 % ¢ s #,

g'ly)=2a-2¢y >0 vya que a > y

Como g'ly) > 0 tenemos que gly) es creciente para



=S i e
1< y <ga:

a<gll] = glyl.
Entonces 51 a > yk > y tenemos

glyl = a

es decir

2ay - y?- 1> a> g

Ahora, agregamos al sistema I - VIII, las ecuaciones:

¥ (x - y la-n)=-m)?

{§ - 1)1* [2an-n?-1)%

Zan - n*- 1

X m+ g
X1 W+ h=Fh+£¢

XII a*® - (w?= ) tw - 1)2 22 = 1

Teorema 6.2.5. m = n° si y solo si las ecuaciores

I - XII tienen solucidn en las restantes variables,

Demostracifn., Supongamos que I - XII tienen solucifn.

por XI, w > 1. De aqui que |[w - 1] z > 0 y entoncees
por XII, a > 1. Asi, aplicando el teorema 65.2.1 se si-

gue que x = xkta}, g = ykfa}. Por IX y aplicando el 1le-
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ma 6.1.17 tenemos que

mod (2an - n?- 1)

=
n
S

XI 1lleva a fhk,n < w. Por XII y usando el lema 6.1.4, te
nemos que para algin 4, a = xj[w), (w - 1)z = gj[w). Por

el lema 6.1.14,

yj(w) = mod w-1
y de aqui

4 = 0 mod w-1

i 2 w-1

De manera que por el lema 6.1.19

a = x _(w) =2 x (w) > w" "> pnf
s w=1
Ahora, por X, m < 2an - n® - 1
y por el lema 6.2.4.
2an - n%- 1> n® pues a > "
De
s B 2
m=n mod (2an - n*- 1)
m< 2an - n* - 1
k 2



tenemos que

k
m = n

k
Inversamente, supongamos que m = n , Debemos encon

trar soluciones de I-XII. Elegimos cualquier nimero w

tal que w>n y w>k. Sea a=x_ . (w), asi que a>1.
Por el lema 6.1.14, tenemos

yw_l[wl A | mod w -1

Por le tanto, escribimos
gw_l(w] = z(w-1)

Asi, XII se satisface. XI puede satisfacerse, po-
niendo h = w - n, £ = w - k. Como antes, tenemos que

k ”
a > n , asi que nuevamente por el lema 6.2.4

mw e wt € Bap o pPe 1

y entonces X se cumple. Poniendo x = x (al, y = gk(a},
el lema 6.1.17 permite definir 4 tal que
x -y la-n)l-m = + (§-1)(2an-n?-1)

asi que IX se cumple. Finalmente I-VIII pueden satisfa-

cerse-por el teorema 6.,2.1.
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6.3. EL LENGUAJE DE LOS PREDICADOS DIOFANTINOS

Ahora que hemos probado que la funcidn exponencial

es diofantina, podemos estudiar otras funciones y conjun-

tos. Como un ejemplo, sea

hlu,v,w) = u

Lo que se pretende ver, es que ft es diofantina:

-
y = u' <=> (3z)[y = u® Az = v"]

Por el teorema 6.2.5 existen dos polinomios P,Q ta-

les que
¥ = u< <=> {3&1,...,nq)[P{gﬂgz,nl,_.,&n}: 0]
y
z = v <= (38,,...,4 ) [Qlz,v,0,8 ,...,8 ) = 0]
1 m - m
Por 1o tanto
- 2
¥y = u <=> (3&1,...,Jzn,al,...,am_}[P[g,u,z,nl,...,nn) +
@ (88008, ¢ vom®, J 2 @)

p® S

Este procedimiento es perfectamente general: expre-
siones, las cuales, las conocemos como conjuntos diofan-
tinos pueden combinarse usando las operaciones légices

Ay 3 ; las expresiones resultantes son nuevamente con



juntos diofantinos (tales expresiones, muchas veces, son
l1lamados '"predicados diofantinos'"). En este lenguaje es

también permisible usar el simbolo 18gico Vv para "o" -

ya que
(I y o vnnt JIPi = 01 W (385900058 ) [Py = 0]
K=>
(3&1,...,nn,51,...,am) [P Py = 0]

Tres funciones diofantinas muy importantes estdn da-

das en el siguiente teorema:

Teorema 6.3.1. Las siguientes funciones son diofan-

tinas:

¥
fln,k) = (3) , gln)l = n! , hia,b,y) = T (arbk]
k=1

Para demostrar este teorema, usaremos la notacién
[«] donde o es un nimero real y significa que [a] es el Gnico entero

tal que
[a¢] € a < [a] + 1

n

Lema 6.3.2. Para 0 <k <ny u>212 se tiene

u K

{u + ijn L) - 1 i-k
]+ & o
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Demostracidbn.
wr 11® L 3 (Mt seR
u
donde
n ; k-1 p
s- 5, ™y R o< LI, (Dt

Entonces - § es entero y R<1 Por lo tanto

(w + 1)° + 1
Bag LET ) 358
e

y por lo tanto

e 1P
u

Lema 6.3.3. Para 0 < kR < n

li(u : 1}rj
k
u

En el lema anterior, todos los térmi-

y u> 2",

(E) mod u

Demostracién.

nos de la suma para los cuales £ > k son divisible por u.



Lema 6.3.4. fln, k) = (E) es diofantina.

Demostracifn. Ya que

el lema 6.3.3. determina (Z) como el dnico entero

[ (u + 1)51
&
u

tivo congruente con

mdédulo u Yy menor que Uu.

Asi, tenemos:

Z = (g) <=> (3 u,v,w)lv = 2% B K

posi-

n
w - {}ﬁ_iillg}A z=w mod u Az < uj

u

Para demostrar que {(n,k] ='(ﬁ) es diofantina basta

ver que cada una de las expresiones de arriba, separadas

por el A son diofantinas:
v = 2% ‘es diofantina por el teorema 6.2.5

w > v es diofantina pues u > v <=> (Jx)[ u=v+x]



zz @ woed w Nz <wgsy (3y.u)w=z sle = 1) wa

w=z + y]

n
. [ﬁ_i}_l_)_.%:) (3x,y, 2] [grarlgezd agsa 4
w
£ XL 1
w J w ] Yy

Wg% < w+ 1l <=>wy s x <wy+ y

X
Lema 6.3.5. Si 2 > (2x)**' entonces x! = [’L —l

i I,
Demostracidn. Sea 4« > [(2x)*7

n* 2t gl
() alr-1)...(n - x + 1)
X
< x! ( . )
e
n
Ahora 1 < 1 + 2%
1- > "
h
T+2 2% _ - b’ 2%y
y como ( T) = jEO (j) (7)_
2x



tenemos:
X
!:L S e : X
x
) (1- 5
i 2% ex
< x! (1 + = 25
i 1
(2x)*"
r
< ZL ¥ 3
= % & 1
Asi
X
g w2 <axl w1
)
%
Por lo tanto
s .
)
Lema 6.3.6. 4§(n) = n! es diofantina.
Demostracién. m = n!
<=2
Gt Bt ) [3 2 22 vl AL et ] Ak =d" &
n A
u=71 Av=(_)aAms< <m+ 1]



Lema 6.3.7. Sea bg = a mod M.

¥ B
Entonces ,IL (a + bk) = bYy! (q;g) mod M
Demostracidn. byyl(q;y) = bYy! %;%¥

b (q+y) (g+y-1)...(q*1)

¥ "
Ly (barbk)

I

¥
kgl (a+bk) mod M

v
Lema 6.3.8.h(a,b,y) =kg (a+bk) es una funcidén -

L
diofantina.

Demostracién. En el lema anterior elegimos

M= blarby)¥+ 1

Entonces (M,b) =1 y M=> kﬂl la + bk). Aqui la con
gruencia bg = a mod M es resoluble para ¢ Yy entonces
kgl {a+bk) estd determinado como el finico nimero el cual
es congruente con bYy! (q;g) mod M y menor que M; es

decir:
¥
2 =kgl (a+bk)
L==>

(3M,p,q,n,5,%,u,v,w,x) [r=a+by A4 = 17 A



e
]

bs + TAbg=a+Mt Au=5b Av=ylAz<M A

e |

l

W =g+ y AX = ‘(g),Az + Mp

Usando los resultados anteriores para la funcién ex

I

ponencial, para v = y! y para «x = (E) obtenemos el -

resultado.

La afirmacidén del teorema 6.3.1 estd contenida

en los lemas 6.3.4, 6.3.6 y 6.3.8.

6.4. CUANTIFICADORES ACOTADOS.

El lenguaje de los predicados diofantinos permite -
usar los simbolos 16gicos A , v ¥ 3. Otras operaciones

usadas por los 1ldgicos son:

v para 'mo"
X para ''para toda x"
=> para "si...entonces..."
Sin embargo, como serd claro mas tarde, el uso de

cualquiera de estas operaciones puede llevar a expresio-

nes las cuales definan conjuntos que no son diofantinos.



Existen también el cuantificador existencial acotado:
. [Bylgx ey BAENTEIEE "(IY)AH B X Av )

y el cuantificador universal acotado:

1t tvgléx s 2 significa "(wylly < xA...]

Se prueba que estas operaciones puedern adjuntarse al
lenguaje de los predicados diofantinos; esto es, los con-
juntos definidos por expresiones de este lenguaje extendi

do serdn conjuntos diofantinos, £. e,

Teorema 6.4.1. Si P es un polinomio,

R = {(prl.---,xn}f (Hzlgg (39'1!‘"Igm]IP(ylz’xll""xn’yl,"'l

) = OF v 8= {lyx,nx ) zle (3, g NP 20,0k,

Yysvsesl ) = 0]} entonces R y S son diofantinas.

Demostracibén. Que R es diofantino, es trivial:

(9’9 xl""’xn) € R <=> (Bngl:---rym) [zég/\ P=Ol

La prueba de la otra parte del teorema es un poco -

mids complicada.



Lema 6.4.2. lyklg, (30, e JIPWLE, %0une X 0,0 eenst, )20

o

(Bu)(vk) g (30,0 - o D PR X seee s XU a eyt ) = 0)

Dempstracién..El lado derecho de la equivalencia im-
plica trivialmente el lado izquierdo. Para demostrarlo -
reciprocamente supongamos que el lado izquierdeo es verda-
dero para u, Xy5...,% dados. Entonces para cada
kB = 1,2,...,4 existen nGmeros definidos yEk},...,gik} pa

ra los cuales:

F[lj,h,xl’,,,.xn,y‘fk],...,yikll =0

Tomando « igual al midximo del conjunto

tenemos que el lado derecho de la equivalencia también va

le.

Lea 5.4.3. Sea ﬂly,u,xl,...,xn} un polinomio con
los propiedades:

1) Qlyix,,ea,x ] >0
ii)  aly,u, %y, .0,x ) > 4

111) RSy y yypee S w =Pl ko xyse s bty a ety I

SO lux ., .. .,xn}



Eritonces

(vfz)gy(agl,...,ym)g_u [Pl b i aneif.e Frsssssl ]® O

n m

L=>
i
(3c,t,a ,...,a ) 1+et = I (T+RE) A 2=Q1Y, 4, Xy, e vsXg) e
u . L -
(1 +ci)[jE1Lai—j) oy A(1+ct]]jgllam—j) TR PR
Bypecey ] =0 mod 1 + edl

Demostracién. La ventaja de este lema es que mien-

tras que el lado derecho de la equivalencia parece el mis
complicado de los dos estd libre de cuantificadores uni-
versales acotados. Primero damos la implicacién er la di

reccidn (<= ).

Para cada k = 1,...,4, sea p, un factor primo de

(k)

1 + kt. Sea y, el residuo cuando a. es dividido por

pkli = T s vl

Se sigue que para cada k, 4

a) 1 <y



u

Para demostrar a), note que pkljgl (aiﬁj}; ya que p,

es primo, p, |(a,-j] para alguna j. Esto es:

4 = a; mod pk
- (k).
=y mod P
y que £ = Q(g,u,xl,...,xnl!, (ii) implica que cada -
divisor de 1 + ht debe ser mayor que Q(g,u,xl,...,xn}.
Asi, p, €s mayor que Q(g,u,xl,...,xn) ¥ por (L) tehis-
mos que p, > u. De aqui que
j€u<pk
Como yik) < p,, entonces gik) = § . Para demos-
trar (b) note primero que
1 + et =1+ Rkt mod Py
y de aqui
B =& mod P
Como ya tenemos que
(k)
44 = a. mod P
i k
entonces
(k) (), _
P(g,k,xd,. cea Xl e ] = Ply,c,xl, X Sl ,...,am] mod Pk
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Finalmente
Lo/ I SR ggk),...,g;k))] < @l iy By paay 2]

< P,
£

Esto completa la prueba de la implicacién (<=).

Para probar la implicacién (=), sea Ply,k,x ,...,xy,

ygkf...,y;k)) = 0 para cada B = 1008 <donde ygk)é w.
Sea
i = Q(y,u,xl,...,xnli
Yy ya que

¥
kgl{T + ht) = 1 mod £

pedemos encontrar ¢ tal que

i
1+ et = 01+ ke)

Ahora, queremos que para 1 < k < £ <y,
[t & &f 1 ¥ &4 = 1

Seap| {1+ kt0y p|(1+ £2) Entonces p|(L-k)y asi

< Y.
Pero como

Q{y,u,xj,...,x ] >y

€

entonces P|t, 1o cual es imposible. Asi, los ndmeros
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1 +kt, 1<k<y son primos relativos por pares y po

demos aplicar el Teorema Chino del Residuo: para cada 4,

T =45 m,; €xiste a, tal que

. gik) mod 1 + kt k=1, 2,....4
Como antes, tenemos
g = e mod 1 + kit
entonces
P[y,(:,xl,.. s ...,ahlJzP[g,h,xl,...,xn,gik),...,y;k)) mod 1+kt
=0 mod 1 + kit

Ya que los ndmeros 1 + kf son primos relativos por

pares y cada uno divide a P(y,c,xl,...,xn,al,...,am), en-

tonces también su producto, L.e.

Plg, CoXirsernl p @ignecnd b 0 mod T + ef
n m
Finalmente
&, = ygk) mod 1 + kit
l' 1
Ffins 1 + ht[{ai - ggk)l

Ya que 1 gggk)\éu
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u
P+ bt |0 (e -4)

y nuevamente como los 1 + kf son primos relatives por

pares
u

{I+f:.tl]|]1=11 “Ii' il

Ahora, es fdcil completar la prueba del teorema

6.4.1 wusando los lemas 6.4.2 y 6.4.3. Primero encon

tramos un polinomio @ que satisfaga (i), (ii} y (iii)}
del lema 6.4.3. Esto es fdcil hacerlo:

Sea
N
Piy,h.x,,.+.,xn.g1,...,gmj =r§l zr

donde cada £, tiene la forma

a.b g 8
k xq'x?*,...,xi Y leaeet T

i, = ey :
para ¢ un entero positivo o negative. Sea
&+h g Qoo g e
u, = |ely i VR
¥y sea
b
- * + E
& Y r=1 ur

Qly,u,x eenyx |

Entonces (i), (ii) v (iii) del lema 6.4.3, son tri-

vialmente satisfechas



N
(1) Qly,usxy,ene,x ) = uwt g+t Z o u >u

N
(ii) Q(g,u,xl,...,xn] =+ oy + rg w_ >y

[Eid.) Si kR <=y Y Y,peeenll, S U entonces

a, b s a+b 2 Q. Sitiuts

lely®xh,ooatn g, 0,0t < fely®*Px] K

L6 || = &

T r
n n
< Z

lrzfl"l r=1 | £e | <r=21 %5
y por lo tanto
Il’l
b3 < u + + Zu
r=1r! 4 ¥
es decir
IPIy,k,xI,...,xn,gl,...,ym}|< Qly,u,x, peeerx,)

Como se cumplen (i), (ii) y (iii) tenemos:

':Vk’—,gy(-q@'l'---,gm)[P[g,fZ,Xl,...,Xn,yl,...,ym} = 0]
L=>

¥ .
(Bu,c,t,al,...,am)[1+ct=kgltl+ BEN & 2 Q(y,u,xl,...,xnlf



u u
A1 = et lj1=ll(a1- flA .. A (T+ct)|j1:11(am—j) AP =0 mod 1 + cf]

(B 8y Ly thy 5 oo 38 CpdaQ s v s sla M 5 0 v ol )l BETHEE 4

¥
e = JL (1+kt) A § = Q(y,u,xl,...,xm] At = 4! A

gL = ar= w =1 NGy = @y~ o = TA.../\gm= a - u - 1A

u u
hy = Llg,+ kI AL AR =T (g + k] A eihl A elh1 A

@]hz A e N Qir"lm/\fE=P[f_4,C,X1,---.x oas"‘:am]/\
el £l

y esto es diofantino por el teorema 6.3.1.



6.5. ¢CUALES CONJUNTOS Y FUNCIONES NO SON DIOFANTINOS?

Hasta aqui es claro que los métodos disponibles son
completamente generales. Es por esto que surge la siguien
te pregunta: ;Cudles conjuntos o funciones ''razonables"

no son diofantinos?

Uno de los principales resultados de este capitulo

€51

Teorema 6.5.1. Una funcidén es diofantina si y solo

si es recursiva.

Demostracién. Supongamos que § es diofantina. En-

tonces:

Y = ﬁ(xl,...,xm) <=> (atl,...,tmI[P(xl,...,xn,g,tl,:..,t ) =

m

Q(xl,...,xn,y, o ,...,tm}]

1

donde P y @ son polinomios con coeficientes enteros po-
sitivos. Entonces por el Teorema de la Sucesién de Ndme

ros;:

1.;..,xn] = 5(1,minu[P(x1,...,xn,S[],u},...,S(m+T,u])=

Qlx ,...,x ,S(1,ul,...,S(m+1,u))])
1 3 < |
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ya que P,Q,S({,u) son recursivas, {§ también lo es (usan-
do composicidén y minimizacién). Para demostrar el inver-
so: sabemos que S(4,u) es diofantina, las otras funcio-
nes iniciales son trivialmente diofantinas. Asi que es -
suficiente probar que las funciones diofantinas son cerra

das bajo Composicidén, Recursién Primitiva y Minimizacién:

Composicifn. Si

hixl,...,xn] = 5(91(x],...,xnl,...,gm(xl,...xn))
donde §, g,»-+-»9, son diofantinas entonces h  también
lo es ya que
u=#1(xl.....xm)<=>(3fl,...,tm][II:glixl,...,xn)A swn P Tl 2

gm(xl,...,xnl Ay = 5(t1,...,tm]]

Recursidén Primitiva.

Si h(xl,...,xn,1) = ﬁ(xl,...,xnl

y h(xl,...,xp,t + 1}=giz,h(xl,..,xn,tl,xl,..:,xn)

donde 4 y g son diofantinas entonces usando el Teore-

ma de la Sucesidén de Nimeros
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y = hixy, ... x ,z] <=> (3u){5[1,u]=h{x1,.“,xw1)A[V,ﬂs z

[t=zv § ft+1.u)=g(t,${£,u],xl,...,xn]]
A slz,ul = y} -

<=>(3u) {@Ev)Iv = S(1,u) A v = hix,,.

xS DIN Bl 8=z V (W) (w =
Sl + T,ul) Aw = g(t,S(I,u),xl,,_,,xn]]

A Y = Slz,ul}

Por lo tanto, usando el teorema 6.4.1, h es diofanti-

na.

Minimizacidn.

S h(xl,...,xn] * miny {5(x1,...,xn,y}=g(xf...,ﬁfg]}

donde 4, g son diofantinas entonces h también lo es ya

que

y=h(x ,...,x )<=> {(32)[2=5(x1,...,kn,g} A z=glxy, .0, x ,yl]
A ( t)gg[t=y Vo (3u,v) (u=fx1,.n,x,, 2]

AV gl x L tlA luuvy < u))ld



Ahora vamos a responder 1la pregunta que nos hicimos
desde el principio del capitulo: icufles conjuntos ne son

diofantinos?

Definicifn.6.5.1. Un conjunto 5 de n-adas de enteros

positivos es recursivamente numerable si existen funcio-

nes recursivas ﬁ[xl,...,xnl ¥ glxl,+++,xn] tales que

§ = {le,...,xnltiax)lﬁ[x,xi,...,xnj=g{x,x1,...,xn]]}

Teorema 6.5.2. Un conjunto § es diofantino si y so-

lo 5i es recursivamente numerable.

Demostracifn. 5i § es diofantine existen polinomios

Py @ con coeficientes positives tal que:

[%;p.00,% |ES <=> [35.....,yml[P{xlp..,xn,yl,+“,ym]=u{x1,“,,xn,g”...,gmn
<=> (BulPlx ,...,%,,8(1,u), vass Simul) =
Qx,,...,%, Sl1, ul,..., Sim, ul)l

asi que S es recursivamente numerable.



Inversamente, si S es recursivamente numerable, exis

ten funciones recursivas 5[x,x1,...,xn), g(x,xl,...,xn)
tales que:
(xl.xz,...,xn} € § <=> (Hx)[ﬁ(x,xl,...{xn]=g(x,x1,...,xnl]

<=> (3x,z)[z=ﬂ(x,x1,...,xn]A z=g[x,x1,...,xn]]

Asi, por el teorema 6.5.1, S es diofantino.

6.6. UN CONJUNTO UNIVERSAL DIOFANTINO

Daremos una enumeracidén de los conjuntos diofantines

de enteros positivos.

Cualquier polinomio con coeficientes enteros positi-
vos se puede obtener del uno y variables con sumas y mul-

tiplicaciones sucesivas. Fijando el alfabeto
g5 Xgpeas

colocamos la siguiente enumeracidn de los polinomios (usan

do las funciones apareadoras):



31 ) R(i)
52 L Pt
Escribimos
P2 B, (9 o8 o
1 1 1 n

donde n es suficientemente grande come para que todas -
las variables que aparecen en P; estén inclufdas. (Por

SUPUEStO? &1 gederal. Py gy depende de todas estas varia

bles).

Finalmente, sea
D = fx, @ (3% e X VIR (yXgseeenx DRy (X eeyx )T}

En ﬁ(n

pero claramente tampoco aparecen otras diferentes de &stas. Por la

) ¥ %(n) no aparecen_todas las variables xm..”xh

forma en que fue construida la sucesidn P, » se ve que la

sucesidn de conjuntos
Bss Dss Dgw Dipsasns

incluye todos los conjuntos diofantinos de enteros positi-

vos. Todavia mis:

Teorema 6.6.1. (Teorema Universal) flnx) ¢ 3% QJ es

diofantino.
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Demostracifn.

x € p, <=> (Ju){s(1,u) =1A5(2,u) = xA
Alwd] o 18(34,u]l = S[LIL),u) + SIRIL),ul]
Algdl o [8(34+1,u)=8(L(4),ulSIRIL), ul]

siLin),u) = s(Ri(n),u)}

Es claro que el lado derecho de la equivalencia es -

diofantino. Por lo tanto, solo probaremos:
Sea x E Du para #n, x dadas. Entonces existen nfi-

meros £1,...,tn tales que

FLI:nJ[xJIIJ“‘Jtn] o Pnfn}{l.rttlf----:t ,

n

Elegimos u (por el Teorema de la Sucesién de Nime-

ros) tal que:

(") Sli,ul = PJ[x,tl,.--,tnl = Ve B+ 2

Entonces en particular
Sl{2,u) = x
S513L - 1,u) = £. L 0 TR |

-1

Asfi, claramente el lado derecho de la equivalencia -



es verdadero. Inversamente, supongamos que para n, x da-

das el lado derecho se cumple. Pongamos

£ = 85,ux), SI8,u) = Lases:; L. * S{3n + 2, ul

Entonces (*) es cierta. Ya que

S(Lin),u) = S(R(n),ul

tenemos que

PL(H)EX,II,..,IHJ = PR(n)[x,tl,...,ztn)

Por lo tanto x € Dn.

Como Di, D2, Ds,... nos da una enumeracidén de los -
conjuntos diofantinos, es fdcil construir un conjunto di-

ferente de todos ellos y por lo tanto no diofantino. Sea

v ={n:n¢Dd}

Teorema 6.6.2. v no es diofantino.

Demostracién. Si v fuera diofantino, entonces para

alguna £, v=D,. Pero tomando 4 € v, tenemos:

LEV <=> (€D, Y LEV <=> L €D,
Esto es una contradiccidn.

Teorema 6.6.3. La funcién g(n,x| definida por:




n
-
w0
-
P
b
(w]

gln,x)

"
[a]
w
-
<

m
=

gln,x]

no es recursiva.

Demostracién. Si g fuera recursiva entonces g seria

diofantina, 4.e.,

y = gln,x] <=> (Byl,...,ym}{P[n,x,y,yl,...,y ) = 0]

m
Asi que el conjunto
B = {ln,x,y) : y = gln,xl}
seria diofantino. Vamos a fijarnos en un subconjunto de

B:
{lx,x,y) : x ¢ D} = {(x,x,1) : x ¢ D_}

Entonces tenemos que:
= {x ¢ (3,0 JPIx,6,1,4 .00,y ) = 01}

la cual contradice el Teorema 6.6.2.
Usando el Teorema 6.6.2 tenemos que
x € D <=>(321,...,zkl[P(n,x,zl,...,zk} = 0]
donde P es algfin polinomio definido (aunque complicado).

Supdngase que existiera un algoritmo para determinar

si las ecuaciones diofantinas poseen soluciones enteras



= HE

positivas, <.e., un algoritmo para El Décimo Problema de
Hilbert. Entonces para n, x dados, este algoritmo podria

usarse para determinar si la ecuacidn

p{n,x,zl,...,zn] =0

tiene o no una solucidén, <£.e., si ono x €D . Asi el
algoritmo podria ser usado para calcular la funcién gln, x).
Ya que, las funciones recursivas, justamente son aquellas
para los cuales existe un algoritmo, g seria recursiva. -

Esto contradice el Teorema 6.6.3 y esta contradiccidn prue

ba:

Teorema 6.6.4. El Décimo Problema de Hilbert es irre

soluble.

Naturlamente este resultado no da informacidn acerca
de la existencia de soluciones para cualquier ecuacidn dio
fantina especifica; este resulfado, meramente garantiza -
que no existe algoritmo para examinar la clase de todas -

las funciones diofantina

Note que:
X E y <=> 7V (-321’""zk]{P(x’zl’Zz'za"'"Zk) = 0]
L= {(321,--.,Zk)[P(X,Zl,I...,Zk) =) 0 =>1 = 01}

<=> (Vzl,...,zk)[P{x,zl,...,zk] >0 Vv



P(x,zl,...,zk] < 0]

lo cual demuestra que si los simbolos légicos v, ¥, =>

son permitidos en el lenguaje de los predicados diofanti

nos, entonces se obtendrdn conjuntos no diofantinos.
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CAPITULO II

[ORTALIDAD DE CONJUNTOS DE MATRICES

% INTRODUCCION

Sea ¢.# H = { matrices no-nulas n x A sobre ¢ }, fini-

to:
Definici6n 1.1. H es mortal si existe {A1""’ Ak} -
c - =
H tal que A1 A, 0
£l problema referente a mortalidad de matrices dice lo
siguiente:

Encontrar un algoritmo, el cual, dado H, determine si

H es mortal o no.

Por ejemplo, si n = 1, existe un algoritmo que nos de-

termina que H nunca es mortal.

Definicién 1.2. Una palabra sobre a,b es un rengldén -

de a's y b's tal como baabab. Puede ser nula.

Por ejemplo si g s By 9, represenfan las palabras --
bab,aa b respectivamente, la palabra g9, g g, 9, sobre gl,
x

9,4 9, representarard la palabra aababbabb sobre a,b.
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Problema de Correspondencia de Post:

Determinar para un conjunto finito arbitrario(gl,g;),

(gz, g;),..., (gu, g;) de pares de palabras correspondientes

no nulas sobre @, b, si existe una solucidén en n, i1""’ in

de la ecuacibn
(2) e He  owen G 8 o 1A -

Por ejemplo, si u = 3Y
{tg. 5 g )sla, » @ )1al8. s g") }={(bb>b) » (absba) » (b,bb)}
1 1 2 2 3 3

Tenemos

=bb = r r r r
ql_qz g, 9, ababb = g’ 9. 9, 9,

Pero por ejemplo, si cada g, tiene longitud mayor que
la correspondiente gi o cada 9; empieza con una letra dife--

rente de g;, la ecuacibn no tiene solucidn.

Definicién 1.3. Un Sistema Normal § sobre a ,b estd -

dado por una base que consiste de una palabra inicial no nu-
la A y un conjunto finito de operaciones:"a., P produce Pu;",
i=1,..., v donde las al s ¥ las al's son palabras dadas

sobre a,b y 1la P 1lamada la variable operacional representa
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una palabra arbitraria sobre 4 , b, posiblemente nula.

Los enunciados (afirmaciones) de § son: A y todas las
palabras obtenibles de A usando repetidamente las v opera-

ciones.

El problema de decisidn para la clase de sistemas nor

males sobre a,b dice lo siguiente:

Determinar para § arbitrario y B palabra arbitraria,

si B es un enunciado de §.

En este capitulo se prueba que el problema de morta-
lidad de matrices para n = 3 es irresoluble, de la siguiente

forma:

En el pardgrafo 2 damos la demostracidén debida a Mi--
chael S. Paterson de que el Problema de Mortalidad de Matri

ces es equivalente al Problema de Correspondencia de Post.

En el pardgrafo 3 mostramos la reduccidén del Problema
de Correspondencia de Post al Problema de Decisidn para la

Clase de Sistemas Normales sobre a , b.

Este filtimo problema es recursivamente irresoluble® y

por lo tanto irresoluble en el sentido intuitivo. La demos

* Es suficiente considerar "irresolubilidad recursiva" gue significa -
irresolubilidad en el sentido de Church [10] . Para una prueba infor--
mal de que dicho problema es recursivamente irresoluble ver {9]
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tracidon de esta afirmacidn no la damos aqui en la tesis.

El método usado para n = 3 vale también para n>3, -
Por 1o tanto el Ginico caso no resuelto es para h = 2. Este

caso lo tratamos en el pardgrafo 4.

2. EL PROBLEMA DE MORTALIDAD DE MATRICES ES EQUIVALENTE
AL PROBLEMA DE CORRESPONDENCIA DE POST.

Teorema 2.1. El Problema de Mortalidad de Matrices -

3 x 3 sobre los enteros es equivalente al Problema de Corres

pondencia de Post.

Demostracifn. Consideremos un conjunto H de matrices
3 x 3 sobre los enteros que consiste de las siguientes matri

ces:

[ 10 4 L. & .

s=| 000 _ : T={-1 10 |y
Looo 0 00
B donde p >q_ >0, >4_>0 y
s J J J J
W, = 0 flJO
1 J = Lysasy; Ma
_qJﬁJ
Ya que

& (1. 0 .3)

—
a
Lo
n
—
w
I

(abe) T=(a-b) (1 -10)



y todas las wé,s

H es cero si y solo si existe un producto X de las W] s

que para algunas h, k

Supongamos

Supongamos

Supongamos

Supongamos
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son no sigulares, tenemos: un producto de

a)
b)
&)

d)

que

que

que

que

(1-10)
(1-10)
{31 9 T}

(41 @ 1)

se cumple

(@b ey T

se cumple

(a be T

se cumple

(a bec) S

se cumple

(a b ) S

se cumple

X x X X
]

a).

XS

b).

X7

(o)

d).

(
(
(
(

=

0 h k)
h hk)
0 h k)
hohk)

Entonces
0

Entonces

0

Entonces

Entonces

tenemos

tenemos

tenemos

tenemos

tal
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Inversamente, es cierta la implicacidn ya que:

H, H, ~+2 Hy = 0 =
H.= 8§ 6 Hpe= T es decir,
(abec )H H...H = (ohk)d (abec )H...H .=
1 2 r-1 1 r—-1

= (f, h, k) para algunas h, k; y tomando en cuenta que H__,

es una HJ. Sin embargo, si

(e u u) Wy (u1 uz va) para alguna J, entonces

i) '{u1> 0, u2< 0y u 0}=>{u1 >0, u2< 0 vy v3 = 0}

Il

ii fu > u = u ={v > [V v =1
ii) { 1 0, « 0y 1}={ ! 0, v, B ¥ }

Para alguna J, por i)

(1-10)W = (v v 0) donde v >0,V <0 y por lo
F 1 2 1 2
tanto

(1-10) X=(z z 0) donde z>0,2<0 de donde

a) y b) son imposibles. También, por ii), para alguna J,

0 = b = -
{ 1= 1) HJ (v 3 u2 1) con vl B U2 0 y por lo

tanto
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(101) X= tz] z2 1) donde zl:w}, zzn- 0 de donde -

c) es imposible y solo d) puede cumplirse. Llegamos a:

El conjunto H es mortal si y solo si existe un produc

to X de las Wis tal que

{101) X=(h h 1} para alguna h>D

Dadas un-par de palabras g, g' sobre el alfabeto --

{1, 2, 3} definimos 1la matriz

P00
Wig,g’)=| 0L 0
g 4 1

donde ¢, 4 son los nfimeros g, g' respectivamente (o 0 para
la palabra nula) y p,% son les enteros obtenidos escribien-
do el uno seguido de tantos ceros como el nmere de simbo--

los en g, g’ respectivamente. Por ejemplo si

fg, ') = (12132,112231233}

entonces

10 0 0
W (12132,112231233) = p 10 0O
12132 112231233 1
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Las W (g, g')'s satisfacen las condiciones impues--

tos para las Wis en H.

54
h, h*, g, g’ son palabras sobre {1,2,3}
Entonces
(h RT1)IW (g, g')=lhg h g’ 1)
Sea

= r ! r
K= {(gl’gl)'(gz’gz)"'.’(gn’gn)}
un conjunto de pares de palabras sobre {2,3}. Definimos

H(K) = {S,T,H(ng_gs) 9w(g‘]-,1 g&);‘j:l,---’n}

H (K) es mortal si y solo si existe un producto X de las -

W's de H (K) tal que
(101) X=(hh 1) para alguna h >0

Esta h tiene por primer digito al 1 y le siguensola--

1
mente 2 s y 3's. Este producto X existe si y solo si el
Problema de Correspondencia para K tiene una respuesta --

afirmativa.
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3 REDUCCION DEL PROBLEMA DE CORRESPONDENCIA DE POST AL
PROBLEMA DE DECISION PARA SISTEMAS NORMALES.

Sea S un sistema normal sobre a,b cuya base consiste
de la palabra inicial A y el conjunto finito de operaciones

" g. P produge P/ " , i=1,... V.
i o
1

Sea C y D palabras sobre a, b.

Definicién 3.1. "C produce D"si y solo si para alguna

P, posiblemente nula, C = a,P y D= Pat.

Entonces tenemos que: B es un enunciado de § si y so-

lo si el siguiente conjunto de ecuaciones tiene solucidén -

1 1 1 1 1 2 2 & p: 3
1 1 2 2 3
(2)
r - r -
Pr-a in I_O"i Pn’ Pn . B
- n n
Dado (2) tenemos
AP o' P ao! P o’ P af =a, P o -] o P B
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Podemos eliminar las P's

(3) Eg? w0 oot 2. & seet. B
1 1, 1 X, 1. 1
X 2 n 1 2 n
Andlogamente
I T ’ — =
(4) Aui ai ... 0f LT PR Pps 1,...,n
1 2 m-1 1 2 m
de donde
5 L 1 >
(5) long (Aai oy _) long (ai cee o0y )
1 m=1 1 m

Inversamente, dado (3) satisfaciendo (5), tenemos:

O; +.. O, €S igual a un''segmento inicial" de

esto implica que podemos determinar P, v tener (4). Para
m = 1, de (4) obtenemos la primera ecuacidn de (2). Sus-
tituyendo el lado izquierdo de (4) conm = J por el dere-
cho, tenemos para m =J + 1

G, ..o 0. P, Of =0, ess G O P
3. d Al 2, J+1
1 J ol J 1 J TJd+)

esto es



-88-
Con esto tenemos de la segunda a la n - ésima ecua--
cién de (2). Por Gltimo la n+ 1-ésima ecuacién de (2) se

obtiene de (3) via (4) para m= n

Se aqui que (2) tiene una solucidn si y solo si (3)
tiene una solucidn que satisface (5). Es decir, B €s un
enuncuado de S si y solo si (3) tiene una solucién en -
n, i:""’ iﬁ satisfaciendo (5). Ahora, para eliminar (5)
vamos a reducir S en 3 etapas a un sistema normal en el

cual (3) implique (5).

i © =% % e x ~donde las x's son a's & b's,
sea ¢ = X X ... X X . Para el sistema normal S con
-1 2 1

palabra inicial A y operaciones ”ui P produce Pa;” forma-

mos el sistema §’ con palabra inicial A y operaciones
"p Ei produce E; Pl = luson ¥

Claramente, B es un enunciado de S' si y solo si B
es un enunciado de S . En seguida formamos S§'" con palabra

inicial A#f y operaciones
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"p Eih produce E; PRY d=1, ;¥

La palabra B es un enunciado de S' cuando y solamente
cuando la palabra Bh es un enunciado de S" . Finalmente for
mamos el sistema normal S'' sobre las letras a, b, h cuyos
enunciados son los enunciados de S" y todas las permutacio
nes ciclicas de éllos. Una permutacién ciclica de la pala-

X c..X_ X e c i s dm slsE 3
bra ! 5 X , €S ualquier palabra X341 X, X, X

La palabra inicial de S!'" es Ah. Sus v + 3 operaciones son:
"=, hP produce Ph o™, i=1,...v;"aP produce Pa";
"b P produce Pb"; "hP produce Php".

Estas tres iltimas sirven para transformar una pala--
bra sobre a, b, h en cualquiera de sus permutaciones cicli
cas. Se tiene que: B es un enunciado de § si y solo si Bh
es un enunciado de S"'i Resimbolizamos las operaciones de

S por:

“ﬁi P produce P 6;",i=_1,...v+3

Como §"' es un sistema normal sobre a, b, h, son vi-
lidas las ecuaciones (2) - (5). Por lo tanto, B es un enun
ciado de § si y solo si la siguiente ecuacidn (6) tiene so-

lucidén que satisface (7):
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S0 g
(6) Ahg!B! ...B; =B, ...8,Bh
3 & 2 m 1 m
(7) long (Ah BY ... B, )>1long B; .-.8;), m=1,...,n
1 m=1 1 m

Supongamos que ( 6) tiene una solucidn y para alguna

m, (7) no se cumple. Para estam

long, (B, ... B, )> long (Rh BY ...B! )

1 m 1 m=1
y por (6), tenemos

(8) Ah B ...BI @=p. ...B

1 Al 1 m
con @ no nula. Recordamos que

(ﬁi’ﬁ;)=(aih, hap para i = 1;:.u:¥

(8 , B! )=(a, a)

v+ V+1

(B Br. ) = (b, b)

V+z2? T vi2

(8 W)

V+13 V+3

(h, h)
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Como las a's y las a''s son palabras sobre {a, b},
las Bi s y las B}'s carecen de h o tienen exactamente -
una h cada una. Si la B. de (8) fueran a's 6 b's enton-

m

ces el lado izquierdo de (8) tendria una h mas que el lado

derecho (contradiccién). El cualquier otro caso, Bi termi
= m
na con h pero como @ es no nula, termina con h y nuevamente

el lado izquierdo de (8) tiene al menos una h mas que el -

lado derecho. De aquf que cada solucidn de (6) satisface -
(7). Esto es; B es un enunciado de § Si y solo si (6) tie

ne una solucién.

Ahora vamos a eliminar Ah y Bh. Introducimos v + 5 pa

res de palabras sobre 4, b, h y k (v Yi) correspondientes
a los v + 3 pares (ﬁi, B)y a Ah y Bh de la siguiente -

manera:

L

Las x's y Y's representan a's, b's 6 h's
Si
(51, ﬁi)=(x1...xk, y1"'yk)

Entonces

(v;5¥]) = (xR x ke-oxykyky kgz...hgk), - ¢ SN B, (N
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51

Entonces

(YV*'M,Y\,H-;,) = (kf?., khy]kyz.,_kgx)
Cger T, = (xlkxzk...xkhh,'kh)

Afirmamos que

Rh 8 ...87 =8, ...8, Bk

1 n 1 n

tiene una solucidén en n, i ,...,in, n;¥0,1P=1,...,v+3
1

si y solo si

(9) £y Ty ---YJm= ¥y By seel,

J 5 Ayesang U825

Supongamos gue existen i ,...,ir‘tales que
1 1

Bk B wun BY =2 2 ooe2.=B. ,..0, BR
1 x 1 2 1 1
1 n 1 n



entonces
(Jl,...,Jm)=(v + 4,i1,...,in,v+5)
hace a (9)
r ’ r - — 2
Toey Ti ---YinYWs—fakzlhzzkza--.kzlhh«-\f\,ﬂ\(il--- - .

Ahora suponganos que existen J ,...,J tal que
1
m

7 =
g wig Yg %y
m 1 m

Entonces, como Y& ¥ deben empezar con la misma -
1 1
letra, tenemos que J = v + 4. Andlogamente d, = ¥ & 5 =
1
pues vy, ¥ 73 deben terminar con la misma letra. Si to-
m m <
das las J's intermedias son diferentes de v + 4 y v + 5 -
éstas dan directamente una sucesitn de i's las cuales sa--
tisfacen (6). En cualquier otro caso, sea I, la primer J

después de J que es v + 4 & v+5, 8iJd =v+4,; tene

mos

£ 4 e P = i) ) T ...h
YJI YJZ yJu kkxlkxz kxpkkxp+lhxp+z 9

L P YJQ = kkylkgz...kyrhkk

1 2
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Las x's y las y's son a's, b's 6 h's. La segunda -
vez que aparece kk en v& ... Y3 estd seguida por a, b 6 h
1 u
yen y; --. Yy esti sepuida por k. Esto contradice (9).
1 u

De aqui que J, = Vv +5ypor lo tanto

YE Eons v; = hhxikxz,..kxpkh

1 u

o ¢

AR e hkylkyz...égqhh

1 u

Pero como, antes de gue aparezca por segunda vez kk,
los lados izquierdo y derecho de (9) deben ser iguales, te-

nemos

TJ e TJ - YJ - s TJ
1 u 1 u

y asf, tenemos una solucifn de (9) de la forma vista ante--

riormente y que por lo tanto nos lleva a una solucibn de -

(6).

De agqui se sigue que:
B es un enunciado de § si y solo si (9) tiene una solucifn.

En la reduccifn efectuada introdujimos las nuevas le-

tras h y k. Pero vamos ahora a reemplazar las letras a, b,
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h y k por bab, baab, baaab y baaaab respectivamente. Llama-
mos a los pares resultantes de palabras sobre a, b, (Gi,ai).

Entonces (9) es equivalente a

(10) S 63 ...63 = & . 23538

Dados un sistema normal S sobre a, b con palabra ini-

cial A, operaciones: ”ai P produce Pa;" y una palabra B -

sobre a4, b, lo expuesto anteriormente da un método para for

mar los pares de palabras (Si, 6;) sobre a, b, tales que:

B es un enunciado de S si y solo si (10) tiene una -

solucidn.

Por lo tanto, efectivamente hemos reducido el Proble-
ma de Decisidén para la clase de Sistemas Normales al Proble
ma de Correspondencia de Post. Entonces, si el primero es
irresoluble también lo es el segundo. Actualmente se puede
verificar (aunque aqui no lo hacemos) que la reduccién efec
tuada es recursiva y por lo tanto la irresolubilidad recur-
siva del primer problema conduce a la irresolubilidad recur

siva del Problema de Correspondencia.

4. MORTALIDAD DE MATRICES 2 x 2.
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Como mencionamos antes el caso no resuelto es para -
n = 2. En este caso, H es un conjunto no vacio, finito, de
matrices 2 X 2 sobre los complejos, distintas de cero e

(Hou (c))

Es fidcil ver que H es mortal si y solo si alglin pro--

ducto

con los rangos de A1 y A, iguales a 1 y los rangos de las

k

restantes matrices Az,..., A, iguales a 2.
-1

De derecha a izquierda la implicacidn es obvia.

Inversamente, supongamos que H es mortal, i.e., que -

que existe {Bl,..., B.} ¢ H tal que

(1) B s B_ =10
Vamos a demostrar por induccién sobre el nfimero de ma-
trices que podemos reducir el producto en (1) hasta la for-

ma deseada

Para n = 2
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Sea B1 Ba = 0. Claramente B1 y B2 deben ser de -
rango 1 pues lo contrario llevaria a que B1 o} B2 son ce-

Tro.

Sea B1 32 B3 = 0. 8Si alguna de las matrices Bl,
B3 es de rango 2, digamos Bl, tenemos el caso anterior,

es decir

Por lo tanto podemos suponer que B1 y Ba son de ran-
go 1. Sean Rl y Rz los rangos de B3 y B, 83 respecti-

vamente

B
¢2 3 ®] 2_r ﬂz 1_'{0}

Si B2 es de rango 1 entonces RZ ={0} o es un su--

bespacio de dimensidén 1; en el primer caso tenemos que

¥y en el segundo caso
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Ahora supongamos inductivamente que cualquier produc-
to igual a cero de k-matrices podemos reducirlo a un pro-

ducto igual a cero de la forma deseada.

Sea

(2) B ...B =

Si alguna de las matrices B], B es de rango 2, B1

k+1

por ejemplo, entonces

Bz LA N Bk+l = 0

y podemos aplicar la hipétesis de induccién

Supongamos entonces que B1 y Bk+1 son de rango 1, Si
alguna BJ, J#* 1,k + 1 es de rango 1, entonces denotan-

do

y ﬂl, ﬁz y Ra los rangos de B, » A2 Bii Y8y A2 Bris

respectivamente
B B
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tenemos que & = {0} o & es un subespacio de dimensibén
3 3

1; en el primer caso se tiene que

y en el segundo caso,

En ambos casos aplicamos la nip6tesis de induccién

Por lo anterior, afirmamos que el problema de mortali-

dad es equivalente al siguiente problema:

Encontrar un algoritmo, el cual, dado un conjunto fini
to H’ de transformaciones lineales no singulares del pla-

no complejo (T : ¢* —— €¢® ) y lineas L y M que pasan -
por el origen, determinar si existe algun producto de H’

que mande L en M .
Primero supongamos que existe un algoritmo que para to
toHC M (¢ )-{ 0}, finito, determine si existe

{A1""’ Ak} C H tal que
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con Al y Ak_de rango 1 y Az,..., Ak_1 de rango 2. Sean

H" € 6L (2, ¢), finito, L y M 1lineas (en C?) que pasan

por el origen, y A € M2 ( € )tal que

Nicleo(A) = M y A (C?) =1L

(por brevedad de notacién identificamos las transformacio--

nes lineales con sus matrices con respecto a una base fija).
Tomamos

HesH o { A}

Nuestra hipdtesis es que existe un algoritmo que de-

terming si existen A o, Ak € H' tal que
1 s

- 0 sea, tal que

A ...Ak(L)=M

Inversamente, supongamos que existe un algoritmo que
para todo H’ y L y M como antes, determine si existe un -

producto A] s Ak tal que
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AA A (L) =N

Sea H C M2 (c¢), finito; mediante un nfimero finito de pa--

sos podemos descomponer H en H1 y H2 donde
H ={A€H:|A]#0} yH ={AcH : |A] =0}

Tomamos una pareja de matrices de H2 y la denotamos por -

(Ao, A ). Llamamos L a la imagen de €? bajo Ak+1 y M al

k+,

niicleo de Ao. Aplicamos el algoritmo a Hl con L y M. Pode

mos saber si existe A1""’ Ak tales que

A sas Ay (LY =N
esto es, tales qué
Ao A1 oW Ak Apys =0
para Ao 3 Ak+1 € Hz. Como el nlimero de parejas ordenadas -

de Hz es finito, hacemos esto para cada pareja ordenada y -
por lo tanto tenemos un algoritmo que nos dice si existe o

no '{Bl,..., B} c H_ tal que



Este problema de Mortalidad puede resolverse en algu-
nos casos especiales, por ejemplo cuando H contiene solamen
te matrices triangulares superiores; una solucién positiva
general seria de interés tanto para geémétras como para al-
gebristas. Una solucién negativa, nos daria un nuevo tipo

de problema irresoluble.
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CAPITULO III

CONSTRUCTIBILIDAD DE LOS NUMEROS REALES

j 7 INTRODUCCION

Mis propiamente "c6mo definir (matemidticamente ha-
blando)el llamado sistema de los nlmeros reales'. Actual-
mente todo estudiante de Matemiticas, en el nivel profesio
nal debe conocer, las diversas teorias sobre el sistema de
los nGimeros reales:Cortaduras de Dedekind en el campo racio
nal, Sucesiones (infinitas) convergentes de Cauchy- Cantor
de nlmeros racionales, Sucesiones (infinitas) decimales de
Kroneker, "Sureal Numbers" Knudth. Todas estas construccio
nes de los nfimeros reales remiten a la caracterizacidn o
axiomidtica del '"sistema de los nlmeros reales" consistente
en que es un campo ordenado arquimedianamente mdximo y en-
el cual todo subconjunto acotado superiormente tiene una -

frontera superior (que pertenece al conjunto).

Ahora bien, en las aplicaciones de la Matemdtica y
en esta misma se calcula y opera no generalmente con los -
nfimeros reales mismos sino con aproximaciones racionales -

(tan finas como sean necesarias) de estos y a las que lla-

maremos 'nimeros reales humanamente calculables', peroello
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se hace de manera imprecisa, incontfolada y desde luego -
no aceptable para el rigor matemdtico. Esto obliga a con
siderar la existencia y construccidn de un campo que satis
faga lo méds posible los axiomas para el campo real y al -
mismo tiempo que tenga elementos que se parezcan mucho a

los "niimeros reales humanamente calculables". Esto es, -
para los que se puedan definir algoritmos finitos para -

calcular con ellos.

Consideraremos la nocidn de ntimero real desde un -
punto de vista constructivo. Este punto de vista requie-

re que cualquier nfimero real pueda ser calculado.

Explicaremos varios sentidos en los cuales se puede
decir que un nlimero real ha sido construido y explicare-
mos por qué algunos de éstos, son inapropiados para el prd
posito de desarrollar el anéliéis constructivamente.

Me interesa enfatizar que para no alargar demasiado
la tesis, solo trate los que pudieran llamarse tdpicos -
inicales sobre este tema. Esto va en concordancia con el

nivel de Licenciatura al que corresponde mi tesis.
2 NUMEROS REALES DECIMALES

Nuestro primer intento por explicar qué se entiende

por un niimero real es el siguiente:
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Definiecién 2.1 g e5 un niimero real si se puede

dar una regla para calcular su H-8sima cifra decimal.

Asi que, a lo podemos identificar con una funcidn
¢ : HNU{0] — m donde ¢ (0) es la parte entera de a y

para n > 0, ¢ (n) € {0,1,...,9}.

Denotaremos el conjunto de los nGmeros reales en

el sentido de esta definicién por Ry (dpor decimal).

Aunque la mayoria de los niimeros reales (por ejem-
ple los algebraicos y los trascendentes gy =) son cons
tructibles en este sentido, demostraremos que:ﬂa no es -
adecuado como un fundamento para el andlisis.

Teorema 2.1 Elconjunto Ry no es cerrado bajo la

adicidén, es decir, existen nmeros a,B8 € 1& tal que =
+*

a+ B4 R,

Demostracifn. El '"no" del teorema estd usado en el

sentido histfrico; esto es, decir que una proposicifn no
es verdadera significa que todavia no se ha probade. Da-
remos dos nimeros a y B tal que cada uno de ellos se le -
pueda-calcular cualquier nfimerc de cifras decimales mien-
tras que todavia nadie conoce la primera cifra decimal de

o + B. Para demostrar esta afirmacidn (histdrica) usare-
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remos nuestra ignorancia (histérica) del comportamiento de la ex-

pansién decimal de m .

Especificamente, nadie sabe si la sucesidén 5555 aparece en es
ta expansién. Si esta sucesidn aparece poT primera vez y comienza
en la k-ésima cifra decimal, entonces k es llamado el nimero eriti
co (de m ). No se sabe si un nGimero tal existe y tampoco se sabe,
si existe, si es ﬁar o impar. Ademis, dado cualquier entero n no
negativo, evidentemente se puede determinar si n es un nimero -
critico 6 no; para esto basta calcular la primera n+3 cifras deci

males de w .

Para calcular a lo hacemos de la siguiente forma:

Cualquier cifra decimal de a es 3 a menos que el niimero 2 p+l -
sea el ntmero critico de w ; en este caso la 2n+l cifra decimal

de a es4 y las demds son 3's. Asi que, si el nlmero critico de m, k.,

es impar a > 1 , pero si k, es par 6 no existe, entonces a = 1.
3 3

Para calcular B lo hacemos de la siguiente forma:

Cualquier cifra decimal de B es 5 a menos que el nGmero 2n -
sea el nfimero critico de mw; en este caso la 2n cifra decimal de B
es 5 y las demds son 6's. Asi que, si el nimero critico k de T es

par, B < pero si kR es impar o no existe, entonces B= 2 ("kno

2 2
3
existe'" si

T .

3
gnifica que 5555 no aparece en la expansidén decimal de -
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Tenemos:

Si k es par, a=1 , B< 2, a*B< 1
3 3

Si k esi.mpar,a>l,3=_2_,d+8>1
3

Si k no existe, A=t B = 2 , a+ g =1
3 3

Ahora, supongamos que escribiéramos la primera cifra decimal
de oo + B . Entonces si a + B empieza con 1....entoncesa+B=1 Yy

si k existe es impar. Mientras que:

Si a+ B empieza con .9... entoncesa+B< 1y si B existe es

par.

Es decir, si pudiéramos calcular la primer cifra decimal de -
o +B, demostrariamos una de las dos proposiciones: it kb existe,
es impar" o "si k existe, es par". Esto es, probariamos: "gi. 5555
apareciera en w, su primera aparicidén empezaria en-un lugar impar"
o "si 5555 apareciera en m, su primera aparicién empezaria en un-
lugar impar'". Pero no tenemos probada ninguna de estas dos propo-
siéiones; asi que no podemos escribir la primera cifra decimal de
o+ B Yy si pqdemos escribir todas las cifras decimale de a y de

B. Esto completa la prueba del teorema 2.1.



-108-

3. NUMEROS REALES LOCALIZADOS.

Ahora consideramos otra posible aproximacidén a los -

niimeros reales.

pefinicién 3.1. Un nfimero real X es localizado con

respecto a los racionales si podemos decidir para cada -

racional x, cudl de las tres alternativas vale:
A<, A=, A>nx1

Denotaremos al conjunto de los nfimeros reales loca-

lizados por R, (2 por localizado).
Teorema 3.1, R, C ]Rdy- R, r4 R,

Demostracibn. Primero vamos a demostrar que R CR;.

Sea h € R . Sea M un entero cota superiorde | A |. .

Comparemos A con cada uno de los enteros

= u'—M +1 _M+_2,o--,0,1,---,M_1,M
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para encontrar la parte entera de A, que le llamaremos g; ensegui-

da comparamos A con cada uno de los nfimeros

para encontrar la primera cifra decimal de A y asi sucesivamente.

Para demostrar que :md ¢ R,, debemos dar un nfimero con ex-
pansidén decimal que no sea ldcalizado con respecto a los raciona-
les. El nfimero a del teorema anterior es de este tipo, ya que no

podemos decidir cufl de las tres posiciones es verdadera: -

J Mgy o (OB g S "

A 1 . De aqui que a € R;- R
3 3

: 1
Por lo tanto la condicibn de ser localizado es estrictamente
mis fuerte que la de tener una expansién decimal. Ademis la mayo
ria de los nfimeros reales, encontrados en anilisis son localiza -
dos, por ejemplo los nfimeros algebraicos y los trascendentes e y-
n como fue probado por Goodstein. Para ilustrar veremos‘que v 2
es localizado. Para determinar si un racional & es menor o mayor
que v 2 (por supuesto que= es imposible) primero preguntamos si
A< 0; siasies, £ < 2 , si no, calculamos x? y pregunta -
mos si 2 es menor a mayor que 2. Una propiedad mas fuerte de -

v 2 la probamos en el siguiente teorema:
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Teorema 3.2 Para cualquier nGmero racional x, pode

mos calcular un nfimero n, tal que:

ln =v2 | > 1
10"

(esto significa que la expansion decimal de 1 difiere de

/2 en o antes de la h, = ésima cifra decimal).

Demostraciftn. Tenemos:

vz | 2] |2|-V2 | =]_222 |- |n2-2| o 122-2
|nj+/2 |2+ 2 |n]+ 2

Asi que, escogemos n, tal que

1 < |22 -2]|

10" |7+ 2

Probablemente se pensard que cualquier niimero "'razo
nable" es localizado y que por lo tanto podriamos definir
los '"niimeros reales humanamente calqulables".como nlmeros
reales localizados. Sin embargo, el teorema siguiente -

afirma lo contrario.
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Teorema 3.3. IR, no es cerrado bajo la adicidn, es

decir, existen nimeros 7, 8 € R, tales que y+d & R, -

Demostraci6n. Sea 7 = - V2 . No sabemos si la -

sucesi6én 5555 aparece en la expansidn decimal de v 2 .-
Definimos el ntimero critico de v 2 de la fofma como de-
finimos el nﬁﬁero critico de w. Para calcular & escribi
mos la expansidn decimal de v 2  excepto si n es el ni-
mero critico de ¥ 2 .; en este caso la n-ésima cifra deci-
mal de 8 es 0. Antes de demostrar que & € R, demos -
traremos que 7+ & € IRQ. Para esto demostraremos que -

v+ & no es localizado con respecto a 0:

Si y+6 = 0, tenemos que 8= v 2 vy esto nos dice que -
la proposicién "5555 no aparece en la expansidn decimal -

de v 2 " es verdadera.

Si y+8< 0 tenemos que la proposicidén "5555 aparece

en la expansidén decimal de v/ 2 "es verdadera.

Ahora si, probaremos que Becmg; para esto veremos -
que para cualquiera racional x, podemos decir cudl de las

tres proposiciones se cumple:

S g = G
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CASO Ta & = 2

-

En este caso # > & pues &6 <V 2 .

CASO I1. 42 < o 2

Por el teorema 3.2 podemos encontrar n tal que

Sea n, la menor de las n's donde 2 y v 2 defieren.
Entonces si (Subcaso II.1) no existe nimero critico de -
/2 menor o igual que no, v 2 y & coinciden para sus -
primeras n, cifras y por lo tanto 2 <'8. En el otro caso
(Subcaso 1I.2), si existe el nfimero critico y es menor o-
igual que n,, podemos calcular 8§ y lo comparamos con 2 di

rectamente. En cualquier caso podemos decidir si %2 es me

nor, igual o mayor que § y asi, & € R, .

En este teorema se prueba que :ml no se puede usar. -

como un fundamento para el anilisis.

4, NUMEROS REALES DECIMALMENTE APROXIMABLES

Ahora daremos la definicién de nlimero real que termi
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na con las dificultades anteriores.

Definicibn 4.1. Un decimal finito es un nimero de

la forma a/10b donde a es un entero y b un entero no-ne

gativo.

Definicién 4.2. Un ntmero real p es llamado deci-

malmente aproximable (p E:mda) si dado cualquier racio-

nal € > 0 podemos encontrar un decimal finito d tal que

| p-d| < €

Teorema 4.1 R, C R, Y mda¢ R, -

Demostracidn.SeapEEmd. Entonces por definicifén pode-

demos ealcular cualquier nGmere de cifras decimales dep,Pa

2 . 1 s :
ra aproximarnos con — solamente necesitamos calcular -
10

n + 1 cifras; de aqui que p :mda' Para refutar el inver

so, observemos que la suma de dos elementos de :mda estd

en R, . Sean p, y p, € ]Rda; si d, yd, son €/2- aproxi
& ;

maciones a p, y p, respectivamente, entonces

|di+d2) = (P1*P2) I < l di=py |+ |d2-P2| < € 4 € =¢
2 2

Asi que d;+d, es una e-aproximacidn a p1+ p». Por lo tan
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to p+ p; € mcfﬂ.'

Ahora, sean a, f € R, y a + B ¢ Ry ¥y atBE Ry .

Asi que, los nimeros reales decimalmente aproxima-
bles son un candidato mis aceptable que Ry y R, como -

un fundamento para el anfilisis constructivo.
El siguiente teorema confirma esta impresibdn:
Teorema 4.2. Edﬂ‘_ €5 un campo.

Democstracifn. ya probamos que Iﬂia es cerrado bajo
la adicifn; como un ejemplo de la verificacién de los -
postulados para campo probaremos que nﬁfa es cerrado ba-
jo la multiplicacifn. Sean p}, P E-Zmda. Buscamos una

e- aproximacidn a g, p;. Primere calculamos un nimero -

M >max (|e:], |Pz2|). Ahora encontramos e/zM-aproximacio

nes d,,d; a py, p; respectivamente con |d;|,|dz| < M.

Tenemos

|di-0:| < €/2M

ldz=p2| < ef2M i

ldidz=p 82| = |di(d2-p2)* p2 (di-P1)|<
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< |d] |dz'Pz| + |p2| |di-p1]

<M€{2M+M€/2M= [

Asi que, d,d; es una e-aproximacidén a plpé

Para verificar los postulados de campo, tenemos que
estar seguros que las afirmaciones de algunos de ellos -
tienen sentido constructivo. Por ejemplo, en el postula-
do

(%) x#0= (3y) (xy=1)

debemos ser cuidadosos para dar el significado correcto a
la hipbtesis x # 0 ya que es fidcil construir un nimero el
cual no es menor, igual o mayor que cero. Por-ejemplo, -
el nfimero y+8 en el teorema 3.3, es de este tipo. Tene-
mos que f=7'b6 € :mdarpero X no es <,=c)>‘cer0. :{Cémo -

construimos (*) para estax ?. La versién correcta es:

Si x estd separado de cero, i.e., si conocemos un ra
cional « tal que 0 <2< |x |, entonces x posee un recipo

Cro.
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Esta nocidn de separacidén es un ejemplo de como las
matemidticas constructivas (excepto en contraejemplos) nor

malmente reemplaza afirmaciones negativas por positivas.

A algunos lectores les puede sorprender que maa es
un campo completo, en el sentido de que si {p:} es una -
sucesion de elementos de :mda tal que para cada € > 0 po-
demos calcular NE tal que

Ip‘{"’pjl <e (L4§> N

entonces podemos construir un ndmero p Eimda que satisfa-

cel

(ve) @M, ) (¥i> M) |p-plce

De hecho, la prueba es un cdlculo directo con €'s y

s,

Por supuesto,imda no es un campo ordenado. Ya cono-
cemos un ejemplo de un elemento x=v+38 de :Rda el cual no-

es ni mayor que cero, ni menor que cero, ni igual a cero.

\

Concluimos tratando de precisar la diferencia entre
anidlisis constructivo y andlisis recursivo. Lo que hemos

estado haciendo en este capitulo es andlisis constructivo.



AT

Aqui no se permiten nfimeros reales que no sean computa -
bles ni métodos de prueba que no sean constructivos y el
concepto de "funcién computable" o 'regla'" es un concepto
primitivo. Por otro lado, el andlisis recursivo, es el-

estudio, de un cierto subconjunto de.los nimeros reales,

cldsicamente definido, llamado los reales recursivos*. -
"Computable" es simplemente un sinénimo de '"recursivo" y
es una idea definida. Desde el punto de vista de lo que -
llamamos andlisis recursivo, los conjuntos ]Rd, Ry y ]Rda

son el mismo conjunto pero la prueba de que ellos son el-

mismo no es constructiva.

Xg=A. 01 Oz ®3 ... s un real recursivo si la funcidn £{{)= o
es recursiva.
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