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INTRODUCCION

La cadena Hneal de osciladores armdnicoes es un sistema
mecanico euyvs usc como modelo en la desoripcion de lag propledades
de diversos sistemas Msicos ha dade resultados muy importantes
para el desarrolle tante de la Fisica Tedrica como de las
Matematicas Puras.

Newton fuse el primere en emplear una cad.e_:rsa lineal para
derivar una farmula para la velocidad del sonlde €16863; la
importancia de su modelo fue gue una estructura continua, comao Una
cuerda vibrante, constituia un problema @un ne resuelto en e=se
tiempo  wa gue ne =e  conocian  lag  ecuaciones diferenclales
parciales, Trabajos postervicres llevaron a John Bernoullli 727 a
extablecer la existencia de los modos normales en que un sistema
puede osgilar, v 2 =u hijo Daniel Bernoulli <1733 a formular el
Principio de Superposiclion. Fue esgste el inicie de la formulacion
de la Mecanica Tedrica para sistemas de muchas particulas. Ellos
dieron un tratamients complete a la cadena lineal de masas
puntuales.

Aungue  las  leyes gue rigen el movimiente de las cuerdas
vibrantea se coriocian empirvicamentes, =su tratamiento tedrice =e
inicie hasta el afio de 1713 con trabajos de Taylor, ¥ el problema
gquedd resuelto con log trabajos de Buler (17483 quien ya mane jabsa
las  ecuaciones diferenciales parciales. Lagrange mostrd en 1739
gque la cuerda continua vibrante representa un caso limite de una
cadena lineal,

El heche sobresaliente ez gque los trabajos realizados en esta
direccion llevaren a la formalacién  del  problema  de  valores
npaplas, se eztablecid el Teorama de Fourien, nacieron las=
ecuaciones diferenciales parciales, ge estudid la propagacion de
ondas; Sse resclvieron problemas de Ingenieria Eléctrica, y el
madele de la cadena lineal llegd aan mas  lejos, =iends hasta
nuestras dias base en la teoria atémica de solides y en la
estructura cristalina, e incluze en el estudic de la interaccion

de particulas con un campo.



En este trabajo =e revisan algunas propledades de la cadena
Ureal de omcliladores armonicos, atendiends en especial los casos
particulares como =on la dadena lineal con todas sus masa=z lguales
teadena homoreneal v &l casc en gue la cgadena contiene una
masa diferents al resto de lasx masas que la componen <oadena con
uri defecta’ El trabajo se ha dividide en cuatre capitulos y una
seceidn de conclusiones donde se resume 21 alcance del presenta
traba jo.

En el primenr capituld Se introduce & Lay Teoria de
Oscilaciones Pequefias resaltando el hecho de que el movimiento mas
general de un sistema de particulas gue oscilan con amplitudes
pequefias  pusde descomponerze gomo  una  suma  de  mevimientos
arménicos =imples de las coordenadas rnormales del sistema dando
lugzar az1 a los lUlamados mados normales de osollacidan.

En el segunds capituls, gue merece especial atencion, =se
dezarrella un métode de =olucion de las ecuaciones de movimiento
de una cadena lineal de osciladores armdnices dque contiene n
defectos de masas diferentes entre =1. El métado se basa en la
existencia de las coordenadas normales del =sistema; con ello, ==
obtiene una ecuacidn polinomial de cuyas raiges se calculan las
frecuenclas de los modos nermales de ogcilacidn,

En el tarcer capitula Se resuslve La ecuacian antes
menclionada para el caso pavticulay de la cadena haomogénea vy =e
descpiben algunas de sus propledades masz importantes,

En el cuarto capitulo se rezuelve la ecuacidn general
abtenida en el gapitule II para el case particular de la cadena
con un defecto. En este caso, las soluciones se obtienen en forma
numérica empleands para elle el meétodo de higseccidn gque es
aplicable a la eguacidn obLtenida y que ademas converge a las
zoluciones rapldamente en un numero pedueifio de lteraciones.

Se espera que el presente trabajoe resulte ser de lectura
agradable v de bastante avuda para guien lo consults.

Por altimo, el autaor aprovecha este espacio para sexpresar su
agradecimiento al Profesor Antorde Jauregul D guien propuso este
tema v se encargd de revisar culdadosamente el manuscrito

proparcicnands sus valiosas observaciones.



CAPITULD I

GENERALIDADER EN LA TEORIA DE OSCILACIONES FEQUEﬁAE

En este capitule se presenta la teoria utilizada en el
ezgtudic del movimiento de un s=zistema de particulas gue oscllan
alrededor de su posicidn de eguilibric con amplitudes peguefias, Se
egtablecen lagz condiciones de eastabllidad de la ceonfizuracién de
squilibrie Y e abtisnan las ecaciones {;E movimienta.
Finalmente, e szoribe la  =olucion zeneral COMG una

combinacidn Hneal de los modos normales de @sre:ilaeién?hw

3.~ EcuvacioNes DE MONVIMIENTO DE LI SISTEMA DE PARTICULASE

ALREDEDOR DE UhA CONFIGURACION DE EQUILIBRIO ESTABLE.

Consideremos un siztema mecanico conservative formade por
prarticulas gue e Snguentran bajo la accion de fuerzas gue =on

derivables de una funcién de energla potencial de la forma
; Az
Vom Ve g, €11

independiente del tiesmpo, dorule g -0d,  Sen las coordenadas

generalizadas del fistema,

2% L ecuaciones = transformacion cue definen las=
coordenadas  generalizadas del =zistema no dependen explicitamente
del tiempo entonces la energia cinética sz una funcidn cuadratica

de las velocidades generalizacdas
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LAgqul, ECL ez &l vector de posicidén en coordenadas carteglaness

de la parLTETﬁa de masa mi ¥ la matriz M con elementos m . es

simétrica, real vy definida positiva; simetrica porque los teérminos

individuales no s=en afectados por la permatacién de indices, v
real v deﬁr.;;a positiva por el cardcter mismo de la  energia
cinatios.

Nos interesa deseribir el movimdents de este  sisteama
alrededor de una configuracion de egquilibrio estable. Para ello,
regolvemos primero el problema de locallzar tal genfiguracién de
edquilibrio.

La condicien necesaria v  suficiente gque establece dque el

slastema poges una contiguraciin de equilibric es

a v
—_— =0 kK = 1,2, N (T.43

L

la cual expresa gue las fueprszas generalizadas son nulag en dicha
configuracidn.

Las coordenadas q?,q:,...,qi de  la postcidn de eguillbrio =e
abtienan, en principio. rezolviendo este slstema de N ecuaciones.

Clarao esta gue la condicidn <443 sivrve pora ddentificar las
configuraciones de equilibrice del =migstema pero no ez sullciente
para determinar =1 una de estas configuraciones gorresponde a una
de egquilibrio egtable, Necezsitamos antonce: LiTea condicidn
acicional, Esta condicidn se basa en el empleoc ¢ las derivadas de
segundo orden de la funcion de energia potencies! evaluadas en las
coordenadas de las posicliones de equilibrio. L1 condiclién pueds

egcribires como aiguez'a
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dque egtablece que todos los determinantes (152 evaluados en la
posicién de equilibrie deben ser positivoes para Jguoe exista un
minimeo relativo de ia energia potencial regpecto = las=
configuraciones proximas del siastema,

Las condiciones 043 v (ddB» aseguran la exlstencia de una
configuracion de equilibrie estable. Supongamos gue el sSistema
con €l gque estamos tratande cumple con estas  condiclones ¥
denctemos con q?.q:,...,qﬂ las coordenadas de la configuracion de

equilibric estable, )

Para describir el movimiento del sistema alrededor de esta
configuracion demos un desplazamiento {E‘gjﬁ:ﬁé a cada una de las
particulas a partlr de =su posicién de equilibrdo; y denotemos con
® la= desviaciones experimentadas por Lo coordenadas

generallzadas en el instante t
q, = {[: e k = 1,2,..,N. .63

El desarvollo en serie de Taylor alrededor de la posicion de

equilibric de las energiaz cinética v potencial nos permite

escribir estas funclones en términos de los desplazamientos x . La

0
expresion para la energla potencial ast obtenida es
2
- M 8 Vv q MM gV
Ve Vg 3 +§ —_— H+EEE e RH., * o,
ol L% A Yo L=
=g & q] {qf"} L=l j=d & ql_“? q} {qb}
1.7

Asignemos el valor cero a la energia potencial en la posicidn



de equilibric, lo cusl elimina el primer términe en el desarrollo;
ésto pusde lograrse haciende colncldlr &1 origen del sistema de
referencia con el minlme de la energia potencial. Como notaremos
mas adelante la seleccion de este valor es irrelsvante en las
ecuaciones de movimiento.

El segundo termino e= nule de acuerdo con la condleldn (T4,
por lo que el primer términe distinte de cero en el desarrolle ez
el términe cuadratico en log desplazamientos. De esta forma, <l
potengial del =istema alrededor del punto de equilibrio, en &u

apro¥imacién de mas baje orden, esta dado por

1 fal H
2 v {1.8>
Ve 8 _Z kLJ it 18
v=d j=i .
donde )
aFv
ku = —— 1.9
d qi_rﬁ‘ q, {qc}

=on elementos de la matriz E gque es real, constante, simétrica w
ademas definida positiva de acusrdo conm (185,

Fara escribilr la enervgla cinetica como un degarrollo en serie
sola  es necesario dezarrollar las cantidades m"_\i laz cuales
contiensen ia dependencia Tunclonal de las coordenadas

generallzadas

% . & m”
: + —_ L A0
mH = rnuf.'{.q ho] k‘E_ P ﬁ,x]‘ €1.102
b 9, Lo ¥

g B H G g M N M g m _
Tow oz B OEMAG DR * S FOE O£ —td M b
o i= ] = = = 4
i=4 g=d t=y j=4 k=il @ 9 {qc-}

£LA13

i CoOnSEervamos de NUuevo solo les terminoes cuadraticos



antohces
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Lom w¥ <I123
=1

donde la matriz M es ahora conztante, real v simétrica,

Usemos las expresiones de las energiazs potencial vy cinética
dadas pox la ecuaciones s> vy L1422, respectivamente para
construin urs Lagrangliansa aproplada prars degeribiz las
agcilaciones pequeiias del sistema alrededor de la posiclon de

equilibrie estable

NN S
P Yimowmw - kol €1.135

La sustitucidn de azta funclén &n la= ecuasiones de

movimiente de Lagrange

d 28 B
— —————- k = 1,2,..,N ¢L.14)

dt. &nk axk

nos conduce a un conjunta de N ecuaclones diferenciales de sgegundo
arden, acopladas, linealas, homagéneas y Con coelficlentes
constantes dadas por

N
Pimon + k x> = 0 Low 153N €148
e LR R | Ly ]

Egte sistema de ecuaciones podemos escribirle en  forma

matricial como

M ox+ 0 % =0 CI.165

donde se ha definido el vector columnsa



R CLAT

M
el vecstor aceleracicon
X
2= 2 =
i a4 = d }-."z
W - = : <1.18>
dt. dat® X
®
)
v e ha hecho uzoe de las matrices
" m P
14 12 : i
moom e R
M - 2i 22 2N 1493
m m A
Ni N2 MM
T e
i4 12 im
e | 2 B EH ¢1.203
k k k
ML M2 ol |

En easta representacién las energias cinética y potencial

podemos expresarlas como

T-%i’:"mi €1.215
1 = T - AL
V = 5 % E » L2z
donde
TR SR, D (1.233
i 2 ]



a x d
- CORGR R D (1.245
dt At %

De esta forma hemos establecido las condiciones para la
existencia de una configuracion de equilibrio egtable de un
sistema conservative de particulas; y tuvimos cuidado de expresar
las energias cinética vy potencial como funciones aproximadas
alrededor de dicha configuracién de tal manera gque €1 orden de
aproximacién elegido, el cual es el mas bajo, nos permitié obtener
ecuaciones de movimiento lineales v acopladas a las que

L]
conalderamos como componentes de una ecuacion matricial.
I1.2- LA ORTOGONALIDAD DE LOS VECGTORES PROPIOS.

La ecuacién (0467 indica que las oscllaciones pequehas del
gigtema alrededor de la posicidén de equilibrio estable son
armoénicas por lo que podemos intentar una solucidn de la forma

x = aCosCwt-y> ' j = 1,2,..,N. C1.25>
J J !

donde las O’j son reales y ¥ es una fase. Esto implica que todas
las particulas del s=istema oscllaran alrededor de la posicién de
equilibrio con la misma frecuencia w.

De igual manera podemos manipular dd.28> como la parte real
de

- . . et{wt.-;v)

{I.26>

Con la s=sustitucién de d.26> en d.16> obtenemos una ecuadcidn

para las amplitudes &

QK - wMda = O <1.27>



que en términos de componentes podemos escribir como
N

Tk - wm o om0 como1,2,.,N, CL.263
sl L

La condicién necesaria y suficlente para que egte sgiztema de
ecuaciones algebréalcas, linealea v homogérneas tenga soluciones
diferentes de la solucian trivial ez gque el determinante de low

coeflclentes se anule

K - o"M| = 0 €1.29>
es deair, .
k —wm k. = mnm k —wm
14 id i L2 1M iM
B =wm k. = mnm | wﬂm
24 21 22 22 BN 28

= 0 CI.803

El degarrolle de este determinante noz lleva a una ecuacion
polinemial de gradoe N en wz gque =e conoce comoe la  ecuadidn
caracterigticga o secular del sistema (282 y tiene N ralces
diferentes; o menos ya que algunas ralces pueden ser multiples, en
tal camo me dice gque e&n el =istema existe degeneracidn. En este
trabajo sole consideraremos el caso ne degenerado, Las raices se
denotan pox m: vy @e laman frecuenclas caracteristicas, frecusncias
proplas, elgenfrecusncias o frecuencias normales de oscilacidn.

Sustituyendo cada unoe de estos valores de W' ers (L.24>
podemos despe jar N-1 de las componentes del wvector E.F an funcion
de la restante :;:;. Coma el valor de esta componente es
arbitrarioc, entol‘:agé:" habra wun nomeroe infinite de vectores E.r
azociados con la frecuencia normal @ s estos vectoresz difieren uno
del otro Jdndcamente por su tamabio. Come hay N wvalores de i
podemos construlr N vectores, cada unge de ellos asoclado con una
elgenfrecuencia, Todos los vegtores asi  obtenidos S 1laman
eligenvectores o vectores propios del sistema (1,283

Congideremos un conjunte de N wvectores propios cada uno



azociado con una frecusncia diferente; cada frecuencia normal con

su  correapondiente vector proplo define un modo normal de
oscilacién. La  solucion general de la  ecuacidn <1.16> podemos
escribirla como una combinacién lineal de las soluciones obtenidas
para cada uno de los N valores de v de acuerdo con el principio de
superposicién que se sigue del hecho de gue las ecuaclones de

movimiento =son lineales

N 1 [w -3 J
X om b5 a e [ ! ! (181>
r=4 o
o blen
N ifw t-y )
#q r r -
x{tO) m Fa e <1.32>
J .
r=4
Paox supuesto gque la parte real de 1.832> es la
corresgpondiente al movimlento verdadero
N
LD = a, Cosdw t-p 2 <1.33>
J sl Jr " P

Las frecuenciaz normales mr deben ser cantidades reales para
que la w=olucion «1.338) represente un movimiento osdilatorio; @
no puede tener componente imaginaria porque en tal caso en la
expresidén para xJ aparecerian términos gue crecen o decaen
exponencialmente, v al calcular la energia del gistema e
encontraria que esta aumenta o decrece con el tlempo, lo cual

contradice la hipdtesis de gque el sistema con el que =se esta

Para probar dque w es efecdtivamente una cantidad real, basta

3 ;
con que probemos gque w es positiva., Para hacerlo, escribamcs la
ecuacion (1.28) para la r-ésima praiz de la ecuacion secular como

sigue

W Tm e m k a <1.345



Multipliquemos esta ecuaclidén por y sumemos =sobre L para
e

obtener
" N N N N
L3 m & 6 = e (1.35>
r L ) ij e e z E o jr
=4 _]:1 =1 =1
de donde
N N
k &
z E t]at U
i v=4 J=141
W om (1.362
4 N i
&, &
L E lnLJ ipr jr ¥
=4 =4
que escrita en forma matricial queda
3"k d
n r o
w = = C1.37>
r - T -+
a M a
r r

De acuerdo con las ecuacliones 121> y d.22> el denominador
ez el doble de la energia cinética cuando las veloclidades ::s:_L
toman los valores . ¥ por lo tanto la suma es positiva; el
numerador es el doble de la energia potencial para las coordenadas
o v la condicién de que V es minima en el equilibrio exlge due
la suma sea mayor o lgual que cero, asi que mi es real, finita v
positiva, aungue puede ser céro, y por lo tanto W ez una cantidad
real tal como se esperaba.

En el caso en que w = 0 el modo es fislcamente diferente
porque el movimiento no es armdnico. Por esta razdn s conoce como
modo de cuerpo rigide. Las energilas cinetica vy potencial =on
constantes lo que da lugar a movimiento uniforme de traslacion o

rotacidn.

Deduciremos a continuacién una propledad fundamental de los
@

vectoves proplos , para ello procedamos de la sigulente manera:

escribamos de nuevo la ecuacién <(1.28> para la s-ésmima raiz de la

ecuacién secular

10



N N
é £1.38>
J) z:nuajs :1 0 Ja

J= =

Multipliquemos esta ecuacién por ¢ Yy sumemos sobre el

indice @

N N MM
: T n -E):k“, a <1.39>

I. Ll" = r =1
oMo ity L J

En la ecuaclén (1.843 permutemos los indices L y 3, y usemos

1a simetria de las matrices M y K para escribir
w Tma = Pk a C1.402

multipliquemos esta ecuacidén por a.Ji y sumemos sobre

N N N N
w E 2" =7 Tkaa CL41>

i Y = i y L] e a
i % L g, j

Re=stemos la ecuaciédn (1.392 de la (141> para obtener

N N

2 ;
(u-m}}:zmaa = 0 142>
¥ ) L s
L=4j=4

Anallcemos las dos posibilldades » # & y 1 = g Para » & s,

el término <w® - w’> es diferente de cero (recordemos gque estamos
¥ &5

tratande el c¢aso no degeneradod, entonces la suma debe ser

idénticamente cero

N N
T maa =20 {r # =2 1.43>

esto s=ignifica que los vectores propios forman un conjunto

ortogonal con peso la matriz M,
' 2 2
Para el cagso v m g, el factor w - w2 ez cero Yy la suma
r ]
queda indeterminada. La suma no puede ser ldénticamente cero. Para

mostrar esto, escribamos la energia cinética del sistema usando la

11



devivada temporal de la ecuacién (1.83) en la expresién para la

enervgia cinética <1.125

N N N
by w Sendw t-p 2Sendw t.-—p» > % Tm L i CLa44)
=4 v=d  j=i

|

[ ]

b [
npz

r=4

usemos el resultado (.43, esto es, el ultimo factor es cero a

menos que r» = =, por lo tanto

N N
w’Sen“tw t-y > L Lm (1455
P P

Ly Li\" J!‘

i
T-;g

1
"Mz

1 i=4 j=d

este resultado nos indica que la energia cinética total es la suma
L
de la energia cinética asociada a cada modo normal, y como cada

uno de estos modos representa un movimiento independiente del

sigtema cada término debe ser positive. Ademas
2 2 ; ;
mrSen (wrt.—'rr) = 0 (1463

por lo que concluimos

N
o
? O & )r = 0 1.47>

N
3
i=4

j

Para eliminar la indeterminacién en la magnitud de los

vectores propios impongamos la condicidén adicional de que

N
E = 1 (1.48>

i Lr Jl"

[ o I

=4

esto es, WW&Wormaﬁzados.Mm

Laz dos propledades encontradas pueden reunirse en una sola

ecuacion como sigue

™ ™
¥ I'ma a =5 <1.49>

. R b 5 L5 o -1 rs
i=s j=d 4 4 e

que contliene la condicién de ortonormalidad de los vectores

propios.

12



En notacién matricial podemos escribir esta condicién como
T
A M A = 4 <I1.80>

-+
donde A es la matriz cuyas columnas son loa N vectores proplos a.
La ecuacién puede interpretarse como una transformacion de
seme janza mediante la cual M se transforma en la matriz unidad.

€l introducimos una matriz diagonal W con elementos

N N N i
Bad
: ki.jd'jr, - .: T m 1.5z
= j=1 1 =1
o, en notacién matricial
K & = M & I (1.B53>

Multiplicando por la izquierda por &T, obtenemos
T 17 2
AKA=4aMATM (I1.B4>

que de acuerdo con <I.50> queda

ATK A = M <158

ezto es, la matriz A transforma a la matriz K &n una matriz
diagonal W cuyos elementos son los valores proplos del sistema de
ecuaciones (d.28>. A=l pues, A diagonallza simultaneamente a M y
K.

En esta parte hemos mostrado que las frecuenclas normales son
cantidades reales por lo gque la solucldn del sistema de ecuaciones
representa un movimiento oscilatorico; ademas encontramos que la
coordenada :t{:| puede escribirse como una comblnacién lneal de
movimlentoa oscilatorios cada uno de frecuencia w diferente, esto

ez, la =oluclén contiene los N modos normales de oscilacidn.
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Por otro lade, normalizamos log vectores propios v probamos
que forman un conjunto artonormal completo.

Interpretamos este procese comoe una tranaformacién a & jes
principales en la gue la matriz A, cuyaz columnas =on los vectores
proploes, transforma a las matriuces M vy K convirtiendo la primera
an la matriz unidad vy la segunda llevandola a =zu forma diagonal.

13- CoorRpENADAE NoRMALEE.

La s=sclucién general para &)l movimiento de la coordenada :-:J_
esta dada por la scuascion (L.33), pero como hemos normalizads las
aﬂ ne es poglble considerar que la solucion (I1.333 describa &l
movimiente de wuna partieula dadas dos condiciones iniciales
cualesquiera cercanas a la configuracidn de equilibrio. Por Ilo
tanto, debemoszs introducir un factor de escala constante, digamos
fr. que dependa de las condicliones indcialez del sistema, y de
esta manera recuperamos la pérdida de generalidad impuesta por la
condicién de normalizacidon. Entonces, la ecuacién <1327 podemos

ezcribirla como

N i(w bty )
wt>m Pra e 7 <1.86>
i = e
=4
o bien
N
(L) = Tay (4 C1B73
rmi
donde
i[mbt.uyr]
Yr(t: = fr_'e cI1.58>

=zon cantidades que oscllan con una sola frecuencia vy las podemos
considerar coma un nueve conjunto de coordenadas generalizadas

relacionado con el original mediante la ecuacion (157> Vemos en

14



esta ecuacién que si solamente una de las coordenadas y, 8
diferente de <cero, las x's deben ser proporcionales a los
coeficientes de amplitud cor'r:.-s-pondienteg a ese modo. En este caso
la ecuacién (1.858)> indica que ¥ ozcila en la frecuencia del modo
dado. As=i, =i solamente un modo es exclitado, el movimiento
completo estarad descrito usando solamente una coordenada normal.
Por supuesto, el movimiento mas general requiere de los N modos
normales.

La ecuaclién <I.8B7> en notacién matricial queda
% m Ay (150>

v las velocidades, que se transforman como las coordenadas, son

(I1.60>

"
| |
>
4

Por su parte la energia cinética sera

=
| |
B e

STATM A v

B =

{I.61>

i
N =
<4
<4

o bien

e ]

1.62>

4
|
B s
u M Z
<

donde se ha utilizade la condicién de gue la matriz A& diagonaliza
a la matriz M.

De la misma manera, la energia potencial sers, de acuerdo con
1.22>



vaZ3a'K A
- loTy C1.68)
2
a bien
1Y 2 2
& <1.64>
VE=3aLe v,

y hemos hecho uso del hecho de que la matriz A diagonaliza a la
matriz K,

Lags ecuaciones (1.62> y (1.64> establecen que en las nuevas
coordenadas las energlas cinética y potencial se reducen a sumas
de cuadrados evidenciando el hecho de gque A es la matriz que
realiza la transformacion a e jes principales.

Ezcribamos ahora la funcién Lagrangiana del sistema en la=

nuevas coordenadas
g4 N i 2
x-égy -ﬁ}:m‘y C1.682

Las ecuaciones de movimiento que =se obtienen de esta

Lagranglana son

y. + wf ¥, =@ r o= 1,2, .,N <1.662

Estas nuevas coordenadas, que han simplificado  enocrmemente el
tratamiento de nuestio problema, se denominan coardenadas
normales. Cada una de estazs coordenadas ez una funcién periddica
slmple que depende solo de una frecuencia. Esto e=, el sistema de
ecuaciones diferenciales acopladas s=se¢ ha desacoplade al reallzar
una tranasformacién de coordenadas d(un cambio de based en el mismo
espacio vectorial mediante la matriz de transformacién & gue
diagonaliza simultianeamente a las matrices M y K tal que el
problema se ha separado en movimientos independientes de las
coordenadas normales cada una con su frecuencia normal

Finalmente, podemos calcular el factor de escala t‘F y la fase

¥ para condiciones iniclales dadas, para ello:
;
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La =olucién real e=

N

x&t) = T a Uosdw t-y D (1.67>
J 7 ¥ r
r=i
con velocldades

: N

xCtd> m - P wa Sendw t-y > 1.68>
a sy r P JT‘ b »

Dadas como condiciones iniclales la posicion y veloclidad en

t = 0, obtenemos

N ]

(0> = 7 f a Com yp 1.69>
J Pojr r
r=1
¥

. N

®CO> m Ffwa Sen ¢ CI.70>
J P b LI | r

Multipliquemos la primera de estas por m a , SUNMEMOS

iji%is
respecto a los indices ¢ y J, v hagamos uso de las propledades de

ortogonalidad de los vectores proplos para obtenen

N N
5 | e B
t‘_,:‘ Eimt‘ixjm)a" = f‘s(}oa ¥, £3.00

De la misma forma, de la ecuacidn .70 obtenemos

1 NN .
b .E .E mi.ij'CO)&i.s = fgt.en . KI.725
s L=1 j=4

De estas ecuaciones se sigue que

Tan p_ = i <178



o bilen

N N .
.E EmLijC{UaLQ
v=4 g=d .
¥ = Arc tan 174>
a N N
walz E mijxj(OJa._Lﬁ
L=4 =4
¥
4 N N
f m — ¥ YT m xd0da 176>
s i ; L)) is
Coa p i=1 j=1
a8
Tenemos, por tanto, la solucién completa ‘para pequeflias

oscilaciones alrededor de una posicién de equilibric estable.
Puede observarse dque al hallar las coordenadas normales hemos

encontrado una transformacién de las coordenadas K opopX, @ la=

L que diagonaliza simulténeamente dos matrices, M vy k. A

menos que dos matrices tengan los mismos ejes principales es

3"";---13’

imposible diagonalizarlas a la vez mediante una rotacién del
sistema coordenado. En este caso rveducimos M a 1 con la
transformacién <1.B0», y comoe para una matriz constante todoz los
ejes son principales, los ejes principales de la segunda matriz
reduciran ambas matrices a la forma diagonal.

En resumen, mediante esta transformacién, ha sido posible
definir nuevas coordenadas generallzadas, que varian
arménicamente, Bz posible excitar a cada una de estas coordenadas
por separado y a los movimientos descritoz por ellas =se les llama
modos normales de oscilacién. Cuando solo se exclta un modo normal
todas las particulas osacilan con la misma frecuencla. El

movimiento completo se compone entonces de la superposicién de los

modos normales.
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CAPITULO II

LA CADENA LINEAL DE OSCILADORES ARMONICOS

Una vez establecidas las bases para el estudlo de sistemas de
particulas con movimiento periodico alrededor de =su posiclién de
equilibrio y habiendo encontrado que este tipo de movimiento puede
expresarse como una superposicién de movimientos independientes de
lag coordenadas normales, se plantea ahora el problema de
encontrar las frecusncias de oscilacién de los modos normales de
un tipe especilalmente importarﬁbe de sistema oscllatorio: la
cadena lineal de osciladores armdnicos.

En este capitulo se le da tratamiento a una cadena lineal
finita con n defectos de masas diferentes entre =i

Gomo método, para el caleulo de las frecuenclas de modo
normal no se obtienen las raices de la ecuacidn secular del
sistema, =sino que habiendo establecido la existencia de las
coordenadas normales, =se desarrolla un método de =olucién de las
ecuaciones de movimiento gue contiene las condiciones en la
frontera de mavyor interés® Se deriva una ecuacién polinomial duyas
raices permiten calcular las frecuencias normales de oscilacién vy
finalmente =e ldentifican los polinomios de la ecuacién con un

tipo de polinomilos clasicos ortogonales.

IT.1i- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Consideremos una cadena lineal finita formada por N masas
puntuales donde las particulas mas préximas estan unidas entre si
por resortes ideales, =in masa e idénticos, de constante k.
Supongamos que no todas las particulas de la cadena tilenen la

misma masa, sino que existen n de ellas (n ¢ N> cada una de masa
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diferente m, ¢ = 1,2,..,n> a las que llamaremos defectos; el
resto de las particulazs de la cadena tilenen masas iguales m. La
particula de cualquier extremo de la cadena puede estar unida
mediante un resorte del mizmo tipo a un punto fijo exterior s=sobre
a2 linea de la cadena, digamos a una pared de masa infinita, o
bien puede estar libre, como se muestra én la figura 1 . Estas
condiciones sobre las particulazs de lom extremas dJue llamaremos
condicione=s de extremos i jos y de extremos libres
respectivamente, constituyen las condliciones eéen la frontera de
nuestro problema.

El problema por resolver consiste en caleular las frecuencias
de oscilacién longitudinal de los N modos normales de egta cadena.
El método de solucién que segulremos aprovecha la exiastencla de
las coordenadas normales para desarrollar una forma de aolucion

alternativa a la presentada en el capituleo L

. —i\-ﬂ.ﬂta"—....._a — o P

2
\b
v
NN
b
§
}
I
o r—
L 1
¥
3
}
|
|
|
° +
!:
3
p
|
+
\\\\—,:

(s b ') ﬁ r__r.ﬁ.z-,.h._o — e s _.-,.-i-..n-..ﬁ,_...D__f_a.r-,.r-..._ e A
.
C) O—A.AA.H._ aee ._J\A).A_Q_f.-ﬁakﬁ_ s ...-.-M-J\A.A._O

Fig.1. Se muestran las posibles condiciones en la
frontera y la posicién de cada particula.
a) Extremos fijos.

b> Un extremo fijo y otro libre. ' <4
c? Bxtremos libres. p,;-i‘ ¢

Designemo=z con el indice j ¢ = 1,2...,,N)a/las particulas
de la cadena y con el indice P, L = 1,Z,..,n> a la particula de
masa m, cuando j toma Jjustamente el valor agignado a la posiclién
de la masa m; entonces, dado un degplazamiento inicial a cada una

de las particulas, las ecuaciones de movimiento del sistema son

las smigulentes



m:;cl,=k(x, - %) - kix, - % _ 2 j = p
J I+ i J j L

o om 1,2,.,n CIL

m, x m kix - x 2 - k&x - X > i = p
i F. p. o+ ] B PL'i %
L L L

con las condiclones en la frontera

. = 0 extremo izquierdo fi jo.
(o]
j x = X extremo ilzguierdo libre. A—
A,r_l‘,&wé.z o 1 <11.2>
e ? ®g ™ 0 extremo derecho fijo.
R o™ Mg extremo derecho libre.

lag cuales podemos escribir domo
¥ = a X v b = 3R (I1.35
donde o m 0 (3 = 0> denota el extremo izquierdo dderechod fijo vy

o m 1 ¢3% = 12 dencta el extremo izquierdo ¢(derechod lbre.

Sear

o, wmiT y W om —r%‘-* <11.4>

con lo que el sistema de ecuaciones de movimient.o dqueda

- &
R om @ (N - 2x + M D J = p
J (8] =1 3 Jri . 1%
I1.55
- -1 2 2 .
X om o o K’ - 2% +3H > j = p
b= L o p -1 B, p,ord L

L L L L

Por otra parte, sabemos que las posiciones de las particulas
en cualquier instante las podemos expresar como una combinacidn

lineal de las coovrdenadas normales

N "
x<t> m Loy td CI1.6
3 s

=4

r

o bilen
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% om A Y CIL7>

: T
Multipliquemos por la izquierda esta altima ecuacién por & MM

T -+ -+

AT % o= ATH A T CI1.8>
\""lh/'"

de acuerdo con la condicién de ortogonalidad, ecuacidn <1.50>, de

los vectores proplos queda

vy = B » CIL.9>
donde ’
! T ) ;
B = & M CII103
La ecuacion CI1.9> puede ezcribirse en términos de
componentes como
N
y&t> = Pb oxdtd (I1.11>
) i b 3
\‘I

Las funciones YFCL) satisfacen una ecuacidén diferencial de la

forma

5}; 3 m: y =0 Cr = 1,2,..,N> CI1.43)

Lito

donde w es la frecuencia del r-ézimoe modo normal. El  problema
conslste entonces en encontrar todos los valores w > 0 para lo=s

cuales exizsten y, no triviales=.

Dervivando la ecuacién dI1.11> dos veces obtenamos

ytd = f bpj:;{; 11145
j=d
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y con la sustitucién del sistema de ecuaciones de movimiento

CI1BY queda

N
y = w L
[a] 8

Lo - 2M.F R, D (11155
r i p: J +

) Js JHd

donde hemos definido el coeficiente cpj como

B . =i § = P,
rj :
G ' o owm 1,2,..,0n) IL.16
5
o ‘b sl ] = p
L re, L
L
Esta expresién para la aceleracion vy lag ‘frecuenclas de
oscilaciones en la forma
wd w31 - E dw CITATS
r ro

donde ¢ es un parametro adimensional no mayor Jque unda, permiten
&

escribir las ecuaciones 118> como Ur
N N
= = - - i8>
Y crj(xj—l ij + xjﬂb 2<1 53: brjxj (Ir.1

i=4 j=4

La comparacién de los términos correspondlentes de ambos

lados de la izualdad nos permite escribim las slgulentes

relaciones entre log coelicientes

c - 2¢ + o = -2¢i - ¢ Db 3, v 4
r2 rd ra ¥ i
& -da. . + e m =261 = ¢ 3 j = 1,N CI1.495
rj+d rJ F=% r P
- + a3 N k:
ﬁcﬂq zcr-u L = =201 .‘ferr_N j =N
donde hemos utilizado las condiciones X, = ox en la primera

ecuacién y x = Ak en la altima,
N+1 M

Definamos

Q = o (I1.20a0
ro i
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4

e = pc CI1.20b
rN+i rN

que son la expresién en términos de los ccoeficlentes ¢ de las
condiciones en la frontera <IL3)>, usamos esta definicion para

escribir el conjunto de ecuaciones (IL19> en la férmula dnlca

-2e +te. W= EOb . C(fom 1,2,..N0 (120

rj+i ) ry=i

con ayuda de la definicién (II.16> escribimos
m 28 a3 TG j = p.2 II.22a2
5 19

- - 2K~ D¢~ > 11.22b>
Zv?;‘rcrp‘ C*‘P.L"i + 2 &r){i &L)Cl‘p (j = P <

re, +1
P\. L

i

Estas ecuaciones constituyen un sistema de N ecuaciones de
diferencias . lineales, homogeéneas, de =segundo orden. Si asignamos

valores a s ¥ ©, podemos determinar los valores de a. ] = 2

o J
como combilnaciones linealea de <« s Y @3 ¥ usando la definicidn
r ™
I1.20ad0 los coeficientes < seran funcldén de S
)
tanto, Q.. debe =er diferente de cero para tener soluciones no

por lo

triviales.

Hasta aqui hemos especificado lasss caracteristicas del
sistema mecanico bajo estudic y establecido las ecuaciones de
movimientoe gque contienen implicitamente las condiciones en la
frontera mas comunes. La transformacion a las coordenadas normales
nos ha conducido a un sistema de ecuaciones de diferenclas que
permiten calcular lo= coeficlentes de la transformacldn
recursivamente en términos del primer coeficiente asoclado con la
particula numero uno da del saxtremo izquierdo}.?\?emos en la
ultima expresion como la  presgencia de  los pas.?bles defectos

influyen en el valor de dichos coeficientes.



I1.2.- EcUACION PARA EL CALCULO DE LAS FRECUENCIAS NORMALES

DE UNA CADENA LINEAL FINITA CON NI DEFECTOS.

Para resolver el =istema de ecuaclones (dI1.22) empecemos por

ezcribir los primeros coeflclentes c!\j ugsando la ecuaciédn (IL.2Zad

e m PF o = a
2 r rd r0

c -mff—wc - 2¢ e

553 P

c = caff - 48 de - <4gf - i3

. o sl . ALY TR
¢ = oc16r? - 128 + e - @Y - 4 e
v s ri : T : o

O

¢ m caze® - 8¢ + 68 de - gt - 128% + e
r ¥ r ri iy [ ro

de agqui concluimos dgue existe una sucesién de polinomios {QJ,(H}}

tales que
QGC}:‘} = 1 YV Q_l(.'f‘_"') = 28 CIT.235

v en términos de los cuales el sistema (I1.22> tiene como

solucidn:!
crj = (_@J_"(é:v:\c.-r_1 - QJ_?.(EF)QFE () = 2.,3,..,,131) CII.24>

Para probar esta conjetura utilicemos el principlo de
induccién matematica como sigue:
Supongamos que la ecuacion d1.24> es vallda para toda J = ki

entonces el coeficiente i 2e obtiene de (l1.2Z2a>
e

c = 2 e
rk+d g rc!‘k .

rh-d

sustituimos los coeliclentes < o F B ustando d1.242
v3e i
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rk+i = 2&r(Qk-1cM r Qk—EGN:I) - (Qk—zcri 3 Qk-—acra
- I“Qk-l 3 Qk—2)cr1 v K2 er—i 3 Qk—s}cr-o
"Re, T Y

Este resultado e= idéntico a <«IL.24> con Jj = Kk+1. Ademas

hemos encontrado que

Q. 'Z‘c‘fQj"Q

: ¢j = 1> <I1.25>
¥

o B
es la férmula de recurrencia gue deben satisfacer los polinomios
de la aucesi«:’m. g

Lag ecuaciones <I1.23> y (I1.25> determinan la sucesién de
polinomics; ademas,sze slgue que para cada J, Q\i(&'_‘) ea de grado j.
Con ésto hemos probado la valldez de la ecuacion (Q1.245.

Para poder usar la ecuaciéon ddL24> con J = 1 basta con
defindr Q_i(z‘} = 0, resultado que se& obtiene de sustitulyr j = 0 en
CI1.28> y ustar I1.23).

Usemos de nuevo la ecuacién (Il22a? para escriblr lo=s

coeficientes C'j con p1+1 £ 3] = p2—1.
%

pp 42 @ 1 %
+ T -
Py Lt "
5 m (4 - 12a ” - 2¥ «a
© + r | o R S i
Py L o
.2 g z ;
< o 8~ - 4F B¢ " 48" - 1d¢
} -+ r i » + I ¥
i Gt Fa
< = e = 0 o
T S = =4 ¢ +41 € e =2 rp
P, e N " T R

Observamos que los coeficlentes ¢ con p+2 = j = podemos
% i

escribirlos en términos de los coeficientes o Y
re 44
4 i

por las ecuaciones (dI.22h> vy dd1.245, respectivamente. Vemos dJdue

P,
] dados

aparece de nuevo la misma sucesién de polilnomios Q ¢> definida
J

por (I1.23) y (<I1.25). Recordando que Q_icg) = 0, podemos escribir
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como

estos doeflclentes ¢ , Incluyendo el ¢
) rp1+d.

e Q. . D¢ - Q & >a = :
vpl-r'hl hl—-x r rpiﬂ. h_l—z r rp1 i £ "4
CII.262
Para escribir estos coeficientes en términos de . ¥ 9.
empademos por calcaular ¢ s ¥ clp para ello tomemos g W 5 =« 4
i - )
i i
y j = P, _en la ecuacidén (I1.24) para obtener
Y - ; >
cl“pi—i o= Qpi_zcﬂ Qpi-ac;~o (J1.27a
cr_p = Qp By Q,;. 2% . II1.2%7h>
1 1 i
los cuales log sustituimos en (JL1.22b> con j = b,
= (28 Q - Qe -2 Q - Qe
rp1+1 ¥ p1—1 pi-z rd r piwz }.‘1—5 file]
+ 2C1 - F 3¢ =~ & 30 & - Q [ T (I1.285>
r 1 -t ri p -2 rO
i :
que con ayuda de la féormula de recurrencia 125> queda
crr{l . Qpicri - Qplvzcrfa
+ 2¢1 - 3 - B e . ;
2¢1 E,‘r)(i od)CQpi_ic_M Qpihﬂcrﬁ) C(I1.29>

Sustituyamos ahora las= expreziones obtenidas para lo=
o en la ecuacién 1262

coeficientes ¢ v
Tpii"l 1'-:::1

@ Qo =Q .0 &4 —-&§ B ~Q "G I
hi 1 B hi—z pct T h’.—i P-4 1-.1—2 p -2 ro
o 2Q (I1.305

Lo
h
PP!.-'- i
+ 261 —F 3¢1 = o 3 & 3 D
}:r i Qpl—-.l rd Qpl—zb\‘-o hl~i

En esta ultima ecuacién aparecen diferencias de productos de

polinomios de la forma

Tl = Wiy



Veamos =1 podemos esoribir estas expresiones de manera mas
compacta; para hacerlo fijemos el indice J vy hagamos correr el
indice n como sigue:

para n = 0

L&

QQ, - Q_Q, =Q

donde se ha usado d1.23> v Q_1L = 0
para n = 1 y con ayuda de la férmula de recurrencia (II1.25>

QQ - 0 Q = 2fQ - Q
3 =1 0 i j-1

-
Qjﬂ. .

para n = 2 '

QQ, - QO = <’ - 10 - 2£Q
J=1 74 J J-i

= 25C2Q- Q. D - Q

280, - Q
Q

2

donde de nuevo hemos uzado la férmula de recurrencla (J1.25D.

De acuerdo con estos resultados podemos concluinr la
expreslién, para n = k
Qo ™ 99 = 9.9,

Para proban aesta identidad utilicemos el principlo de
induccién matematica como sigue: =abemos que la identidad se
cumple para n = 1, suponemos ahora que se cumple para n = k v
probemos que se =satisface para n = k + 1. Para hacerlo partimos=s

de la férmula de recurrencia d1.25)

o)

fQwrlr: N QJ+]-¢—1

= 2£¢Q.Q - Q._,Q >~ Q

__]+];c+-1

i k=i

Q.Q =g 9

J ks -1k

Jrh=-4
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en el ultimo paso hicimos uso de nueve de la férmula de
recurrencia. Con ésto hemos probado que la identidad es correcta vy

establecemos gque

Q. = 0Q - Q _Q CI1.31>
in

Jr Jj=1i "m—-%

Con este resultado la expresién I1.80> para los coeficlentes

gueda finalmente en la forma

r-p1+l'\1
= Q < - Q a
rpi-rh‘ p1+h1—1 ri pi-rhl-z ro
2¢1i- - - : ¢1 £ h= -p. 2
w e g:"‘M:'j' a£>(Qp -1cr-1 Qp —2cx~0)Qh = i pa pi
i i 1 2
CI1.825
&1 egcribimos ahora algunos coeficientes GPJ con

p2+1 = § = ps—i u=ando la ecuacién dI.22ad vemos Jque aparece de
nuevo la misma sucesidén de polinomios Q ¢ en términos de los
d

cuales podemos escoribir el resultade como

- < < -
crp +h " Qh —:lcrp +1 Qh —2Crp o= h2 - ]'-‘5 pz) SHAS
2 2 2 z 2 2
Para exprezarla en términoes de log coeficientes e, ¥ e,
empedemas por tomar h-1 e pz—pi-i Y h1 = p,mp, an laa ecuacion

(J1.32)> para tener

m Q o - Q c

rpz--.l. p2—2 rd 92—9 ra
+ 2¢-F - >Q ¢ - Q @ 29 CI1.34D
r i foo=4re P =2 ro P ~-p -2
i i 2 1
c = Q g -9 c
:pa pz—i ri pz—z rQ
+ 28 dXl-o 3O e -0 e >0 CI1.35)
, i pi—-l. rd pl-z ro p2~pi-1

Sustituyendo estos resultados en la ecuacién JdI22b)  con
¢ m 2 vy usando la Tfdrmula de recurrencia de los polilnomios

obtenemos el coeficiente ¢ , en la forma
i
z
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crpzu = szcu - QPE"'»‘C"O
= 2(1~Er)<1—ﬁ1}(Qp1_1C,.1 - Qpi_cho)sz-Pi
* B IO I, B ™ Y
4 '4(1—&"‘1\)2(1*¢1>(1-¢2}<QF.1_£‘:‘r_.1 " -2%0” % e -t

{11363

Con la sustitucién en 133> de las expresiones obtenidas

para los coeflcientes < v c:}p y =1 u=o de la identidad
T +i 3
2 3
<11.21> e=cribimos finalmente
L
e m c - O L]
:\pg-ﬂ-hz 1:»2*-1'\2 1 ra p2+h2-2 ra .
e e L o e & = g o 2Q
i i pi—-.l. ri P-t_z O p2"p1*}'12'—1
+ Z2C1-¥ Yli~g . ] - I
2 Zt‘J'~ < a2J<Qp —1Cr--1 P _2("‘“) Qh =
2 2 2
2 o .
+ preny - - - 4
E1 zt\) <1 01)C1 02)(()}:’1_1‘&NL Qf.-i—2¢:-0)Q¥12—1sz—p1-1

< = p -
€1 _h2 = P, pz)

CI1.375

Siguiende el miamo procedimiento nos proponemos calcular

ahora los coeficlentes c con 1 = h = p-p; para ello,
x*pan—‘a 3 4 a
usamos de nuevao la ecuacion CI1.22a5 para ezcribir los
coeficlentes
~ S < Z g g
St ™ Q. - Q.. . “=h, =p-p> <II.382>
a 8 5 3 8 a

Para expresar estos coeficlentes en términos de ¢ ¢ ¥ G
i ¥
taomemos h2 = ps-—pz—i v h2 = pg-—pz en la ecuaciédn d1.37)
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. "N o . 2 v
rpa-i ps—z rd pg- r
+ 2U-F dU-o >CQ G =i c )
r 1 pl—i T4 p1-2 ro pg—pl 2
+ 2A-¥ dUd-¢ 2(C o = S,
El‘ 2 sz—l ri sz—zbvo pg—pz—E
2
+ 4d-¢f D {1-o d(1-& 3( e . - o R 16 Q
fr i 2 Qpi-»-i ri Qpi—2 L] ps—pz—ﬂ pzﬂpi—i
<I1.39>
a = g . = -
2 ) pa-i ri pg-z rO
% % e A L s o e £ 0 ] (ot = 03 c >
o 4 p_l-l. Yy p1—2 rQa pg—-p_t-i
+ 2(1—&‘}(1»02'}(@. S, T @ 2«:__0} i .
¥ P> 7 By ¥ Fa~Fy
pal e R s <3
+ 4-F Y- 21—z 2<Q =8 oo 39 O
¥ 4 2 P!.—l rd p1—2 ro pg p2 i p2 pi 4
<IT.405
Sustituyamos ahora estos resultados en la ecuacién dL22bD
con . = 3 y usemos la relacidén de recurrencia para obtener el
coeflciente c en la forma
rp o+d
c = Q ¢ = &) &
:pBH. pg ri pg-:l. o
+ 2¢-¥ ¥M1-o 3¢ G 7
Er 01 Qp -d.br-.i Qp -acra.)qp -p
1 i s 4
-+ - - o -
241 {‘r}(i dz)(QP .y QP '2L1‘°)QP e
2 5 "2
Vi B 3 i ; _
2¢1 &‘r‘}(‘l 33>(Qp9—1c1~1 QP 2%
y 2
* GCE=F ¥ C1~g 3 1~g Y30 < = 1y c 20
r 4 2 Pi_i ra pi—z e ps—pz pz—pi-—1
* 4(1-‘$r)2C1—r}i)(1—ag>(Q e -Q e >0
Py ! Py HE et
2
* 4ll=7 3 (=& 201~ 3¢ y = = [ § G
l‘!‘- JZ QQ Q}:' = c‘x‘-l. Qp —2“10 Qp . =4
2 a "2
+ BA-# >7¢i-0 d-0 3¢~ 5¢Q e - O U
r i 2 a3 -4 rd P -2 ro P =0 =4
1 i 8 2
Q , .
B, P CIT.445



Para escribir los coeficientes o sustituyamos las

pp +h
expresiones obtenidas para cmaﬂ v <::r1:,El ei E;a ecuacidén (11383 vy
usemos la ldentidad dII.31> para tener
Grpgﬂrﬁa- st-'-ha—-.tcri N ';':91-1'19—2':::‘-0
+ 2(1FE;=}{1_01>CQ1§i—qcr--x = Qp1_acrm‘.h‘.;)pE._pth_1
+ 2<1“E1‘)(1-02)(Qp2~1c¥“1 = sz—acrﬂbqps—pzﬂ-hs—!
R 2(1-—?;’»)(1—&9){(2?9_10” - Qpﬂ-zcr(’}qhs—-i

2 ;
+ - - >C1i-c 2 C <
i Erj L 0‘1 U2>QQP_ —d.cv-.l. Qp —2“.»::. Qpa—pa-ﬁhs«'iqu—pl-l

2 4
-+ - i - -
4q &’r) a1 01}4:1 cra}cqp "*al‘.ﬂ- QP _zcr‘3)v:‘,_)]_15‘_1(‘91:’5‘_1}‘"_1

4 1
2 4
it - = - T ;
4c1-¢ o dAmo Qe -Q e S0 Q.
2z 2 ] 8 2
3 N i ?
-+ = - = iy -
81 Efl‘) <1 01>{1 0'2}(1 QB)QQP LB Qp -2ar\0)Qh _1(}9 .
i 4 5 a8 z2
L (1 £h £p-p> CIT.42)
2 Tl - g8 =~ "4 "8

A partir de los coeficlentes ¢

y y

c W »
r +
Pa™ g
continuando con el mi=mo procedimient.o concluimos que los

B = h
rp o+ rp o+
P P

coeficientes a con j = 1,..,n quedan expresados como
T

p .tk
3 9
L= = -
re +h Qp,+h_-1cr-1 Qp,-rh,—zcrﬁ
J 4 J 3 1 J
J
e A s e = . > - p,
gr E L <Qp_-1cr‘1 Qp,—z‘:r—o Qp,—p,-w-h,—a!.
L= T L i} L J
J ;
L ] J J
- E (3¢t-¢ 51° Eov & T Ci-o. 3(i-o, > Ci-o,
k2 P =4 L_=2 io=1 “a ‘2 "k
i 2 ke
"k)‘k—i) >L2 1._1
< (o) = & >
QpL =4 i Qp‘. -2 re Qp - +h -4 p -p -4
¥
1 i ) b k k-4
Q T Q
P -p -i B, —B "-QP =g,
L u L % % L
k-1 k-2 3 2 2 i
1= h = p, ~-p.o CI1.43>
J ¥ )

o
B



Esta férmula que expresa a cualquiera de los coeficientes
como combinacién lineal de ¢, ¥ @, @8 unc de los resultados mas
importantes del presente trabajo ya que su generalidad permite
aplicarla a una variedad muy amplia de situaciones diferentes de
la cadena lineal. A continuacion consideramos el caso en gque hay n
defectos y aplicamos las condiciones en la frontera.

La condicién del lado izquierdo, ecuacién dL1.20ad, implica,

para j = n la slgulente expresidn

< = Q - o
W { h -4 v -2
Fpn+ " phi-‘\n ph'!' '!ﬁ
il
+ 2¢1-¥ > (1= 3C - ol >
E':r- z i Qp,--.t Qp_—2 Qp g, +h -1 ‘
T=4 L = L3 i ™
™
L i LA T
% 2 (2c1-¢ >1° L T T d-¢. >U-o > - D
k€2 io=d b =1 io=4 Y4 "z "k
i 2 k
5 Y ¥
Y ¥
C - 2
Qp -4 Qp, -2 Qp -p., *h =& 'p ~p, S
L L i i L%
i i 153 k k-4
Q
Ry T8y B Q‘:'t # _‘Qpﬁ. R = v
k-4 k-2 8 2 z i

KI1.440

esto e=s, cualquiera de los ceoeficientes es mualtiplo de < K
r
Para aplicar la condicién en la frontera del lado derecho,

ecuacién d1.20b2, calculemos primero los coeficlentes «© Y cN .
r+

para ello sustituyamos hn = N-p 5 hr = N—pr +1 en la ecuacion
1 1

1’\
anterior para obtener, respectivamente

a = -
FN { QH— i dqn—z

[&]
+ 2¢1-¢ ) T (i-o 2¢Q - aQ Q
., S L I | o, =2 Ne-p, -4
L=1 L L L
5]
le ™ L& n
+ E [BRi-E 50" B X T -, - -, D>
k=2 L =4 L _=1 Lo=4 ‘1 L2 Lk
i 2 ke
LkJLk—j,)- 'LZ.'L”
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" Q Q }c 145>
=p; =& Py TR T%
L % .

< - =i
PN+ { QH QN—'I.

™

+ - . o -
2¢1-¢ > F C1-o Q- eQ Q.
L=4 . L L
™
5 A ™ ™ . ]
+ z (2¢1-¢ >1° E E oo Ldtee, Wieo ¥octl-e 3
k=2 L=+ L _=1 L. =1 : 2 le
i 2 ke
Lk)\'k*- -0 2»1..:a>\.jL L]
< - -0l >
QPL 4 Q i ke QN-F‘. Qb\. Py "1QPL Tf i
i 4 ke k k-4 k=4 k-2
e wp =4%5. =5 =i } B i CIL.46>
| L + L
g 2 2 4

Ahora sustituyamos estas expresiones en la condlcidn en

frontera < _—— et y Ppara aobtener finalmente la ecuacion
rH+ v

-— e 3
Q, - CoktQ o+ e

2
™
o - s 2 i 3 3L =
2¢1 t'!‘).z <1 OL)CQP‘-i an. —E)QQN-—p_ '(?Q‘H—p_-!.
L=1i L | L5 1
™
5 T ™ ™
+z t2¢1-~-2 31 L3 L 7Y B - Mi-e, 3 =g D¢
k= 2 J Lo=4 % =i & =4 \'1 Li "k
E 2 k
y >Lk-—1> 5L ‘:\-\.1
< = 53¢ =
QP - chp -« “C £ Q -, 47 -p -1Q? -p .|
L L 5 : 1 L L 15
4 i ke k k k—i k-4 k-2
= () CI1.47)
QP- i "1QP. = i ' v
L L h L
3 2 2 i

Esta ecuacién e= un polinomio de grade N en la variable & vy

tiene a lo mas N raices diferentes las cuales determinan

frecuencias de oscilacidén de los N modos normales, representa

entonces un método alternativo,para el calculo de las frecuenclas,
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al presentado en el capitulo L

De acuerdo con las ecuaciones <I1.2> y (18> =e sustituye
aqui o« = 0 {3 = 0> cuando el lado izquierdo dderechod esta fijo, y
a =1 (3 = 1) cuando el lado izqulerdo (deracho? esta libre,

El método desarrvollado en esta seccldén contiene resultados
interesantes: en las ecuaciones que determinan los coeficlentes
e . aparece una sucesién de polinomics en la variable £ bilen
dejf‘inida; tales polinomios permiten construir una ecuacion general
que expresa cualquier coeficiente c” en términos de los primero=s
dos coeficientes 8y ¥ & Al aplicar las condiciones en la
frontera en esta ecuacién se llega a una ecuacién polinomial cuyas
raices permiten obtener las frecuencias de los N modos normales de
omcilacién con la ventaja de gque el método =se puelle aplicar para
cualquier numero de defectos presentes en la cadena, incluyendo la
cadena homogénea que es el cas=o n = 0. Sélo para este caso las
raices =e pueden calcular analiticamente; para los casos n = 1 el
aaleulo de las ralces requiere el empleo de métodos numéricos. La
dificultad que presenta el calcule de raices =se Incrementa con n
porque el numero de terminos de la ecuacion aumenta naplidamente,
de la misma manera como lo hacen los coeficientes de un desarrollo
binomial.

For ultimo cabe resaltar que con la ecuacién obtenida pueden
calaular=e las frecuencias normales de cadenas lineales
diatamicas, triatdmicas, ete.

En los capitules III y IV se obtienen resultados para lo=
casos n = 0 y n = 1 gue constituyen la cadena homogénea vy la

cadena con un defecto, respectivamente.

II.3- Los FOLIMOMIOE QJ(E).

La fdérmula de recurrencia <dI.26> para los pollnomios Q8D
ol
es un sistema de ecuaciones de diferendias lineal homogéneo de

gegundo orden que podemos escribirlo como

Qo ~HG + 0, =8 (11.48>

J*a

w
L]



Para resolverlo, proponemos una solucion de la forma
Q =) CI1.49>

cuya sustitucién en la ecuacidn <I11.48> nos conduce a

AT - 28n + 1D m O ¢I1.BO>

para tener soluciones no triviales debe cumplirse que los valores

posibles de A sean raices de

A% - SER + 1 w0 151>

L]

Esta ecuacién es un polinomio de segundo grado en noque =se
conodce como polinomio cara«:{,eriaticc de la ecuacidn de

diferencias.

Las raices son

Xow ¥ o€ BT - oA B (I1.82>
como £ £ 1 podemos dividir el dominio en la vegidén £ < -1 y en la
regién -1 = ¢ = 1. En la primera de estas reglones las rvalces A
son rveales, esta regiéon es de importancia cuando la cadena
contiene defectosm, como se vera en el capitulo 1IV. En la regidén

€] £ 1 las ralces son comple jas conjugadas

. 1,2
Xowm ¥ gt~ E D (I1.532

Este resultado sugiere un cambio de variable de la forma

& m Cosg 0 < @ < CI1.54>

valido tnicamente para la regién |[£| £ 1; con el cual ocbtenemos

A = Cos¢ = iSeng <155
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i
A\ - et (11565
Con ésto las soluciones posibles a (11.48> son de la forma

Q = g oH CILETD

Sin embargzo es necesario que QQ ¥ Q1 sean reales de acuerdo
con (I1.23> y como estas soluciones no dan la expresidén correcta
para Qi, entonces escribimos la solucién general de la ecuacion de
diferencias como una combinacién lineal de las partes real e

imaginaria de la solucién obtenida
Q = ACosjp + BSenig CI1.58>
b}

donde A y B son constantes por determinar independientes de J.

Usiando las expresiones para Q v Qi obtenemos
o
Q = 1 = A <II.B9D
o

Q, = 2¢ = 20os¢
-__-——-"_ﬁ-

= ACosg¢ + BSeng (I1.60>
de donde
g ow 200 CI1.613
Sendg

Sustituimos estos valores de A y B en 158> para obtener la
golucidén general en la forma

; ; = i e B 1
Q (Cospd = Sencivioe i = 0,1,2,..> CI1.625

Sere

dlaramente esta solucidén satisface las ecuaciones (IL23> vy
CI1.28> que definen a los polinomios Qj, incluse el resultado

Q—x = 0, y satisface la identidad J1.81> como puede verificarse

por sustitucidn directa.
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Las expresiones (162> son conocidos como polinomios de
Chebyshev de Segundo Tipo?

Tomando en cuenta que § = CGos¢ VY sustituyendo los polinomios
de Chebyshev (d1.62> en la ecuacion 11473 obtenemos una ecuacion
polinomial de grado N en la variable Cos¢ cuyas raices reales nos
permiten determinar las frecuencias normales que se encuentran én

el intervalo 0 % w = 2w , como se slgue de la expresidén dLA7D

¥ (u}
la cual se puede reescriblr como

;|
b 638D
w - ZwaSenzqér CIL.6

con el indice 1 estamos numerando las raices, por lo que » = N

En esta parte, hemos utilizado la férmula de aecurrencia que

satisfacen los polinomios Qj(&;’ 3, la cual e=s una ecuacion de
diferencias que tlene dos soluciones comple jas conjugadas en la
regién [£| = 1; la parte real de las soluciones =son log polinomios

de Chebyshev del I tipog; la pavrte imaginaria no son polinomios.
La combinacién lineal de las partes real e imaginaria son
log polinomios de Chebyshev de II tipo. Es interesante egte ultimo
resultado, en el que el calculo de las frecuencias normales de la
cadena lineal con n defectos pueda realizarse a partir de las

rajices de estos polinomios ortogonales clasicos.



CAPITULO IIX

LA CADENA HOMOGENEA

En este capitule =se analiza el caso particular en el que la
cadena lineal contiene =élo masas iguales; para ello, partimos de
la ecuacién J1.47) con todas las o iguales a uno de tal mansra
que los uUnicos términos diferentes ;:le- cero =on los primeros tres,

y la ecuacién basida para calcular los modos normales ‘se reduce a
3 - 4 + ;
U_H Cen {Q}QN_1 aﬁQN_z = 0 CIIT.1>

El uso de las diferentes condiciones en la frontera sobre
esta ecuaclén permite calcular, en cada caso, lag frecuencias de
oscilacion de los modos normales de la cadena lineal homogenea.

Las situaciones gue =ze analizaran son las sigulentes:
1>~ Ambos extremos estan f1jos
22~ Un extremo fijo y unoe libre

3).- Ambos extremos libres
IiT 1.~ CADENA HOMOGENEA CON EXTREMOS FIJOS,

De conformidad con el capitule anterior, en este caso tomamos

o= = 0, con lo cual la ecuacién anterior se reduce a

QN = 0 CI11.2>

que puede expresarse de acuerdo al resultado d1.62) como

SendN+1>¢
ey & CIT1.3>
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y cuyas soluciones =on

1‘|
¢ = { e ]-rz e E N CITL.4
Sustituyendo estos valores del parametro ¢ en la ecuaclodn

£11.68), =& obtienen las frecuencias de los modos normales

> e ) )
@, - ZwGSen[[ ——N—:_-—{- ]5 ] r = 1,2, ,N CII1.B>

Observamos en la expresién obtenlda para las frecuencias de
oscllacidén gue ewxligte una cota superior para ellas, esto es, la
cadena homogénea no puede oscllar con cualquier frecuencia, =ino
que existe una frecuencia maxima mas allad de la cual la cadena no
puede entrar en un modo normal. - Bzta frecuencia miaxima se conoce
como frecusncia de corte, =se denota con w , Yy =Se obtiene tomando

el limite » =+ ® N =+ w© en la ecuaciéin Jgue determina las

frecuencias. Este limite es

W m A CII1.6>
o o

Se dice entonces que la cadena homogeéenea es un filtro de

10
frecuenclas altas.

En la tabla presentada al final de la geccién  II1.3, =e

", - 1’
muestran las frecuencias calculadas para el caso N w 21 y o = o

5

2.~ CADENA HOMOOENEA CON UN EXTREMO FIJO ¥ UNO LIBRE.

Consideremos ahora el caso en que, por ejemplo, el extremo
izquierdo esta fijo y el derecho libre; la =eleccién de cual
extremo es el que se designe fijo y cual libre es irrelevante
debido a la simetria de la cadena; en cualquier caso las
condiciones en la frontera conducen a la misma ecuacidn, Asi pues,

tomemos o = 0y 3 = 1, con lo gque obtenemos
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0O -0 =0 ¢1I1.75

y u=sando la expresién para los polinomios QJ dada por (11623,

esta ecuacion se reduce a la forma

Cos [

Co

-

1
5 )? |
m CI11.8>

il

que se =zatisface para los N valoves de ¢ dados por

2y - 1
‘;5” B [ ZIN.‘ + 1 }ﬂ r = 1,3,.,N CI111.9>

lag frecuencias de los modos normales quedan, de acuerdo a CI1.635

como

_ » s Z2r - 1 \m . “ -
"Jv‘r = cﬂﬁ)oSE‘ll[[ im ]E ] I~ = 1,&,...,N (I11.A0D

Vemos que bajo estas condiciones en la frontera existe una
frecuencia de corte que coincide con la del caso anterior.

Laz frecuencias calculadas para el gaso N = 21y o = % e
presentan en la tabla al final de la s=seccién 1113, Notese dgue las
frecuencias normales obtenidas en este caso son menores Jque  las
frecuencias del modo corrvespondiente en el caso éen que ambos
extremos estan fijos. La explicacién de este hecho se dara mas
adelante.

HES~ CADENA HOMOGENEA CON EXTREMOS LIBRES.

Las condiciones en la frontera implican en este casmo tomar
;

o =7 = con lo cual obtenemos

Q -20  +Q _=0 CITIALD

Zz
Z
1
.
Z
I
h

Para expresar esta ecuaclion de una manera mas simple, hagamos
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uso de la rérmula de recurrencia Jque gatisfacen los peolinomios Qj’
la cual esta dada por la ecuacidn (11.28>, para el caso en que

j = N-1
Q = 2FQ - Q CIIT.42>

Sustituyendo este rvesultado en la ecuacion anterior, junto

con ¢ = Cosg¢, obtenemos
2¢Cos¢ = ”Qu—:; = 0 CIIT.A3D
que indica que la primera de las N raices &=

¢1 = 0O CII1.145

y la frecuencia del modo corvespondiente es
w = 0 CIIL15D

es decir, en este modo la cadena no presenta movimiento arménico
s=ino que solo se desplaza longitudinalmente,
Lag N -1 rvaices pestantes se obtlenen, de acuerde a dIL133,

como las valces de

Q = 0 CI11.165
MN-1
esto es, son raices de
Senld . o CII1A7>
Seng
y estan dadas por
s, = [ AR ]r: r = 2,8,.,N. CIITABD
N

vy las frecuencias corvespondientes de cada modo normal =on



donde hemos incorporado el primer modo no

Note que la

antaeriores.

frecuencias de los modos normales para el cazo N =21, 0, ™ L i

la

= 2w enrr )
: 2 aS LL E J

o R

O

r = 1,2,3,..,N. CI11.1%92

rmal como el caso r = 1.

frecuencia de dorte colncide con la de log dos casos

tabla

aparece a continuacién =e muestran las

2

63

d extremos 1 jo= urn extp;Eo libre ambos extremos libres
i 0.07134 0.03652 0.00000
2 0.14231 0.10987 0.07478
3 0.21287 0.18164 0.14904
4 0.28173 0.25293 0.22282
5 0.34946 0.32288 0.29478
& 0.41542 0.390110 0.368084
7 0.47928 0.48724 0.44880
8 0.54064 0.32004 0.80000
o 0.59928 0.58186 0.56332
10 0.65486 0.63967 0.62349
3 g 0.70711 0.69407 0.68017
12 0.7BETS 0.74477 0.73808
13 0.80054 0.79180 0.78183
14 0.84125 0.83400 0.82624
15 0.87768 0.87 2085 0.866093
16 0.900963 0.90545 0.90007
17 0.934605 0.93402 0.93087
18 0.959049 0.987460 0.9586867
19 0.97718 0.97608 0.97498
20 0.98982 0.98034 0.98883
21 0.99748 0.9073d 0.99720
@ 1.00000 1.00000 1.00000

Frecuencias normales de oscilacién de
la cadena homogénea con N = Ei,qh = % s

para diferentes condiclones en la frontera,
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En este analisis hemos encontrado una caracteristica
importante de la cadena homogénea: existe una frecuencia de corte
por arriba de la cual la cadena no puede oscilarg el valor de esta
frecuencia es independiente de las condiciones en la frontera.

Por otro lado, obzervamos de la tabla anterior que las
condiclones en la frontera son determinantes para el valor de las
frecuencias de oscllacién de los modos normales, de tal manera Jue
en el caso en que la cadena tiene ambos extremoz fijos las
frecuencias normales son mas altas que las trecuencias de los
modos correspondientes en el caso én que un extremo esta fijo y el
otro libre, vy éstas, a su vez, Son mayores dque las frecuencias de
oscilacién correspondientes en el caso en Jue ambos extremos estan
libres. . ‘

Que las frecuencias de ogcilaclén  dependan ‘de lag condicliones
en la Tfrontera puede explicarse eri base a la forma de la funcidn
de energia potencial de la cadena lineal v que podemos escribir

COmo

M+4 "
¥ B - 0 CII1.205

i 1—4
L=

vl

donde hemos considerado nuevamente las definicionas

R o= oo ox v * L E CIIL.21>

gque incluyen las condiciones en la frontera.

Una forma posible de excitar al sistema consiste en desplazar
laz masas de su posicién de equilibric y =soltarlas desde el reposo
en forma tal que todas las particulas oscilen con la misma
frecuencia o, de esta manera el sistema se movera en uno de su=s
modos normales. La energia inicial proporcionada al gisztema en
L = 0 =e convierte totalmente en energia cinética al pasar las:
particulas por su posicion de equilibrio., Pero, hemos encontrado
en la ecuacion <1.45) que la energia cinética es proporcional al
cuadrado de la frecuencia w, por lo tanto, la energia potencial
inicial serd entonces proporcional a e,

81 denotamos <con xt_j la posicion inicial de las particulas de

L

la cadena, entonces la energia potencial inicial, para las

“444



distintas condiciones en la frontera, sera

v om Lre®s? + of - x0% e o - x® O+ D CIT1.22)

Z i 2 i N N-1 N
va duwa® - 2w = w0 vw 3 @ x5 CIIT.23D (/‘b

2 2 1 i N=1 N 4‘2 '
Ve el - 1952 + o+ of - %0 5% CIIL.24)

2 2 i N N-41

que corresponden a los casos de extremos f1jos, un extremo fijo vy
uno libre, v ambos extremos libres, respectivamente.

& en cada caso el desplazamiento inicial de las particulas
ex el mismo, al tomar en cuenta que todos los términos en la
energia =on positivos podemos concluir que las frecuenclas de los
modaos correspondienteas Senan mayores en el caso en que
ambos extremos estan {1ijos porlque la energia proporcionada en
t = 0 es mayor. Por la misma razén, las frecuencias en el caso de
un extremo fijo y uno libre seran mayores que las frecuenclas de
los modos correspondlientes en el caso en que ambos extremos =& han
de jado libres. ("{ /3/

De esta forma hemos explicado, con base en la relacion entre
la energia y la frecuencia del modo dado, el comportamiento de las
fraecuencias normales ba jo la= diferentes condiclones en la
frontera.

W podemos obtener todavia algunas otras conclusiones respecto &

log wval g2 de las frecuencias pon eccién de la forma de la

energia potencial. Asl, vemos que el modo de enor Trecuencla, ya

gque correspynde al de menor energia, se obtlene egplazando todas

lag particulas mismo s=sentide vy con L

inicial. BEn el casc en NJue ambos extremos esta libres esto

representa una traslacion del sistema completo v la

este modo es cero. 7/ Z3 = }LJ . 11 24

recuencia de

posible, debemos colocar las azas inicialmente en Tforma tal

la enevgia potencial alcance su\ valor maximo. Gomo =e ve de la
forma para el potencial, esto ca que hay que desplazar las

particulas de forma que



%" <0 v oL CII1.28>

es decir, que las masas contiguas deben desplazar en sentido

agntrarioc.

En este caso, cuando los= extremos N\de cada resorte se

desplazan tide contraric, existe un punto en cada resorte

gque no Se mueve; par gimetria, si los desplazalientos contrarios

o que en el modp de mayor frecuenclia existen
nor  frecuencia no existen nodos.
observacion plica gque a medida gque aumenta el numero de nodos en
la cadena la freguencia del modo es mayor. Esto es asi,
pordue una masa contigua a un nodo se encue a bajo la accién de

10
un resorte de constanty efectiva mayor y su & rgia potencial es

mayor, lo gque de acuerd con  las conclusiones anteriores da como

! resultado un modo de frecuapcia mas alta

Con esto hemos resumi

de las caracter mas:

importantes de la cadena lineal homogénea, En el capitulo

sigulente obtenemos algunas propiedades de la cadena no homogénea,
. / 5 04 / = 2
P Lt A/ e A= 4%

Hona ﬂa/-{wxw/&- M i il

Al f-rwaé
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CAPITULO IV

LA CADENA CON UN DEFECTO

En este capitule se estudia la cadena lineal eon un defecto V¥
se discute como la presencia de eéste modifica los valores de las
frecuencias normales de los modos de oscilacion.

Tomando n = 1 en la ecuacién (I1.47) se obtiene la s=igulente
ecuacién basica para el calculo de las frecuencias de modo normal
cuando =e encuentra presente un defecto en la cadena

.

ut;)_M - Ca + (?)QN_l + a(?QN_z

¥ 261 = EFC = a>(Qp—1 = aQP_E)(QHMP - ‘?QH—-p-—i) = 0 CINA
donde p indica el lugar gue el def'er.:t,cs ocupa en la cadena. En esta
ecuacién el parametro o contiene la informacion sobre el valor de
la masa del defecto.

Gon el fin de comparar los resultades con lo expuesto én el
capitulo anterior, se analizaran nuevament.e las situaciones
gigulentes:
1>~ Ambos extremos fijos.
25~ Un extremo fijo y uno libre.
3>~ Ambos extremos libres.
cada caso queda determinade por los valores gque toman los

parametros o v 1.

IV.4.~ CADENA NGO HOMOJENEA CON EXTREMOS FIJOS.

De acuerdo con las ecuaciones I1.2> vy L3>, que determinan
las condiciones en la frontera, en este caso, o = [ = 0
Sustituimos estos valores en la ecuacion {IV> con lo  que

obtenemos

Q, * 26 - o3 = £3Q. Q@ =0 av.2>



Sustituyendo en esta ecuacidn a la variable ¢ = Cos¢ y las
expresiones correspondientes para los  polinomios Qj dadas por la

ecunacién <I1.62) podemos reescribir (dV.2> como

SendN + 1>g¢ Sen¢N - p + 129 Senpg
m 2Co - 15C1 - Comgd
Seng Seng Seng

CIV.33

cuyas =oluciones son los valores de ¢ que determinan las
frecuencias de cada modo normal.

Hagamos uso de las identidades siguientes

SencN + 10¢ = Senl(N - p + 1d¢ + p¢ ] !

= SendN-p+13¢ Cospy + Senpg Cos(N-p+id¢ av.4>
1 1 - Cose¢
't,anﬁq.‘; ™ T CIV.G5
Seng

con lo que nos queda

SendN - p + 1>¢ Cospg + Senpeg Cosd<N - p + 12¢
® Z{o - 1D t,anj.";qb Sen(N - p + 13¢ Senpy CIV.62

Finalmente dividamos la ecuacién (IV.6D por

SeniN =p + 12¢ Senpg = 0 Cav.7>

para cbtener la ecuacidén
Gotpp + CotdN - p + )¢ = 2¢o - 1> tanie av.e»

Esta es una ecuacién trascendente para ¢ representada
graficamente en la figura 2. Los valores de ¢ que satisfacen la
ecuacion estiAn dados por la interseccion de las curvas que
representan el lado izquierdo y derecho de esta ecuacion.

El lado izquierdo de (IV.8) tiene una asintota vertical en

aquéllos valores de ¢ donde la ecuacion (IV.7) es igual a cero.
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Entre cada par de asintotas verticales existe una curva Jue
decrece mondtonamente.

CADENA CON EXTREMOS FIJOS
L3

" |
I | |
| . | s s |(@=2)

'| ‘ | |i

S
kS
R

- |s

81

'li t STGMA < 1 C - _\_.3
|| I Y 2-
I I

3.14
FI

Fig.2.- Soluciones de (IV.8) para N = 21 y p = 11,

Por otra parte, el miembro derecho de CIv.sd crece

monétonamente <(decrece), desde ¢ = 0, cuando o > 1 ¢ € 1> y posee
una asintota vertical en ¢ = m.

Vemos dque las graficas se cruzan una vezZ en cada uno de los

subintervalos en que ha gquedado partido el intervale 0 < ¢ < n por

las asintotas verticales. Fero, cuando fod £ 1 an el ultimo
subintervalo puede © no ocurrir la interseccién de las graficas.

las raices de la ecuacién (IV.8) empecemos por
numero de asintotas
izquierdo de esta ecuacion;

Para calcular

determinar el

verticales que posee el miembro

de esta manera dividimos el intervalo

0 < ¢ < n en subintervalos separados por dichas asintotas, en cada
uno de las cuales existe una solucidn.

La funcidén cotangente tiens una

asintota cada vez que su
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argumento e= un mualtiple enters de @ Asi, en &l intervals

0 £ ¢ < m =me tienen las asintotas siguientes para el mlembre
lzquierdo de (IV.BY

¢ = ;ﬁ " (v m 1,2,.5p - 15 CIV.O=)

=

e R ST, T @ ow 1,2,..,N - pd CIV.9b)

i ninguno de los valores de ¢ obtenidos de (IV.9a> vy ddV.9bs
coingiden, entonces el dintervalo 0O < % < n 'se parte en
€p = 13 + N - p>» + 1 = N subintervalos acotados por las asintotas
verticales.

En este caso; concluimes gue cuande o > 1 la' ecuacidn <IV.8D
tiene exactamente N soluciones en 0 € ¢ < @7, una en cada
subintervalo; por otre lade, si ¢ € 1 entonces puede o no haber
solugidn en el altimo subintervalo.

Veamos ahora el caso en gque existen asintotas con valores

comune=. Esteoz valores son tales gque

=

R EIN =5 % 137

bl (o

Sea d el mauwimoe comuan diviser de p y N - p + 1 entonces
p = kd v N - p + 1 = {d donde k v £ son primog relatives, de agqu
que

bl
|l

Se cumple gue k r vy { | s entonces

L wZa taro
% I, an

con esto, log valores comune=s quedan dados por

¢ om Centeral 3

Como p = kd se tiene r = 1,2,..kd - 1 y por tante hay

d - 1 agintotas que pueden ser comunes. Gome N - p + 1 = Jd
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entonces s = 1,2,..,{d - 1 y por tanto hay d - 1 asintotas que

son comunes, entonces s = hi{ y los valores comunes son:
h .
¢ = E d ,2.d = 13

Eate resultade lo podemos resumir en el sigulente teorema:®
Teprema 1.- S d » 1 es el maximo comian divisor de p vy
N - p + 1 entonges d - 1 agintotas de IV.9a> coinciden con d - 1

agintotas de (IV9b) y los valores comunes son
¢ = o <1,2,...,d-1> IV.10>

De acuerdo con este resultado el numeroc de ﬂ:u.bintervalos en
que se ha partido el intervalo 0 < ¢ < m disminuye en d - 1 y por
consiguiente tenemos sclo N - {d - 1> soluciones de la ecuacién
(IV.8>, o quizas una menos en el caso o < 1.

Las d - 1 s=soluciones faltantes estan dadas por la ecuacidn
{IV10> como puede verificarse por sustitucién directa en la
ecuacién (IV.33. Estaz soluciones =on independientes del valor de
¢ y son un subconjunto de las s=soluciones de la cadena homogénea
con extremos fijos.

Por otro lado, hemos mencionado que en el caso en gque o < 1
puede existir o no una solucién en el ultimo =subintervalo. Veamos
ahora como determinar esta solucién; para ello, primero

reescribamos la ecuacién (V.32 en la gigulente forma
Gos%¢' SendN + 13¢ = 2o ~ 1> Senéeﬁ SerkN -p + 10¢ Senpy ¢IV.11>

donde hemos usado la identidad <IV.B).

Cambiemos a la variable

w=nmn-=- g avaizo

para centrar nuestra atencién en la vecindad del origen De esta
manera, la ecuacidn (IV.11) se convierte en

i

Senzw SendN + 13y = 2¢1 - o) Gos%up SendN - p + 1dyw Senpy <IV.13>



Para observar el comportamiento de ambos lados de (dV.13> en
w = 0 calculamos sus derivadas. La primera derivada de ambos lados
en w = 0 son cero. La segunda derivada del lado izquierdo es N + 1
v la del lado derecho es 4p{i-oX(N - p + 1D

Tenemos entonces que cuando ¢ < 1 las graficas de ambos lados

de la ecuacién <dV.18) empiezan a crecer desde <¢ero. El lado

n

izquierdo vuelve a tomar el valor cero en y = —— , esto es, en
N + 1
N

¢ m —— ;. Para gue ambos lados de <IV.138)> sean lguales en algun

N + 1

m
valor de w entre 0 v —— , la rapldez con que creae el lado
N + 1

izquierdo debe =er mayor gue la rapidez con que lo hace el lado
derecho; es decir, la segunda derivada del lado izqu.ier-da debe ser
mayor que la del lado derecho. Esta condicién, con los valores
calculados en w = 0 de las segundas derivadas, se puede escribir

como

N & 1
o 3 1 - CIV.143
4p{N - p + 12

para estos valores de ¢ existe una solucién en el intervalo

N
N+1<¢7<n.

81 evaluamos ambos ladoz de la ecuacién ddV.32 Icon los
valores extremos del intervalo anterior, vemos que el valor del
extremo izquierdo no representa una solucidén; en cambio, tomando
el limite ¢ + m en ambos miembros de (IV.3) vemos que ambos

miembros son iguales si se cumple que

N+ 4
o = 1 - (IV.AB>
4pdN - p + 12

es decir, la solucién ¢ = 7 existe 51 se cumple la condicidn
aAvV.i5>,

Los resultados (dV.14> vy (IV15> log podemos esaribir en la

forma Unica

V16>
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que representa la condicién sobre o para la existencia de una

N ’ —
solucién en el intervalo N + 17 < ¢ = 1, (Tig.3),

Fig.3.-Solucién de la ecuacidn (IV.13D,
Ca> Miembro ilzgquierdo.

(b>» Miembro derecho.

Cuando la masa del defecto es tal que no =se cumple la

condicién (dV.16> entonces hace falta todavia una solucidén.
la ecuacién (IV.3) para probar si
ella,

Usemos

@ = 0 es una solucidn; para

tomemos el limite ¢ -+ 0 en ambos lados de la ecuacidén con lo
que obtenemos

i Sen(N + 15¢

= N + 1
#a g Seng

C(IV.ATD

lim Sen{N - p + 13¢ Senpg¢
@+ 0 2¢1 - o3¢l - Cosadd

= 0
Seng Seng
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Como los limites son diferentes entonces ¢ = 0 no es solucion
de la ecuacién (IV.3D.

Tratemos de encontrar la solucién faltante de la manera
giguiente: consideremos un defect.o an la cadena de masa
suficientemente pequefia, con esto esperamos obtener un modo de
frecuencia arbitrariamente alta. De la ecuacién (II.63> se observa
que el mayor valor posible de w es 20 con 0 = ¢ = m Yy [£] & %
Busquemos: la =olucion faltante en la regién ¢ < -1, para ello

propongamos
= w + in <IV.18>
con ¥, 7 rveales; se tiene entonces
Uose = Gosv Coshy - iSeny Senhp (IV.AQD
como Coshy = 1 y se requiere que Cos¢g sea real y menor que 1,
entonces v debe ser un multiple impar de . Como esperamos una
solucién en la regidén cercana a 1, tomamos v = 71, entonces
¢ = m + in CIV.20>
con lo gque obtenemos
¥ = Cos¢ = —-Coshn av.z2id
Con este resultade la frecuencia de este modo normal es
Ly Zcoocoah_%";) CIV.225
esto es, la presencia de un defecte de masa suficientemente
pequefia produce una frecuencia normal por arriba de la frecuencia
de corte de la cadena homogéenea,

Sustituyvendo en la ecuacion (IV.3> obtenemos

1 ’ : . ; '
Senhﬁn Senh(N + 1Oy = Zd - 2O Cosh%n Senh{N - p + 137 Senhpn
(IV.233>
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Esta ecuacién tiene una solucién con la que podemos
determinar la frecuencia del modo normal numero N, dada por
<IV.222. Para probar esto, analicemos por separado el
comportamiento de los dos lados de la ecuacién (IV.23), Empecemos
por estudiar su comportamiento asintético para valores n > 13

asi, en el limite n -+ o el lado izquierdo =e comporta como

1 _N+as2m

= »
<4

S :

hace como 4 1 - ode

Esto es, el lado izquierdeo de la ecuacion CIV.23> crece mas

mientras que el lado derecho, en el lmite 7 -+ w, lo
(N+3-2)T)

rapidamente que el derecho.

Para investizar el comportamiento para valores pequeiios de 7,
desarrollamos ambos lades de <IV.28) en series de potencias
alrededor del cero. A=i, el lado izq_uierdo en. n = 0 es
%CN + 1.)172, mientras que el derecho lo podemos expresar como
2pct - &XCN - p + 177,

Entonces para gque exista solucién de la ecuacidn (IV.23> el
lade derecho debe crecer mas rapidamente que el izquierdoe para
valores pequefios de 7n; esta condicién la podemos escribir como

sigue:
; ; S 1 -
2pl — XN - p + 1y > 5(1‘&' + 17 CIV.24>

de donde se sigue que o satisface la condicién

N + 1
o <1 - CIV.25D
4pCN - p + 1D

Esto es, en este caso existen N - 1 =oluciones de la ecuacién
(IV.3> que son los valores reales distintos de ¢ en 0 < ¢ < = Y
una solucién real de la ecuacién (IV.23> para un valor imaginario
de ¢, (fig.4>.

Regresando a las soluciones que son independientes de la masa
del defecto y que se obtienen a partir de la ecuacién (dIV.10),
hemos mencionado que forman un subconjunto de las soluciones de la
cadena homogénea vy la razén de este comportamiento la damos a

continuacién, En la ecuacion d1.245
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c. . =Q a =~ -
r) J=i ri ‘-2 ro

] = 1,24..4p2
tomemos j @ p y € = 0, va que la cadena esta fija por los
axtremos, por lo que el coeficlente de amplitud correspondlente al

defecto e=s.

¢c = Q <« (IV.262
b=} p-1i rd
usando en esta ecuacién la expresién para prl dada por la

ecuacion (d1.62> obtenemos

Senpg

o 2= -
e Seng

CIvV.275

rd ¢

sinh(x/2)¥sinh(22%x)
2%(1-,95) ¥cosh(x/2)#sinh(11%x) 62

‘ d="'\' L

Fig. 4. Sclucién de la ecuacién CIV.232.
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Sustituyendo en (IV.27) las solucicnes independientes de o
dadas por la ecuacién <IV.10> y recordande que d es divisor de p,

e= decir, p = kd obtenemos

Sendkhmn>
g = —————— g =0 <Iv.2e3
v Senchrsd> "

va que k, h son enteros.

Esto e=s, las soluciones (IV.10> que son independientes de o,
producen un nodo en el lugar del defecto. Existen d - 1 modos
normales en los cuales el defecto no se desplaza de su posicién de
equilibrio. Este resultado implica que la cadena lineal no
homogénea quede dividida en dos cadenas unidas por el defecto v
las frecuencias de estos modos de oscilacién corresponden a las de
la cadena homogénea estudiada en el capitulo IIL

Estudiemos ahora el caso en que o < 1 es lo suficientemente
pequefia v el N modo normal es el de mayor frecuencia {recordemos
que en este caso ¢ es compleja y w > 2&:‘3)‘

De acuerdo con la ecuacién (I1.24> para el modo numerce N

tenemos

(o = ( (]
M) QJ——:l N3

- Q

.o
j-2 NoO

pero como la cadena esta fija por los extremos entonces C I 0, v

c =g a Iv.2e)
N B St
que con ayuda de (II.62> se convierte en
Senj¢
GH, m o " CIV.30>
J Seng i
Usando la expresidn para @ dada por la ecuacion
(IV.200, gueda
- B 3
=0 Senh jn
Sy ™ S €] = 1,2,...,p> CIV.310
! Senhr
onde mos que la e da s=a ‘au ta d rme



en donde vemos que la amplitud de cada masa aumenta conforme la
masa estAd mas cerca del defecto, siendo éste el gque posee la mayor
amplitud. Vemos también que en este mode las masas contiguas
oscilan en sentidos opuestos; por lo gque, este modo es el de mayor
energia de acuerdo con lo expuesto al final del capitule III

Para observar el comportamiento de las amplitudes de la=s
masas que se encuentran a la derecha del defecto, en este modo

particular, usamos la ecuacidn I.32> con r = N vy B, 0

cﬂwh = [QWH_1 il G S E)Qp th 3% <h = 1,2,.N-p>
Tomemos p + h = N + 1 - j v p + h = N para obtener
respectivamente
+ - — :
CNN+1—j = [QH_J 2¢1 o1 E)Qp 1Qn-p—_] €y (Iv.32ad
S = [QN_1 201 - ot - ?,’)O ‘QN — c:m (IV.32b>

Usando las ecuaciones ((IV.32> vy la ecuacién dV.2Z> y la

expresién ¢ = n + 1in encontramos la sigulente relacidn entre los

coeficientes CHN+1-j ¥
Jrad
C~13 Senh jn
L (s ] = 1,2,.,N-p> V.83
- NN
Senhyy

o .
NN+i-]

para 7 grandes (es decir, para o pequefias? la amplitud disminuye
rapidamente con la distancia al defecto <(para n suficientemente
grande decae exponencialmented; e igual que a la izquierda del
defecto, las particulas adyacentes presentan fase opuesta en todo
instante durante la oscilacién. Este modo normal se conoce como
modo localizado, se establece cuando la frecuencia es mayor que la
mayor frecuencia accesible a la cadena uniforme.

En las figuras 5 v 6 que aparecen a continuacién se muestra
el comportamiento de las frecuencias de oscilacién de los modos
normales como funcién de la masa del defecto para el ecaso
particular N = 21, p = 11 (el defecto estid en el centro de la

. 1
cCadena y =W T
dn)ywo 5
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Frecuencias Normales

% como funcion de la masa
del defecto.

(Extremos i jos.)

Tt T TR TR T

0 95 1 2

Fig B -Soluciones de las cuaciones (I1.63> y (IV.22> para

N= 21, p=11, & m=m v los valores de ¢ en el intervalo

[.01, 21, con Ao = ,01.

Vemos en la figura 8 log resultados proporcionados por el
metodo de scolucién. Las frecuencias de oscilacién de los modos
normales =e encuentran entre los valores 0 < w < 1 (w = 1
corresponde al wvalor de la frecuencia de corted, excepte en log
casos donde c:r = 95 en los cuales para cada valor de o existe una
frecuencia por arriba de la frecuencia de corte. Para este caso
particular la cota calculada para ¢ de la ecuacién ddV.28) es
T 95488; el wvalor o = 1 corresponde al caso de la cadena
homogénea.

Por Jultimo, cabe sefialar que en el intervale 01 £ o = 95
las s=oluciones obtenidas numéricamente para el modo de mayor
frecuencia decaen rapidamente conforme aumenta la masa del

defecto.
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A5 .
o i i 3 i = - 1 -
-
e ——————— | _ Ty
I | |
i
2] S5 A

Fig.é.~-Frecuencias normales como funcidn de la masa del defecto.
Se muestra la regidn 0 £ » = 1, presentada en la figura §,

v se gehalan en el eje las frecuencias correspondientes a
la cadena homogenea.

Observamos en la f igura &6, para este caso particular,que las

frecuencias normales de los modas pares coinciden con las

frecuencias de la cadena homogénea sefialadas sobre el eje vertical

&0



con lineas cortas, Esto ales modos de oscilacién las

frecuencias son independientes de la masa del defecto. .

Vemos:, por el contrario, que las frecuencias de los modos

impares si dependen de la masa del defecto; siendo la frecuencia—

de cada modo mayor gque la frecuencia del modo correspondiente en

la cadena homogénea « g < 1 v menor cuando ¢ > 1. Las curvas

de puntos obtenidas para estos modos son simétricas respecto a los

valores calculados para el caszo de la cadena homogénea.
V.2~ CADENA NO HOMOGENEA CON UN EXTREMO FIJO Y UNO LIBRE,

En este caso, Tijemos la cadena por =su extremo izquierdo vy
de jemos libre el extremo derecho; para ello, tomemos aa = 0 y 3 = 1

——

en la ecuacién (IV.1> con lo gque obtenemos. _14{,“"2 /

(zZ -z3)

B, =W, bR - RV, ~ 0, IR =F KNS

Usando la expresion CI1.625 para los polinomios Qj Y

suatituyvendo la variable ¢ = Cdosg, esta ecuacién la escribimos

como
CogdN + 1.25¢ Gos(N - p + 12> Senpg
1 & 2{o - 131 - Cosgd CIV.35>
1
Gosgq& Cosl¢ Seng
2 ;
Por su parte, el numerador del lado izquierdo puede

desarrollarse en la forma

Cos(N + 172> = Cog[(N - p + 1725 + p¢ ]
= Cos(N-p+1-2>¢ Cospg - SeniN-p+i/22¢ Senpg (IV.36>

y =1 ahora multiplicamos la  ecuacidén  dV.88>  por CDS:%:;S vy la
dividimo=s por

Cos¢N - p + 1/2>¢ Senpgp # 0 CIV.87)

obtenemos, usando la identidad V52, la =siguiente ecuacién

61



Cotpp - tandN - p + 17209 = 2(o - 1> Lan%:ﬁ: <IV.38>

como en el caso anterior, esta &2 una ecuacién trascendente para ¢

vy se muestra graficamente en la fig. 7,

5

CADENA CON UN EXTREMG FIJO ¥ UNOG LIBRE

15

i i SICHE ¥ 1

| -

il SIGHA ¢ L {_ﬁff’fb?
-1@ - f | |

L1 3.14
Fl

Fig. 7~Scluciones de la ecuaciéon (IV.A38> para N = 21 vy p = 11

El miembro izquierde de J({IV38) tiene wuna azintota vertical
en los wvalores de ¢ gue s=son raiz de la ecuacion (dV.373 entre
cada par de asintotas wverticales incluyends ¢ = 0 v ¢ = 7 hay una
grafica que corta la curva del lade derecho, siempre gque = > 1.
Cuande ¢ < 1 puede © no haber cruce de las graficas de ambos
miembros de <(IV.388Y en el subintervale limitade por la asintota
¢ = 1 vy la anterier a ésta Las asintotas gque se obtiesnen de la
ecuacién C(IV.27) =on
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o)
E T *om L@anp = 1
@ = K2 ~ 12 av.ae>
frd s = 1,Z2..,N - p
2N -2p + 1>

Siguiendo el

=1 no hay valores

razonamiento de

la seccién anterior, vemos dJue

comunes de ¢ en (IV.39) el intervale se parte eén

N subintervalos. En este caso, para ¢ > 1 se tienen exactamente N

soluciones en 0 ¢ ¢ < m,

o € A

una en cada subintervalo;

quizas no exista solucidén

en cambilo, para

en el ultimo subintervale. Esta

situacidon se analizara mas adelante,

En el caso en que existan valores comunes de las asintotas se

cumple la siguiente ralacidn

(28 - 1)

T
- n = T
P 2N - 2p + 13
Sea d el maximo comun divisor de p y 2N - 2p + 1. Entonces,

p = kd y 2N -

2p + 1 = {d donde k,

£ =on primos relativos y £, d

son impares. Las asintotas estian en

r n
Ccotangente)d @ m — —
k d
(2s - 1> @
{tangented e e
£ d
las asintotas comunes son tales que prf{ = s - 1)k, luego Kk]|r
b £|(‘23 - 13, entonces % m entero, 23:,1 = entero; las asintotas
estan en
2]
(cotangented ¢ = Centerod —
d
T
Ctangented ¢ = lentercd —
d
como p = kd, entonces » = 1,2,.,dk - 1, por tanto hay 4 - 1
asintotas de cotangente que pueden sern comunes, Como
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ZN-2p+1 = {d, entonces 2s-1 = 1,3;.,2N-2p-1 = 1,3,.,d~2 vy por

le tanto hay i{d = 1» amintotas que Son Ccomunhes, Y antoncei
28 = 1 wm 2h = 13f w los valores comunes son ¢ = 2h - 1)3
Lh -1,2,3,...%(-:1—1‘)], resultade gque puede resumirse como slgue-.B

Teorema 2. 51 el maximo comun divizer de p v 2N - 2Zp + 1

ez d ¥ 1, entonces existen % ¢d = 17 asintotas gue son comunes en

(IV.393; v gquedan determinadas pop

¢Zh - 1)
¢ - — [h » 1,2,..
d

% d = 4% ¢IV.405

De acuerdo con este teorema, el namero de subintervalos en

que se ha parido el intervbalo 0 € ¢ ¢ 7 es de N - ¢d = 1> vy por
i

= - ]

3 €d i
>

solucionen;, o quizés una menos =i ¢ < 1. Lag é‘i‘d - 1> seluclones

1
2
tanto de la ecuacisn {IV.38Y sole obtenemos N -
faltantez estan dadas por la ecuacldén (JIV.40>) como  puede
verificarse por sustituciéon directa en la ecuacién IV.353 Estag
soluciones s=on  independientes del wvalor de ¢ y forman un
subconjuntce de soluciones de la cadena uniforme con un extremo
fijo.

En el case en gue o < 1, con <o cercana a 1, mencionamocs gue

puede haber o no solucién en el ultimo subintervalo. Veamos la

condicidén =obre o para que rxista solucion en este subintervalo

para el modo de frecuencia mas alta, Para ello, reescribamos la
ecuacién (IV.38¥ con avuda de la {dentidad <IV.S> en la forma

Gc:-s%e,ﬁ CostN+1/2¢ = 2¢o-1> Sense CostN-p+l/2> Senpe ¥l

Como la regién de interés e3 la vecindad a 7, cambiamez a la

variable v =8 w = 2 con In cual transformamos la ecuacidn <IV.413
=131

1

Sean 5

,}'w SentN-p+l- 2w Senpy CIV.42>

p SeniN+H- 23y = Z0i-oD EIDE#E

Fara observar el comportamiento de ambos lados de la ecuacién

V42> en y = 0, caleulames sus derivadas. La primera derivada
son cero en ¥ = 0 para ambosg lados. La segunda derivada del lado

!



1
2>

izquierdo en w = 0 es N + %‘ y la del derecho es 4pli-od<N-p+
1. Ambos lados crecen desde cero, en

ambas pomitivas yva que o <

w = 0, pero el izquierdo regresa a cero mas réapidamente, eén
T
yoom SRR
1
N + 5
Vemos que =i la rapidez de crecimiento del lado lzquierdo de

la ecuacién dV.42> es mayor gue la del derecho entonces debe
bl

existir una s=olucidén entre 0 < w (£ Para que lo antericor se

i
+ *
N 2

cumpla la segpunda derivada del lado izquierdo, en yw = 0, debs =ser

mayvor que la del derecho; es decir, se debe cumplir

N + i > dpct - o3KN - p + 1/ CIV.48>
de donde se sigue que para gque exista solucidén en la region

N = 1723
——— 7 £ ¢ ¢ 7w, ¢ debe matisfacer la migulente condicidn

(N + 1725 ————
CZN + 1>
CIV. <44
4pd2N - 2Zp + 15
Investiguemos = del intervalo anterior

representan una =olucién de (ddV.35). Como puede verificarse por
sustitucion directa, el extremo izquierdo no es solucién de
IV.852,

Para investigar g1 existe solucidn en ¢ = n, tomamos el
limite ¢ =+ m en (IV.3B), Asi, en el lado izquierdo =e tiene
(2N + 1>CosNn, v en el derecho 4p¢l - o22N - 2p + 1>CosNr, De

estos resultados se =sigue que ambos limites son iguales =i

¢2N + 1>

o m i - (IV.48>
4p(2N -~ 2Zp + 12

De esto se sigue que existe una solucidén en
(N = 1.2
—— n £ ¢ £ n sl o =satisface, (fig, 8B,
<N + 1723
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2N + 1)
oz 1 - CIV.463
4pC2N - 2p + 1O

Ch

’_.-4-""-'- |
"-",-'
-""fa.
..... ; __,f T, s
! lﬁ'"\-.“ L]
e (a)
. P ;
Pl e 3
pr T \.‘

| - A

i e r \\‘\
Q== y
bt o

Fig. 8. Solucidén de la ecuacion dV.42),
Ca> Miembro lzgquierdo.
Cb> Miembro derecho.

En el caso en que ¢ < 1 no cumple con la condicién (IV.463,
hace falta ain una solucién. Primero veamogs =i ¢ = 0 es la
solucién faltante; para ello, tomemos el lim ¢ + 0 en ambos lados
de la ecuacidén (<IV.38>. Asi tenemos para el lado izquierdo y el
derecho los s=igulentes wvalores, respectivamente: 1, 0 y como ambos
limites son diferentes se concluye que ¢ = 0 no es solucidon de
CIV.35).

Para obtener la soluciédn faltante =seguimos el argumento dado
en la =seccién anterior e=scogiendo o lo =suficientemente pequefa
como para obtener una frecuencia arbitrariamente alta dmavor gque

2:.00). Para hacerlo proponemos la solucién

¢ =1+ in Cocon 1 reald CIV.A4T7TY

en este caso,
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¥ = Cosg¢ = -Coshn CIV.48)
y la frecuencia de este modo es
w m 2w Cosh 1\0 (IV.49>
o P

Sustituyendo las expresiones para ¢ y ¢ en la ecuacidn
(IV.828) obtenemos

Senh%n Senh(N+1-2>7 = 21— Cansh?‘zn Senh{N-p+1-2>n Senhpy <(IV.BO>

Analicemos el comportamiento asintético de ambos lados de

eata ecuacién cuando 71 »» 1. El ladeo izquierde puede aproximarse
1 &N
?

por 4 mientras que | el derecho se aproxima con
1 5 (N4 5 2
4(1 -2 , luego el lado izquierds crece mas rapldamente

que el derecho,

ahora investiguemos como se comportan para valores pedquefios
de . Para hacerlo, efectuamos un desarrollo en serie de potencias
de 7 alrededor de 17 = 0, con lo que obtenemos para el lado

izquierdo la sigulente expresién %(N + 1;‘2')?;2 y para el derecho

obtenemos 21 - edpdN - p + 1,257

Entonces,para que exista una solucién del tipo propuesto debe
cumplirse que el lado derecho crezeca mas rapidamente que el
izquierdo para valores pequefios de 73 de esta manera se asegura

una =olucién. La condicién sobre o e=

2 + 12
o £ 1 = IV.B1>
4pC2ZN - 2p + 1D

Siempre que o satisfaga la condicién (ddV.B1) existira una
frecuencia gque esta por encima de la frecuencia de corte de la
cadena homogénea correspondiente,(fig. 93,

Ahora, investiguemos el comportamiento de la amplitud

asociada al defecto usando las soluciones independientes de o
dadas por ¢ = (2h - 'ibg; h = 1,2,”‘%{«1 - 1. (Recordemos que

d > 1 es el maximo comun divisor de p y 2N - 2p + 1.
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sinh(x/2)%sinh(21, %)
2%(1~,93)%c0sh(x/2) ¥ inh(10, 5%x) ¥sinh(11%x)

Fig. 9.~ Solucién de la ecuacién (IV.50>

La ecuacién (11.24) establece que

¢ mQ ¢ ~-0Q

; H . a2
¥ o S - -2 ro

que de acuerdo con las condiciones en la frontera hacemos By ™ 0,

quedando

.= Q « aIv.52>
¥) J=1 ri

En la posicién del defecto tenemos

¢ =0 c (IV.B3>
rp p-i ¥d
que con ayuda de (II.62) y (IV.40) se convierte en
bw[mah;u ,T]
d
& = Gy CIV.B4D
rp SR P
_— [s&d_l_l ﬁ]
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Como d es divisor de p en el numerador el argumento del seno
es multiplo de n y las soluciones de este tipo producen un nodo eéen
el lugar del defecto. Debido a que el defecto no se mueve, la
cadena se parte en dos cadenas homogéneas una con ambos extremos
fijos y otra con un extremo fijo y uno libre Yy oscila de tal
manera Jque las frecuencias normales calculadas con av.40d
coinciden con las frecuencias de modo normal de la cadena
homogénea con un extremo fijo y uno libre, estudiada en el
capitule anterior.

Guando la masa del defecto es tal que

(2N + 1D
e <1 - R IV B>
4pC(2N - 2p + 1>

que es el caso de frecuencia mas alta (por arriba de la frecuencia

de corte>, escribimos la ecuacién (IV.52> en la forma

Senj¢

< CIV.BGD
N

o =
o Seng

donde hemos usado de nuevo la expresion para los Qj dada por
(I1.625.

Usando la expresion ¢ = 1 + in obtenemos

¢-1>7 7 *Senhjn
g - ol (] = 1,2,...,p2 CIV.B7D
¥ Senhn

Este resultado ewpresa el hecho de que las amplitudes de las
masas del lado izquierdo mas cercanas al defecto son mayores Yy Jque
ademas dichas masas oscilan en sentidos opuestos,

Para estudiar el comportamientc de las amplitudes de las
masas gque se encuentran a la derecha del defect.o, usamos la
ecuacién ¢II.32> con » = N ¥ Q.. = 0.

&}

e = [
Nep+h Qp—rhml

+ 20 - o3t - Q0 o ¢h = 1,2,..,N-p>

CIvV.58>

Tomemos los casos p + h=N+1 - jyp + h =N para obtener
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respectivamente

-o3C1-£) le (IV.E9ad
CNH-t-i—j = [QN— i * KT g Qp——iqn—p—j N4i
Cjm1,2,..,N ~ p>
- - CIV.59b>
@ . = [QNh : + 2¢1-o0d ﬁ)'QP_‘QN_lb__‘li::m 5

De aqui, usando la ecuacién (IV.834> vy las expresiones para

los polinomios QJ, dadas por (I1.62> obtenemos

¢-133 " *senhcy - 1257 ‘
- p ¢j = 1,.,N-p> CIV.603

Se nh%‘n W

<
NN+i-)

Observando las ecuaciones <(IVB7> y <IV.60> vemos que cuando
la masa del defecto es lo suficientemente pequefia tal que la
frecuencia del modo normal numero N sobrepasa la frecuencia de
corte zwo, tenemos de nuevo la presencia de un modo localizado
donde el defecto oscila con la mayor amplitud, vy donde las
amplitudes de oscilacién de las masas de la cadena disminuyen
conforme se alejan del defecto.

En las figuras 10 vy 11 =se muestra el compoeortamiento de las
frecuencias de oscilacién como funcién de la masa del defecto para
elcasaN-ZLP-iiywO-%. '

En este caso, la cota para los valores de o que rompen la
homogeneidad de las frecuencias de la cadena observadaz en la fig.
10 es o = 95346, El comportamiento de las frecuencias normales
que sobrepasan el valor de la frecuencia de corte es gimilar al
observado en la tig. 5, que corresponde al caso en que la cadena
eaté sujeta por ambos extremos,

En la fig. 11 observamos que no hay frecuencias normales dque
coincidan con las frecuencias normales de la cadena homogénea bajo
las mismas condiciones en la frontera; y vemos, al igual que en el
caso presentado en la seccidn anterior, la simetria que exhiben
las curvas de puntos respecto a los valores de las frecuencias de

los modos correspondientes de la cadena homogénea,
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Frecuencias Normales
como funcion de la masa

del

defecto.

{Un extremo fijo.)

1

TR

Fig 10.-Soluciones de
N = 21,
E.B1,; 2l;

p = 11,

las

L5
o

con Ao =

1
=
2

b |

ecuaciones (I1.63> y (IV.49> para

.01,
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log valores de o en el
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Fig.41, ~-Frecuencias normales como funcién de la masa del defecto,
Se muestra la regién 0 £ w = 1, presentada en la figura 10

y se sefialan en el eje las frecuencias correspondientes a

la cadena homogénea,
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IV.a.= CADENA NO HOMOGENEA CON EXTREMOS LIBRES,

En este caso, las condiciones en la frontera =son tales que

a = 3 = 1, sustituyendo en la ecuacion (IV.1> queda

Q, - 20, * Q, * 2-od-EXQ - Q QT QO =0

(IV.612

Usando la férmula de precurrencia (I1.258) y la expresién para

log pelinomios QJ, dada por la ecuacién (I1.62)> se obtiene

SenNg Cos<¢N-p+1/25¢ Cosdlp-1/23¢
2CE-1> — = 21-dLE-1D 1 1 CIV.62D
Seng Cc&agr,b Coa‘.‘icgﬁ

En este cazo, como en el de la cadena homogénea, existe
un modo con frecuencia cero, &l modo traslacional, que se obtiene

con ¢ = 0. Directamente observamos que ¢ = 0 satisface la ecuaclién

CIV.62>, debido al factor & - 13, por lo que la ecuacién contiene
la solucién que corresponde al modo traslacional.
Las N - 1 soluciones restantes se obtienen de la ecuacidn
SenNg Gos¢N - p + 1/2>¢ Cosip - 1/23¢
m {1 - o) 1 % C(IV.63)
Seng Goa§¢ Casiqb

Para calcularlas usamos la identidad

SenNe¢ = SenldN - p + 1/2%¢ + C(p - 1/22¢ 1
= Sen(N-p+1/2)¢ Cos(p-1/2>¢ + Sen(p-1/20¢ CogdN-p+1-229
CIV.64D

multiplicamos por el factor

Seng = ZSené';b Cos%qb {IV.652

y dividimos por



Cos<N - p + 1/2)¢ Cos(p - 1/2)¢ * 0 CIV.662>

para obtener la siguiente ecuacién trascendente

’ fredl
IV.67D

tandN - p + i/20¢ + tandp - 1,729 = 201 ~ a)‘t..aniqﬁ

cuyas raices =on las soluciones que buscamos.
De nuevo usamos el método grafico para analizar las raices de

la ecuacién (IV.67D.
El lado izquierdo de (IV.67> tiene una azintota vertical en
que es raiz de la ecuacion CIV.66Y. Entre cada par

@ = 0 y ¢ = m hay una grafica creciente
Cuandoe ¢ < 1 el lado derecho

cada valor de ¢
de asintotas incluyendo
que resulta de la suma de tangentes.

es una funcién creciente y cuando o > 1 es decreciente, con una
asintota vertical en ¢ = n. (Ver figi12)
CADENA CON EXTREMOS LIEBRES i &
12
\ §1 ? <1
[ —
1| ' ' J -
| | |
{ | /' | ‘ f r’ } e
! fi ] J . R
‘S ST A A T = e,
P i SR (R o it M /! y f Vi
e e e B : ; ! /
A I i e e LR Y i / ’ ]
1 | gjl‘ . | |'l.l | / j f-_‘ i '-;-'L'_—‘—-- B IJII_ ‘J /
! I | { L | TT—y
|' L [ f | T
\ l] i ! ! : |
| ] - Pl [ | ' g
1 i i ¥ ‘ )
| } | ‘| ': .: il s'x\ch%/"
i |
| I
~14 | | ] Ll L |
3.14

?
‘ FI
Fig.12. Solucicnes de (IV.67) para N = 21 y p = 11,

Las asintotas que se obtienen de la ecuacidn (IV.66> se

encuentran ubicadas en
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25 = 12
i w1 Pusp m 1
2 =« 13
¢ = (Iv.68
C2s = 1)

i a2 = 1,2,.,N - p
(2N -2p + 13

En el caso en gque los dos términos del lado izquierdo de la
ecuacién CIV.67) no tienen asintotas que son comunes, el intervalo
0 ¢ ¢ < 7 =e parte en N subintervalos; de los cuales, el primero
contiene la solucién ¢ = 0 que corresponde al modo traslacional y
en los restantes N - 1 subintervalos en cada uno existe una
solucién excepto en el ultimo, en el caso < < 1, en que puede
ocurrir que no exista la interseccién de las curvas.

En el caso en que existan asintotas comunes; para determinanr
su ubicacién, sea d al maximo comun divisor de 2p - 1 V¥
2N - 2p + 1, entonces entonces 2p - 1 = kd vy 2N - 2p + 1 = £d con

k,{ primos relatives impares. Las asintotas estan en

Zr - 1> n

s I, ST r o= 1,2,3,.,p - 1
k d
(28 =13 R

@ = s == 4,253,..,N-p
£ d

v las asintotas comunes son tales que (2r =1 = s - 12k,
2r-1
k

entonces k | 2r - 12 vy ¢ | <2& - 15, luego

2s-1
- entero por lo gque las asintotas comunes eztédn en

m entero v

m
P = (enterod —
d

Como 2p-i=kd, entonces 2r-1 = 1,3,5,..,2p~3 = 1,3,5,.,kd-2

i
vy por tanto hay _E(d - 413 agintotas gque pueden ser <comunes;
por otro lado, como 2N = 2p + 1 = 4d, entonces
2¢ - 1 = 1,3,5,..,2N - 2p + 1 = 1,88,.,4d - 2, y por lo tanto

1. .
hay éﬁd-lb amintotas que =on comunes; entonces, 2r-1> = (2h-12k vy
Zh-12>

los wvalores dcomunes =on @ d

o
; h = 1,2,3,...,'21(1—1), con
lo que establecemos el siguientea
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Teorema 3.- i d > 1 es el maximo comun divisor de
1
Zp - 1» y (2N - 2p + 1> entonces exigten £Cd - 1> aszintotas Jque
gon comunes. Tales asintotas son

<Z2h - 1> n

Lea ~ © CIV.69>

h = 1,2,...,2

¢ =
d

De acuerdo con este resultado, el intervalo 0 { ¢ < n s=e
parte en [KN - p> + p - 1> - %(d - 1> + 1] = [N - %Cd = 43
subintervalos. En cada subintervalo hay una golucién, luego nos
falta encontrar ;’;{d - 1> =oluciones. E:Iﬂt.aa so.luc:ionea que faltan
estan dadas precisamente por la ecuacion aV.69> como  puede
verificarse directamente al sustituirla en (IV.63D. .

En el caso en que o < 1, hay que eéncontrar la condiciéon sobre
o para que exista una solucién en el ultimo subintervalo. Para

hacerlo cambiamos a la variable
w s mn - ¢ CIV.702
en <IV.63), la cual la escribimos previamente en la forma
cos:t—jas SerNg = 2(1-o) Sen%qa’; Gos(N-p+i 2> Cosip-1/25¢ CIV.71)
para obtener
Ser:%w SenNy = 2¢1-0) Cosig SencN-p+ /2>y Sencp-1/2y CIV.72>

Ambos lados de la ecuacién empiezan a crecer desde cero pero

el lado izquierdo vuelve a tomar el valor cero mas rapldamente que

n

el lado derecho, en ¢ = — ,(figi18>, Pava encontrar =i existe
.n N

soluciéen en 0 € w < — , observemos el comportamiento de las

N
derivadas de <(IV.72> en w = 0. La primera derivada de ambos lados

son cero en w = 0. La segunda derivada del lado izquerdo es N vy la

del lado derecho es 4¢1 - oXXN - p + 172X(p - 1/2).

| A

Entonces para que exista solucidn en el intervalo 0 < g < 5
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la segunda derivada del lado derecho debe ser menor que la del

izquierdo, esto e=,

N 5> 4¢1 - o)N - p + 1/2X(p - 1720 CIv.73>

de donde se obtiene la smigulente condicién sobre el valor de ¢ que

determina la existencia de una solucién en dicho intervalo

N
v » 1 - CIV.745
CZN - 2p + 15¢2p - 1D

De nuevo el extremo izquierdo del intervalo no puede ser
solucidén de dV.632; en cambioc, » = n si puede ser' solucidn. Para
probarlo, basta tomar el limite ¢ -» 7T en la ecuacion (IV.63>. La

solucidn ¢ = n existe =i

N
o = 1 - av.78>
CZN - Zp + 13¢2p - 12

PS1
Fig. 13. Solucién de la ecuacidén (IV.72D.
Ca) Miembro izquierdo.
{b> Miembro derecho.
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por lo tanto, hay una solucién en

¢N - 1D
{ P En CIV.76D
N

gl o =matisface

N
o2 1 - CIV.P7
¢ZN - 2p + 1>¢2p - 1D

CGuando ¢ no cumple con esta condicién, falta alin una
solucién. Para obtenerla procedamos como lo hemos hecho en log dos
casos anteriores. Consideremos que o es lo suficientemente pequefia
como para tener un modo de frecuencia alta, mayor que Zc_oa. Tomando
en cuenta gue la Unica restriccién sobre F oes que sea menor dque i,

proponemos de nuevo la solugion, para una regidén cercana a m,
@ m 1 + iy <n » 0O CIv.78>
entonces
¢ = Cos¢ = -Coshn av.79>
lo cual da el modo de frecuencia mas alta, cuyo valor es
@ = 20 Coshin V80>

Para probar gque hay una solucién de este tipo, sustituimos ¢

dado por CIV.78) en la ecuacién (IV.F1) y obtenemos
Senh%n SernhNp = 2~ Gos‘h%n Senh(N-p+1/257 Senhip-1,237 <(IV.81>

Ahora veamos el comportamiento de ambos lados de est.a
ecuacién para pequefios valores de 7.
El desarrollo en serie de potencias al rededor de n = 0 del
lado izquierdo conduce a la expresion % N v‘;z,'. de la misma manera,
E=

para el lado derecho es 2 - od{N - p 1/22¢p = 1/2)sz.
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Por otra parte, el comportamiento asintétice n » 12 del

lado izquierdo y dereche de la ecuacién, da respectivamente,
1 _(N+is2T) I s IN+L2257)
8 e ¥ 2 <1 e =

Se obzerva gque para valores grandes de 70 el lado izquierdo
crece mas raplidamente; por lo tanto, para Jque exista solucidtn el
lado derecho debe crecer mas rapidamente gue el izquierdo para

pequefios valores de n, esto es,

201 = o3N - p + 172 - 17207 > T Ny CIV.82)

de donde ze sigue gue la masa del defecto debe ser tal que

N CIV.83)
<ZN - 2p + 1>¢2p - 1D

i i T

con lo cual hemos establegido la condicién sobre ¢ dque permite la
existencia de una frecuencia mayor que la frecuencia de corte de

la correspondiente cadena homogénea, (fig.l4>.

sinh(x/2)¥sinh(21%x) §od
2¥( 1~ 94) ¥cosh(x/2) % inh( 18, %) %% Ji

Fig.14 -Solucién de la ecuacién (IV.81)>
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Para completar nuestro analisis, observemos, como én los
casos anteriores, el comportamiento de la amplitud de oscilacién
del defecto cuando la cadena se encuentra en un modo  cuya
frecuencia es independiente de ¢ y que se obtiene a partir de la
acuacién  OV.602: ¢ SL;—;*—E
divigor de 2p - 1 y 2N - 2p + 1D,

CAqui d ez el maximo <comun

Usando la ecuacién <I1.24), la expresion para los polinomios
Q, v el hecho de que la cadena esté libre por ambos extremos
J
tenemos que en este caso las amplitudes de oscilacién estan dadas

por

CosCj - 1723

“ry 1 : CIV.845
2 CosZe Lo
que para la posicién del defecto puede escribirse como
Cos¢p - 1/2>¢
(=] = ~ a )
" Coss@ %
4
Gaa[k(Zh w Eye ]¢
2
- Coe £2h = 413 Ry ™ 0 (IV.BB>
) '_'_'2d

ya que d es divisor de 2p - 1 = kd con k impar.

De nueve tenemos que cuando la cadena oscila en estos modos
s& preoduce un nodo an el lugar del defecto.

En el caso de frecuencia mas alta, la ecuacién (1243 la

podemos escribir como

=15 "*Senh<y - 17257
ch = B 1 C‘H:l j L 1,2,...,1:: CIV.862
Senh 2 7

De nuevo encontramos que el defecto oscila con mayor amplitud
que las masas que =e encuentran a su izquierda y que la amplitud
de oscilacién de estas masas es mayor para las masas Jue se
encuentran mas cerca del defecto. Ademas, vemos que por tratarse

del modo de frecuencia mas alta (esto es, el de mayor energiaj,

80



las masas oscilan desfasadas 180°.

Analizande el comportamiento de las masas Jque se& encuentran
a la devecha del defecto y procediendo de la misma manera dque en
las secciones anteriores encontramos dque las amplitudes para esa

parte de la cadena pueden expresarse coma

)=

=13 *Cenhcy - 14207
= o 2y N1~ CIV.87D
Bty ! NN 3 ™ LaByes B e
benl’;i‘r‘j

Laz ecuaciones IV.8sd vy (IV.87> muestran la existencia de un
modo locallzado en el cual el defecto es la particula de la cadena
gque oscila con la mayor amplitud.

En las figuras 1% y 16 se wmuestra el comportamiento de las

; L
frecusncias como funcién de la masa del defecto para el caso

N-?,‘l,p-'iingu;.l—z. |
w7t
Frecuencias Normales
i cona funcion de la masa
del defecto.
(Extremos libres.)
{ e

0 95 1
Fig.iB.-Soluciones de las ecuaciones 11.63> vy (IV.80> para
v los valoresde v en el intervalo

1.

Nﬂzﬂ,plii,wun

S e

[L.01, 21, con Ao =
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P P T T R T4 ) MO TRR R L L bt e it aond

0 ' 95 1 ‘ 20

Fig.16 ~Frecuencias normales <como funcidn de la masa del defecto.
Se muestra la regién 0 £ o < 1, presentada en la figiB, y =e

sefialan en el eje las frecuencias correspondientes a la cadena
homogénea.
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El comportamiento general que se observa en la fig.18 es muy
seme jante al comportamiento descrite en las zecclones anteriores
para las otras dos condiciones en la frontera. La diferencia
escencial en este caso, consiste en la existencia de un mode de
frecuencia ecerc gque representa una traslacién longitudinal de la
cadena. Por otra parte, existe también una pequefia diferencia en
el wvalor de la cota para los valores de o gque rompen Ila
homogeneidad en las frecuencias produciendo una frecuencia por
arriba de la frecuencia de corte de la cadena homogénea; el valor
de la cota es o = .95,

En la figi16 observamos en este caso particular que existen
11 frecuencias dncluyendo L 0> que coinciden con las de la
cadena homogénea independientemente del valor de. la masa del
defecto. Vemos también que, como en el caso de extremos fijo=, las
frecuencias gque no coinciden con las de la cadena homogénea dan
curvas de puntos simeétricas respecto a las frecuencias de los
modos impares de la cadena homogénea, excepto para el modo de
frecuencia mas alta.

En este desarrollo, hemos encontradoe dgue independientemente
de las condiciones en la frontera, la introduccién de un defecto
en la cadena homogénea cuya masa esta acotada de manera que la
razén entre su masa vy la de cualquiera de las particulas que
componen la cadena sea menor que la unidad da como resultado la
creacién de un modo localizade el cual es el de mayor frecuencia,
y la frecuencia de este modo excede la frecuencia de corte de la
cadena homogénea,

Encontramos también que para ciertas frecuencias que dependen
Unicamente del tamafico de la cadena y de la posicién del defecto en
ella se producen nodos en el lugar que ocupa el defecato; en estos
casos, el defecto no se mueve vy la cadena se parte en dos cadenas
homogéneas unidas por el nodo; tales frecuencias forman un
subconjunte de las frecuencias normales de una cadena homogénea
que tenga el mismo numero de masas.

En este resumen hemos destacado las caracteristicas mas
importantes de la cadena con un defecto., Para concluir este
trabajo =e presentan a continuacién los resultados que cabe

resalt.ar de este estudio.
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CONCLUSIONES

Aunque ha sido el proposite en cada capitulo resumir las
propledades mas importantes de los sistemas figicos bajo astudio,
consideramos conveniente inclulr esta secclen para enmarcar lo=
sigulentes puntos:!

4. El capitule I es un intento de reunir los aspectos mas
importantes de la Teoria de Oscilaciones Pequefias que el
estudiante puede consultar para introducirse en el conocimiento
de esta area de la Mecanica.

2= En los capitulos III y IV e han resumido las'car-acter-lsticas
por las gque son importantes las cadenas lineales de osciladores
arménicos para su uso como m'odelo en el estudio de propiedades
de diversos sistemas fisicos, El matepial contenido en estas
secciones puede utilizarse también como consulta para trabajos
posterires.

Bi= En este ultimo punto, cabe =efialar la importancia del método
de solucién de las ecuaciones de movimiento desarrvollade en el
capitulo II. La ecuaciém basica que se obtuve por construdeidn
e una generalizacidn de Ia ecuacidén obtenida por
Welnstock® (para la cadena con un defectod. En este trabajo no
se da una demostraciéon rigurosa de la validez de dicha
ecuacién basica, pero Los resultados de los casos tratades en
log capitulos III vy IV coinciden con los obtenidos con otros
métodos®’ 77 La genervalidad del método permite, en principio,

realizar un  analisis detallado, a partir del calculo de

las frecuencias de os=scilacion de los modos normales, acerca de
las propiedades de cadenas lineales de osciladores arménicos
que  contengan cualquier numero de defectos. Ademas, el metodo
permite considerar otro tipo de condiciones en la frontera
diferentes a las establecidas en este trabajo, como lo es, por
ejemplo, el caso de frontera ciclica gue da lugar a una cadens
circular. Quedan pues, en &l presente trabajo, laz bases para

desarrollar estudios posteriores en esta direccidn.
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