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Introducciéon

Los centros de color son impurezas dentro de un material halogenuro alcalino y son
responsables del coloramiento de dichos maferiales cuando se les hace incidir radiacién elec-
tromagneética. Desde el siglo pasado los centros de color han sido objeto de una gran cantidad
de estudios tanto tedricos como experimentales debido a su posible utilizacién en diversas
ramas de la ciencia; por ejemplo, el desarrollo de la fisica nuclear ha requerido materiales
que tengan una alta estabilidad ante dafios por radiacién, también estos defectos han sido
utilizados para encontrar criterios de seguridad para guardar materiales de desechos radioac-
tivos, y méds recientemente, han sido objeto de estudio debido al papel relevante que han
tenido estos defectos en distintas aplicaciones con nuevas e inusuales propiedades a escala
nanomeétrica.

El descubrimiento de la accién ldser en NaCl:OH™ también introdujo los centros de color
en la forma (Fy')y, los cuales combinan las caracteristicas 6pticas de los centros F;" (alta
intensidad del oscilador y eficiencia cudntica) junto con la estabilidad debido al efecto de las
impurezas de anién vecinas [1]. También algunos lseres que usan centros de color en cristales
halogenuros alcalinos pueden entregar una potencia cerca del rango del infrarrojo 0.8 —
4.0 ,ufn [2], este rango hace importantes a los l4seres de estado sélido para .la. espect.roscopl’a
molecular, la deteccién de contaminantes, la comunicacién por fibra éptica y otros campos
de investigacion cientifica.

En particular el centro de color conocido como centro Fy fue descubierto [3] como un
centro de accién ldser. Para su estudio se aplicé el modelo teérico del ion molecular H con

bastante exito; sin embargo hubo aspectos que no lograron explicarse por completo, como



por ejemplo el orden de los niveles de energia [4], ello nos ha motivado a buscar un nuevo
modelo que se adecue a la realidad fisica de esta impureza.

Actualmente el novel concepto de sistema cudntico confinado ha sido muy 1til para
analizar y describir problemas en los cuales las caracterfsticas principales del sistema a es-
tudiar son que sus dimensiones sean del orden de nanémetros y la existencia de un confi-
namiento espacial de algin tipo sobre el sistema. Por ejemplo, si algtin electrén estd confinado
a moverse en una direccién espacial dentro de un cristal podriamos modelar a la particula y
al confinamiento como un alambre cudntico; si estamos hablando de un electrén confinado
a moverse libremente dentro de una regién muy pequena dentro de algin cristal, entonces
estamos hablando de un punto cuéntico y a partir de dicho modelo podemos estudiar las
propiedades y caracteristicas de dicho sistema. Este concepto es el que aplicaremos nosotros
en este trabajo. '

El trabajo se ha organizado de la siguiente forma: En el primer capitulo se presenta
informacién referente a los centros color, sus caracterfsticas y su utilidad como generadores
de ldseres, y también se comentan dos de las dos técnicas méds ampliamente utilizadas para
crear impurezas de centro F' en halogenuros alcalinos; también en este capitulo se incorpora
informacion acerca de las impurezas Fy', las cuales son agregados de centros F' y cuyo estudio
es el propdsito del presente trabajo.

En el capitulo 2 se hace referencia a la evidencia experimental obtenida por Mollenauer
[4], en la cual se logré medir las transiciones entre los primeros cinco niveles de energfa del
centro Fy .

En el capitulo 3 presentamos de manera detallada el modelo tedrico que se propone para

describir al centro Ff.



En el capitulo 4 presentamos los resultados y conclusiones obtenidos, los cuales se com-
paran con los correspondientes resultados obtenidos por el trabajo experimental de Mol-

lenauer [4].

Para finalizar, presentamos algunas conclusiones referentes al trabajo aqui desarrollado.



Capitulo 1
Centros de color

Los centros de color son defectos atémicos que producen bandas de absorcién éptica
en cristales los cuales, de otra forma, serfan transparentes; por ejemplo los cristales de
halogenuros alcalinos (HA). Se trata de un fenémeno general encontrado en un rango muy
amplio de matt_eriales. Un ejemplo muy conocido de centros F' en halogenuros alcalinos es el
caso del cloruro de sodio (NaCl), en el cual los centros F' producen una banda de absorcién
6ptica que va hacia el extremo azul del espectro visible, de modo que los cristales se observan
amarillos cuando transmiten luz; de manera similar los centros F* en cloruro de potasio (KCl)
lo hacen aparecer de color magenta, mientras que el bromuro de potasio (KBr) aparece azul.
Los centros de color pueden ser producidos por radiacién gama o rayos X, por agregacion de
impurezas, asi como a través de un proceso de electrélisis.

En la figura 1 podemos observar los picos de absorcién de los centros F' y de algunoé de
sus agregados en una muestra de KCI después de haber sido irradiados con una radiacién
ionizante [5].

Los agregados F5, F3, y Iy se refieren a que dos vacancias de anién adjuntas atrapan a dos
electrones, tres vacancias de anién adjuntas atrapan a tres electrones y asf respectivamente.
Estas absorciones son causadas por las transiciones electrénicas en los centros de color.

Entre las distintas aplicaciones précticas de los centros de color se pueden mencionar su
uso en dosimetria de radiaciones, en dispositivos de memoria de alta densidad, asi como en
la construccién de ldseres sintonizables. [6]

Las impurezas juegan un papel importante en el fenémeno de los centros de color, ciertas
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Figura 1: Espectro de absorcién 6ptica para el cloruro de potasio medido a 95 K después de
ser rradiado con rayos X a temperatura ambiente.

impurezas en cristales iénicos producen bandas de color caracterfsticas para iones extrafios,
por ejemplo el hidrégeno puede incorporarse dentro del halogenuro alcalino y dar como

resultado una absorcién en la banda U, es decir en la regién ultravioleta.

1.1 Formacién de los centros
Las vacancias ordinarias de red por sf solas no producen coloracién en los cristales halo-
genuros alcalinos, aunque si afectan la absorcién en el ultravioleta. Existen diversos métodos

de coloracién entre los cuales podemos mencionar los siguientes:

1. Por introduccién de impurezas quimicas.

2. Por introduccién de un exceso de iones metdlicos (podemos calentar el cristal en un
vapor de un metal alcalino y entonces enfriar siibitamente; un cristal de NaCl calentado
en la presencia de un vapor de sodio resulta amarillo; un cristal de KCI calentado en

vapor de potasio resulta pirpura). Esto también se conoce como coloracién aditiva.

3. Por irradiacién con rayos X, rayos 3, o rayos 7, o por bombardeo de electrones o de

neutrones.



4. Por electrdlisis.
A continuacién presentamos brevemente dos de los métedos anteriores.

1.1.1. Centros F creados a partir de un exceso de iones metdlicos o col-

oracion aditiva

Cuando un exceso de dtomos alcalinos se agregan a un cristal halogenuro alcalino se
genera un conjunto de vacancias de ion negativo. Puesto que el electrén de valencia de
los dtomos alcalinos no estd limitado al d4tomo, sino que se mueve dentro del cristal, puede
quedar atrapado en un sitio de vacancia de ion negativo, ya que en un arreglo periddico
perfecto esta vacancia tiene el efecto de una carga positiva aislada, esto es, atrae y atrapa al
electrén. Puede simularse el efecto eletrostdtico de una vacancia de ion negativo agregando
cargas positivas g a la carga normal —q de un sitio de vacancia de ion negativo ocupada.

En la Figura 2 se muestra el modelo del centro F' corminmente aceptado. Debido a que la
carga eléctrica de la vacancia de ion negativo es positiva y la carga del electrén es negativa, el
centro F' es eléctricamente neutro en la red debido a que el electrén en la vacancia sustituye a
la carga del ion negativo faltante. Estd claro que si la vacancia no tiene un electrén atrapado
entonces ésta es positiva en términos eléctricos. Puede ocurrir que la vacancia atrape a dos
electrones, en este ¢aso la impureza es negativa y se le conoce como centro F'.

La vacancia atrapa al electrén debido a la fuerza Coulombiana que ejerce sobre él. El
origen de esta fuerza Coulombiana se puede ubicar en el centro de la vacancia.

Existe un modelo tedrico que se puede aplicar a los centros F' conocido como el modelo
de Simpson, en el cual se considera que el centro de la vacancia es equivalente a un nicleo

de un dtomo de hidrégeno. Es equivalente debido a que la vacancia, al igual que el niicleo
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Figura 2: Esquema que muestra el modelo comunmente aceptado para el centro F.

del dtomo de hidrdgeno, tiene una carga positiva de igual magnitud a la del electrén pero
de signo contrario. Sin embargo el nicleo del d4tomo de hidrégeno tiene masa y la vacancia
de ion negativo no la tiene. Fisicamente es preferible considerar que el electrén del centro F
estd cambiando de posicién, pero que siempre estd cerca de uno de los iones metdlicos que
rodean a la vacancia del halégeno.

Ahora que ya tenemos claro que para que se forme un centro F' es necesario que se
disponga de una vacancia de halégeno y de un electrén que se pueda atrapar en esa vacancia,
estamos en posicién de poder imaginar cémo se formardn los centros F' en un cristal calentado
en su propio vapor de metal.

Considérese el caso de cloruro de sodio calentado en vapor de sodio, en este caso el sodio
no es idénico. Los dtomos clle sodio del vapor se absorben sobre la superficie del cristal de
NaCl, es decir, se agregan a ella ocupando un lugar que normalmente corresponderfa a un

1on metdlico.

En la parte a) de la Figura 3 se muestra un fragmento de cristal (en dos dimensiones)
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Figura 3:

que incluye a la superficie. En la parte b) el 4tomo absorbido se simboliza por el simbolo
Na. A la derecha de ese dtomo (siempre sobre la superficie) no hay otros iones. El dtomo
que se encuentra sobre la superficie no es estable energéticamente (en el lugar del dtomo la
configuracién cristalina espera un ion) y es de esperarse que después de algin tiempo deje
su lugar sobre la superficie o pierda el electrén que le sobra. En la parte c) se observa la
creacién del centro F'. El electrén que pierde el dtomo de sodio ird a la banda de conduccion
o, lo que es lo mismo, empezard a desplazarse de un ion de sodio a otro dentro del cristal.
Ya tenemos un electron disponible, pero, jde dénde saldra la vacancia de halégeno que ain
se necesita?

Al convertirse en ion el dtomo de sodio estard listo para unirse con otros iones de cloro,



segiin la tendencia del cristal para ir alternando sus cargas positivas y negativas a lo largo
de las tres direcciones del espacio. Entonces un ion de cloro puede saltar a la superficie de
manera que sobre la superficie se empieza a completar una nueva capa cristalina (dtomos
de sodio absorbidos que han perdido un electrén y iones de cloro que salen del interior del
cristal). En la parte c¢) de la figura 3 se observa al hueco que dejé el ion de cloro rodeado por
cuatro cargas positivas (en tres dimensiones, que es el caso real, el hueco estard rodeado por
seis iones positivos). Como el cristal estd sometido a alta temperatura, la vacancia podrd
moverse hacia el interior del cristal o, 1o que es lo mismo, un ion de cloro que estd en una
capa cristalina mds profunda que aquélla en donde estd la vacancia saltard a ésta dejando
un hueco mds alejado de la superficie. Este proceso se puede repetir muchas veces hasta que
la vacancia de ion negativo estd lejos de la superficie. Ahora sdlo falta que el electrén que
ha cedido el dtomo de sodio a la banda de conduccion pase cerca de la vacancia de halégeno

para que quede atrapado por la atraccidn eléctrica y el centro F' quede formado.

1.1.2 Centros F creados a partir de radiacién

La produccion de defectos por radiacién es un problema que ha adquirido una gran im-
portancia en la fisica del estado sélido en los iltimos treinta anos, pero jeémo se produce
la vacancia de halégeno con radiacion? Recordemos que los rayos X son particulas de luz
(fotones) de muy alta energia. jSon capaces de sacar un pesado ion de haldgeno por choque
directo? Tal vez si pensamos en electrones o neutrones que incidan sobre el cristal a altas ve-
locidades podamos aceptar que el procedimiento de choque directo sea posible, sin embargo,
hay casos en que los centros F' se producen a bajas energias.

Los centros F' pueden ser producidos también por irradiacién de rayos X. Para estar

y llegar a una dislocacién quedan atrapados, cediendo posteriormente su energia a la red
en forma vibracional. Un ion vecino a la dislocacién podria aprovechar esta energia para
desplazarse a una posicién cercana colocada en la prolongacién de la dislocacién, dejando

en su sitio una vacancia que a su vez puede difundirse a través del cristal. Con radiacién
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ionizante se crean electrones libres que pueden quedar atrapados en las vacancias formando
centros F.

Si este mecanismo juega un papel importante, se podria esperar una expansion de la
red, pues al desplazarse los iones vecinos a la prolongacién de la dislocacidn, estos irfan
formando una nueva hilera de iones, que harfan que los iones colocados en las hileras vecinas
se desplazasen hacia los lados.

Experimentalmente se observa que la formacién de centros F' por rayos X a bajas tem-
peraturas es independiente de los defectos estructurales del cristal [8]. Ademds, en cristales
conteniendo una elevada concentracién de dislocaciones ha quedado probado que éstas no

juegan un papel importante para la formacién de defectos por radiacién en cristales idnicos.

Figura 4:
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Ya que tenemos una idea de lo que es un centro F, podemos explicar al centro Fy" como
la impureza que se forma en un arreglo cristalino y que consiste de un electrén atrapado en
dos vacancias de anién adjuntas, estas vacancias de anién se pueden formar mediante los
mecanismos explicados anteriormente para los centros F', pero aqui las vacancias quedan en
planos adjuntos (ver Figura 4). Los centros Fy" no son eléctricamente neutros ya que en
este tipo de impurezas dos vacancias de anién atrapan a un solo electrén, de modo que la
carga tnica del electrén es insuficiente para neutralizar el efecto de carga positiva de ambas
vacancias de anion.

La produccién de centros F, involucra la formacién previa de centros F y su posterior
conversién en centros F; . Consideremos una muestra cristalina, digamos NaCl, a la cual
le deseamos generar centros de color por radiacién con rayos X (o coloracion aditiva). La
radiacién creard centros F' y si la dosis de radiacién es suficientemente alta, algunos de
estos centros se encontrardn para producir una pequena cantidad de agregados de centros
F' del tipo de centros F;. La posterior fotoestimulacién (FE) con luz de longitud de onda
correspondiente a la energfa de absorcién de los centros F' (A = 600 pm para NaCl), producird
que los electrones de estos defectos se ionicen induciendo electrones méviles en la banda de
conduccién y vacancias méviles de anidn en la banda de valencia. Los electrones y las
vacancias liberadas en el proceso de FE poseen energfa suficiente para moverse dentro del
cristal ¥ después de un tiempo pueden recombinarse formando diferentes tipos de centros F.
5i se recombina una vacancia y un electrén se forma un nuevo centro F. También se pueden
recombinar dos vacancias adyacentes con dos electrones, formando asf los centros F» y si dos
vacancias de anion que se estaban moviendo dentro del cristal quedan adjuntas y atrapan un

electrén, se forma el llamado centro F,'. Experimentalmente se encuentra que antes de la FE
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los centros F' son los defectos mayoritarios, y los demés centros de color sélo se observan en
el caso en que la irradiacién con rayos X se hace para tiempos largos de exposicion. En una
grafica de densidad éptica contra energfa del fotén, antes de la FE los centros F muestran
una banda de absorbancia muy intensa, mientras que los centros Fy y F5 son casi nulos.
Por otro lado, después de la FE el pico de centros F' en dicha gréfica sigue siendo el mayor,
sin embargo, su intensidad disminuye debido a que una parte de los centros F se convierten
en centros Fy y F,', como se observa en los experimentos de absorcién.

Debemos de comentar que el potencial de confinamiento Vj (que est4 relacionado con la
energfa de Madelung y con la distancia de separacién a entre los iones) al que se encuentra
sometido el electrén en el centro F;~ es mayor que en el centro F, y esto se debe a que las
dos vacancias de anién ejercen una atraccién mayor sobre el electrén que cuando es una sola

vacancia (ver Figura 5).

0 - — . Q
Vo (F ) /
|
Vo (F,) !

Figura 5:
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1.2 Clasificacion de los centros de color

Como es bien sabido una radiacién ionizante que incide sobre los cristales halogenuros
alcalinos tiene como efecto la produccion de defectos Frenkel (centros F (electrén atrapado
por una vacancia de anién) y H (4tomo neutro de halégeno intersticial)) a través de procesos
primarios de excitacion. Dependiendo del tipo de radiacién, de la energia y de la dosis se
pueden formar los centros F, Fyf | Fy, Fy, Fy y Fy'.

Asi como el centro F es similar al d&tomo de hidrégeno, también los centros Fs, F3 y
posiblemente los centros Fy, son andlogos a los iones Hy, Hy y Hy y el centro F' es anélogo
al H~. Podemos considerar al centro F» como una molécula hidrogenoide insertada en un
medio dieléctrico, ya que este centro se forma cuando dos vacancias de ion negativo vecinas
en el plano (100) atrapan a dos electrones. El centro F3 contiene tres vacancias de ion
negativo vecinas en el plano (111), las cuales atrapan a tres electrones. Este criterio sirve
para definir el niimero de electrones y las propiedades de simetria de estas "moléculas" y nos
permite clasificar los estados en un modo particular.

Existe otro centro de color conocido como centro Fjy, el cual ée forma cuando uno de los
sels lones vecinos cercanos ha sido reemplazado por un ion alcalino diferente, por ejemplo,
si el halogenuro alcalino es el KCl, uno de los seis iones K+ puede ser reemplazado por un

ion alcalino de sodio Na™.

1.3 Caracterizacién de los centros £y

Las distintas propiedades fisicas que presentan los centros F; han sido estudiadas a través
de diversas técnicas. Por ejemplo, algunas de sus propiedades 6pticas fueron obtenidas medi-

ante la determinacion experimental de su espectro de absorcién éptica [4]. Su luminiscencia

14



fue obtenida mediante espectrofluorometria [1], sus razones de decaimiento fueron obtenidas
usando el segundo arménico de un ldser pulsado de Nd:YAG [1]. Su caracterfstico dicroismo
en la absorcién de luz polarizada circularmente se usé para medir su espectro de resonancia

de spin electrénica, con lo cual se logré obtener su estructura hiperfina [9].
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Capitulo 2
Centros F2+

El modelo teérico utilizado para analizar los centros Fy considera que un electrén se
mueve dentro del campo de dos cargas eléctricas puntuales inmersas en un medio dieléctrico;
en otras palabras, el modelo es muy similar al del ion molecular de hidrégeno dentro de un

medio dieléctrico.

2.1. Experimento de Mollenauer '

En 1979 L. F. Mollenauer [4] realiz6 un experimento en el cual deseaba comparar los
resultados que se obtenfan al aplicar el modelo del ion molecular Hy inmerso en un medio
continuo dieléctrico, al problema del centro Fy™ en KF. Sin embargo, la capacidad predictiva
de este modelo es limitada y por lo tanto es necesaria una determinacién experimental
de la estructura electrénica, del centro Fy™. El experimento consisti6é en medir las cinco
primeras transiciones de energia (tres de las cuales parten del primer estado excitado) de
los centros F", debidas a absorcién directa de la radiacién proporcionada por un ldser de
Nd:YAIG. El bombeo controlado, el cual actia sobre la transicién fundamental de los centros
completamente orientados, crea poblaciones dependientes del tiempo de igual amplitud en
el estado 2po,, (en fase con el bombeo) y en el estado 1so, (180° fuera de fase del bombeo).

En la Figura 6 podemos ver el orden en los niveles de energia obtenidos con dicho experi-
mento. Las cinco primeras transiciones se indican por lineas verticales continuas y pertenecen
a la absorcion de radiaciéon, mientras que la linea punteada representa emisién de radiacién.

La notacién que se estd usando serd explicada un poco més adelante (Cap. 3).

16
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Figura 6: Resultados experimentales para las primeras cinco transiciones medidas en la
absorcién para el centro F,™ en el cristal iénico KF.

De acuerdo al modelo continuo del ion molecular aplicado al centro Fy" se obtienen las
siguientes energias para las transiciones 2pg, — 3dw, = 2.94¢eV, 2po, — 250, = 2.50eV;
estas mediciones concuerdan bien con los resultados experimentales, sin embargo, el resultado
tedrico para la transicién 2po, — 3do, = 2.69eV es aproximadamente 29% mayor que el
resultado experimental el cual es 2.08eV.

Como se puede ver de lo anterior, el alcance que tiene el modelo continuo del ion maolecu-
lar es bastante bueno, sin embargo falla al predecir el orden de algunos estados, en particular,
el resultado tedrico implica que el nivel 3do, queda por encima del estado 2s0,, pero ex-
perimentalmente se obtuvo que ocurre lo inverso, esto es, el estado 2so, estd por encima

del estado 3do,. En el ion molecular de hidrogeno los estados anteriores se cruzan pero

17



solamente para valores muy grandes de la separacién de los niicleos, lo cual seria dificil de

justificar en el caso presente, y de cualquier forma, de poder hacerse eso, se afectarfa muy

seriamente el resultado de las otras transiciones.
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Capitulo 3
Modelo de Potencial

3.1 Propuesta del potencial

Como lo vimos en el capftulo anterior, el modelo continuo del ion molecular de hidrégeno
presenta algunos problemas para la descripcién de las caracteristicas de los centros F," en
halogenuros alcalinos y es por ello que a continuacién presentaremos una propuesta del
potencial al que estd sometido el electrén debido a las dos vacancias de anién.

El andlisis del problema del centro F," se abordar4 desde el punto de vista de un sistema
cuantico confinado, esto es, lo asumiremos como un sistema fisico que puede ser descrito
mediante la ecuacién de Schroedinger, pero en el cual la geometria del potencial tiene la
caracteristica de confinar por completo al sistema.

Béasicamente este modelo supondrs al centro F; como un electrén encerrado por una caja
esferoidal de paredes penetrables. La funcién de onda solucién de la ecuacién de Schroedinger
se obtendrd dentro de la aproximacién de Bohr-Oppenheimer. El potencial que hemos con-

siderado tiene similitud con el usado por Ley-Koo [10, 11], para el estudio del ion molecular

B .
Podemos considerar al electrén dentro de una cavidad esferoidal hueca rodeado por un
medio continuo polarizable representado por una constante dieléctrica kg {(éptica 6 de alta

frecuencia). Bajo este esquema se puede expresar el potencial al que estd sometido el electrén

como sigue:

-V, Q@ <G

verh Q > QD
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donde Q es la coordenada de configuracién que se puede asociar a los iones vecinos o al
tamano de la region de las vacancias adyacentes.
Veze €s el potencial que siente el electron fuera de las vacancias y que puede representar
la influencia del medio continuo polarizable a través de un potencial coulombiano efectivo.
Vo estd relacionado con la energia de Madelung, o sea la energia necesaria para crear las
vacancias con respecto al cristal perfecto.

Un esquema de este potencial puede observarse en la Figura 7.

Figura 7: Esquema del potencial para el modelo de centro F;".

Si consideramos solamente transiciones que no destruyan al centro F,', es decir, solamente
transiciones entre estados ligados, entonces este esquema puede modificarse para tener el
esquema que se observa en la Figura 8.

Ahora, considerando que en la regidn externa el electrén siente una atraccién debido a

la presencia de las vacancias de anién, el potencial puede ser escrito entonces como

_ Zl 82 2262 Z1 Zg E’2 -
v@=vo- 2= -2 Akt lo(g-q )
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Figura 8: Esquema del potencial para el centro Fy", pero con el origen de la energia ubicado
en el fondo del pozo.

donde el primer término encerrado entre corchetes representa el potencial de confinamiento,

el segundo y tercer términos emulan la accién que representan las vacancias de anién sobre el
electrén como si fueran cargas positivas, y el cuarto término representa la energfa potencial
que se agrega debido a la interaccién entre las dos vacancias de anién; las cantidades r; y 7o
son las distancias del electrén a cada una de las vacancias de anién y R es la distancia de
separacién entre dichas vacancias.

Como ya hemos mencionado, por las caracteristicas del problema trabajaremos en coor-

denadas esferoidales prolatas, las cuales se definen como

_T1+T2 r1s —7T9

§ = =% (2)

donde 1y y 79 son las distancias de un punto cualquiera a dos puntos fijos separados por una

distancia R = 2a: En estas coordenadas (§ =cte , -1 < n < 1,0 < ¢ < 27) generan una
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familia de elipsoides de revolucién, mientras que (1 < £ < 00,7 = cte, 0 < @ < 2m) generan
una familia de hiperboloides de revolucién. En ambos casos R = 2a es la distancia interfocal

v @ es el dngulo azimutal usual (ver Figura 9).

te=rg

Figura 9: Tlustracién de las coordenadas esferoidales prolatas que se utilizan en el texto.

El potencial de confinamiento con las caracteristicas deseadas tiene, en este sistema de

coordenadas, la forma siguiente:

z

Vi == Vg © (£ = &) 3)

& —n?

donde £; es el tamano del esferoide consistente con la geometria del defecto, la funcién

B (& — &) es la funcién escalén de Heaviside

ﬁ: 6 {éﬂ
O (£ —£o) = (4)

1: ‘E > 6[]
v Vi es el factor de amplitud que define la altura de la barrera en el plano ecuatorial v, = 19
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y también en la regién asintética donde r; — o0 y 9 — co. Podemos notar que

tal y como se desea que ocurra.

Ahora expresamos 71 y 79 en términos de las variables prolatas:

n=3RE+D) ¥ m=sRE-1) )

y sustituyendo en la expresién para el potencial, ecuacién (1), obtenemos

o 2 e? = L == 1 2’2
Vien = |0t - A B i B2 le-e) @

aqui Z, y 4 son los nimeros atémicos que tendrfan los supuestos micleos, en los cuales se

encuentran las vacancias de anién. La ventaja de este potencial es que ademds de incluir al-
gunas caracteristicas fisicas del problema a estudiar permite que la ecuacién de Schroedinger
correspondiente sea separable en las coordenadas naturales a la geometria del sistema, es

decir, en coordenadas esferoidales prolatas.
A continuacién se realizard la separacién de la ecuacién de Schroedinger para establecer

las condiciones que nos permitan encontrar las energfas de los estados asociados a este defecto.

3.2 Ecuacién de Schroedinger

Siguiendo el procedimiento usual de separacién de variables tomamos el potencial (6)
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propuesto y lo sustituimos en la ecuacién de Schroedinger

ﬁ2
(— Qmew +V(ry, o, R)) U= BV, (7)

luego, proponemos a la funcién de onda como el producto ¥ (¢, 7, ¢) = S () H (n) F (p), y al

sustituir esta funcién en la ecuacién anterior, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones

diferenciales ordinarias (ver Apéndice I):

_i L R i m‘2 D —
{ dn{(l n)dn}+1—n2+pn]HAkH’ o
2
d d i
Sl -0gt @ oreses Y
en donde
¥
s 1 2
| ¢ = §[V0—E}R (12)

Esta eleccién especifica de la barrera del potencial que confina al electrén permite la
separacién de la ecuacion de Schroedinger tanto dentro como fuera del esferoide ¢ = &o-
En el grupo de ecuaciones (8), (9) y (10), m representa la constante de separacién de la
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parte azimutal y sus valores estdn dados por m = 0,£1, £2, £3, ...etc., y corresponden a los

estados o, 7, d, ...etc., mientras que k es otra constante de separacién.

3.2.1 Ecuacién angular (hiperboloidal)

Las soluciones de la ecuacién (8) en la coordenada hiperboloidal son védlidas tanto dentro
como fuera del esferoide £ = £,. Puesto que esta ecuacién contiene al operador de Legendre
mas un término adicional proporcional a n?, resulta conveniente expresar sus soluciones como

una superposicién de los polinomios ortonormales asociados de Legendre:

H(n) =) _ CP(n) (13)

donde P}* (n) = 4/ Q%WP;W‘ (n) satisfacen, entre otras, la relacién de recurrencia

m_ | d+m)(l—m) ., (+m+1){-—m+1),,
Lt “\/(zz+1)(2z—1)P*"l-+\/ (2l +1) (2l +3) IP’“_ (14)

y la relacién de ortonormalidad

1 :
f ngpzndﬂ = 51:71 (15)
=

Utilizando estas propiedades podemos obtener la representacién matricial de la ecuacién
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(8) (ver Apéndice IT)

O 12

P \/ﬁm—n(um)(e—m){z_m— 1)
)

@21 (21 +1) (2 —3)
(+m)(l—m)(@+3)+ @ -1)(I-m+1)(+m+1)
+[§(I+1}+p2 . 20+ 1) (2 —1) (20 +3)

P \/{I-m%—1}{E—m+2}{i+m+l}{£+m+2]

- .‘:} by (16)

. 1’5;-11H_Q = {)

(20 +3) (2L +1) (21 + 5)

Para valores dados de m, R y p?, la diagonalizacién de la matriz (16) nos lleva a encontrar
los valores que puede tomar la constante de separacién k. Como puede verse, esta constante
de separacién se reducirfa al mimero cudntico de momento angular /, si la ecuacién (8) no
tuviera al término p°n?, y por ello, de manera andloga, asignamos el estado s al menor valor

de k, el estado p lo asignamos al signiente valor de k vy asf sucesivamente.

3.2.2. Ecuacién radial (elipsoidal) externa

Para la ecuacién radial externa (9) se propone la siguiente solucién [10] para eliminar los

polos en £ = £1:

S.(€)=(E-1)% e (E+1)° b, (E—;—i) , (17)
donde
a=%—umi+u; (18)

sustituyendo esta forma de la solucién en (9) podemos ver que los coeficientes b, satisfacen



la relacién de recurrencia de 3 términos [ver ecuacién ( 11142))

oy (t) be—1 + o (t) by + s (t) byr = 0, (19)

donde [ver ecuacion (30)]

a1(t) = (t—-1)({t—20—|m|—1)+0o(c+|m|),

az(t) = =288+ (20 —4q)t+o(1+2¢)+|m|(Im|+1+0)— (k+¢°),  (20)

I

as (t) t+1) @+ |m|+1),

y ¢ la podemos obtener a partir de la ecuacién (12).

3.2.3 Ecuacién radial (elipsoidal) interna

Por dltimo, trabajamos con la ecuacién radial interna (10). De manera similar que en la

ecuacion radial externa, la solucién para la parte interna esta dada por [10]

5©=-E-1%Ta(57) (21)

Sustituyendo esta forma de la solucién en la ecuacién radial interna encontramos que el

coeficiente d; obedece la relacién de recurrencia de cinco términos (ver Apéndice III)

By (t) diz + By (t) di—g + B3 (t) di1 + B4 (t) dy + Bs () diy1 = 0, (22)

20



donde

B (t) (t—3)(t - |m|-3)

Bs(t) = (m2+[?n-|—k+p2} —2(t—2)(2t—|m| —4)

By (1) 6(t—1)* = 2(m? + |m| — k - p?)

Il

Ba(t) = (m*+|m|—k+p*) - 2t(2t + |m])

Bs (1)

(t+ 1) (t+ |m| +1)

3.2.4 Condiciones en la frontera

Ahora, anteriormente comentamos que la forma del potencial propuesto produciria una
separacion del espacio en una region interna y una region externa y que esto se deberfa
reflejar en la coordenada radial &; asf, tenemos que el requisito de continuidad de la funcién
de onda y de su derivada obligan a que las soluciones de las ecuaciones (9) y (10) se acoplen
en la frontera entre dichas regiones, o en otras palabras, tenemos que asegurar la continuidad
de las funciones S; (€) y S, (€) y sus derivadas S; (€) y S, (€) en &, lo cua.l.se puede escribir

en términos de la continuidad de la derivada logarftmica de S; (£€) y S. (£):

(23)
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La derivada de la funcién S; (£), ecuacién (21), estd dada por

s;(f)=[( } S D, (24)

s=0
donde

1 1 - 1 !
D, = {5 (s +3 Im| + 1) dsy1 — Sds + 5 (S ) |m| — 1) d5_1] (25)

Seguimos ahora con la solucién para la parte externa, ecuacién (17), cuya derivada estd

dada por
[m|
Az T 14 2w
i — _qlfz L 2
donde
1 ¥ 1 1 1
Bt:§ (S+-2'|?TL|+1) bey1 + (EO'Q—S) bt+§ (3"1““0_§|m|> bi—1; (27)

Reescribiendo la ecuacién (23) tenemos

5. (€) 5e (8) = S (§) Si(§) =0 (28)

y sustituyendo las ecuaciones (17), (21), (24) y (26) en la expresién anterior, obtenemos la

siguiente expresion

[ee}

[D,bs —d,By] (50_1>5+t—0 (29)
- t — t £0+1

>

s=0 ¢

La solucién numérica de la expresién anterior, tomando un nimero finito de términos
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en las sumas, determina el valor de &,. Los pardmetros b, d, los obtenemos a partir de las
relaciones de recurrencia (19) y (22) considerando que b_; = 0,d_, =0,by=1,dy =1, y

D; y B estdn dadas por las relaciones (27) y (25).
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Capitulo 4
Resultados y Discusién

Para realizar la diagonalizacién de la matriz y la obtencién de los ceros mencionados
en la seccién 3.2, utilizamos rutinas que se encuentran en el paquete de subrutinas IMSL,
y la programacioén se hizo en lenguaje Fortran. La matriz a diagonalizar fue de dimensién
30 x 30, mientras que el polinomio fue de grado 30, con lo cual obtuvimos la precisién que -
consideramos suficiente. (Al final de este trabajo incluimos una copia de dicho programa).

Para este sistema hemos calculado distintos estados energéticos en funcién de la variable
elipsoicial §o, la cual representa el reciproco de la excentricidad de la caja esferoidal. Para
crear cada curva de energfa tenemos que especificar el valor del potencial y la distancia de
separacion entre las vacancias, pero también cada curva de energia estd caracterizada por
los distintos valores de los numeros cuanticos m y k.

Primero analizamos el comportamiento de las curvas de energia cuando cambia la distan-
cia de separacién entre las vacancias de anién (R), manteniendo ﬁjo el valor del potencial.
Después se realizé un segundo andlisis en el cual la distancia entre las vacancias de anién se
mantuvo fija, pero el potencial se vari6 entre ciertos valores. A partir de estos dos procesos,
logramos identificar los valores de los pardmetros del potencial V5 y de la distancia de sep-
aracion I? tales que fueran acordes a los resultados de transiciones de energia reportados en
el trabajo de Mollenauer.

Primero veamos el caso en el que el potencial se mantiene fijo y variamos la distancia de

separacifn entre las vacancias de anién. De acuerdo a las relaciones de transformacién (2)
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el semieje mayor y el semieje menor estdn dados por

1 I o
A=RG y B=3Ry/&-1

mientras que el volumen del esferoide es

4 1
Vo —g-AZB = SRE/6 1

De aqui podemos ver que para un valor fijo de &,, al disminuir la separacién entre las
vacancias el esferoide disminuird de tamafio y como puede observarse de la Figura 10, el

estado 1so, alcanza energfas cada vez mayores. Este comportamiento es de esperarse, ya

i

5, al disminuir el tamano de la

que de acuerdo con el principio de incertidumbre ApAz >
region de confinamiento, el momento lineal de la particula atrapada, y por tanto su energfa,
deben aumentar. Este mismo comportamiento puede observarse para el caso de los estados
2po, vy 3dn, (ver Figuras 11 y 12).

Ahora veamos el caso en el que se mantiene fija la distancia de separacién entre las
vacancias (tomamos el valor R = 5 radios de Bohr) y la altura del potencial varfa desde
14eV hasta 42eV. De la Figura 13 podemos ver que al aumentar el valor del potencial,

la energfa del estado 1so, también crece. Este resultado también es el esperado ya que el

aumento en la altura de la barrera disminuye la posibilidad de que el electrén penetre a la

region exterior del esferoide, esto es, el efecto del aumento de la altura de la barrera puede
considerarse como un aumento en la "dureza" de la pared, lo cual impide que ele electrén

pierda energfa al penetrar la barrera y de nuevo, como en el caso anterior, su energia tiene
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{}c = 14 31 eV

Estado 1sog
4.0 -
e 30 -
=
&
22
£
& 20
i)
1.0 R4
Res
T TIPS ST R m §
0.0 g 3 " ¥ y T ' T i
10 1.8 2.0 25 3.0 35

Figura 10: Gréfica de la variacién de la energia en funcién de £, manteniendo fijo el valor del
potencial de confinamiento y para valores de la separacién entre las vacancias aumentando
de arriba a abajo. El estado que se presenta es el 1so,. Se observa que para valores grandes
de &y, correspondientes a tamanos grandes de la caja esferoidal, las curvas de energia tienden
asintoticamente a un valor estable. En cambio, para valores pequetios de £, (menor tamaiio
del confinamiento) la energfa del sistema crece rapidamente.
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Figura 11: Esta figura también presenta la variacion de la energia en funcién de £, mante-
niendo el potencial fijo y con distintos valores de K. s6lo que en este caso se trata del estado
2pa,. El comportamiento de las curvas es similar al observado en la figura 10.
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U.;= 14.31 eV

EIDW
: E\s(‘ado 3dn,
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Eed!
i
= Bl -—
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3 R=6
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& 2.0 R=7
w =g
- R=g
1.0 - \
00 e | ® T T T T ; \ ;
10 1.5 20 25 3.0 -5

L]

Figura 12: Esta figura es similar a las figuras 10 y 11, pero corresponde al estado 3dm,, y
como en las anteriores, el comportamiento de las curvas es similar.
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que aumentar.

Para propésitos de verificacién de este comportamiento, en las Figuras 14 y 15 hemos

incluido el resultado para los estados 3do, y 3dm,.

30 - |
i R=5
Estado 1sag U =14eV
o U, =19eV
U =23 eV
2.0 4 U =28eV
. U =33eV
= U, =38 eV
w 15+
o
z 1 .
= I
W 10- _:
05 - |
0.0 - | e y . . T - |
1.0 15 20 25 30 35

Figura 13: Gréfica de la variacién de la energia en funcién de £, manteniendo fija la sep-
aracién entre las vacancias y tomando algunos valores del potencial de confinamiento. El
estado que se observa es el 1so,. El comportamiento es similar al observado en la figura 10,
excepto que ahora se observa que las curvas se aproximan unas a otras cuando £, disminuye,
llegando incluso a observarse un cruce entre las curvas.
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Figura 14: Esta grédfica es similar a la presentada en la figura 13, pero aqui corresponde al
estado 3do,. El comportamiento de las curvas es similar al mostrado en la figura 13.
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Estado 3[11:9
45 4
4.0 -
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304 U =33 eV!
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Figura 15: Esta grafica es similar a la presentada en las figuras 13 y 14, pero aqui corresponde
al estado 3dm,. El comportamiento de las curvas es similar al mostrado en las figuras 13 y

14.

38



Después de que verificamos que el comportamiento de las curvas de energfa para los
distintos estados es la correcta, procedimos a realizar una bisqueda de los valores apropiados
de la distancia de separacién entre las vacancias y la altura del potencial, de tal modo que la
diferencia de energfas entre los distintos estados correspondiera a los valores experimentales
medidos por Mollenauer.

Los resultados que obtuvimos se muestran en la Figura 16. Los valores que mejor se
aproximan al resultado experimental fueron obtenidos con los siguientes valores para el po-
tencial y la separacion entre vacancias: Vy = 14.31eV y R = 9. Es necesario senalar que las
diferencias de energia entre los niveles que mds se aproximaron a los valores experimentales

se obtuvieron para un valor particular de £, = 1.58, esto es, para un tamafo especifico del

esferoide.

U, =14.31 eV
R=9
50~ . e
\1 2po -> 3da_=0.71 eV
; 2pe -> 2s0 =24 eV

40+ ’ 2ps > 3dng =294 eV
3.0 4 '
B I
© F
- i
.@ = s 1
G 20 3

i ““ i
: ;2]31: _

1.0+ \; -{w&
4 R g ' (2]
00 . - - T ; T 1

20

Figura 16: Gréfica que muestra los niveles de energia obtenidos para los valores especificos
R=9yV,=14.31¢eV. Se ilustra también el valor de £, = 1.58 para el cual se indican las
transiciones entre niveles.
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Uo=14.31 eV
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Figura 17: Esta grdfica se realizd considerando un valor de B = 7, el cual se obtiene del
trabajo de Mollenauer, considerando un parametro de red a = 5.04 para KF.[12]

Para propésitos de comparacion en la Figura 17 presentamos la grdfica correspondiente
al caso con la misma altura de potencial, Vj = 14.31 eV, y con R = 7.12, valor que se acerca
mas al valor que se deduce (R = T7) en el trabajo de Mollenauer para KF.

En la Figura 18 presentamos los valores que aparecen en la Figura 16 comparados con los
resultados experimentales reportados por Mollenaver. Como puede observarse, el orden de
los niveles de energia que obtuvimos concuerda con el orden reportado en los experimentos.
También obtuvimos concordancia razonable en los valores de las diferencias entre los distintos
niveles, excepto en el caso de la diferencia entre los estados 2po, y 3do,. También hubo
una diferencia importante entre nuestro resultado v el obtenido experimentalmente para la

diferencia de energfa entre los estados 1so, y 2pm,.
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Figura 18: Aqui se presenta la comparacién entre nuestros resultados, los predichos por
el modelo de ion molecular de Hidrégeno y los resultados experimentales. Por completez,
incluimos cémo quedarian nuestros resultados para el caso especifico en el que la separacidn
entre las vacancias tuviera el mismo valor que el utilizado por Mollenauer para KF (R = 7).
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Si bien nuestros resultados atin son insuficientes para obtener concordancia con los
obtenidos experimentalmente, si podemos mencionar que nuestro modelo presenta claras
ventajas respecto al modelo de ion molecular usado en trabajos previos. Esto lo podemos
afirmar no sélo considerando que hemos obtenido el ordenamiento correcto de los niveles,
sino que la distancia de separacién entre las vacancias nos resulta mayor que la separacién
entre los iones negativos, lo cual es de esperarse, ya que al presentarse las vacancias, la accién
repulsiva de las cationes debe producir un aumento en el tamaiio de la regién donde estaban
los iones negativos. En el trabajo de Mollenauer, la separacién entre las vacancias, la cual
obtuvieron mediante ajuste del modelo de ion molecular, resulta menor a la distancia entre
iones negativos, lo cual no es explicable en términos de la accién rei)ulsiva de los cationes

anteriormente mencionada.
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Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un modelo teérico que utilizamos para describir las
caracterfsticas de los centros de color F5". El modelo es similar, en algunos aspectos, al
usado previamente por distintos autores para estos centros de color. Es decir, nuestro modelo
también se basa en la similitud de los centros F," con el ion molecular de hidrégeno.

La diferencia con el modelo usado por otros autores radica en la-consideracién de que los
efectos de las vacancias de anién sobre el electrén atrapado se manifiestan fundamentalmente
fuera de la regién donde se ubicaban los iones negativos. Esto es, hemos considerado que el
potencial que se ejerce sobre el electrén es distinto de cero fuera de la regién de confinamiento,
pero se anula en el interior de dicha regién.

Para el tratamiento matemadtico de este modelo nos hemos basado en el trabajo de Ley-
Koo [10], quien estudi6 el ion molecular de hidrégeno confinado en una regién de simetria
esferoidal. En nuestro caso, la diferencia estriba en la consideracién de que en los focos del
esferoide no tenemos carga alguna.

Como los resultados lo muestran, tenemos un acuerdo fundamentalmente cualitativo con
los obtenidos experimentalmente por Mollenauer. Es decir, hemos obtenido el ordenamiento
correcto de los niveles. energéticos que presentan los centros F,', aunque numéricamente,
algunos de nuestros resultados se separan demasiado de los resultados experimentales.

El proceso de obtencién de mejores resultados cuantitativos estd en marcha y esperamos
que pronto podamos obtenerlos. También estamos en el camino de obtener algunas otras

propledades, como las probabilidades de transicién entre los distintos niveles.
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Apéndice I : Separacién de Ecuaciones

La ecuacion de Schroedinger es

ﬁZ
2m

VI+V(En)| T =EY (I1)

donde F es la energia total del sistema. Si utilizamos unidades atémicas i =m. =e =1, la

ecuacién toma la forma siguiente:
1
{—ﬁw + V(¢ n)] U =EV (12)

con la energfa expresada en hartrees. Si consideramos que Z; = Z = Z* el potencial (6)

queda de la forma Siguiente:

4z

R EIGES (13)

£ —n?

Vg, m) =

(el término Z,Z5/R no aparece por razones fisicas) donde © (§ — ;) es la funcién escalén

definida por

07 “:: < 50
O (£ —&)= (14)

1= £>€0

En coordenadas esferoidales prolatas el laplaciano tiene la forma
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De modo que, sustituyendo (I3) y (I5) en (I2) obtenemos

PN A N R

iy < [%5 . ‘fi} o (¢ 50)} v = BV

Siguiendo el método usual de separacién de variables para una ecuacién diferencial par-

cial, proponemos a la funcién de onda como el producto de tres funciones

T (Eme)=5E)HMF(p) (I7)

de tal manera que al sustituir (I7) en (30) y multiplicar en ambos lados por el factor

—wobtenemos
9 li2_pn2 9 ln_.n0 g-n & .
HFL [(5 1) ags]*‘SFan [(1 n)anH}JrSH(gz“l) T aat- (@
R%g a47*

1
5 [Voﬁ— R]@(EgO)SHF+§R2(§2—n2)ESHF = 0

Dividimos ahora esta ecuacién por la misma funcién de onda ¥ (£, 1, ¢) = S (&) H (n) F (¢)

10 5, 10 %) 1 &2 — n? oa
EB_{ [(62_1) 6_65] +—H‘"5— l(l— )5_’]’]H] +_(§2— 1)( an) awzF— (Ig)
B Ing- 2| ot -t +5 - 58 = 0

5 . 2
Reconociendo que la parte que contiene a la coordenada ¢ puede expresarse como %3‘9—%2 5=
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—m?, podemos reescribir (30) como

0 0 1 g d 1 1
Lo i o] (e o)

8§
R2 z*

|~

la cual podemos reescribir como

10[,, 0 m?  R% 4z 1,
‘g‘a—g{(ﬁ—l)é‘gs]ﬁg_l— 5 [Vog— R}@(f—ﬁo)+§fER2
10 m? +17]2ER2

e kBl ey O
B H@n[(l W)anﬂ]jl-l—ng )

(110)

0

y debido a que los términos dependen de manera independiente de las variables € y 7, es

necesario introducir una constante de separacién que llamaremos k, para obtener

1 d s d m? I
- [(1_n)—H}+1_n2+§nER —k

1d d m? R%¢ 4z 1:
gd—g{(fz—l)&s}—gz_l“ 5 [Vof‘" R}e(f“fu)‘FifQERz:k

Este par de ecuaciones pueden reescribirse como

2

{_i [(1 = nzj d%} + 17372 - %anRz} H(n) = kH(n)

46

(111)

(112)

(113)



d m? R% B 4z* 1 2} kS
[Lle-ng|ra+5 it - 2] @16 - ) 36°8R | 5 (6) = kS @
(I14)

Al utilizar las propiedades de la funcién escalén, © (£ — &), la ecuacién (I14) se separa

en una ecuacion radial para la region interna del esferoide y una ecuacién radial para la parte

exterior. La parte interna nos queda como

(-2 [e-0g]+ @ - pemr) a0 --sse

mientras que la parte externa es

{__‘Ei_ {(52_1) jg} +£m2 + g Vo — ]RZ—QZ*Ré}Se(é):kSE(é)

Para simplificar un poco la notacién introducimos las cantidades p* = $ER* y ¢* =

—é— [Vo — E] R% con lo que las ecuaciones anteriores nos quedan como sigue:

{—% {(ég 1] dig 3 5;”’_2 }S (6) = —kS; (&) (115)

{ € {(5 - )55] émQ + %% — 2Z*Rg}se(g):_kse(g) (116)

Las ecuaciones (I13), (I15) y (I16) son el grupo de ecuaciones que aparecen en el cuerpo

de la tesis y corresponden a las ecuaciones (8), (9) y (10) de la pdgina XX.
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Apéndice II : Representacién matricial de la ecuacién angular

Primero reescribamos la ecuacién angular (8):

d d m?
_ 1 —n2) = 2p2 = LkH 111
{dn{( ﬁ)dn}+1—n2+pn}ﬂ (1)

x d d m2
o il Lt 112
dn{( n)dn} 1—n? (2]

cuyas eigenfunciones son los polinomios asociados de Legendre los cuales satisfacen la relacién

de recurrencia

(I+m) (l—m+1)
- =i = » — P 113
y la relacion de ortonormalidad
‘ I
. 2 (I+m)
" T ) = ’ 114
[ B o) P ) de = 5 e (114
Asi, la ecuacién (I11) la podemos escribir como
[ﬁ + p"*n?] H=kH (I15)

y por lo tanto, conviene expresar la solucién a esta ecuacién mediante una combinacién lineal

de polinomios asociados de Legendre normalizados:

Hn)=) CP(n) (116)
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donde

(zz+1)(z—m)1]% N

By (1) = L) = |5 A ()

Sustituyendo la expresién para H (n) en la ecuacién (I15) nos queda
}:a{ﬁ+ﬁﬁ—khamy:0 (I18)
Multiplicamos esta ecuacién por el bra (', m| y tenemos:
S cil',m| L+p*n" —k|l,m) =0 (119)
Veamos la forma que tienen los elementos de matriz

<l’,’n’b| f’ +p27]2 —k |l: Tn‘) - (lfaml ﬁ ]l:m) 3 (l,:m|p2n2 Il,’!?’b) —k (l’v m |l:m)

LI+ 1) ', m |l m) +p (', m|n? [, m) — k (', m |1, m)

= [L({+1)—k]oy+p*{I',m|n*|l,m) (I110)

donde hemos usado la ortonormalidad de los estados |I, m) son ortonormales.

Ahora veamos el término del lado derecho de la ecuacién (30) que incluye n?:

i )
(¥ mi P |1, m) = f R ()R () do (111)

Podemos reescribir el factor n? P™ (n) si en la relacién de recurrencia (IT3) multiplicamos en
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ambos lados por 7

l+m) __ (l—m+1) pm (1112)

QPm -
n P (n) i2l+1nz_1(77)+——“—2l+1 NEyq

y usamos de nuevo la ecuacién (I13) para obtener

n?ﬂm(n) (l+m) |:(l+m_1)Pm

A+l | a1 ety I}
(—m+1) [(+m+1)
Pm

o+ 1 q+3 LM

0 bien, reacomodando términos

(+m)(l+m—1)
Gt @-1 em
C+m)(l—m)2+3)+(l—m+1) (I +m+1)(20—1)
20 +1) (21— 1) (21 + 3)
l=-m+1)(l-m+2)__
@i+ @3 e

" P (n)

+ )

(IT13)

y al sustituir en la ecuacién (II11) nos queda

I+m)(l+m-1)
(20+1)(20-1)
l—m+1)(l—-m+2)

(20+1) (20 + 3)
+(l+m)(l—m)(2l+3)+(l~m+1)(l-|—.m+1)(2l—1)
(20+1) (20 —1) (21 + 3)

(I',m|n*|l,m) (I',m|l —2,m)

(', m |l +2,m) (1114)

(I',m |l,m)

Ahora, usando las propiedades de ortonormalidad mencionadas anteriormente, podemos es-
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cribir los elementos de matriz que quedan en esta ecuacién como sigue:

(%+MFmWF[W@Umﬁ%F (1 +m—92)!
(

<ﬂm”—1””:[ 2(1 + m)! 2(1 4+ m — 2)! m—gnpﬂn—mﬁ”ﬁ
(I115)
, @A —m)E [@+5) (I —m+2)E 2(+m—2)
(“m”+2””_[ 20+ m)! } { 20 +m+2) ](%+5ﬂbﬂn+ﬂﬁmﬂ
! | (I116)
, QU+1D(I-m) 20 +m)
(I',m|l,m) = 2i+m) @+ - m)!(sl"l = 0y (I117)
y por tanto, la ecuacién (30) queda ahora como
e (lm I +m=1) [@+1)1-m)]?
Cmilmhm) = e =D [ 2(1+ m)! ] .
@ =3)(l-m-21% 2(+m—2) 3
[ 2(0+m —2)! }(m—au—nhan”FQ
(—m+1)(—m+2) [(2+ 1) —m)]?
(20+1) (20 + 3) { 20l + m)! } “ (s
Vw+ma_m+m!% 20+m—2)!
2(1 +m + 2)! ](m+5ﬂw—m+2n”“2
+(l+m) l=m)2+3)+(l-—m+1D) (I +m+1)(2 - ”6;:;

@I+1) (21— 1) (2 +3)

Sustutimos esto en la ecuacién (30) y obtenemos

<l’1 m’] ﬁ ‘|‘P27?2 —k ll1 m) = [l (l + 1) - k;] (l’?m, llv m) +p2 (l’)m’| ?72 'l’ m)

_r P+mm+m—ng_mu_m‘nr
C2-1 (21 +1) (20— 3)
(+m)(l—m)@+3)+(-m+1)(+m+1)(2—1)
+{KL+U+4¢2[ e ATy ]—k}&u
1 {U—m+nuﬁm+mu+m+nu+m+mé5
(20 +3) (204 1) (20 +5) } Ui

0 1—2

_|_
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Estos coeficientes deben anularse para que la ecuacién (II9) se cumpla, con lo cual obten-

emos la ecuacién matricial (16).
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Apéndice III : Obtencién del polinomio
Considerando que la ecuacion radial interna (I15) es singular en £ = 1, proponemos su
solucién de la siguiente forma:

g

s©=E-1%e (1r11)

Antes de sustituirla en la ecuacién (I15) calculemos su derivada:

m| Iml_y
2 2

Si(€) = (€ -1)F ) +Imle(E~1)= " f(€) (Im12)
aqui, multiplicando por el factor (£* — 1), obtenemos
2 d 2 Bl g 2 .
E-1)5@)=(-1)2" f'©) +Iml£(E-1) % f(¢) (I113)

y derivando de nuevo tenemos

Im|
(s

(. d SN :
az{(g —1)d—€}51~(§) = (-1 )+ ml (€@ -1)

+E(m|+2) (€= 1) F () +ml€ (€2 -1)'F f()

i

+m?e? (€ —1) 7 f(9) (1114)

o bien, reacomodando términos,

\
m 2¢2
}21 m€

Z S0 = @0 o i+ | (€1

d 2
d_fs{@ Dz

)J%‘

f(€)
+2 (jm| + 1) € (62 = 1) f'(€) (I115)
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Sustituimos ahora (IT11) y (30) en la ecuacién radial interna (I15) para obtener

—(€-1)F " e - [lmi + 5’?’51] (€ -1) () - 2(Iml + 1) & (&2~ 1) £() (ILI6)
e @D fO-reE@-)T rO+kE@-)F 19 = o

T

donde hemos llamado p? = § R*E. Multiplicamos ahora por — (£ — 1) * para obtener

m2 52 mz

(€*— 1) f(©)+2¢ (Im| + 1) f’(£)+£2 —1 /@) +m| f(f)”gz FE)+P*E F(€)~kf(€) =0

(I117)

1

o bien, simplificando,

(€ = 1) f"(6) + 26 (Im| + 1) F/(6) + (m? + |m| + €2 — k) () =0 (III8)

Si ahora introducimos el cambio de variable

£ —1 142
= = 1119
E=EYT B T LELS)
de modo que
2 4z
—1= 11110

(&) = é (1-2)*f'(2) (I1111)

o4



FO=11-2 ) -5 0= 2T )

Bien, ahora sustituimos (I119), (ITT10), (ITI11) y (IIT12) en (ITI8)

4z
(1—2)°

1 4 en 1 /
La-2@-ja- 1@+

i f AT E 1 9
2(EE2) i+ 050 - 27 £+

1—=z

2 2(1-|—z)2_ o e
(m+|m|—|—p (1_2)2 k)f() = 0

o bien, multiplicando por el factor (1 — z)?

21— 2) ' (2) =22 (1= 2)* f' (2) + (Im| +1) (1 — 2%) (1 = 2)* f' (2) +

(m? +|m| — k) 1= 2> f () +P* (1 +2)* F (2)

Si la funcién f(z) la expresamos en términos de una serie de potencias, es decir,

Flz) = Z dg2”

con derivadas

)= Z dysz*!

Fld) = sts(s — 12
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y considerando que los binomios que aparecen en (30) pueden escribirse como

2(1—-2)" = z—42"+62° —42* +2°
Z(1—-2)° = 2-32+3° -2

1-2°1-2%) = 1-2z+28—2* (II118)
1-2) = 1-2242°

(1—1—-z)2 = 1422+ 722

entonces al sustituir en (30) las expresiones (30), asf como las derivadas de f(z), obtenemos

(z— 42" +62° —42* +2°) ) dos(s — 1)2" 7~
(22 — 62% + 62° — 22%) Y dys2® '+

(jmli+1) (1 - 22 +22% — 2*) Y " dosz*+ (I1119)
(m? +|m| — k) (1—2z+2%) Y do2*+

p2(1+22+z2)2d3z5 = {J .
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Esta ecuacion la podemos reescribir como

S dis(s — 1)z =43 dys(s = 1)2° +6 Y des(s — D2t =43 dys(s — 1)2"2+
Z d.s(s —1)z°" +2 Z dssz® + 6 stszs'*l +6 Z d.52°2 —9 stszs+3+

(Iml+1)) desz®™ —2(Im| +1) Y dusz® +2(Im| +1) Y _ dys2°*2 (11120)
—(Jm| + 1) stsz”s + (m® + |m| — k) stzs —2(m*+ |m| — k) stzsﬂ-l—
(mQ + lml . ]{') stzs+2 —i—pQstzs & ZPZstZSH +p2 stzs+2 -

o bien, agrupando en términos de las potencias de z (empezando por la mayor),

> d{s(s = 1)~ 25— s (Im| + 1)} 2%+
> dy {~4s(s = 1) = 65+ 25 (Im| + 1) + (m? + |m| — k) +p°} 2*2+
> ds {65(s — 1) + 65— 2 (m’ + |m| — k) +2p"} 2°7 1+ (I1121)
D da {—4s(s —1) =25 =25 (Im| + 1) + (m* + Im| — k) + "} 2"+

st{3(5_1)+s(|m(+l)}z3'l =
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Esta expresion puede reacomodarse recorriendo el valor de cada una de las potencias a s:

Y des{(s=3)(s—4)+2(s=3) ~ (s = 3) (Im[ + 1)} '+

st_g {—4‘(5 —2)(s—=3)—6(s-2)+2(s=2)(|m|+1)+ (m® + |m| — k) +p*} 2+

st_l {6(s—1)(s—2)+6(s—1) —2(m? +|m| — k +p°) } 2°+(11122)

st {—4s(s—1)—2s—2s5(Im|+ 1) + (m? + |m| — k) +p°} 2°+

D dea{(s+1)(s+Iml+ 1)} =

Ahora, considerando la independencia lineal de las potencias de z, los coeficientes en esta
suma deben anularse para tener una solucién distinta a la trivial, lo cual nos conduce a la

siguiente relacién de recurrencia:

Blds—i’» =+ }82d5~2 s ﬁsds-l g c 54ds = )65d3+1 =0 (11123)

donde

Bi = (5-3)(s—m|-3)
By = (m*+|m|—k+p®) —2(s—2) (25— |m|—4)
B = 6(s—1)*=2(m*+|m| - k+p°) (IT124)

By = (mM*+|m|—k +p?*) — 25 (2s + |m|)

Bs = (s+1)(s+|m|+1)
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Veamos ahora la solucién para la ecuacién radial externa (I16). Esta ecuacién tiene

también polos en £ = 41, de modo que se proponen la siguiente forma para la funcién S, (£):

5.6 =(E-1)F (e | (11125)

Siguiendo un procedimiento similar al caso de la funcién radial interna, calculamos la derivada
de S, (¢):

SE) = (E@-1F fE)+em (€ -1)F 7 ) (11126)

y multiplicando en ambos lados por el factor (52 — 1) nos queda

(=18 =(-1) 2 p©) +em| (€@ - 1) T 5o (I1127)

ahora derivamos nuevamente, para obtener

m

FHE-VE0) - @0 rorx(Ta)@-0%ro-
ml (€ =1)'% £() + ImPe (€ -1)F ' pe) (s
Flml€(E—1)F £ ()

o bien

FHE-D250} = @0 r@r2mrne@-1T re4

m2e? o
| {lml ta _51] (& - 1)’—21 f(&) (I1129)
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Sustituimos la ecuacién (30) en (I16) y obtenemos

(@) TP e ram 1 1EE-1)F (- (30)

m22 5
—[Iml+ - }(5 w1)L2’Jf(£)+ 71

+g2§2—2RZ£+k} E-1zs5¢ =0

: - 9 b}
o bien, dividiendo por — (6 - 1) =3

(€2 = 1) f(€) +2(Im| + 1) Ef (€) + [Im| +m* — ¢°€* + 2RZE — k] f(§) =0 (III31)

Proponemos a la funcion f(§) de la siguiente forma:

f&) =e ™ (E+1)7h(€) (I1132)
donde
2RZ
= " (Im+1f) (I1133)

La primera y segunda derivadas de (IT1132) son

Q= +1 (T -a)n@ e rTnE©
: 4
£ = e e+ 1) 1@ +2 (g ~a) KO+ { T - 25+ heo)
(IT135)
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y al sustituir (IT134) y (I1I35) en (III31) nos queda

e @) [ @2 (o) v o+ {22 - By efa) +
2(Im| 4+ 1) €e™% (£ +1)° [h’ &)+ (g—}i = q)] + (TT136)

[Im| +m? — ¢®6* + 2RZE — k| e™* (£ + 1) h(§)

o bien, simplificando,

@ -0 ©+2(€ - 1) (£g - 1) KO+ (€ - ) { T - 25 + o @ +(us

+ [Im| +m? — €2+ 2RZE — k| h(§) = O

Ahora, usando el cambio de variable que usamos anteriormente, ecuacién (II119),tenemos

que
K (©)=501-2"1 ) (11138)
y =
W€ = 7 (1-2) (&)~ 5 (1= £ (2) (11139)
de modo que, al sustituir (IT19), (ITI38) y (III39) en (30) nos queda
2(1=2)2 f"(2) + [(=20 + 1 — |m|) 2> + (20 — 4¢ — 2) 2+ |m| + 1] f' (2) + (I1140)
=0

{oz (0 +|m]) + 0 (1+29) + |m|(Im| + 0 +1) =k —¢"} [ (2)

61
Ahora tenemos que asegurar la continuidad de las soluciones (IT11) y (I1132) en la frontera

del sistema §y. Asi, sean S;(§;), Se(&) y sus derivadas S;(£,), S.(&,), entonces debe cumplirse

la derivada logaritmica

Si(€o) _ Se(&o)
5:&)  5.(6) ()




Ahora, como en el caso de la funcién radial interna, proponemos a la funcién f (z) como

una serie de potencias en z:

Fliz) ="y b’ (ITI141)

de modo que al sustituir en (30) tanto la funcién como sus derivadas encontramos que los

coeficientes de (I1141) deben cumplir con la siguiente relacion de recurrencia:

Ol1bs—1 + szs + a3b3+1 == {} (11142)

donde

a; = (s—1)(s—20—|m|—1)+0(c+|m|)
oy = —28°+ (20 —4q)s+0(1+2¢)+|m|(m|+o+1)—k—¢* (I1143)

as = (s+1)(s+|m|+1)

Ahora tenemos que asegurar la continuidad de las soluciones (III1) y (I1132) en la frontera
del sistema &,. Asi, sean S;(&,), Se(&) y sus derivadas Si (&), S=(§,), entonces debe cumplirse

la derivada logaritmica

Sil€) _ Seléo)
Si(o) ~ Seléo)

(I1144)

Tenemos que la solucién radial interna estd dada por (III1) mientras que su derivada es

m|
1

SiE) = (€ —1)'F (&) +mle (€ -1) % " £(e) (I1145)
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Si consideramos el cambio de variable (III9) a partir del cual

£2-1= (Li)z, (E+1)7°= A jz)za - %;—1
entonces, utilizando la regla de la cadena tenemos que
£16) = 501 - 2112)
y por tanto la ecuacién (I1145) queda como

(IT146)

(1147)

(IT148)

Ahora, si la funcién f(z) estd dada por f(z) = 3 dsz* y su derivada f(z) = ) dys2°"

podemos reescribir la ecuacién (I1148) como

Im|
2

Si(z) = [(1%‘:)4 [%(1 —2)*) desz T+ % (1-24)> dszS]

o bien

lm|

e = [(fz)zr '

(I1149)

(I1150)

[% Z sz = Z dssz® + %Z dys2°t! + |—T—Z——| Z d gt — I%T Z dsz”l]
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Si agrupamos términos de potencias iguales de z tenemos

L) [Seale- ) esr e T )]

(IT151)

o bien, corriendo las sumatorias hasta que todas tengan la misma potencia z°

0=y |

Do =
——
w
|
ofE
|
—
——
= )

1 m
_1"Sd5+§{8+l—2i+1}d5+11| 23

(I1152)
o en forma compacta
i Im|
2 2
S;(€) = D.g’ 11153
(©) [(1*_2)2} . (11153)
donde
Dfl swm—l ds—1 — 8d +l +m+l d (II154)
s 92 2 s—1 s 9 § 9 s+1
Ahora, la solucién radial externa estd dada por
2 _ Y5 o
Se(§)=(—-1)7 e*(E+1)° f(8) (I1155)

y su derivada es

Si€) = (€-1)F ek (E+1)7 f(&) +|mle (€2 —1)F e (£ +1)° £ (€) -

Il

(£-1)7 ¢e®(E+1)7 f(€)+0(£~1) T4 (o) (IIs6)
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reacomodando

50 =~ s er1r [0 -0 @+oery 1@+ @)

Utilizando nuevamente las relaciones (11146) y (IT147)

8 (2) = { i } e-qﬁ—i( 2 )dx (I1158)

(12

AL e gy @y 4o (152) 1@ +50- 27 @)

Se propone que la funcién f(z) tenga la forma

Fl@) =) b (TT159)

de modo que, al sustituir en (30), obtenemos

lm|

9z = [(:2)2] Y el (:z)u % (IT160)

: ' 1
8 [E [ml (1 - 2%) thzt - qzbtzt + % (1—2) thzt + 3 (1-— z)2zbttz"1}

o bien

m
4z 2 14 2 “T1 1
4 i i s =1 t+1 t
S (2) = l(l = z)r‘i e (1 = z) [4 |m| E biz T |m| E bz q E bez"+
UZ t U‘Z t+1 12: t+1 E: Lt IE: t+1
+§ th —_— § btz - ‘2“ bttZ G bttz —+ 5 bttz (11161)
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Si reacomodamos en términos de las potencias de z

Im|

a6 = [r5] o ()
[th{ ( ]m|)} =] (I1162)

+Zb¢{2—q—t}thert{t—a_%|m,}zt+1}

al recorrer las potencias de tal forma que sélo existan potencias z* entonces

S (2) = {(1 i)g] . eIt ( : f z)a x (I1163)

xZ{th{ (t+-|m|+1)}+bt{§—q—t}+b¢_1{t—a—ué|m|—1H 7

o bien

8! (2) = {(1 i)Q] ootz ( 1 ﬁz) S B! (11164?

donde

1 1 1
Btzbt+1{§ (t+§lm|+1)}+bt{%—q—t}+bt_1 {t—o—§|m|—1} (11165)

Ahora de la ecuacién (I1144) tenemos

&(Eo)se(fo) — 8i(£0)Se(§0) =0 (1166)
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asf que, sustituyendo (III1), (I1153), (II155) y (I11164) en (II166) obtenemos

Im] Im|

l(l i)zfl 3.0 [(1 i)z] e (1:);25“” ) [(1 i)?] E
betzt[(l i"z)Q} T gt (lfz)athzt =0

En esta expresién sélo sobreviven los términos

> D) bt =) bzt Bt=0 (IT167)

o bien

> (Db — bB] 2 =0 (I1168)

s=0 t=0
los ceros o raices de esta ecuacién, junto con la transformacién (II19), nos proporcionan el

tamano del esferoide, £,, correspondiente a la energia F.
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