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INTRODUCCION

El presente trabajo consta de tres capitulos y un apendice.

En el capitulo I, siguiendo el camino de la generalizacidn marcada
por A. Cauchy a traves de la llamada ‘"integral impropia", se
llega & dos resultados importantes de la investigacidn: La-
integral de Cauchy-Lipschitz. y su generalizacidén g3 funciones

tal que ‘€l conjunto de sus discontinuidades es de pPrimera

especie,

El segundo capitulo tiene por objetivo estudiar la teoria de
integracidén de Riemann para demostrar que la familia de funciones
Cauchy-lipschitz-integrables, forma parte de una clase mas amplia:

la familia de funciones Riemann—-iategrable.

En el capitulo III, se retoma la bUsqueda de la mejor definicidn
-de 1integral obteniendo la presentaci®n de dos caracterizaciones
el criterio de Hankel y el criterio de Lebesgue para Riemann-

integrabilidad.

Por ultimo, aparece como un apéndice la discusidn de tres
conceptos sobre conjuntos infinitos, multiplemente citados en el
trabajo: conjunto de primera especie, de contenido cero vy conjunto

nunca denso Yy sus relaciones mutuas.
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CAPITULO |

ANTECEDENTES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN.

5 % INTEGRAL DE CAUCHY.

La definicién moderna de Integral tiene su origen en el trabajo de
A. Cauchy, aquien con sus proplas l1deas de funcidn y de
continuidad logra definir la integral comoc una convergencia de

sumas, concibiéndola esencialmente como el Area bajo la curva en

clierto intervalo de definicidén de la funcién.

Antes de llegar a la formulacidn de ésta, tomemos en cuenta las

srgulentes definicliones:

DEFINICION 1.1: Sea fla.b] == R decimos que el conjunto P es
una particidén de [a,b], si

R = { xo,xi,._.,xh} Con a = x0<x1<...< X, =5 b.

Llamamos NORMA DE LA PARTICION P, al nUmero

Pl = sup ( x.- Xig Do

L
1 =1L =n

De la misma forma, definimos a Pla,b] como el conjunto de

todas las particiones de [a.,b].

DEFINICION 1.2: Sean P’, P € Pla,b], decimos que P’ es un

REFINAMIENTO DE P, si P’D>.pP.

Observemos gque si P’ es un refinamiento de P entonces Ip’ll £ lpl.



DEFINICION 1.3: Sea frla.b] -+ R, una funcidn continua

y por tanto acotada en [a,bl, v P = { Xgs Xgsnnns X }is
una particién de [a,b], definimos la

SUMA DE CAUCHY PARA LA PARTICION P, como

L L=-4

S(P,f) = ) flx,_ Nx, - X
1=1

Por brevedad de notaci®n, escribiremos S(P) en lugar de S(P,f),

donde no haya lugar a confusién.

DEFINICION 1.4: Sea f:la.b] » R, una funcidén continua,

entonces se define la integral de f en [a.b] como

b ;
J F(x)d(x) = ﬁ;?+o sS(P,f), donde P € Pla,b].

Cauchy no prueba directamente la existencia del limite usado para
definir la integral . Lo gue hace es probar que las sumas,
de la definicidn 1.3, "se aproximan entre si" conforme las normas

de las particiones se hacen pequefas. Lo cual queda

formulado en el siguiente

TEOREMA 1.5, Sea f:la.b]l] » R, una funcidén continua.

Dado &>0 existe &)0 tal que

si PSS y Ip*lI(& entonces |S(P,f)-S(P’,f)I<e.

DEMOSTRACION . Probar este teorema es equivalente a
demostrar la siguiente



PROPOSICION 1.6. Sea f:[a.b] =+ R, una funcién continua,
dado &)0 existe &6)>0 tal que

si Pl ¢ &y P’> P entonces |S(P)-S(P’)|<(&.

En efecto, que el Teorema 1.5. implica la Proposicidén 1.6., es
obvio puesto que si, P’ es un refinamiento de P, entonces IPI<S =

ip>h < &, o

Inversamente, para demostrar que P.1.6. implica T.1.5.,

sea £)0, tomemos la 6=8(&’) cuya existencia nos es garantizada por

la P.1.6 para &’=&/2 vy sean P y P’&dPla,b], tal que iph¢d
y IpP’iS,

Entonces, si definimos P" = PUP’ se tiene que, P"2P y P"3P?,
de donde, -

Is(P")-s(P’)I<&s2 Yy IS(P)-s(P")|c&/2.

Por lo tanto IS(P)-S(P’)ISIS(P)-S(P")I|+I|S(P")-S(P’)|¢ &/2+&/2 = &

lo cual pruseba el Teorema 1.5. B

a

Demostremos ahora la Proposicid 1.6:

DEMOSTRACION., Sea &)0. Como f es uniformemente continua en
[a,b], existe &>0

tal que ly=xI|<& = |fA(x)-f(y)l<s/(b~a).



Probemos que ésta es la & correspondiente a &0 en P.1.6.

Tomemos una particiodn P = {xo,x!,...xbd,xt,...x“}. cualguiera,

de norma menor que & y P’ = {Yo,yi,...ym

}. un refinamieqto de P.

Cuando un subinterwvalo [qugxﬁj de P no contiene puntos de P’

distintos de -sus extremos, entonces el sumando

)

FOx_IOx=x

forma parte de S(P) y S(P’), y por lo tanto se cancela

diferencia S(P*) - S(P). Definamos entonces para

intervalo t©, Dixo.

-

Cuando el subintervalo [x,  ,x.] de P contiene otros puntos

P’ ademas de X, N X, , digamos yk<

£ i yk-u.(""( yl.’

o

PP 4 P Y X0 = Yiee”

Entonces, la diferencia

s(P*) - s(P)
incluye un sumando del siguiente tipo:

)

i=-q

L+2a :
[szf(yj_txyj - v | 7 A - x

denotemos a esta cantidad como Dt.

en la

este

de

donde



-1?_':n:-;::rr"e*se'mcvss-z‘z’t“r'co"ra'tt.L de la siguiente manera:
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de donde D | = / kIf(yjd) - fx _ Wy, =¥, ), Pero como

Iy oy = X, _,1¢8, se tiene que

-

-

If(yj_‘) - f(xi_‘)l ( &/(b-a). por la forma en que escogimos a &,

de donde

e
+
1

o, | « (v = v;_)8Mb-a) = (x;- x,_, )&/(b-a)

-
1]
5

Por lo tanto
1S(P)-S(P*)I S ¥ 1D | < ) (x, - x,_,)e/(b-a)
= &/(b-a) z (%, = x,. )= @&

Por lo tanto: Is(P)-s(P?)] ( & -



Despu®s de los resultados anteriores, demostremos la

existencia del limite involucrado en la definicién 1.4:

TEOREMA 1.7. Sea f:[{a.b] =+ R, una: funcidn continua

b
entonces I f(x)dx existe, de acuerdo a la definicion 1.4.
(=8

-

—

» m -3 - - " -
Demostracién: Sea ( P“ )n=; una sucesién de particiones de

P{a,b], tal que

Por el Teorema 1.5, dado & ) 0O, existe 5‘ > 0, tal que,

IS(Pn) A S(Pm)l ( & (%% )
para toda %P W <& vy A R
Pero como 1 P - 0, dada 51 > 0, existe N &N tal que
n = 0O

-

Rp KN (& para toda n2N.

™ i

Por lo tanto, dada &€ ) 0, existe N , tal que

IS(P“) - S(Pm)l ( & para toda n,m 2 N.
Asi que la sucesion {S(Pn)}:'___:l es de Cauchy. Sea l&R,
lim
I = N =00 S(Pn)'



Sea £)® Por el teorema 1.5, existe &6 tal que

hpll ¢ &y I Pl ¢ & = | s(P) = s(P’)| ¢ &/2.
como I = lim s(P ) I p It -0 entonces dad &0
n-o n » Y n n_‘m’ ada

existe NeN , tal que,
Hpn“ ( & vy IS(Pn) - Il < /2, para todo n=N.
si Ipl ¢ &, tendremos ¥

8¢ = I = [B(PJ ~ B(PJ # (e J= 1]

< Is(P) - s(P)I + IS(P,) - Il

{ &/2 + &/2 = &, . - w0
';§3|Ei.|01nE(:§
| ) | U= ) DE CIENCIAS EXACTAS
Asi que, Lim s(P) = I Y NATURRLES
el o EL SABER DE M15 HI3O$ '

HARA MI GRANDEZA



PROFIEDADER DE LA INTEGRAL DE CAUCHY PARA FUNCIONER CONTINUAR.

Como ejemplo de las propiedades de la integral para funciones
continuas en un dominio [a,b], escribimos a continuacidén las que
consideramos basicas, las cuales pueden ser demostradas a partir

de la definicién de integral dada por Cauchy.

t.- LINEALIDAD si fy & son dos funciones continuas en

(a,b] ¥ &, B « R, entonces
b b ’ b
[ [a A(x) + B &(x)]ldx = a [ f(x)dx + Bf &(x)dx,

-

ii .~ posiTivibap: Sea f:[a,b]l+ R, real y continua para todo punto

x&{a,b.]. si f(x) 2 0 para todo xs{a,b], -

b
entonces J Alx)dx 2z o.
a

{ii .~ ADITIVIDAD con respecto al dominio de definicion.

A

Sea f:[a,b]=R, real y continua para todo punto x<(a,b),

_ b ® b
entonces Jr= [J £+ }.f
< a o
OBSERVACIONES:
a).- IN PRESENCIA DE LA LINEALIDAD, LA PROPIEDAD DE POSITIVIDAD

ERE EQUIVALENTE A LA PROPIEDAD DE MONOTONIA



| si f y & son continuas en f{a,b]l, vy para toda x<{a,bl,

pasa que f(x) =< g&(x), entonces:

b b
f A(x)dx s [ &(x)dx.

b).- De (i), (i) y (tii) se obtienen las siguientes propiedades

elementales:

1). si f(x) es wuna funci®n continua en {a.bl,
b

tal que m S f(x) =M entonces m(b-a) = f Ff(x)dx = M(b-a).

2). Si f es una funci®n continua en [a,b], entonces

b b
| fr1sfIrl.
(= 9 o
3).- Si f es wuna funcidén continua en [a,b]l, Y
b4
F:{a,b] » R es tal que F(x) = I f , entonces F es
=TT

continua en [a,b].



GENERALIZACION DE LA INTEGRAL DE CAUCHY.

Al abordar el estudio de las funciones que presentan algun tipo de
diacpntinuidad, Cauchy se planteé de una manera original, el
problema de generalizar a éstas la definicion de integral de una
funcidn continua, pues estaba convenc&do de que a pesar de sus

discontinuidades el area ba.jo la curva de esas funciones seguia

-

siendo calculable.

éo obstante los escasos resultados con los que hasta entonces se
contaba, Cauchy, ciment5 con su definicion Y su pY imer
generalizaci®n de Integral un vasto campo del analisis matematico
como lo es ei de metodos de integgécién ¥ de funciones

-

integrables.

GENERALIZACION DE LA INTEGRAL A FUNCIONES ACOTADAS
Y SECCIONALMENTE CONTINUAS

Englobadas dentro de las que denomin® “integrales impropias”,
Caﬁchy extendi® la definicidén de integral a la clase de las
funciones acotadas y seccionalmente continuas.

Esta generalizaci®n fue un paso natural si tomamos en cuenta el
proceso de desarrollo del concepto mismo de funcion, Puesto que
las funciones seccionalmete continuas, eran las mas generales que

hasta ese momento se concebian.

10



Con esta primer generalizacisén, inicia Cauchy el programa al cual
se ajustaria el andlisis en cuanto a teoria de integracidn se
refiere: Extender la definicién de integral a funcliones tan
discontinuas como fuera posible, de los cuales el caso mas

sencillo es el que a continuacidn discutimos.

EXTENSION DE LA DEFINICION DE INTEGRAL A UNA FUNCION ACOTADA
Y CONTINUA EXCEPTO EN UN PUNT(S

DEFINICION 1.8. Si f:[a,b] » R es acotada y discontinua solo - en

-

cefa,b], entonces definimos -

b c-& b
i). si ¢ € (a,b): Jr=1lim [ £+ [ 71
a £-20 a o+ &
b b
t1), Si c=a: I f = lim I 4
a £ -0 CH+E
b c-&
iit), Siosbx [ Ff=lin J £ -
o & =0 a

Obsérvese que la integral no toma en cuenta el valor de f en c.

Podemos cambiar f(c) y el valor de la integral sigue siendo el

mismo.

I |



a ) .~ JUSTIFICACION DE LA EXISTENCIA DE LO= LIMITES: ]_ as 5 ntegra l as

del lado derecho esté&n, de acuerdo a la definicién 1.4. bien
definidas puesto qQue, f es continua en los intervalos cerrados

respectivos. Solo, resta probar la siguiente

PROPOSICION 1.9. Los limites

- - b

lim [ A(x)dx ¥ lim [ F(x)dx

20 E»0 o+ £

—

de la definicidn 1.8 existen en los diferentes casos.

DEMOSTRACION:

Suponemos cLa,b] v sea F:(0,c-a]+*R definida por: i

entonces la existencia del limite

c=-&

Lim F(e) = Lim, f f(x)dx, " (x)

&0 £-20 o

quedar& probada si demostramos que F es uniformemente continua
en (0,c-a]l.

En efecto, sea M la cota de |fl en [a,b]. Dada &)0, sea &=&/M vy

£.,£) 0, tal que lsl—-szl(é

12



supongamos,

IF(e,)-F(= )| =

sin pérdida de generalidad, que O<£1(82, entonces
c—-& c—-&
* : B N
AL A PR BIBLIOTECA
- ) DE CIENCIAS EXACTAS
H;;;;#H” Y NATURALES
-c—s F— Fo M CRANDEZA
1 1 -
= 1f  Axddxl s [ 1Ax)Idx
c-& c-&
2 2 -
< H(szwst) ( M(e/M) = &, ]

Analogamente se

prueba la continuidad uniforme para

-

b
G( &)= f f(x)dx, en (0, b-c], cuando c=&la,b)
c+ &
y con ello que
b
lim, G(#) =lim_ f f(x)dx , tambien existe.
&0 £ -0 o+ &
Por lo tanto, concluimos (x) B
b) .- PROPIEDADES, | as propiedades de la integral de una funcidn
continua excepto en un punto son estudiadas como un caso

particular en el teorema 1.12.

13



EXTENSION DE LA DEFINICION DE

INTEGQRAL DE CAUCHY-LIPSCHITZ

Y CONTINUA EXCEPTO EN UN CONJUNTO FINITO DE PUNTOS

DEFINICION 1.10.

[a,b],

el conJjunto

Sea f

ge B
ta

de sus puntos de discontinuidad;

entonces se define:

-

b
i) [ Ax)dx =1

-

si a,b € Df

b
ii) J Ax)dx =1
(=

si a & Df, b & Df.

b
iii) [ Ax)dx =
sl a € Df,
b
iv) J A(x)dx =
[= 3

si a,b & Dr'

czws ca-s b-&
im [ I FO0dx + [ A(x)dx + ...+ [ A(X)dx ]
£-20 a+ £ c +& a + &£
2 n-4
oi-s oz-s b-&
im [jfuyn+gfﬂxmx+..ﬁ‘[ﬁxmx]
£-+0 a ; c1+e c“_‘+a
cz—é'-‘ | ca—s b
lim [ I f(x)dx + I f(X)dx + ...+ I (X )dx ]
-0 a+ & cz-t-&‘ an-i-t-‘
b E’Dr.
' ci—s cz-s b
lim [ f F(x)dx + I F(X)dx + ...+ I F( X )dx ]
-0 a c’.-l-&‘ cn+.s:

14

una funcidn definida y acotada

INTEGRAL A UNA FUNCION ACOTADA

en



Obsérvese que si a & m} entonces tomando &0 suficientemente

pequefo, f es continua en el intervlalo [a, at€], de manera que
tenemos -
A+ & a+ s
lim [ f(x)dx = 1lim [ [1A(x)| dx £ lim M& = 0
£-0 a £-50 a E-20

donde M es una cota superior de |f] en [a,b].

De la misma manera, si b&lD se tiene

=3 b
lim [ A(x)dx = 0.
£ -0 b-&
As{ que, en cualquier caso, si DfLJ{a,b} = {cl, Gy seems G };
b
la integral I f(x)dx esta definida por: -
< -
& 01-5 ca-—&‘ Cn—S'
[ Af(x)dx = lim [J‘f(x)dx # [ fixidx # oo% [ #Qx)dx ] ,
[« 8 -0 S +&£ c +& c + &
" 2 n-4
a).— EXISTENCIA,

La existencia de cada una de estas integrales, se obtiene
aplicande un n@mero TfTinito de veces los argumentos de

Jjustificacidén de la Definicidén 1.8. : @

b).~ PROPIEDADES,
Las propiedades basicas para la integral de funciones continuas
siguen siendo v&lidas al extender la definicidn de integral a

funciones acotadas con un nmero finito de discontinuidades, como

se verd en el teorema 1.12, para cuya demostracidn exponemos el

siguiente

15



LEMA 1.11. Sea f:[a,b] » R vy DfLJ{a,b} = { ¢
y cela,b], tal que, ¢ * ¢, para toda T 28 1, sss 3 Ks digamos,

que c<( Cimg? c,), entonces:

b c_-& c. -& c -&
. 2 ji-4
J f(x)dx = lim [ J Ax)dx + ..o+ Axddx + [ F(x)dx +

a &£-0 c +& c, _+& e, +& :

" 1 j—-2 J—-14 14
e -& c . - & g ..I'“"‘ ABI2
] ]*4 k FL AAEIR DE W15 Hyy
HARE 1 GlA
f FO% )dx + I IR B o I F( x )dx } :-':.'f,;f_r;jr;;,;' :
c+£ cj+s ck_1+s DHH&&&H@E

MATEMATI GAS

s
o

Demostracioén.

o

Si €)>0 es pequefa, entonces f es continua en el intervalo

Xe:

W cf—SJ, asi que por aditividad respecto al domninio de

integracién se tiene

b %2"5 cj-g_‘ c -&
J f(x)dx = lim [ § Axddx + ... +f fx)dx + [ Fx)dx +
a &30 e +& c +& e, +& =
1 i-2 j—4
c+&E c -& e . -8 c =-&
j j+1 k
ff(x)dx+_]'f(x)dx +ff(x)dx +J'f(x)dx]
c=-& cC+ & = (4-5' - (=] + £
J k-4
o+ &E
pero lim I fix)dx = 0.
&-+0 bad® ™

Asli que se obtiene el resultado buscado.

Observemos que este lema sigue siendo valido para una coleccién

finita de puntos ¢ tales que ¢ * c., para todo 1 = 1,....,k.

16



TEOREMA 1.12. Sea T &l conjunto de funciones acotadas :{a,bl= R

tal que E% es vacio o finito Yy definamos

L:F » R por:
b
LCF) = [ A(x)dx

Entonces L satisface las siguientes propiedades:
i, = Linealidad respecto al integrando.
ii.— Positividad.

11t .~ Aditividad con respecto al dominio de definicion.

Demostraciones:

i).~- LINEALIDAD RESPECTO AL INTEGRANDO: Sean f , g8 « [,

demostrar gue

b
fr+ [e= J(f+ &)

Supongamos que E% U Dg U [a,b] = { C,5 Cgs-x-3C, }

En virtud del lema 1.11 y puesto que E% , Dg c { G, , Sy
b b Sa " Q€
Jr+ Je&= lim [ [ A(x)dx +...+ [ F(x)dx ]
a a &0 c +& e + &
i k-1
cz—&': ck—S
¢ 1in | [ e(x)dx roo J stk |
& -0 a‘-u-:: ck ‘4-5'

17
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y de la propiedad de linealidad para funciones continuas esta

expresion es igual a

cz—&‘ ck—s
= Llim [j [FOx)+a8(x)Idx +...+ [ [f(x)+s(x)]1dx ].
£ =0 c1+£ ck—1+s

Nuevamente, como

D =D, U Dg U {a,b} ={ ¢ ., ¢

feg -5Cy } , aplicamos el lema

1’ -

e

1.11 y tenemos que la anterior expresidn es igual a

b
J UA(x) + &(x)]dx. | -

De manera andloga se demuestra que
b b
I af(x) = “f f(x) para todo a & R, =
a

=

-

ii).- POSITIVIDAD.

DEMOSTRACION: Sea f & [F, E% U {a,b} = { Cgs CgvenesCy }

Supongamos que f(x) 2 0 para toda x«[a,b]

b
Entonces f fix)dx = 0O

a
DEMOSTRACION: Por la propiedad de positividad para la integral de

funciones continuas, dado que f es continua en

[c +&, Cm€l,... e _,t5, c,~€], tendremos que
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e —-& c —-&

2 k
ff(x)dxzo ff(x)dx 2 06
c£+€ ck_‘+s

Por lo que

c =-& S =&
k

b 2
[ FA(x)dx = lim [_f F(X)dx + ...+ [ A(x)dx

e +& ) +&
i k-1

] 2o 3

ii1).- ADITIVIDAD CON RESPECTO AL DOMINIO DE DEFINICION.

Sea f & [F, Dfu{a,b}={c‘, Cosxn s 3Gy, }

-

b Y4 b
Entonces I f(x)dx = I F(x)dx + J‘ F(x))dx

para toda x<(a,b).

DEMOSTRACION: sSupongamos dque x#ct para cada i=1,2,...,k Yy sea
J tal que i ¢ X % c entonces
® b
[ f(x)dx + [ A(x)dx =
-3 X
c -& -2 -& o -
2 i-s :
Lim [_ff(x)dx ...+ f(x)dx +j'f(x)dx]
&0 S +& [ - S + & o, += &
i J—2 A
e, =& - - e =-&
3 j+4 k
+ lim [ff(x)dx +J'f(x)dx +...+_|'f(><)dx]==
&£ -+0 R+ E c +& [ + &
i k-4
c —-& g . - & - c =-& c =&
2 J=4 ] ke
lim [jf(x)dx oot J A(x)dx + [ Ax)dx +f s(x)dx +...+] &(x)dx ]
&0 o‘+€ aj“z+£ cj_‘+c H+& ck_1+€

19



. |
= [ F(x)dx.

Por el Lema 1.11.

Ahora supongamos que x = C,, para algBy J @€ {ls.susk]}

X b
[ f(x)dx + [ A(x)dx =

-

c —-&

£=0 S +&
i

L=
j+14

< -& X—-&

- 2 j-1 o
Lim -[_ff(x)dx ...+ J F(x)dx +If(x)dx]
< + & a + &

-2 j-1

-& c, =&

k
+ lim [ f U % Jdx #. ¥ f F(x )dx ] -
&

£-+0

c -&

£-0 c1+s

+

o+ E i

c -
k-1

-& X—-&

2 j—1
lim [jf(x)dx #...¢ f Ax)dx + [ A(x)dx
e +& s + £

-2 i-1

g -£ c, ~-&
j+1 k

b
If(x)dx +...+ _ff(x)dx]r- ff(x)dx.
+ & P

X+ E <
k=4

A continuacién expondremos brevemente la manera en gque se puede

extender la definicidén de integral a funciones cuyo conjunto de

discontinuidades es infinito pero con un numero finito de puntos

de acumulacidn,
en esta parte
contenida en la

siguiente, para

es decir para funciones de tipo 1. No se probara
ningn resultado, pues esta demostracidn esta

extensi®n que se hace inductivamente en la parte

las funciones de tipo n..
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DEFINICION DE INTEGRAL PARA UNA FUNCION ACOTADA Y CONTINUA EXCEPTO

EN UN NUMERO INFINITO DE PUNTOS CON UN PUNTO DE ACUMULACION.

DEFINICION 1.13. Sea f una funcidn acotada Yy definida

en [a,b], continua excepto en E%, tal que E%'tiene solo un punto

de acumulaci®n. Sea c«[a,b], tal punto, entonces, su integral

entre a vy b se define como:

6 c =& b.
i)y - [ A(x)dx = lim [J‘f(x)dx+jf(x)dx ]_
) [» 3 & -0 o =] + &
si a ¢ ¢ < b.
b o ,- A BIBLIOTECA
ii) [ Ax)dx = lim [ f(x)dx DE CIENCIAS EXACTAS
a - &-0 a E{ﬁsanz mmm Y NATURALES
si ¢ = b. ARSI IR
. b
iii) [ A(x)dx = Tim [ F(X)dx
a & -0 a4+ &

si C = a.

Las integrales dentro del corchete existen, puesto que en

los intervalos en donde estan definidas D, es finito.
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DEFINICION DE INTEGRAL PARA UNA FUNCION ACOTADA Y CONTINUA EXCEPTO
EN UN CONJUNTO INFINITO DE PUNTOS CON UN NUMERQ FINITO DE PUNTOS

DE ACUMULACION.

En la busqueda de una mejor definicidén de integral para este tipo
de funciones, observaremos que las formulaciones 1.10,1.13, 1.14
e incluso la definic®n 1.16 (la cual llamamos extencidén de la
integral de Cauchy-Lipschitz) fueron sugeridas por Dirichlet vy
Liééchitz en base a la propuesta que Cauchy tenia de “integral
impropia" para funciones reales no acotadas. lLa consideracion
mas iﬁportante que Dirichlet y Lipschitz hacen es la de que aun
cuando los puntos de discontinuidad forman un conjunto “infinito
muy grande" la restgiccién de que posean un numero finito de
puntos de acumulacidén, los hace, apesar de ser un conjunto
infinito, estar lo suficientemente dispersos. No obstante fue
hasta la aparici®n de 1;5 aportaciones de Cantor en topologia de
conjuntos infinitos y su inclusi®én en la teoria de integraci®n que
pudo darse una Jjustificaci®n satisfactoria de estas definiciones
, lo cual se ha recopilado en la demostracién elaborada para el
teorema 1.17, ¥ cuya formulacién se desprende del las definiciones

mencionadas, especificamente apartir de 1.16.
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DEFINICION 1.14. Sea f una funcidn acotada y definida

en [a,b], continua tal que ﬂ% es infinito con k puntos de

acumulacidén. Sean ct< C ¢ ... £ Cps tales puntos, entonces, la

integral de f entre a y b se define como

b cz-s ca—s b-&
i) J f(%)dx = lim [jf(x)dx+jf(x)dx+ +_ff(x)dx]
a £-50 a+& cz+s = ck—1+s

si el conjunto finito de puntos de acumulaci®n, incluye los

extremos a ¥ b, es decir a = cl< cz< R C\ = 12
b cl—s cz-s ) b
ii) J'f(x)dleim [_f}"(x)dx+ff(x)dx+ +J'f(x)dx]
a £ -0 - a+& c +& c. +&
4 k
si el conjunto finito de puntos de acumulacidén no incluye el
extremo b, pero si el punto~a, es decir, a = ci< cz< - Ck< b.
b cl—a cz—s b-£2
iii) J.f(x)dleim [J'f(x)dx+_ff(x)dx+ ...+_ff(x)dx]
a4 Z-+0 a o1+£ ck_£+£

si el conjunto finito de puntos de acumulacidén, no incluye el

extremec a, pero si el punto b, es decir, a ¢« C,{ e ¢ ..k = b.
- b . ci-s cz—s b
iv) J A(x)dx = lim [J‘f(x)dx # [ Axd¥dx + ...+ J fx)dx ]
[ 1 & -0 =} S +& o +E
4 k
si el conjunto finito de puntos de acumulacidn, no incluye
ninguno de los dos extremos, es decilr a ¢ c‘< cz< - e al €4 2
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JUSTIFICACION:

1).- ExistEncra: Reflexionando sobre la demostracién de esta
generalizacidn, podemos observar Aque, la existencia de las k
integrales nos es garantizada por el hecho de que en 1los
correspondientes intervalos de integraci¢n, la funcidén f tiene a
1o mas un numero finito de discontinuidades,-vy de esta manera la
existencia del limite en cada uno de los k puntos de
discéntinuidad, se demuestra con el mismo argumento usado para

justificar la definicidn 1.10. ]

2) PROPIEDADES:

De la misma manera las propiedades de la integral para esta

familia de funciones, que llamaremos de tipo 1, se obtienen

repitiendo un numero finito de veces el argumento del caso de la

definicién 1.10.
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§ 3 EXTENSION DE LA INTEGRAL DE CAUCHY-LIPSCHITZ.

DEFINICION DE INTEGRAL DE UNA FUNCION ACOTADA Y CONTINUA EXCEPTO

EN UN CONJUNTO DE PRIMERA ESPECIE.

Hasta este momento, se ha extendido la definicidén de integral, a

una funcidn fFf tal que Df es infinito con Kk puntos de

acumulacidn.
La presente extensidn de la definicién de integral, la cual
conétituye la generalizacién més importante de este capitulo,
surgé de una manera natural, motivada por el avance en el estudio
de las funciones reales y teoria de conjuntos, posterior a la
época de Cauchy.

siguiendo el mismo esquema utilizado al definir la integral para
una funcidn continua excepto en un conjunto infinito de puntos con
un nUmero finito de pugios de acumulacién, se puede ahora definir
la integral para una funci®n continua excepto en un conjunto de
primera especie.

No obstante la claridad que hoy en dia se ha podido alcanzar sobre
esta generalizaci®n no siempre hubo acuerdo al respecto, por
ejemplo, Dirichlet formulaba el problema como la obtencicn de la
integral para funciones continuas excepto en un conjunto Nunca
Denso; y Lipschitz, lo planteaba como ‘la obtencidn de la integral
para funciones continuas excepto en un conjunto de primera especie
de tipo 1. asi, debido a la importancia que tiene en la teoria de
integraci®én el estudio de estos dos tipos de conjuntos, se ha
incluido en el apéndice una discusi®én al respecto de ellos vy

frente al concepto de conjunto de contenido cero.
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DEFINICION 1.15. El conjunto derivado de A es el conjunto de los
puntos de acumulacién de A y lo denotamos por A, El segundo
derivado de A, es el conjunto de los puntos de acumulacion de A’ ¥
lo denotamos por A, Sucesivamente, el en®simo derivédo de A,
que denotamos por.éh, es el conjunto de lés puntos de acumulacién

del n~1 derivado de A. Ademas definimos ﬁo = B

Un conjunto A es de primera especie sl para algun n entero no

" n . .
negativo, A es finito.

Un conjunto A es de_primera especie de tipo n, si n es el menor
" n 3 i - .
entero no negativo , tal gque A es un conjunto finito. Es decir

si su n-¢simo derivado es un conjunto sin puntos de acumulacién.

-

Decimos que una funci®én f, es de tipo n, si el conjunto de sus
puntos de discontinuidad, Df, es un conjunto de tipo n . En este

caso escribiremos T(f) = n.

Denotaremos por Fh, al conjunto de funciones acotadas de tipo m

para alguna M S n.

Considerando ahora nuestras definiciones anteriores, lo que hasta
aqui hemos hecho es definir la integral para funciones f cuyo
conjunto de discontinuidades E% sea de tipo O y 1. Vayamos
ahora a la definici®n m&s importante que utilizamos en el teorema

més importante de este capitulo del trabajo:
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DEFINICION 1.16. Extensidén de la Integral de Cauchy-Lipschitz:
Sea ¥ una funcid®dn acotada en [a,b] y continua excepto en Df
de primera especie. Se define la integral de f, en [a,b], de la

siguiente manera:

- b c‘-—s cz—s b
J A(x)dx = lim, [J'f(x)dx+jf(x)ax+ .._+_]'f(><)dx]
s} £ -0 a ¢ +& . +E
i _ k
dgnde T(Sf) = n; D? = {ci,cz,...,ck} y a = c, ¢ ¢, ¢...¢ ¢y 2 b.

aclarando que:

Si e¢,=a ¥y k1, el primer término de la sumatoria se elimina.
Si ¢, =Db ¥ k> 1, se elimina el dltimo de ellos.

Si c,=a vy k = 1, solo se considera el Ultimo t€rmino.

Si ¢ =b y k=1, solo se considera el primer t&érmino.

La definicidn anterior nos plantea demostrar la existencia‘de la
integral para una funcién f, para la cual E% es de tipo n, para

cualquier entero no negativo n, asi como la validez de las

propiedades basicas para integrales. Con esta intencidén se ha
elaborado el siguiente

#75h BIBLIOTECH

2750 B DE CIENCIAS EXACTAS

\&7/  YNATURALES

A;Eiﬁfaﬂi‘,];:}.gﬁ
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TEOREMA 1.17. Las siguientes dos proposiciones son validas

para todo entero no negativo n:

a). Sea [a,b] un intervalo arbitrario y f:[a,b] » R una funci®n

acotada de tipo m S n en [a,b], entonces la integral de E.

b -

J #(x)dx, existe de acuerdo a la definicién 1.16.
(= 8

b). Se satisfacen las sigiuentes dos propiedades:

-

Ay, [ Linealidad respecto al integrando:

Si1 f y & son dos funciones en Fn, entonces

-

" 5 b
[ [af(x) + B8(x)]dx = a« J A(x)dx + Bf &(x)dx

para todo a, 2 @ R,

it). Positividad:

b
Si f = Fn y f(x) 2 0 para todo xs«[a,b]l, entonces f f(x) 2 0.

i1ii). Aditividad con respecto al dominio de definicidn:

Si f & Fn, entonces

b < b
J;f(x)dx = J;f(x)dx L J;f(x)dx, para todo c«(a,b).
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DEMOSTRACION. La demostraci®n se hara por induccion.

Primer paso. Por demostrar: a) y b) son validas para n=0.

sea f:[a,b] » R, tal que f&F_, es decir T(f) = 0, entonces D,

es tal que, D;' es vacio. En este caso, si b, = ¢
b +

la integral J;f(x)dx, de acuerdo a la definicion 1.16, se

transforma en el caso de la definici®én 1.10 ¥ si D, = ¢ se debe

f

aplicar la definicién 1.4. Ya se ha probado que en ambos casos la

integral existe. Ademas, la parte (b) ha quedado tambien
demostrada en el teorema 1.12. o
Segundo paso. Nuestro interés es, ir de la existencia de la

integral y validez de las propiedades para las funciones de la

familia F;, a su existencia y validez para la familia qu.

Es decir: si toda funcién Ff tal que T(f) = n es Integrable vy
la integral tiene las propiedades i), ii) y iii) entonces, toda

funcién f tal que T(f)S n+l tambi®n es integrable y la

integral tiene las mismas propledades.

Supongamos que a ¥ b son validas para n, vamos a probar que a ¥y b

son validas para n+l.

Sea f:[la,b]l» R, T(f)S n+l, es decir, f es continua excepto en
un conjunto de primera especie a lo mas de tipo n+l. Sea m = T(f)

sim= 0, ya quedd demostrado en el primer paso que la integral de

29



= m
f existe, asi que supongamos que m 2 1. D es entonces

conjunto no vacio finito.

Sea DT U fa.b) = { © Cas === 36 }

1,

Si a =& D: entonces tomando £>0 suficientemente pequefla, en

-4

- m - - - -
intervalo {[a,a+&] Df tiene a lo mas un numero finito

puntos, es decir f Fn, asi que-por las propiedades a) y b)

puede escribir =
a -& a4 =&

lim [ f(x)dx S lim [ 1A(x)Ildx =M lim =

& -0 & -0 a4 & 20

donde M es una cota superior de |f(x)| en [a,b]

-

b

- - m - -
De la misma manera, si b & Df se tiene 1im f fix)dx = 0O
& -0 LT

-

b
Asi que en cualquier caso , J;f(x)dx esta definida por
c -& c =-& c —-&

b 2 = k
J A(x)dx = lim [j'f(x)dx + [ Ax)dx + ... + [ A x)dx ]

&= c +& e +& e £
i 2 k-4

Asi, solo resta demostrar, que cada una de las funnciones

c:—e ok—a':
F (&) = fafsi::)dx v oeees Fy_ (&) = [ A(x)dx
1 “k-1*€

es uniformemente continua en

(0, cz-c‘), ceme w L Gy ~ ck_‘), respectivamente, ya que

30
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esto garantiza la existencia de los limites laterales

lim, Fi(s), .o lim+ Fb“(a).

& +O & -0
Para ello, demostremos que, si a,b & D? y k »>1 F‘(E) es
uniformemente continua en el intervalo {0, czwci). La
demostraci®én es analoga para Fz(c), el Fk-i(:)'
En efecto. Sea £)0 y £, &0, c~c,) tales que IE;EZHS/ZM,
donde M es cota superior de |f] en [a,b].
Supongamos que £ (&, , entonces como f s Fn en el intervalo

[c‘+£, czwcj se satisfacen las propiedades (a) y (b), asi que:

c =-& c -&

2 i 2 2
IF (&) - F (sl = If f&x)dx - J A(x)dx|
N c‘ C‘ e +&
c +& c_-& -
i 2 2 i
= | [ A(x)dx + [ f(x)dx]|
c‘+81 02—52
c +& & =&
i 2 2 i
< f |ACO) dx + | ACx) |dx
c‘-ﬁ&" cz-—cz

SM [(ee,) - (c-6)] + M [(c,m &) = (c - &)

&
= M(S‘z— 6‘-") + M(‘z'— ‘-‘t) { SM 2M = &
De donde, F‘(S) es uniformemente continua en (O, cz~c‘) Y. por

lo tanto, existe el lim+ F‘(S).
£-0
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Entonces, concluimos la existencia de la integral para la familia
de funciones f:[a,bl+ R, continuas excepto en un conjunto de

primera especie a lo mas de tipo nt+l. o

Ahofé, para completar la inducci®én y tener demostrado el hecho de
que, toda funcidn f :[a,b]l+ R, continua excepto en un conjunto
de primera especie, es integrable y su integral tiene las

propiedades bésicas discutidas, nos resta probar (b) para Fn+1

PROPIEDADESR DE LA INTEGRAL  DEFINIDA PARA FUNCIONES PERTENECIENTES

A LA maMIiLiaA [F ;
n+d

La demostracién de la parte (b) requiere del siguiente lema, cuya

demostracién es andloga a la del lema 1.11.

=

LEMA 1.18. sea f : [a,b] » R una funcién en

n+d ’

C, } v csla, b] tal que <::="'-'c:.t para

Cada % =2 1; Zaswies Ks digamos, cdcj_i, cj),_
b c -& c . -& c -&
2 i-4
entonces: j f(x)dx = lim [ f F( x )dx +...+f f(x)dx + f f(x)dx +
a &0 c +& c + & e + &
i J==2 J—1
e -& o . -4 e, -&
i j+1 k i
ff(X)dx+ff(x)dx + ...+ AOx)dx ]
c+& c . +& e +&
] k-1
b b-&
Ademas, si T( f)=n, entonces: I f(x)dx = lim f f({ x)dx
a £40 a+&
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DEMOSTRACION. Si &0 es pequefa, entonces T(f) = n en el

intervaalo [c}4+8, c;~5], asi que por la hipdtesis de inducci®n,

se tiene aditividad respecto al dominio de integracidn en ese

intervalo Yy entonces podemos escribir:

b - -& c -&
j
J'f(x)dx = lim [_rf(x)dx Fowot ] Axddx # [ A x)dx #
L &0 S +& i +& e &
j—=2 j—-1
c+&E c —: c - c -&
J+4 k
ff(x)dx+_[f(x)dx + J Ax)dx + ... +jf(x)dx].
T o+ & c  +& c -
3 k-1
Pero como T(f) = n en el intervaalo (¢, +&, c~-s], las

propiedades (b) se satisfacen en ese intervalo y entonces :

"o+ &
lim I f(x)dx = 0, de lo cual se obtiene el resultado
& +0 cC—-&
buscado.

-

Observese que, al igual que el lema 1.11 , éste lema sigue siendo
valido para una colecci®n finita de puntos ¢ tales que c¥c, para -

CEY 525 000 Ks

La dltima parte es inmediata, pues si T(f) £ n entonces ﬁan, asi

que la propiedad de aditividad respecto a los limites de
integraci®n es valida, lo cual nos permite escribir para €>0 muy

pequefia
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b a+& b-& b

[ Axdx = [ A(xddx + f(x)dx + [ f(x)dx

a+ & b-&

Pero, nuevamente debido a que fGF“ , se tiene

a+& b-&
lim [ f(x)dx = lim [ A(x)dx = 0
& -0 =S &0 a+&

o

2 BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

). LINEALIDAD RESPECTO AL INTEGRANDO.

EL SABER DE MiS HIJOS
HARA MI GRANDEZA

Para todo o, P eR, v f, g !1"“_._:l

b b

b
[ [af(x) + Ba(x)1dx = a [ f(x)dx + Bf &(x)dx.

= para todo a,f3&R,
DEMOSTRACION: -
N+ 4 "4+ 4
Sea D} U Dg U {a,b} = { Cys Cgs --+3 G }

Entonces, por el lema 1.18 se tiene

b cz—c
[ [ f(x) + B 8(x)]dx = lim [ J o flx) + @ slz))de & «z5 #
- ¥ & =0 _ S +&
ck—s
[ [a £(x) + @ &(x)dx ]
Qk_‘_*:

Si £)0 es pequeBa, por la hipétesis de induccién se verifica la
propiedad de linealidad en cada una de las integrales dentro del

paréntesis, por lo que el limite de la expresion anterior es
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igual a

cz—s' cz—s ck-&' c -&
lim [aj A(x)dx + Bf &(x)dx + ...+-:=J‘ f(x)dx+ﬁjg(x)]dx]=
& -0 o‘+a c=+: k ’+S o

35
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cz-s ck-s cz—s ' ck-:
lim[af A(x)dx +...+af f(x)dx] + lirn[{?_f g( x )dx+. .. +83[ g(x)]dx]=
& =0 a +& =] + & & -0 [=] + & a -
i k—z- 1 k-4
cz—c ck-€ | cz-—i'-' ck-—E
a lim [_[ F(x)dx +.. +j' f(x)dx]+ﬁlim[j g(x)dx +...+f &(x)]ldx
&0 a +& & -0 o +& o o+
4 k t 3 4 k-1
b b
| af f(x)dx + £ I 8( x )dx en virtud del_lema 1.18. s
{i). POSITIVIDAD:
Si ﬂdeu y f(x)2 0 para todo x<[a,b], entonces:
b
J- f(x)dx 2 O.
DEMOSTRACION: Sea m=T(f), Dy U {a,b}={c,s cov. . ¢}
entonces, por demostrar:
O -& ok—s
I F(x)dx =lim [ f(x)dx +...+¢ Llim [ A(x)dx 2 0
£-+0 c‘-n-c & -0 ck__’l-u-s



Lo cual resulta evidente pues, de nuestra hipdtesis inductiva

positividad tenemos que

cz—s ck—E
J Alxddx 205 seus | Axddx 20,
c +& . a +E
4 k-4
Por lo tanto
ca-s ', ak—c
lim [j A(x)dx +...+f f(x)dx 20
£ -0 c +& Qﬁ + &
4 -4
b
entonces f frnldx 2 0O
-

-

i{i1). ADITIVIDAD RESPECTO A LOS LIMITES DE INTEGRACION.

Sea f & Fwn

e b

b
P.D. I f(x)dx = I Ff(x)dx + f f(x)dx, para todo a{cib.
a a (=]
Sea DY U {a,b} ={ ¢, +... . ¢ } -
Supongamos pPrimero que c=c,, para alguan j & {1issusk)
e =& C=-&
e 2 _
J A(x)dx = lim [j'f(x)dx * s * § A x)dX ]
h & -0 c +& & - + &
4 ji-1
e igualmente
b j+1~s ck-:
J A(x)dx = lim [_rf(x)dx + ...+ J F(x)dx ]
-] & -0 C+ & ak_£+$
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entonces

c =& c-&
e b 2
_rf(x)dx-t—_ff(x)dx =Llim [ff(x)dx+ +_['f(x)dx]
a c £-0 8 +& a + &
1 j-4
j-i-l-‘: ck—‘:
+ lim [_]'f(x)dx+ ...+_|'f(x)dx] =
& -0 c+& < +&
k-4
cz-s c—-& cj+£-£ ck—r b
lim [f FAx)dx+ ... +f A(x)dx + [ f(xddx +...+f f(x)dx] = [ #(x)dx.
& -0 a +& Q + & c+a c + & ‘a
4 j=-4 k-4
Ahora, supongamos que existe Jje{1,...,k}, tal que cj< o <'°p1'
Por demostrar
cz-E cC—-& cj+’.—&' ck-c B
lim[j f(x)ﬂx+...+j7(x)dx] % lhn[ff(x)dx +...+I f(x)dx] = jf(x)dx
£+0 b o +& cj+s &40 &= c+ & O _ *€ a

Lo cual es cierto por el lema 1.18.

Por lo tanto: Si fdoF
n+d

c b

b
[ ACxdx = [ Axdx + [ A(X)dx,

para todo a{c(b.

Por consiguiente si las propiedades a) y b) del teorema son

validas para n, hemos demostrado que tambi®n lo son para n+l.
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Por lo tanto, se sigue que toda f:{a,b]» R continua excepto en

un conjunto de primera especie, es integrable ¥y su integral tiene

las propiedades i), ii) y iii). a
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CAPITULO Il

INTEGRAL. DE RIEMANN

§ y A DEFINICIONEES Y TEOREMAS PRINCIPALES.

Conforme avanza el S XIX, y con este el estudio de las funciones
reales de variable real, entran en escena funciones entre las
cuales destacan las discontinuas no solo en un conjunto de primera
especie, o en uno nunca denso, sino aquellas funciones acotadas Yy

cuyo conjunto de discontinuidades es un conjunto denso.

Esta situacién le toca vivir a Riemann, quien tratando de ampliar
al maximo la clase de funciones integrables, se plantea resolver
el problema de la integral para funciones "altamente
discontinuas", pero transformando el enfoque de Cauchy, de tal
manera que, la bUsqueda tradicional en la definicidn de integral
aparece, en la teoria de Riemann, como la bUsqueda de Condiciones

de Integrabilidad para una funciodn f.

Asi, no obstante tomar como punto de partida la definicidn de
Cauchy para funciones continuas, el proceso de desarrollo de la
teoria de integracién abandon® rapidamente el viejo enfoque, para
avocarse a la busqueda de condiciones que permitan hablar de
cudndo una funcidén f es integrable. Aun mas, podemos anotar que
la teoria de integracidn, desde Riemann hasta antes de Peano vy

Jordan consisti® en la busqueda de las condiciones para la

existencia de la integral.
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Para la presentacion de la teoria de Riemann, iniciemos con las

siguientes definiciones y teoremas.

DEFINICION 2.1. Sea fila,b] » R, acotada vy
P={ a=X,...,%X, = b Y€ P [a,b],

definamos

(P f) = i FCT XX, = %, )

Tv=4
donde £ e [xb4, xt], tEl . cew s¥s
Diremos que una funcién acotada f:la,b] -» R, es
Riemann~integrable si existe
Lim S(P,f)

hpll o
independientemente de la eleccidn de puntos

g, [x,_,» xJ, t=1, ... ,n.

‘!

£Es decir, si existe A€R con la siguiente propliedad:

Para cada &)0 existe & = & &) > 0, tal que, HWPH (¢ & implica
Is(P,f)~Al ¢ &, para cualquier eleccién de puntos &{.€ [x .., x.],

L

irwl, LI ] ’nn

Observemos que esta definicid®én de Riemann, en cuanto a la forma,
es esencialmente la misma que la admitida para la integral de
Cauchy: la Unica diferencia es que Cauchy pens® en el extremo
izquierdo del subintervalo Axi de la particidn y Riemann escoge

arbitrariamente un punto Et, con tal de que Ete Axt.

40



Obsérvese ademds que, Cauchy ha definido la integral como limite
de sumas Unicamente para funciones continuas, Riemann, en cambio
se plantea el problema de caracterizar a las funciones para las

cuales el limite de estas sumas existe.

Un elemento que interviene en este nuevo enfoque es que va Riemann

toma el concepto de funci®én como lo conocemos moder namente .

A continuaci®én demostraremos una caractevizacién de las funciones
Riemann - integrables, la cual es de gran utilidad para la
demostraci®én de algunos teoremas que apareceran en el transcurso

del capitulo:

TEOREMA 2.2: sea f:l[a,b]+ R acotada. Entonces f es Riemann-

integrable en [a,b] si, ¥ solo si existe A € R tal que, dado &0
existe P_ € P[a,b], tal que para toda P > P, Is(P,f)-AlLe, para

cualquier eleccidén de puntos &£, € [x, .., x], =1

i » s T

b
En tal caso A = f Ff(x)dx.
a

DEMOSTRACION: Primera implicacion: Sea f Rimann—-integrable en
[a,b]. Sea £)0. Entonces existe & = &(&) > 0 tal que,
et ¢ & = |sS(P,f)-A] < &,

Sea P_ € FPla,b], tal que HPSN { 6,

Si P es un refinamiento de Pe , entonces

PN < WP < & 3 |S(P,F)-Al ( &, =)
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Inversamente: De la condicidn dada en términos de refinamientos,
tendremos que concluir que: dado &>0 existe &0 tal que, P € Pla,b],

y lpll ¢ & & |S(P,f)-A]l ¢ & para toda eleccidn de t, € & Rged

Sea £)0 poY hipdtesis = existe Pss[adb], digamos

P o= {a=xo, X

& , x _=b}, tal que

1 3

si P D P o entonces |IS(P,f)-Al ¢ =.

£
Sean M = sup 1A(x)| vy S = min { " ax sz,...,Axn}
XEla, bl
sea Q = { a=y_, v,, , vy.=b } € Pla,b], tal que Q! ¢ &, y
sea Q* =QUP_ . Bastara-demostrar que
*
js(Q™ ,f) - s(a,f)]| ¢ & (xx)

pues en tal caso
1s(a,f) - Al <1 s(a,f) - s(a® 7)1 + Is(a” ,f) - Al

. * %
Debido a que @ > P_ , se tendria Is(Q ,f) - Al < &,

£
y por lo tanto

Is(Qq ,f) - Al ¢ 28 que es lo deseamos demostrar. o

Ahora veamos la veracidad de (xx):
Por la forma en que se ha elegido la 6, entre dos puntos de Q

existe a lo mas un punto de Ps ( que no sea de Q@ ). Supongamos

que Q N P_ = @, entonces denotemos:
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sean tj = [yj-x , yﬂ, para toda Jj=1,...,m los puntos

intermedios en sS(Q,f).
Designemos ahora una cantidad de puntos intermedios para Q de Lla

siguiente manera:

), no tiene puntos de P entonces

1).~ 5i 8l intervale (¥ . ¥ £

it+4

el punto intermedio sera ti.

2).- S8i el intervalo es de-la forma ( vy,
= k k

-

entonces tomamos puntos intermedios arbitrarios denotados por fk
y fﬁ respectivamente.

Estimemos ahora la diferencia en las sumas de Riemann:

X

s(Q” ,f) - s(aQ,f)

) correspondientes a

Observando que los términos f(t Xv.- v _,

intervalos de Q@ que no contienen puntos de Ps (caso 1, arriba

seflalado) estan en ambas sumatorias y que por lo tanto se

cancelan en la diferencia, tenemos entonces que:

HEA* FI =G ST = ) AT xm vy JF K (¥ - 5y )]

k=1 k ke
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n

-3 Ay

N ¥ =,
k
k=4

k

Sumando ¥y restando cantidades iguales tenemos que:

Lal n

I
P

Y A v =y )= ) Oy = x )+ (% = vy D] = o
K K X X K K oq
k=1 k=1 < ) ‘url_ ’{ &
n n _-'_f
2 o L ¥ = Ry ) ® z FCe ) %, = v 1)
k k - k k - Bl SABER DE MIS U
k=1 k=1 BARA 3 s INDIE2
D'_'I?f'!-‘.f“ : .‘
entonces agrupando: SIS e
]
b 4 -
S(Q* ,f) - s(Q,f) = Y [AZ) = A Iy, = x,) +
- } k k
s
Y L OAE, = e N ow= v, L) %
k k
k=1
Por lo tanto
X * ¥ >4
S(Q7 L,Sf) - s(Q,f) = 2(2MnllQ" ) ¢ 4Mnd (¢ 4Mn el o

Por lo tanto, cgncluimos de este resultado que, siendo (xx)
cierta, la segunda implicacidn est&d demostrada, terminando asi

la demostracidn para el teorema-2.2. =



DEFINICION 2.3. Sea f acotada vy definida en ([a,b],
P € Pla,b], tal que

P={a=x_ ¢x, ¢...¢x_ <«b }, ¥ sean

M, sup {f(x): xe[x,

1 i=-4?

x.1 3

m = inf (FCx): xslx_,, %1 }

L 8

entonces, los nUmeros -

jal

UCPLF) = ) M(x= x_) y L(P.f) =

1=1 L

)

mi(xi- X
1

-4

I

se llaman, respectivamente, suma superior e inferior de Riemann

para la particidén P de la funcidén f.

-

OBSERVACION 2.4: Para toda particidén P € Pla,b]

L(P,f) = U(P,Sf).

OBSERVACION 2.5: Si P? es un refinamiento de P

WP, f) &S UWP,;T).
L{P* . f) Z LLP,F).

Demostracién. Para probar esta afirmacién, basta suponer que

-

P’ posee solo un punto mas que P, digamos c.

sic e [x,_,, x,1, entonces

UP*,f) =M & + ... + M _ &, +Ml-x_.1*+%
M“[xk - c] + Mk+£Axk+1 # aaw F Mnbxn.
donde M? = sup{ f(x) = x€lx, _,, ¢l }
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I 4
]

sup{ f(x) : x«lc, xkl

Pero M?> =M v M" £ M , por lo tanto

U(P’,f) S M A + ..o+ M _, 8, +Mlc-x .1+ N
R BIBL|
Mk[xk - el + Mk+1Axk+1 toawa F Mnbxn‘ fﬁasznuummgutC\}ENHACT%%%EESC?AQ
ARe M GRANDEZ,
= M, Ax + ...+ M Ax, + M AX .+ Mpy By * oo M X
- U(P,f). : o

Andlogamente se demuestra que si P’ es un refinamiento de P

-

L.(P’,)?)_EL(P,J')- »

OBSERVACION 2.6: Para cada pareja de particiones P, Q € [Pla,b]
- L(P,f) = U(Q,f).
Demostracién: Sea P’ = P U Q asi P’ es un refinamiento de P vy
de Q, entonces LB Ff) S LLP,F) S WPty f) £ WQf ). =
OBSERVACION 2.7: Si m = inf F(x) Yy M = sup f(x)
XEla,bl xEta,b)

entonces m(b-a) £ L(P,f) = U(P,f) = M(b-a) v p € Pla,b].



DEMOSTRACION: Para toda v = 1, , N
m = m. Yy Mi”E'H
y por consiguiente
n ™ n N
m(b-a) = z-.m‘ﬁxt < 2 mi'Ax = E Mi.Axi. = EMAxi = M(b~a)
L=4 L=4 L=4 L=4
es decir
m(b~-a) S L(P,f) £ UWP,f) = M(b-a) - ]
DEFINICION 2.8: Las igualdades
"o b
J A(x)dx = inf U(P,f) v J f(x)dx = sup L(P,Sf)
a pelPta, b a pelPra, b

definen respectivamente la integral superior e integral inferior

de la funcidn f.

o

-

LEMA 2.9: Si f es acotada en [a,b], entonces

6
: J A(x)dx

Demostracidn: Sea &£)0.

existe P’e P[a,b] tal que

5
£ [ f(x)dx

b
Por definicidn de f-f(x)dx
= 8
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5
UP?,f) ¢ [ Ax)dx + &.

De la observacidén 2.6,

©
L(P,f) S U(P’,f) ¢ [ Ailx)dx + &, para toda P « PP

5
Asi , f f(x)dx + &

es una cota superior del conjunto { L(P,f): P € FPla,b] }

de donde

b b
J f(x)dx = sup { L(P,f): P & Pla,b] } = [ f(x)dx + =,

es decir

e
-

b b
J F(x)dx = [ f(x)dx ¥ & para toda £)0.
a o

Por lo tanto

=%

b b
[ Ax)dx = [ f(x)dx
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TEOREMA 2.10: Sea f:[a,b] » R una funcidén acotada.

Las siguientes tres condiciones son equivalentes:

b b
a) J FOxddx = [ A(x)dx.

b) f es Riemann—integrable en [a,b].

c) Para cada ®£)>0 existe una particién P, tal que si P

entonces U(R,Sf) = L(P,f) ¢ &

=

DEMOSTRACION: a) = b).

sSupongamos -

-

-
iy

b b
J AAx)dx = [ Alx)dx = A y sea £0

b
Por definicidén de I f(x)dx , existe P; € P[a,b], tal que
a

b
A - & = J'f(x)dx -& < L(PL,S)

Analogamenté existe P; € P[a,b}, tal que

——

]
U(P_., ) < I f(x)dx + € = A + &

- ] 1] -
Sea Ps = Ps U Ps. Si P D Ps tendremos que
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A= & CL(PL.S) S L(P,S) = S(P,f) S MP,£) SMPL,f) LA+ &

de donde A-& (S(P,f) CA+ & siP>2P_

es decir, |S(P,f) - Al < &, si P > P_
para cualquier eleccidn de puntos Et = [qu’ xJ ;

Por el teorema 2.2: f es Riemann-integrable en [a,b].

b) = c¢c) .
supongamos que f es Riemann—integrable en [a,b]l, sea &>0. Por el

teorema 2.2 dado £>0 existe P_ & Pla,b]l], tal que, para toda

PSP, y para cualquler eleccidn 81 , Ei € [Xuq”xﬂ

-

l

L

b
E Kx, =% 0~ | #Hxdaxl x =7z
i

v
'S

S b

I 2 AN x, = x,_ )= J f(x)dx| < &/3, y por lo tanto
=4 a

L=

N

b J [RZ.J = KEanl s |

b
FE XN x, = x,_ ) = J fx)dx] +
i a

%K

v=1 i
. b
I zjvf(lt‘{)(xL - %) = J f(x)dx| < €/3 + &/3 = 2£/3.
i1=4 a
¥
Sea h = m) O.

Como M, = m, = sup { f(x) - f(y) : x, vy € [x_., x]1}

‘,
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entonces para cada t = 1, ... , n podemos elegir

o0 B = Dagy

IIM 3

Por lo tanto U(P,f) — L(P,Sf) = [ML - mt]Ax£<

LT4

L

INA 3

Y LAED = A&+ hlax = § LA - AEDISx
1314 i

- b-a) _
28/3 + M b-a) = 2&8/3 + e £

Es decir, "U(P,f) - L(P,f) ¢ & si P > P

c) = a):

-

Supongamos c¢), asi, dada £50 sea P, € Pla,b]
P > P_ entonces U(P,Sf) = L(P,Sf) < &.

De la hipdtesis tenemos que

——

b
J f(x)dx = u(P.,f) ¢ & + L(P,S)

b
< & + J'f(x)dx.

b

s xi.], tal que, Ml. - mi. - P K f(EL) - f(gi)

n

+thx, <
: i

L=4

tal que

si

°
Por lo tanto I f(x)dx = & +. I f(x)dx para todo &£)>0, de donde
(-3 a

b b
J f(x)dx = [ f(x)dx.
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8 2. CRITERIO UNO Y DOS DE RIEMANN-INTEGRABILIDAD.

A continuacidn estudiaremos los criterios que originalmente

encontrd Riemann para caracterizar a las funciones integrables. La
importancia de estos criterios radica en el hecho de que su
estudio llev® a caracterizar la integrabilidad de uﬁa funcidn en
términos del tamafio del conjunto de sus-discontinuidades, problema
que abordaremos en el siguiente capitulo.

Puesto que para la discusidn de ambos criterios requerimos del

concepto de oscilacidn de f en un intervalo cerrado, formulemos la

siguiente
DEFINICION. 2.11. Sea f acotada en [a,b],
P={a=x,¢(x,¢ ... ¢ x =b}&Pla,b]. Definimos el nUmero
- D. =M, - m , t=1,...,n
L L L
como la oscilaci®n de f en el intervalo [x,_,, x.1, i=1,...,n;

donde M, = sup { f(x); xelx ., x.]1 }

3
"

inf { fCx); xe[x xt] }

i-4’

B2,



i

CRITERIO UNO

DEFINICION 2.12. Sea f acotada en [a,b], decimos que f

cumple con el CRITERIO UNO DE RIEMANN si

N
lim E DS, =0
P =0 T=4

donde & = x.- x.
- L L 1—-41

n
{.e.: Dado &0, existe & > O tal que, WPl ¢( & = 2 0.6, ( =.
3 L=1
Observaci®n: La condicidén c¢) del teorema 2.10 es la versidén del

criterio uno de Riemann usando refinamientos.

-

CRITERIO DOS

DEFINICION 2.13. Sea f acotada en [a,b], decimos que f
cumple con el CRITERIO DOS DE RIEMANN si dados €0 y ©)>0 existe

un d»0 tal que, si P es cualquier particidn tal que, e = d,

entonces

s(P,o) ¢ &,
Donde S(P,2), representa la suma de las longitudes de los

subintervalos de la particién P, para los cuales la oscilacidén de

F es mayor que o, y la expresamos de la siguiente manera:

s(pP,e) = S,
Diznr *
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TEOREMA 2.14. Una funcidn acotada f:[a,b] » R, satisface el
Criterio Uno de Riemann si, ¥y solo si, satisface el Criterio

Dos de Riemann. ;ﬁf

DEMOSTRACION:

a) DEL CRITERIO UNO AL CRITERIO DOS:

P.D. ~ Dados &0 y o0 existe d>0, tal que si H#Pl ¢ d entonces,

s(P, o) < &

-

DEMOSTRACION: Sean &0 y ©)0 para cada d>0 definamos
-__ N
Ad)=sup ( ) 0,6 : P «Pla,b], IPH ¢ d )
L=4
B -
Comoz Dtﬁt, es acotada puesto que f es acotada, supongamos
T=4
N 3] n
|f1=M, entonces 2 D-f’ﬁz (M, = m )6 = 2M z 6 = 2M(b-a),
=14 i=4 i=1

entonces & d) esta bien definida, ahora, por hipdtesis 4A(d) =+ O
sid -+ 0, por lo tanto para o¢£)0 podemos encontrar d)>»0, tal que
Ald) C o= si WMphk ¢ d.

Asi, si HPHl ¢ d entonces

o 8(P,o0) = o z & = :z os, « ,z D8, ¢ &d) < o=
b o b o Do

t

es decir, WPl ( d = 3(P,o) ( &, o

5%

foiess 111y
AL ke 18
:‘!ii. ,*--'?'; Wfgry

g RRLLETE R

..“I f‘_‘- .

MATERAT S
iLf



b) DEL CRITERIO DOS AL CRITERIO UNO:

P.D. Para todo £)0, existe &0, tal que si WPl (< &,
entonces 0151 + ... *+ Dhén ( &,

DEMOSTRACION: Sea £)0 arbitrario. Dado >0 ¥ P cualquier

particidn en P[a,b] tenemos que para el total de los

subintervalos de la particidn P, podemos tomar dos'Eipos de ellos:

Aquellos para los cuales Di>0 y aquellos en los que DQS o.

Entonces podemos escribir

-

Supongamos que |f(x)| = M para tada x € [a,b], entonces Dt‘S 2M

para toda 1. -
Asi ,
D& + ... +D & = 22M5.+ ED‘6.$2H2¢5.+O'§¢5.
4 4 n n | . A L
Di->0' Di. o Di’}O' nt_a

= 2M S(P,o) + o(b-a).

Ahora bien, por hipdtesis podemos encontrar d)»0, tal que, para

toda particidn P, de WPl (¢ d

S(P,o)  &£/4M ’

]
&

ademdas, si escogemos © tal que o ¢ €/2(b-a)

entonces tendremos
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2M S(P,o) + o(b-a) ¢ 2M&  + o(b-a)

{ 2M( &/4M) + [&/2(b-a)l(b-a) = &
Por lo tanto,

el ¢ d = Dté + ... + Dnén ( &, (=

1

De a) vy b) ténemos la demostracidén de 2.14. - a

/ DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

e
EL SABER DE MIS Hi
HARA M1 GRANDEZA®

-

-

TEOREMA 2.15. Dada una funcidén f acotada en {a,b], entonces
f es Riemann—-integrable en [a,b] si, ¥ solo si, cumple con el

CRITERIO UNO de Riemann. -

DEMOSTRACION: a) Supongamos que f satisface el Criterio uno de
Riemann en [a,b].
Asi, dado &€)0 existe &>0 tal que, si IPHK ¢ &

jal

entonces z Dtét { &
=1
es decir U(P,f) ¢ L(P,Sf) + =&.

Sea Ps una particidn de norma menor que 8, si P > P entonces

sl
iPH ¢ & asi que U(P,Sf) -~ L(P,Sf) < &.

por lo tanto se satisface c¢) del teorema 2.10 y entonces f es
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Riemann—integrable.

De donde, si f satisface el CRITERIO UNO DE RIEMANN en [a,b], f

es Riemann-integrable en [a,b]. o

b). Supongamos que f es Riemann—-integrable en [a,b]:

Sea £)0. Como f es Riemann—-integrable en [a,b], se sigue que,
existe &)0, tal.que, para toda P con Pl ¢ & y para cualgquieér

eleccidn de Ei 5 E{ € [xbﬂ, x. ]

n

b
l ZJ’(»E‘i.)(:.<.t - g ) o~ f FORJEN] € w3
g | a

-

-

& 5
| z HE A%, = ¥, )~ J A(x)dx| < &/3, y por lo tanto
L34 a

-

n

" b
| Y LAED) = AEDIax ] = | ) A8 Nx, = x, ) = [ fxddx] +
R § i = a

L=4

% b

| ij(t‘.'i")(xiL - x._ ) = J f(x)dx| ¢ &/3 + £/3 = 2&/3.
R ! Ta

=
h = ——
Sea S bea) °
Como M, —.m, = sup { f(x) = f(y) : x, v € [x,_,., x] }
entonces para cada 1 =1, ... , n podemos elegir

L

I, » &) e [x,_,» x], tal que, M, - m - h ¢ f(Z) - AT})

57



N

Por lo tanto WP,Ff) = L(P,F) = Z fhi --mt]AxL<
S

2LAE) = A8 + A Jax = Y LAED) - AEDI8x + A Y Ax, <
i1 i=1 R |

N _ - e b-a) _
Es decir, U(P,f) = L(P,f) « = si ipl ¢ &,
tenemos el Criterio Uno de Riemann. =

De los teoremas 2.14 y 2.15, podemos formular el siguiente

-

-

COROLARIQ. 2.16. Dada una funcién f acotada en [a,b], entonces
f es Riemann—integrable en [a,b] si, ¥ solo si, cumple con el

Criterio Dos de Riemann. =
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE RIEMANM.

Algunas propiedades de la Integral de Riemann que es iImportante

enunciar y demostrar son la sigulentes:

Sean f v & :[a,p] » R, Riemann-integrables en [a,b]. Entonces:

e

1 .~ LINEALIDAD RESPECTO AL INTEGRANDO:

af +38 es Riemann—integrable en [a,b] para todo a,3 € " R

Y
b ¢ b b
J Caf + Bg)dx = af f(x)dx + B[ &(x)dx.

11 .~ ADITIVIDAD RESPECTO AL DOMINIO DE DEFINICION:
Si a {c (b entonces f es Riemann-integrable en [a,c]

y en [c,b] ¥

b c .
J A(x)dx = [ Ax)dx + [ f(x)dx.

11l .- POSITIVIDAD:

si f es Riemann—integrable en [a,b] ¥ f(x) 20 para todo

x € [a,b] entonces
b

J f(x)dx z 0.

iV .~ PROPIEDAD DEL VALOR ABSOLUTO.
si f es Riemann—-integrable en (a,b] entonces |f]| es

Riemann—integrable vy

b b
| [ ACx)dx | = [ 1A(x)Idx
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v.- La funcidén F:[a,b] » R, tal que
X
F(x) = [ A(t)dt

( que estid bien definida en virtud de ii ), es continua en [a,b].

DEMOSTRACIONES

—

.- Sean f vy & :{a,b] -+ R, Riemann-integrables en f[a,b].

Entonces P.D. la funcidn af(x) + PBs(x) es Riemann*integrable'

‘en [a,b] para todo par de constantes a,# € R vy

-

b b b
J [af(x) + Be(x)]dx = af FAx)dx + Bf 8(x)dx.

L+ 3

Sea £)0, existen particiones de [a,b] P+ P tal que,

o

&
2( laj+1)

b
si P’ > P, entonces | s(P?,f) - J Ax)dx | «
=3

b
. 0" " 1t = ‘ =
y si P" > Ps entonces l S(P",&) Iag(x)dx I ¢ 201R21+1)

Sea Ps = P; U P; . Si P D Ps , digamos

...X_=b }, ¥ t.€[x

R n Elx,_,» %1 , entonces

b b
| s(P, af + B8) - (a [ f(t)dt + B [ A(t)dt ) | =
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" b b
1 Care) + pae) dax - (a J f(t)dt + [ f(t)dt ) | =
=4 a a

ial

| a [ i At )bx, - [ #ct)dt ] + B [ 3 st 08, - [ et ] | -
t =1 a &

=4

b . %
| « [ s(p, £) = [ Heddt ] + f3 [s(P,s) i j'a(t)dt] | =

-

b s T
la) | s(P, #) = [ ACe)dt |+ 18I | s(P.8) - [ &(t)dt | <

& £

| = + |8] = g e e 5,
2( lal+1) 2013 1+1) 2 2

i

Asi, la funcién af + g es Riemann—-integrable en [a,b]

b b b
y fJaof +ps=af f+pafs. %

-

ii.- Si a (¢ (b entonces f es Riemann-integrable en [a,c]

v an [esb] ¥

b ¢ b
J f(x)dx = [ A(x)dx + [ f(x)dx.

Sea €)0. Como f es Riemann-integrable en [a,b], existe P, € Pla,b]

tal que, si P > P, entonces uer,f) - L(P,f) (=&

Sin perdida de generalidad podemos suponer que ¢ € Ps.
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Sea P, =P _ A {a,c]l, entonces si P’e€ Pla,cl v P’> P,
UP*,f) - L(P", ) SU(P, ,f) -~ LIP, ,S) = U(P ol ) =~ L(Ps.f) ( &,

Por lo tanto f es Riemann-integrable en [a,c].

De manera andloga se prueba que f es Riemann—-integrable en [c,b].

Ahora, sea P e Pla,c] vy P_e P[c,b], entonces P =P, U P, € Pla,b)

. b
y U(P,Lf) + U(P,,f) = U(P ,f) 2 [ f(t)dt

——

Tomando el infimo sobre todas las particdiones p,E Pla.cl,

-

b c
obtenemos J At)dt = [ s(t)dt + U(P,,f)

Y, de nuevo, tomando el infimo sobre todas las particiones

P, € Plc,b] se tiene:

b c b
J Aeyde = [ A(e)de + [ F(t)de

Analogamente

. b
L(P,,f) + L(P,,f) = L(P ;f) S [ F(t)dt (1)

y razonando como antes, tomando supremos en vez de infimos,
obtenemos

< b b
J ACe)dt + [ f(e)dt = [ A(t)dt (II)

De (I) v (II), se obtiene
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1]

b e b
J A(e)de  yeejae v-{- et &

{17 .~ POSITIVIDAD:

b
Demostremos que si fZ0, entonces I Heydt & 6,
a

En efecto: Para cualquier Pe&P[a,bly P= {azxa, X cen X .=b },

S n

U(P,f) = ZMiAxt Z 0 porque M, = O para toda t,

inf { U(P,f): PePla,b] } 2 0

°
por consiguiente I £ )dr
a

b b
ast, [-f(t)dt = [ fA(t)dt z 0. 3

a

i1V ,~ PROPIEDAD DEL VALOR ABSOLUTO.

Sea f : [a,b] » R, Riemann—-integrables en [a,b]. Entonces:

|/l es Riemann—integrable vy

b b
1 FCxddx | = [ 1) dx .

Primeramente demostremos que |f| es Riemann—integrable en [a.,b],

observemos que si x,y€[a,b], entonces
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b 1Ax) = 1A(y) L | s 1A(x) = £A(y)

Por lo tanto para cualquier P € P[a,b], P = {a=xo, Xgs weo X

sup | 1A(x)l = 1Ay)l | £sup IfA(x) - f(y)l, para toda i=1,...,n,

x,y€lx, _,» x] x,yelx, _ . %]

en otras palabras, la oscilacién de |fl en cada intervalo

[x

(_q4*%¢] - que denotaremos por D.( |f1]) es menor o igual que la

correspondiente de f, es decir: CR(I}I) = DJ@{), para toda
L & 1 eusesh
Comec f es Riemann—-integrable en [a,b], por el Criterio Uno

n
lim D L), = O
ipll+0 Z;: v .

e

Por lo tanto

n n
lim Y D (If1)6, = lim 3y D6 =0
[ {=} ¥ v=d

Asi que se satisface el Criterio Uno de Riemann para |f| 0%
entonces |f| es Riemann-integrable en [a,b]. o
Ahora, como -1fl = f =2 |f|l, para toda x € [a,b], se sigue que

b b b
- IA(x ) ldx = J £Gxdx = [ 1Ax) Idx .

por lo tanto

b b
b A(x)dxl = [ $ACx)1dx . @
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v.- Sea f :[a,b] » R, Riemann-integrable en [a,b]. Entonces:

P.D. La funcidn F:[a,b] = R, tal que

X :
F(x) = J 7(t)dt

( que est&d bien definida en virtud de ti ),

es continua en [a,b].

Sean x,Yy € [a,b] tal que, x # ¥; si x ( ¥, entonces

b 4 b}
IF(y) = F(x)1 = | J At)dt - [ At)dt |

y y
= | [ ACeyde | = [ |AC(e)|dt

IA

y
J Mdt =M (y-x) =M |y-x|,
X

donde M = sup | f(t) |
te{a,b]

S y { %X, podemos escribir lo siguiente:-

IF(y) = F(x)l = | = J ACe)dt | = | [ ACt)dt | =M (x-y) = MIx=y|.
b4 Y ~

Por lo tanto: |F(y) - F(x)| = Mlx-y| para todo x,y € [a,b], luego

F es continua. Eil
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€ 3 ' TODA FUNCIDON LIPSTHITZ-INTECRABLE TS RIEMANN-INTIORABLI

Y AMBAE INTEGRALES COINCIDEN.

Probaremos ahora que la integral de Riemann es una extencidn de la
integral de Lipschitz, es decir, si f es Lipschitz—~integrable
entondes tambi®n es Riemann—-integrable y ademas los valores de

las integrales coinciden.

o ) _jzi’Bl.lO'TE(jA

Veamos ambas proposiciones por, separado: D&CENCMSEXMﬂls
" i ??aﬂ%gl‘zt\m " HATURALES
1) TODA FUNCION LIPSCHITZ-INTEGRABLE ES RIEMANN-INTEGRABLE.

La consideracidn de que la definicidén de Riemann—integrabilidad es
una extensién de la definicidn de la integral de Lipschitz,

nos impone demostrar el siguiente

<

TEOREMA. 2.17. Sea f:[a,b] =+ R, continua excepto en un conjunto

E% de primera especie, entonces f es Riemann—-integrable en [a,b].

PRUEBA: Con el mismo esquema utilizado antes, en algunas de las
demostraciones del capitulo anteriof, se probaréda por induccidén

sobre el tipo de f, que la integral de Lipschitz satisface el

criterio dos de Riemann.

I).- La proposicidn es cierta si EQ es de tipo cero:
a).- Si E% = @, entonces de la continuidad uniforme de f

se sigue que para ©o©)0 arbitrario existe 60 tal que
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0 < y=x < & = Q{x,y}) ('@, o sea que si P'@®([a,bl)y

ipll ¢ & entonces S(P,o) = 0.

b).- Para el caso en que E% es no vacio pero finito,

supondremos ' por simplicidad, como antes; que E%={c} con alc<b.

£

Dados &0 y ©>0, escojamos & = & &,0))0 tal que & ( Z y ademas
. . £ .

tal que 0O ¢ ¥y = x < &, y 81 (X, y}e {[a, ¢c - > s bien

{x, Y} € [¢ + —E—- , bl entonces C%([x,y]) ({ o, lo cual

es posible pues f es uniformemente continua en el conjunto

£ &
[a,c-~4—]U[c+ 5 b]
Entonces, si Pl ¢ & vy P = { a=x_<...¢( x=b }, escogiendo
x_ = max {x,: x, ¢ - —}y x_.=min{ x,: .2 ¢ + —)
P L T 4 a & i a 7
se tiene gue
e &
L 5 &~ > c + — -
xp & y; i xq ' o Y xq xp { &, de donde
S(P,o) = zAx‘_ﬁ xq—xp(s
D, 20
L
Sucesivamente si E%={c‘, S ck}, aplicamos tantas veces como

sea necesario el razonamiento anterior para demostrar que f

satisface el Criterio Dos de Riemann. ‘ o- -
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II).- Supongamos ahora que se cumple que toda f:[a,b] =+ R acotada

tal que ﬂ%([a,b]), "el conjunto de discontinuidades de f en

[a,b]*, es de tipo menor o igual que n, es Riemann—-integrable.

Sea [a.b] un intervalo arbitrario vy f:[a,b] + R acotada tal que
Eﬁ([a,b]) es de tipo n+1l.

Supongamos de nuevo por simplicidad dﬁe

N+

D, ={c}) cona<c(b.
Sean #£)0, o0 arbitrarios. Escojamos &)>o, sea & ( —%— y ¥
ademéas tal que
& - s &
P’ e IP( [a,c—--—"z—-]), ip?H ¢ & = S(_P ,O‘) { T y
.. £

p" € P( [c+ x bl), ip"H ¢ & =5 S(P*,o) ( —

Esto Ultimo es posible por la hipdtesis de induccidn, ya que

£
D,(a,c-——1, D,[c+

£

R b]l], son de tipo n. %

Si tomamos ahora P € P[a,b], tal que WPk ( & se tendrd entonces

-

que: S(pP,o) = §-+ S(P’,o) + sS(P",e), donde
£ &
L M = L J— e
P’= PN[a, c 3 ] € Fla, B § P PAfc + 7, bl € Ptxq, bl
con xq Yy xp definidos igual que en I.
Por lo tanto S(P,o) ( &, o
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2). LA INTEGRAL DE LIPSCHITZ COINCIDE CON LA INTEGRAL DE RIEMANN

Otro de los resultados que nos exige el observar a la integral de
Riemann como una extensidn de la definicidn de integral de
Lipschitz es probar que ambas integrales coinciden para las
funciones cuyas discontinuidades forman un conjunto de primera

especie , lo cual podemos enunciar bajo el siguiente

TEOREMA. 2.18. Si una funcidn f es Lipschitz-integrable entonces
su integral coincide con la Integral dada por Riemann para

funciones con un conjunto de discontinuidades de primera especie.

DEMOSTRACION: A Lla integral de Lipschitz de f, definida en
1.16, la denotaremos simplemente Lj? y a la de Riemann Rj?,

entonces el teorema quedard probado si demostramos que la

siguiente propiedad es valida para todo n entero no negativo:

Sea [a,b] un intervalo cerrado y f:{a,b] » R wuna funcidn

acotada de tipo n, entonces
b b
LJ' f(x)dx = R_f F({x )dx.
a a

DEMOSTRACION: la prueba sera por induccidn sobre el tipo de f.
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i1).- La propiedad es valida para n=0:

DEMOSTRACION: a).- Si f es continua en {a,b], claramente

b b
Lf Ax)dx = RJ FA(x)dx,

b

puesto que LI f(x)dx es el limite de las sumas de Cauchy. o
2 a

b).~ Si E% es finito, vamos a suponer por simplicidad que tiene

solo un punto de discontinuidad ¢, tal que a ¢ ¢ <( b, como 1lo

hemos hecho antes, entonces:

-

b c—-& b
Lf FfCx )dx = Lim f f(x)dx + lim I F(x )dx
a &0 a

£=-20 o+ &£

c—-& b
lim RI F(x)dx + lim Rj'f(x)dx

&£-20 a &0 a+ £

i

- b b
Rf Alx)dx + Rf Ff(x)dx = Rf f(x)dx.

La primera ¥y segunda igualdad se verifica por la definicidn de

b
LI f(x)dx vy el inciso (a), va que f es continua en los
a

intervalos [a, c~&], [c+&, b] y, la tercera y cuarta igualdad
por las propiedades de la integral de Riemann, puesto que f es

Riemann-integrable en [a,c] ya que solo es discontinua en ¢ y se

To



puede usary el Criteric Dos. Ahora s8i f es Riemann—integrable en

[a,c] entonces

cC- c
lim _f f(x)dx = _f F(x )dx

£-+0 a

La Jjustificacidn de ello viene de que si F:[0, ¢c-a] » R, tal que

c=-£ c—-& o]
F(&) = f . f(x)dx entonces lim f Ff(x)dx = f F( x )dx

a £-40 a

evidentemente puesto que

(=] c-£ < c
| FCe) = [ Axdax | = | [ Axddx - [ A(x)dx | = | [ A(x)dx | =
a a a - c-&
- o b
-J 1Ax)|dx =M & » 0 cuando £ + 0 y donde M = sup |f(x)]. =
c—-& XE€lOo ¢
tt).- Supongamos que la propiedad es wvalida para funciones de
tipo k=n. Sea [a,b] un intervalo cualquiera y f:{a,b] » R una

funcidn de tipo n+l.

Supongamos por simplicidad, que D;“1 = {c} cona {c ¢ b.
Entonces por definicién
b c~-& b
LI A(x)dx = lim [ A(x)dx + lim [ f(x)dx
a £ -0 a L0 C+ &

Y por hipdtesis de induccidén
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c-& c-&
L] Axddx = RJ]  FA(x)dx , andlogamente
(=1 =1
b >
Lf Ax)dx = Rf F(x)dx.
C+&E a+ &

Por lo tanto, por las propiedades de la integral de Riemann se

tiene que:

.
lim Rf

£-20 (=9

& b
Ff(x)dx + lim RI F( x )dx
£

-0 c+E

b
L FA(x)dx

e b b
RI!(x)dx+RIf(x)dx= R_rf(x)dx. o

-

De ambos incisos, 1) ¥ 2)5 concluimos que, para f:[a,b] = R,
continua excepto en un conjunto de primera especie, la definicidn
de Integral 1.16 de Cauchy-Lopschitz, coincide con la definicidn

de Integral dada por Riemann.” =

Observemos finalmente que la familia de funciones
Riemann—-integrables es, por lo menos, tan amplia como la de las
Lipschitz~integrables. En realidad es estrictamente més amplia,
es decir, incluye funciones discontinuas en conjuntos que no son

de primera especie. Un sencillo ejemplo estd dado por la Funcidn

Indicadora del conjunto de Cantor:
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1 siox €K
J(x) = Ik(x) = {

0 si x &K

En esta funcidn K = D, no es de Primera Especie, mas
pPrecisamente es un conjunto nunca denso. Que f(x) = Ik(x) es
Riemann—-integrable se demuestra en el siguiente caplitulo

(Corolario 2, Teorema 3.2).
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& 4. UN EJEMPLO DE UNA FUNCION DISCONTINUA EN UN CONJUNTO DENSO,

LA CUAL ES RIEMANN-INTEGRABLE.

Riemann prob® que su clase de funciones integrables incluia a
funciones mucho "mas discontinuas" que las consideradas por
Lipschitz para lo cual Ppresentd un ejemplo de una funcidn

f:[a,b] » R , Riemann—integrable donde ﬂ% es un conjunto denso en

[a,b] . Incidentalmente es en la prueba de la integrabilidad de
esta funcién cuando Riemann desarrolla el Criterio Dos €studiado

en este capitulo.

Este ejemplo no es el que did Riemann pero ilustra los elementos

esenciales de aquel.

-

._ gg% BIBLIOTECA
" #/) DE CIENCIAS EXACTAS
Sea f:[{0,1] » R, tal que, N g Y NATURALES

L) DE MIS HIXOS
“4f GHANDEZs

Demostremos que f es Riemann—integrable usando el criterio dos de

integrabilidad de Riemann, es decir, probaremos que:

dados €0 y o0, existe & ) 0, tal que si P € P[a,b] con

ipll ¢ &, entonces S(P,o) ( &.
DEMOSTRACION: para cada n € N definamos

Q = {0, ¢/n, 2/n, ... , (n1)/n, 1} Y P = My
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N+ I{N+2)

Obsérvese que #(P“) Z2#FF s FRFLF —— 4%

Sea L(n) el numero de elementos de P, asi L(n) ( o, V neN

NStese también que si xeP , f(x) 21/n y si x & P s f(x) ¢ 1/n

Sea N € N tal que 1/N ¢ o, elijamos & > O tal que

=

SN’ Y ®ea PpPwe P[0,1} con tpt < 6.

& «

—

Sea I un subintervalo de P que no contenga puntos de P

entonces O = f(x) ¢ 1/N para todo x €« I, asi que

-

Q.(I) £1/N < o.

De lo anterior podemos afirmar que los Unicos subintervalos de P

en donde la oscilaci®n puede ser mayor o igual que © son aquellos

-

que contienen algln punto de P = {X

s X }, pero

2 " ) LAND

como a lo sumoe hay L(N) = 2L(N)-2 intervalos de ese tipo, cada

uno de los cuales tiene una longitud menor que &, concluimos que

-

£

s(P,o) = (2L(N)-2)6 ¢ 2L(N)-2 SLI(N)-2

( &.

En otras palabras, f cumple con el criterio dos, de donde f es

Riemann—-integrable. _ b
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A pesar de lo anterior, Riemann se da cuenta que una funcidén
integrable no puede ser arbitrariamente discontinua. Con los
Criterios hasta ahora estudiados se demuestra claramente «que la

funcidén de Dirichlet:

Inﬂuau ,Id1$continua en todo [0,1],

no es integrable.

Observando el desarrollo anterior, era natural que se instalara
en el horizonte matematico la conjetura de la existencia de un
criterio de integrabilidad en funcién del "tamafio" del conjunto de
discontinuidades de la funcién, E% , discusidén que retomamos en el

capitulo siguiente.



CAPITULO W

CRITERIO DE INTEGRABILIDAD EN TERMINOS DE NOCIONES DE MEDIDA.

Como ya comentamos en el capitulo anterior, el trabajo de Riemann

deja aun sin respuesta definitiva una importante interrogante:

iCuantas discontinuidades puede tener una funcidén integrable?
En los aflos subsiguientes al trabajo de Riemann, la investigacién
de las matematicas en lo que se refiere a la teoria de
integraci®n, se orientarfia a buscar una caracterizacién de laé
" funciones Riemann—integrables en términos del “"tamafio" cgel
conjunto de discontinuidad. El resultado concluyente solo
seria alcanzado a principios del Siglo XX, por Henri qLebesgue,
después de desarrollar su teoria de la medida. Sin embargo en
1887, Hankel logra en esa direcci®n un resultado muy importante
que discutiremos en este capftulo.
Cabe mencionar que, a pesar que el Criterio Dos de Riemann dejaba
ver incipientemente que la nocién de “tamafio" que mencionamos
tenfa que basarse en el concepto basico de "longitud", todavia
durante catorce aflos despug®s de la publicacién del trabajo de
Riemann sobre integraci®n, se siguid inteétando caracterizar a las
funciones Riemann—integrables en términos del "tamafio tgpolégico“
del conjunto de sus discontinuidades. Este hecho estuvo
influenciado por la vya mencionada confusidn que hablia al

considerar que los Unicos conjuntos densos en ninguna parte ervan

los de primera especie. Cuando se logr® distinguir estas dos
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clases de conjuntos y se encontrd la clase intermedia de los
conjuntos de contenido cero se lograr® transformar el Criterios
Dos de Riemann en una caracterizacidn de la integrabilidad de una
funcidn usando una nocién de “longitud generalizéda" o medida.
La conclusién de este periodo es lo que se presenta éen este

capitulo.

& 1. CONTENIDO DE JORDAN DE CONJUNTOS ACOTADOS EN R

DEFINICION 3.1 Ssea S < [a,b] €R, y P una particién de [a,b].
Se define EKP,S) como la suma de las longitudes de aquellos
subintervalos de la particidén P que contienen puntos de S.

Fntonces, el numero

c(s) = inf{ J(P,s): PeP[a,b]l)

Es llamado, Contenido Exterior de S. ~Se dice gue un conjunto

S tiene Contenido Cero y se denota esto por C(S) = 0, si E(S) % 6,

Es facil ver que un conjunto S posee Contenido Cero si, V¥ solo si,
para cada £)0 existe un recubrimiento finito de S por medio de

intervalos abiertos, tales gue la suma de sus longitudes sea menor

. que €.

El siguiente teorema apunta ya hacia una caracterizacidén de las
funciones Riemann—integrables en términos de la “longitud" del
conjunto de las discontinuidades de la funci®n usando el concepto
de Contenido Cero. Mas adelante discutiremos el Teorema de Hankel

el cual se considera un resultado més completo.
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TEOREMA. 3.2. sea f:[a,b] » R, acotada y continua excepto en un

conjunto de contenido cero, entonces f es Riemann—-integrable en

[a,b].

DEMOSTRACION: Sea f bajo las condiciones que indica el teorema Yy

Eﬁ = { x€[a,b]l: f es discontinua en x } el conjunto de contenido

cero.
Sea &)0. Existe una cgleccién finita de intervalos ablertos
n n 5 &
{Ij}j:::.’ tales que Df = L:l_."I.i Yy 2 1(Ij) ¢ T
1= =4

donde M=sup | A(t) |].

tefa,b]
Sea Jk = I, N $asbls K & 16 sxw v Wy

n

Sabemos que en [a.,b] - kQaJk = S, solo hay puntos de continuidad
de f vy siendo S compacto ¥ f continua en S, entonces Ff es

uniformemente continua en S, luego existe

!é = & &) > 0, tal que si, x,y € S con |Ix-y|l < & entonces
LF(x)=F(y)l < 52
X 4 2(b-a)

Sea P_ = Pla,b], formada por a, b, todos los extremos de

J

g - Jh, mas todos los puntos necesarios de tal manera que

ﬂpcﬂ ¢ &
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Si P > P‘, antonces

UP,f) = L(P,f) = ) (M = m )ax, + Y M - my ax
jEA

jeB
donde A indexa a todos aquellos subintervalos de P que estan
totalmente contenidos en algin Jk y B indexa a los subintervalos

restantes de P.
n

N
= < - < =<7
Ast., 2 (M, -m )ij_zr%): axj..znz 1(3)) $2M ) WIS ;
JEA jea

j=a j=1
s & - £
i M 7™ 2
Ademés, como IPI = Hp_HI < 8,
2 ¢ Moo bk, § s 2 Ay < Kb-a) =
i i i~ 2(b-a) j - 20b=a) 2
jen - jeB
Por.lo tanto, si P > P_. entonces, U(P,f) - L(P,Sf) ¢ &
Asi, por el teorema 2.10, f es Riemann—-integrable en [a,b]. =

El teorema anterior tiene como Corolario un resultado que habla

sido probado (el Teorema 2.17) usando otros méetodos:

COROLARIO 1. Si f:[a,b] » R, es una funcidn continua excepto en un

conjunto de primera especie, entonces f es Riemann—-integrable en

[a,b].



Demostraci®n: La demostracidén es inmediata pues, como se demuestra
en el apéndice, todo conjunto acotado de primera especie es de

contenido cero. ]

Por otfé parte, el teorema 3.2 también_ permite mostrar que la
clase de funciones Riemann—-integrables es mas amplia que la clase
de funciones que son discontinuas en conjuntos de Primefg
Especie.

COROLARIO 2. La funci®n indicadora del conjunto de cantor K es

Riemann~integrable.

=

-

Demostraci®n. LLa demostracidén es inmediata, pues si f = Ik,

con Df== K entonces f es Riemann—-integrable, vya que, como se

demuestra en el apéndice, aun cuando el conjunto de cantor es
“mads grande" desde el punto de vista topolégico que los conjuntos

de Primera Especie, ambos tienen Contenido Cero. o

BIBLIOTECA
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§ 2. OSCILACION DE UNA FUNCION EN UN PUNTO Y EN UN INTERVALO.

Con este subtitulo discutimos dos conceptos: el de oscilacidén en

un intervalo debido a Riemann ¥y Dirichlet, y oscilacién puntual de

Hankel .
DEFINICION 3.3. Sea” f una funcidn definida vy acotada
en un intervalo S = [a,b]. Si T €S, el nUmero

. Q(T) = sup{f(x)-f(y): x,y € T},

se llama la oscilacidén de f en T.

Y el numero

-

w(x) = lim _ Q(B(x3h)"s)
h=0

se llama la oscilacién puntual de f en x.

-

OBSERVACIONES:

a). Para cualquier T & [a,b]
Q(T) = sup { 1f(u)-f(t)l u,t T }
y por lo tanto
' Q(T) Z 0.

b). De la observaci®dn anterior:
¢%(x) = 0.

c). TeT’> »0(T) =0(T").



d). nf(‘!')=sup Fix)-inf Ff(x).

® & T ¥ & T

e). Puesto que la funcidén de h P(h) = QL 8( x;h)"a,b]l )
es una funci®én creciente y acotada en (0,m), entonces

lim, @ h) = ®0") = inf e(h).
h=0 h>0

@ es creciente, puesto que si 0<h1<h2, entonces
B(x;ht)ﬁ[a,b] & B(x;hz)ﬁ[a,b]
de donde sup {f(u) = f(v) s u,v & B(x;h‘)ﬁ[a,b]}

= sup {f(u) - A(v) = u,v € B(x;h,)Nla,b]}

-—

es decir

—

#(h,) = 8 B(xsh)Nla,b] ) = O B(x;hy)N(a,b] ) = #(h,).

-

Y ® es acotada en (0,™), pues :

V xe€fa,b] y ¥ hg0,m), B(xsh)N[a,b] < [a,b]

de donde

sup {f(u)-f(v):u,v € B(xsh)nfa,b]l} = sup {1fA(u)-f(v)l:iu,v €la,b]}

por lo que

Q( B(x;h)nfa,b] ) = sup [f(u)l + sup 1 f(v)l & 2M,

uEla,bl vEla, Kbl
con M = sup |fA(x)I|.
Xx€rg,bl

Por lo tanto 0 = o h) = 2M, para todo h € (0,m).
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TEOREMA 3.4. Sea f una funcidn definida y acotada en un
intervalo S = [a,b]. Entonces f es continua en un punto x de S

si, ¥y solo si, a%(x) = 0.

DEMOSTRQCfON: (=) Supongamos que f es continua en x. Dado &0
existe &)0 tal que tela,b]
lt-x1<8 = |F(t) = f(x)] ¢ &/2
Sean u,t € B(x:;8)"[a,b], entonces, como
[#w) = )l 2 |LRu) = =¥l + 1 Ax) ~ KAL) C &2 + &2 = &,
se tiene que

Q(8(x3;8)M[a,bl) = sup {1f(u) - fA(L)] : u,t €B(x;6)N[a,b]} = &

Por lo tanto si 0<(h<¢&,
s 0 = Q. (8(x;h)nla,b] = Q. (B(x;8)n[a,b] = =
Y entonces

wf(X) = inf Qf(B(x;h)ﬁ[a,b] <"e
h>o

Por lo tanto como

0 =w(x) =& 4 £>0, @ x)=0 o

( & ). Supongamos ahora que cﬁ(x) = 0. Sea £>0. Por

definicidn de a%(x) existe h>0 tal que

0 = Q.(B (xs;h)nfa,b] ¢ &

es decir,
sup {1f(u) - f(t)| : u,t € B (xsh)Nla,b]} < &

en particular |f(u) - f(t)I< & para todo u,t € B (x;h)"{a,b]}



tomemos & = h >0 vy t=x entonces
1f/(u) - f(x)l¢ & V u e B8(x:;8)N[a,b]}
es decir, si u€la,b] y lu-x|¢(& entonce |f(u) - A (x)| ¢ &, por lo

tanto f es continua en x. =

OBSERVACION. Se sigue .del teorema anterior que si

Dr:= { x€la,b] : f es discontinua en x }

entonces E% = { xela,b] : w(x) >0. }. )
LEMA 3.5. Sea f definida y acotada en f{a,b], y sea & un
ndmero positivo tal que a%(x) { € para todo x€[a,b]. Entonces

existe un &0, (que solo depende de &) tal que para todo
subintervalo cerrado T<[a,b], de longitud menor que & se tiene que

Qf(T) ( &,

DEMOSTRACION: De la hipdtesis del lema, w(x) < &,
para todo x€[a,b] asi por

definicidén de wf(x); VY xela,b] existe & = &x »0 tal que
ﬁf(B (x; &x )N[a,b]) ¢ =.

La familia de bolas abiertas { B (x;&x/2) ; x€[a,b] } constituye

una cubierta por abiertos del intervalo compacto [a,b].
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Por el teorema de Heine—-Borel, existe una subcoleccidn finita

bolas { B (xi; 5xi/2): i= 1,...,K } tal que

k
la,b] « U B (x.;6%/2)
=g
Sea & = min { 6xi’/2 f i = LyaanskYy »

T un subintervalo de [a,b]l, tal que WT) <« ©&;

entonces necesar iamente existe algin ps {i=1,...,k} tal que

Tr8e( xp;5p/2) = O,

Sea & € TrB(xp;5p/2) y y € T entonces

ly-xpl = |y=-Z|+|&-xp| ¢ E+bp/2 = Sp/2+6p/2 = SEp

asi que T < B(xp;6p). &

-

Por lo tanto Qf(T) < ﬂf( B( xp;ép)M[a,b]) ¢ &

de

Teorema 3.6 Sea f definida y acotada en [a,b]. Si para cada

£)0 definimos el conjunto

Js = {x€l[a,b] _: wf(x)Zs},

entonces J&' es un conjunto compacto.

.

DEMOSTRACION: Si x € [a,b]wJa, entonces u%(x) { B.

Por definicidn de 0%(x), existe una bola de centro en x

tal que, Q(B(x)N[a,b]) « &

esto implica que B(x)rﬂs = @



En efecto, si existiera p € B(x)ﬁJ‘, entonces u%(p) = £,

Como p € B(x) existe una bola de centro en p, tal que

B(p) < B(x).

Asi, wf(p) = Qt(B(p)ﬁ[a,b]) = Qf( B(x)N[a,b]) ¢ &,
lo cual es una contradiccidn. Asi [a,b] ) M B(x) < [a,blqu.
Por lo tanto, J: = [a,b]*Js es abierto. De donde, J. es

cerrado en [a,b] y por tanto en la recta:. Como por hipdtesis f es

acotada, Js es acotado.

Que Js es compacto, se sigue del hecho de que es cerrado v

-

acotado. - -

-
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§ 3% CARACTERIZACION { SEGUN HANKELDEL } DE LA S FUNCIONES
RIEMANN-INTEGRABLES UTILIZANDO EL CONCEPTOD DE

CONTENIDO CERO.

TEOREMA 4.7. ( HANKEL ) Sea f:[a,b] » R acotada y definase

para cada €0 el conjunto

I, =~{xe€la,b] : w(x)2s},
entonces f es Riemann-inteérable en [a.b] si, y solo si, d tiene
contenido cero para todo £)0.
DEMOSTRACION. " Supongamos que f es Riemann—integrable en [a,b].
Dado o0, sea H, = { x € [a,b]: w(x) > o }.

Por el criterio Dos de Riemann, para cada €)0 gxiste d>0 tal que,
si P es cualquier particidén tal que HPHl ¢ d, entonces S(RP,c) (&/2,

Sea P={ Xgs X X e X } cualquier particién de [a,b] tal que

1’ 2’

el ¢ d.
Si x s un punto interior de algin subintervalo de P en donde la

oscilacidn de f es menor o igual a o, entonces wf(x) £ o, es decir

-

X & H _ . Por lo tanto, si x € H

o entonces o bien x es un punto

o.!
interior de algln intervalo de P en donde la oscilacién de f es
mayor que @, o bien X es un elemento de la particidén P.

Definamos J, = (xi_l, xt) para =1, 2, ..., n, al i~&simo
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intervalo de P tal que f%(Jt) Y o, y sean

I,s w £, intervalos abiertos tales que X, € It para
2]
{0, 15 25 cves ¥ ) WX ) ¢ Evm,
1L=0
Entonces, los intervalos Io, Iz’ - In , Junto con los

intervalos Ji para los cuales Dt > @, constituyen una cubierta

abierta de H, Y. ademas:

ELSAEERD{HL&‘H;M Y HArURALES

- A | HARA w1 (;RANDEZA
zl(J.L)+21(It)=S(P,a)+Zl(It)(8/2+s/z=s_ .
D, 6 >o L=0 LED =

i -
Lo cual demuestra que, para cualquier o)0, Ha tiene contenido

cero; lo cual a su vez implica inmediatamente que, para cualquier

o0, Ja tiene contenido cero. o
Inversamente. Supongamos ahora que Ja tiene contenido cero
vV o)0.
Dados £>0 y )0, existen entonces intervalos abiertos Jo, Ji,..,Jﬁ

. m

- m
tales que < I :-ojk v 2 l(Jk) { &3,

- k=0

Los intervalos J,» J S inducen una particidn P, del intervalo

a2

[a,b] de tal manera que en cada uno de los subintervalos I de Po
que no contienen puntos de Javz debe tenerse wf(x) ( o/z2 V¥V xe1.

Aplicando el lema 3.5 a cada uno de estos intervalos I de Po 5
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podemos encontrar &>0 tal que cada uno de esos intervalos 1, puede

a su vez ser subdividido en intervalos T, de longitud menor que &

y en los cuales se tenga Q.(T) < o/z2,

Sea P, la nueva partici®én de [a,b] que se genera mediante el
procedimiento anterior Yy sea d la mas pequefia de las longitudes

de los subintervalos de Pi.

-

Si P es cualquier particidén tal que MPl<d, entonces se puede ver
que los Unicos subintervalos de P en los cuales la oscilacién de f

puede ser mayor que © son aquellos gque intersectan algin intervalo

-

-

Jo, Jt""Jm' Si llamamos Sk a la suma de las longitudes de
los subintervalos de P que intersectan a Jk k=2 1, 2, «ce M,
se tiene:
™m
s(P,o) = z:ak
k=0
Pero Sk 4 l(Jk) + 2d = l(Jk) + 21(Jk) = 31(Jk) Bata Kk=1.25:«s:Ms

pPor lo tanto, se obtiene:

m
S(P,e) £ ) 3UJ,)  3(s/s) = &,

k=1

Asi que se satisface el criterio Dos de Riemann y entonces f es

Riemann—integrable en [a,b]. »
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La demostraci®n del teorema anterior muestra la estrecha relacidn
que existe entre el criterio Dos de Riemann y la caracterizacion
de la Riemann-integrabilidad en términos del tamafo del conjunto
de discontinuidades de la funcion a integrér. Cabe mencionar,
como lo sefalamos en la presentacidén del capitulo, sin embargo,
que pasaron alrededor de 14 afos desde la publicacidn del
trabajo de Riemann hasta que"Hankel demostr® el teorema 4.7. De

cualguier manera, fué® el criterio Dos de Riemann el hilo conductor

que llevd a este tipo de resultados.

Por otra parte, si bien el criterio Dos de Riemann esta mas
vinculado que el criterio Uno con el resultado del dltimo teorema,
se puede dar una demostraci®n basada en el criterio Uno como se

-

muestra acontinuacioén:

Demostracidn del Teorema 4.7 basada en el criterio Uno de Riemann:

A

DEMOSTéACION= ( =% ) Supongamos que existe algun &0 tal que
EkJ‘)#O, mostremos que en este case no puede cumplirse la
condici®én de Riemann—-integrabilidad de f en {a,b].

Para cualquier particién P = {a=x_, x,..., X} del intervalo

[a,b] se tiene
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I

n
Y
n

U(P,f)-L.(P,f)=2[Mk-mk]ﬁxk J By
k=1

donde S  esta formado por aquellos términos en la sumatoria que

provienen de subintervalos de la particidén que contienen puntos de

J_ vy S, estad formado por los terminos restantes en la sumatoriz.

Los intervalos asociados a S, tienen una longitud total

Cf(P,Js) & Cf J’&_)
puesto que E(J‘) es el infimo de las sumas de los intervalos que

contienen puntos de J

‘;' o
Ademas en estos intervalos se verifica que

M, = m

" = Qf(fk) Z &

k

donde £, < [x, ,.,x,]J"J_

supongamos que I es un subconjunto que indexa a los 1intervalos

C

X_4*X,] @sociados a S, entonces

$1= kZ: [Mk = Wy ]Axk S kZ;Axk = & J(P,J&_) = - C(JS)’

-

por lo tanto
i s - > ~
U(rP;f) - L(P,f) s+ S,2s 2#&cC(I).
por lo tanto U(P,f) - L(P,f) no puede hacerse tan pequefio como
queramos, es decir, no se cumple la condicion de

Riemann—integrabilidad para f (teorema 2.10). (=]



( & ) Supongamos que EtJ¢)=O para todo &>0. Entonces
_dado &)0, por definicién de EKJS), existe una particidn P, de

{a,bl, tal que J(P_, J_) ¢ <.

En cada unc de los subintervalos I de P, Que no contienen puntos

de I debe tenerse que a%(x) ( € para todo x € I.

Aplicando el lema 3.5 a cada uno de estos intervalos I de s
podemos encontrar &)0 tal que, cada uno de estos intervalos I,
puede a su vez ser subdividido en intervalos T, de longithd menor

-

que &, en Jos cuales C%(T) { &,

Sea P_ la nueva particién de [a,b]l que hemos inducido mediante el

-

procedimiento anterior. Si P es un refinamiento de PE

entonces podemos escribir

™
e, - ey = Y [ -m ] A = e
k=1 :

donde Ai est& formado por aquellos términos en la sumatoria que
provienen de subintervalos de la partici®n que contienen puntos de

Js, Y Az estd formado por los términos restantes en la sumatoria.

En el k-esimo término de Az se tiene que

Qf( [xk_‘,xk]) = M, = m (&
Y por lo tanto
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P 2 [Mk-'mk]ﬁxk(‘: zAkaS(b-a)
kL. k<L

donde L indexa los sumandos de Az.
Por otra parte
A, = z-[Mkwmk] Aka(M—m)z Ax, =
kL’ k<L *

(M—m)EkPo, J ) < (M-m)e.

&
donde L’ = LLl,. soww oB0F = Lo
M=3Sup f(x) ¥y m= inf f(x) .
X&ta,bl x&ta,bl
Por lo tanto -

-

U(P,f) - L(P,f) ¢ &M-m +b-a)

asi, del teorema 2.10, f es Riemann-integrable en [a,b].

-



§. 4. CARACTERIZACION (FECUN LEBESQUE DE LAS FUNCIONES
RIEMANN-INTEGQRABLES UTILIZANDO EL. CONCIEPTO DE

MEDIDA CERO.

Aunque el teorema 3.7, nos da una condicién necesaria y suficiente
para determinar si una funcion acotada es o no Rieménnwintegrable,
la condicidén no es muy wtil en la practica. Su przncipal
desventaja es que uno debe calcular C(Js) para una infinidad de
conjuntos J_ cuya estructura puede ser difici% de determinar
a partir de la definicion de_la funcion.

Ademas, el teorema 8.7 al considerar el conjunto de
discontinuidades de la funci®n, alin no da una caracterizacidén de

la integrabilidad en términos del tamafio de estas discontinuidades

desde el punto de vista de la medida

Asi, una condicidn necesaria y suficiente mucho mas atil fue
descubierta por Lebesgue, la cual expresamos en un teorema cuyo
enunciado y demostracion, es la preocupacién principal en esta

seccidn.

Para formular el teorema de Lebesgue veamos las siguientes

definiciones ¥y resultados.
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§.4. CARACTERIZACION (SEGUN LEBESGULD) DE LAS FUNCIONES
RIEMANN-INTEGRABLES UTILIZANDO EL CONCEPTO DE

MEDIDA CERO.

Aunque el teorema 3.7, nos da una condicion necesaria y suficiente
para determinar si una funcidén acotada es o né Riemann-integrable,
la condici®én no es muy Gtil en la practica. i;u principal
desventaja es que uno debe calcular C(Js) para wuna infinidad de

conjuntos J _ cuya estructura puede ser dificil de determinar
: -

a partir de la definicidén de la funcién.

Ademas, el teorema < o g al considerar el conjunto de
discontinuidades de la funci®n, aun no da una caracterizacién de
la integrabilidad en términos del tamaflo de estas discontinuidades

desde el punto de vista de la medida

Asi, una condici®n necesaria y suficiente mucho mas atil fue
descubierta por Lebesgue, la cual expresamos en un teorema cuyo

enunciado y demostracién, es la preocupaci®n principal en esta

seccion.

Para formular el teorema de Lebesgue wveamos las siguientes

LIOTECA
%E‘ SENC\AS EXACTAS
Y NATURALES

definiciones vy resultados.

- HLIOS
71 SABER DE M1
"1‘1'1?“ Wi GRANDEZA
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MEDIDA EXTERIOR DE LEBEREGUE PARA EBUBCONJUNTOR DE R

DEFINICION 3.8 Sea S « R, Por una cubierta de Lebesgue de S

entenderemos una coleccidn a lo mas numerable

Pl T wee )

z!
de intervalos abiertos los cuales cubren a S.

Sihl(Tk) es la longitud del intervalo T, > la longitud total de la

cubierta, U T), estad definida por el ndmero

(T)

i

2 (T,) si la serie converge.
k

Y definimos UT) = + @ si la serie diverge.

El ndmero
m(S) = inf{ I(T) : T es una cubierta de Lebesgue de S }

es llamado " medida exterior de Lebesgue de S ".

Se dice que un conjunto S tiene medida cero y se denota .por

m(s) =0, si m(s)=0.

En otras palabras, un conjunto S posee medida cero si, y solo si,
para cada €)0 existe un recubrimiento a lo mas numerable de S por
medio de intervalos abiertos, tales que la suma de sus longitudes

es menor que &,

Algunas propiedades de medida exterior:



a). Cuando S es acotado, ¥ S<[a,b] para algun [a,b] <R

entonces 0= ;(S) = b-a

Bl SAGRER DE MIS HIJOS

b), si A,B < [a,b] y A <=8, entonces m(A) = m(B). ARt K GRANDEZA
- BIBLIGTEC
DEPARTAMENTO DE
A S MATCMATICAS
LEMA 3.9. Si {A_} es una colecc¢idn a lo mas numerable de

conjuntos de medida cero, entonces A = U A tiene medida cero.

-

DEMOSTRACION: . Dado &>0, sea g = C/Zwu.

y sean I“ B - s === s I , ... intervalos abiertos tales que

n n
1 2 i

para cada n, tengo una cubierta de intervalos ablertos

ALSU Iy Y UI )< s,
J 3 J
entonces
A c U In : y como la longitud total de la cubierta es
n, b

z (I, ) <.2"n = 24:/2“M < &2 ¢ &

“lj . ial ™
concluimos que A = U Ah tiene medida cero B

n
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TEOREMA 3.10. Para todo conjunto acotado S<R, tenemos

m(S) S C(s).

DEMOSTRACION. Sean s<fa,b]l, P una particién de [a,b].

Y sean [ai,bx], [az,bz], ... 5 [a b, los subintervalos de P

m!
los cuales contienen puntos de S
y Ck = (ak_ 5 bk) ]

el k-bsimo de tales intervalos, entonces, de la definicidén 3.1

P, s) = Z 1(c,). il

=4

Dada &>0, definamos para k = 1,2,...m
A, = (ak - &/2m , a, + &£/2m) Yy B, = (bk - &/2m , b, + £/2m).

- ia] g}
La famila de intervalos constituida por { Ay }k=‘ s £ !Bk}k__1l

™

¥y { Ck} , forman una cubierta de lLebesgue de S, de aqui Y

k=2

de la definicidén 3.8, tenemos que

m(s) S ) WA+ ) UB ¢ ) UG = (P, s) + 2s
= =4

=4 t 8

de donde Eks) - 2& = Etp, S) para toda particién P.
Por lo tanto m(s) =2 < ¢(s).
y como &€ es arbitrario 5{5) < E(S). i
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LEMA 3.11. Sea S un conjunto compacto de medida cero,
entonces S tiene contenido cero.

DEMOSTRACION. Como m(S) = 0, dado &0 existen intervalos

abiertos Ii, I, ... tales que

2

se UI, y zl(Ik)tiﬁ.
k;

pero como S es compacto, por el teorema de Heine-Borel existe un

ndmero finito de intervalos abiertos Ik , .digamos

Ik 4 Ik 5 o & Ik tales que
4 2 m
m =
3 e __jl&,a. ij
Evidentemente se tiene que
m
¥ MT, ¥4 ) WL ¢ & -
j=4 : k

Por lo tanto hemos demostrado que, dado cualquier ndmero &)0,
existe un numero finito de intervalos abiertos que cubren S vy
tales que la suma de sus longitudes es menor que &, es decir, S

tiene contenido cero. =
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CRITERIO DE LEBESGUE PARA RIEMANN-INTERGRABILIDAD

TEOREMA 3.12. Sea f definida y acotada en [a,b]l ¥ Df el
conjunto de discontinuidades de f en {(a,b]. Entonces, f es

Riemann~integrable en [(a,b] si, ¥y solo si, E% tiene medida cero.

DEMOSTRACION: ( = ). supongamos que F es
Riemann—-imtegrable en [a,b] y sea

J_ = { x € [a,b]=_wf(x) 2 & }

Del teorema 3.7, C(J‘) = Q0 para todo &)0. En particular

-

esto se cumple para € = 1/n, n=1,2,.... Por el teorema 3 .10 se

-

tiene entonces m(J‘/h) = O v n &« N,

o

Ahora, xsﬂ%, si y solo si wf(x) > 0, si y solo si wf(x) 2 1/n

para algin ne&N, Por lo tanto
oD
Df = 9\:1 Js./n
Y por el lema 3.9 m(mf) = 0. o
( & ) Si Df tiene medida cero, entonces, es suficiente

demostrar que para todo &0, J‘ tiene contenido cero.

sSupongamos que m(mt)=0, escojamos un £>0 ¥y formemos el conjunto

g T DL/
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Ccomo J‘ = mf, entonces

m(J_) < Fn"(lbf) = 0

Por lo tanto J_ tiene medida cero. Del teorema 3.6 J_ es un
conjunto compacto, Yy del lema 3.11, JE es de contenido
cero. Asi, del Teorema 3.7 de Hnkel, f es Riemann—integrable en

[a,b] h ..
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APENDICE

NOCIONES DE NULIDAD : PRIMERA ESPECIE, CONTENIDO CERO
’ Y NUNCA DENSO.

Debido al papel central gque jugaron en el desarrollo histdrico

de la teoria de integracién, dedicaremos este apartado al

estudio de la relacidén existente entre conjuntos de Primera

Especie, de Contenido Cero ¥y Nunca Denso.

Demos primero las definiciones de estos tres tipos de conjuntos.

-

DEFINICION A.1. Decimos que K es .. ~=2nso si el interior

de su cerradura es vagio

K =K = ¢

Es decir, K no contiene ningun intervalo abierto.

DEFINICION A.2. se dice que el conjunto K es de Contenido

Cero si dado &£>0, existe una cubierta finita de K formada por
N

intervalos abiertos { H. }n tal que Z t( Ht) ( &.
=1

i =0

102



. 1 2#) DECIENCIAS EXACTAS
Recordemos ahora las siguientes definiciones: __L__h_m.;_‘;:‘;ms“mg Y NATURALES
Takia MIGRANDEZA
DEFINICION A.3. El Conjunto Derivado de A, es el conjunto de
los puntos de acumulacidn de A y lo denotamos por A’. El

Segundo Derivado de A, es el conjunto de los puntos de acumulacion
- 2 - & %

de A’ ¥ lo denotamos por A . Sucesivamente, el n-€simo derivado

del conjunto A, que denotamos como An, es el conjunto de los

——

puntos de acumulacidén del n-1-ésimo derivado de A. De esta

» - - . h
manera tenemos inductivamente definido A ¥V nelN,

DEFINICION A.4. Un conjunto A ‘es de Primera Especie, sl

. - ) n+d : ;
existe un entero no negativo n, tal que A = ¢. Es decir si
existe n tal que, el n-esimo derivado de A es un conjunto sin

puntos de acumulacidn. En este caso, si n es el menor entero no

g 1 . ;
negativo tal que A = $, se dice que A es de tipo n.

Veremos ahora que la relacidn mencionada, si nos restringimos a

conjuntos acotados, esta dada por el siguiente esquema:

{1°’°e3p } :{c.c. }j{Nunca D. } :

lo que desglosaremos mediante las siguientes proposiciones:

A.5.Todo conjunto acotado de primera especie es de conteﬁido cero.
A.6.Todo conjunto de contenido cero es nunca denso.

A.7.No todo conjunto acotado nunca denso es de contenido cero.
A.8.No todo conjunto acotado de contehido cero es de primera

especie.

103



Seguidamente se Jjustifica cada una de estas afirmaciones:
A.5.TODO CONJUNTO ACOTADO DE PRIMERA ESPECIE ES DE CONTENIDO CERO.

DEMOSTRACION. " Por la definicién A.4 ¥ el principic de
induccidn matematica el resultado quedara probado al

demostrar que: -

—

i{. Todo conjunto de tipo 0 es de contenido cero.
i, Si todo conjunto de tipo n, es de contenido cero,

entonces, todo conjunto de tipo n+l tambi®en lo es.

-

Veamos:

. Todo conjunto acotado de Primera Especie de tipo 0O es de

Contenido Cero.

DEMOSTRACION. Si £ <« R es acotado de tipo 0 entonces E es

finito, lo cual implica obviamente que tiene contenido cero. o

ii. Supongamos ahora que todo conjunto acotado de tipo n, es de
contenido cero ¥y sea E un conjunto acotado de tipo n+1l.

1 )
Entonces E es acotado de tipo n, de donde E’ es de contenido

cero. Por lo tanto, dada &0 existe una cubierta finita de
intervalos abiertos I‘, Iz, e s Ir, cuya suma de longitudes

r r v

2;‘1 ( I,) < &2 tal que Y, I, 2 E
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Observando que resta por cubrir un conjunto finito de puntos de E
{xl,...,xk}

lo cual hacemos con una cubierta finita de intervalos abiertos

k
H,o Ho, oo 5 Hy, tal que Z":ll( H, ) < &/2

Asi, la cubierta total buscada para E

{11, cvs 8 Loy Hys «ve Hk}
r k
tiene una longitud z Lt ( I.t) + Z Z(H.‘) ( /2 + &/2 = &,
L=4 =4 -

Por lo tanto, hemos demostrado que si todo conjunto de tipo n,

es de contenido cero, entonces todo conjunto de tipo n+l tambien

lo es. | ()
De i) v ii) concluimos A.5. =
A.6. TODO CONJUNTO DE CONTENIDO CERO ES NUNCA DENSO. .
Equivalentemente:

$Si E no es nunca denso, entonces E no es de contenido cero.

Demostremos esta proposicidn equivalente:

Sea I intervalo abierto, tal que £ es denso en I, es decir tal que

ICE y sea {Jk}n

k=g UNA cubierta arbitraria finita, para E, de
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intervalos abiertos, digamos

4]
Asi _ E « U J , v como
k

n

I< E, entonces podemos afirmar que I <« U Jk ;
k=4

———

a1

de donde Z 0(J,) 2 WI) > 0
2 =1

Por lo tanto si E no es nunca denso,- existe un & >0, tal que

B El(gk) > a
=14

para toda cubierta {.‘Ik}k:=l de E

Por lo tanto, A.6 queda demostrada =

De las dos demostraciones anteriores formulamos el siguiente

COROLARIOD.A.9. Todo conjunto acotado de Primera Especie

es Nunca Denso.

A.7. NO TODO CONJUNTO ACOTADO NUNCA DENSO ES DE CONTENIDO
CERO.

Para esta demostracidn, construyamos un conjunto Nunca Denso cuyo

contenidec no sea cero: el denominado conjunto de Cantor

generalizado.
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Paso uno: Sea O<(A{1, tomemos el intervalo cerrado [0,1] vy

def inamos X, = 1/2, y extraemos un subintervalo abierto de
longitud A/3 con-centro en X0 Y CON extremos x,, - N/2°3. Yy
x‘l+' A/2°3 )
Definamos K, = I, U I ., donde .

I“ = [0, Xu-7k/2'3] " III‘z = [x11+ RAZ*B, 1] -

1, 5 :
K, consta de 27 intervalos cerrados de longitud 11: A/8, tal que

-

I NI _ = ¢, y I, )= W1, )

11 12

Paso dos: Extraenmos de cada subintervalo I“, (Jj=1,2) de K,

. ; : 2 ,
un intervalo abierto de longitud A/3 con centro el punto medio de

cada I‘y es decir, extraemos los intervalos abiertos
2 2 2 2
(xm—'?\/2 3 i x21+7~/2 3 ) b4 (xzz-l/Z 3 x22+7\/2 3 )

i 1
donde Xy = ;(xilwhxz 3) y Xpg = ;(x11+ A/2°3 + 1)

Def inamos Kz = 121U IzéJ Izau Iz;’ con

2 2
L. = [0 X ~A72°3 ] 5 1..% LN, % &29 5 X ~M2"3]
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[x..+ A/2°3°, 1].

2
I = % 4 N2°F, K ~h#2°3 ] s 1 -

28 24

2 . i
K2 consta de 2° intervalos cerrados de longitud lz< 11/2, tal que

I,; NnI= @, si j*i con J.ie{1, ... 4}y I, )= ... = WI,,.)

" Paso tres: Extraemos de cada subintervalo sz (=1, auws i

. . ' 3
de Kz, un intervalo abierto de longitud A/3 con centro el punto

medio de cada sz es decir, extraemos los intervalos abiertos

-

8 8 2 4
(Ry=XA2°3 5 K FR/2°B ) 5 (% ~WM2787, %,,¥8/2°87)

-

E 3 3 3
(X ~N/2°37, x_ +A/2°37) v (% ~N2°3, xg,tA/2'3 )

Definamos K. = I_ .0 =932 4} T

8 84 g8’ con
I = [0, X_~A/2°3"] I = [x. .+ A/2-3°, X_-A/2-3%]
24 21 4 8z 81 ’ 21 ?
I__ = [ = RiB~3"
SHIE 3 oo = 1%y, 723 4 1}

Ka consta de 23 intervalos cerrados de longitud ls( 12/2, tal que
- - - - - a |
5 5= = =
bo s AL @, si j#i con j,ie{1, ... ,2 } vy 1(134) SR L & )

a)

Procediendo inductivamente:
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L n
En el n-esimo paso tendremos un conjunto K que consta de 2

n
2
=1

}

intervalos cerrados {Inj

y ajenos por parejas donde cada uno de ellos tiene la misma

. l
longitud 1 _¢( - 3 N ¢
nt T2 . A BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
i ~ ELSABE s ! NATURALES
Se define K?\ = rr?: 1Kr\ y “HARA _sr{(;l:fstﬁ;;%[i?q
Obéervemos que Kk es cerrado porgue K“ lo es para todo

-

n € N, Mas aﬁn,,Kk es compacto yYa Que es un cerrado contenido

en el compacto [0,1]. Ky # @ va que { K_ )

S - constituye una

familia anidada de cempactos no vacios.

A partir de estas consideraciones JPodemos concluir que Kh es

Nunca Denso, es decir, que el interior de su cerradura es vacio?

Demostremos que

Para lo cual basta ver que K)~ no contiene ningin

intervalo abierto.

Demostracidn: Denotemos por

LT )

nj’ j=1
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n -
los 2 intervalos cerrados qQue componen a Kn, esto es

n =14 " nj

donde, por construccidn l(Ihj) l(Int)’ A4 j,ié{l,...,Zn}

5 & .
y también l(Inﬂj) ¢ -2 i1 D, Vv el dsscei2” b i (1,...,2")
: 1
Asi: i 121) € % l(I’_z)-
] £-i L
(Isa) ¢ 3 (Iza.) ¢ 52 Iu)H
4 | i
1(141) < 2 1(131) ¢ ;zz(lzl) ¢ 531(111)'
i(r )« 3“_‘1(1‘1), para todo n o= 2.
Asi: i(r ) +0.
n - X0
N N
y en general 1(Ihj) -0 , vV J=1,...,2
n -+

3i hubiese un intervalo (a,b) & K“

2]
2
entonces (a,b) < K. = U I ; para todo nelN,

j=1

Por conexidad de (a,b), para cada n € N existe un Unico
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n

jn @ L Yucixs?2 3} tal que (a,b) € I

3

Asi 0 ¢ b~a = W(r . ) para todo n € N, de

s.l“

donde, si tomamos el limite cuando n tiende a infinito, tenemos

que b-a = 0 lo cual es una contradicciodn, pues b-a » 0.

Por consiguiente

Ky = #. de donde Ky es ubn cconjunto Nunca Denso. (a]

Ahora: LES Kk de contenido distinto de cero?

veremos que si:

DEMOSTRACION: Al construlr los K‘, TETE . hacemos lo siguiente:

nﬁ

o . .
extraemos 2 intervalos, T, , abiertos tal que

Para K‘, 4

i
Wr,) = 3.

1 . .
Para Kz, extraemos 2 intervalos, T 1‘3, abiertos tal que

21’ 2

EL SABER OF M5 HUJOS
HARA & GRANDEZA

T 12U T ) = &7 gt BIBLILTECA
DEPARTAMENTO DE
MATEMATICAS

Sucesivamente en el paso n,

n-4
Para Kn, extraemos 2 intervalos, Tn‘,

N
tal que WUT, D) = UT J= ....= YT 1) = A/3",

na
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como los Tu son aJjenos (i=1, ..., n; [ Srpupp- M
entonces
N
b - 2 2 . _a n-1 =
"(,.9; ;Y Th)z)\/3+2(7&/3)+2(7\/3)+"‘+2 (A/3 )
A 2 25 2. .n-1
= 5( I % = % ¢3) (23 3
i = (22" '1
A A
=_[_]<-[—-—-—]=?~ para todo neN,
8 2 B 2
1 = | L= =

De donde la longitud de Kn, que consta de los intervalos cerrados

-

que se quedan en el paso n, por ser el complemento de la

anterior unidn de intervalos abiertos en [a,b], es

L=

(K ) Z1-X con 0 ¢ A ¢ 1

-

Ahora bien, supongamos que -Ki tiene contenido cero;

-

sea O ¢ & ¢ 1-A, entonces existe una coleccidn finita de

intervalos abiertos

13} n -
tal que Ky, € U, H v ngl(H') ¢ &

(H 3.

r=41

Si demostramos que existe un me&lN, tal que

n
K. & U H , para todo s2m (x)
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tendremos que, para todo s=m

N

1K) < L Y, H) = L(H) ¢ & ¢ 1=

= r
r=1

N2

lo .cual es una contradiccidén con el hecho de gue

(k) 2 1-A

demostrado anteriormente. De donde Kx no tiene contenido cero

Nos resta probar la afirmacion (x):

12}
Existe un melN, tal que K. U, H , para todo -sZm.

-

La cual es una consecuencia iInmediata del siguiente

TEOREMA 4.10. Sean Ki. K

27
m
Sea K = 0O K _ . Sea G abierto tal que G > K ,
entonces existe N tal que G > KN.
DEMOSTRACION: Sea C_ =G AK_ ; .5 B3 5,
n n 1 2 8
C, es compacto para toda nelN vy
i c = c
ngtcnzen(ngsKn)zeﬁK = ¢.

Por lo tanto, si consideramos la conocida proposicion de
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topologia:

"Si {Ka: a & A} es una coleccidn de subconjuntos

compactos de un espacio metrico X tal que r\Ka = @, entonces
OlEA

N
> - - L n =R l'
existe una subcoleccidn finita {Kat}tn’ tal que i.f_]’.Kmi'- P" .

—

concluimos que, existe una subfamilia finita

{Km s eee s Ko } con Mol wonn ¢ m, tal que
E | q
e ™G = . A gy = = <

w e = N (K. E ) =P de donde = K G.

q L=4 L Q
Entonces, queda demostrada (x), Yy con ello completamos la
demostracién de aA.7. ° g
A.8. NO TODO CONJUNTO ACOTADO DE CONTENIDO CERO

ES DE PRIMERA ESPECIE.

Para ello. exhibiremos, que el conjunto de Cantor es de

contenido cero pero no es de primera especie.
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a) EL CONJUNTO DE CANTOR NO ES DE PRIMERA ESPECIE.

Si del intervalo [0,1] extraemos el tercio central, y apartir de
alli subdividimos sucesivamente los -subintervalos restantes vy

continuamos extravyendo los tercios medios, vemos que las

colecciones que en cada paso nos van quedando en el intervalo

[Oo,1] son:
En el paso uno: T1'= [0,1/3]180][2/3 .1}, 21 intervalos.
En el paso dos: T, = [0,2r3]U[2r9,8/9]U[oro,?2/0] U [8r9,1]
22 intervalos.
. B o =
En el paso n: T = [0,0/3 ] U e&e Uy [ : X].
n 3h
— © intervalos.

Continuando de este modo, obtenemos wuna sucesidn de conjuntos
compactos tales que

T :>_T= = 'I'a D ooo0

-

n
2

donde Tn es la unidn de 2" intervalos 3 St

}

- cerrados Yy

= .

ajenos por parejas donde cada uno de ellos tiene longitud 1/3“, v

n € N,
Definimos al conjunto de Cantor K, como:

w
K= n T .
_ n

n=4
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Para demostrar que el conjunto K no es de primera especie,
basta comprobar que K es perfecto para lo cual es suficiente

mostrar la siguiente afirmacidn:

Si x € K entonces, x es un punto de acumulacidén de K.

DEMOSTRACION: Sea x € K, ¥ sea $ un intervalo abierto tal que
X~ S, h
i "
Como K= nMn Tn
n=4i
n
2
entonces x € T = jg1 Imjpara todo nelN,

Asi, para cada n € N gxiste un intervalo

< =
n, Jm Tn tal que x In,jm)

o

ot

Como i1 ) = 178" para todo n € N, podemos elegir n € N

n, j}Xm

tal que I < S.

N, Jirm

Sea x_ un extremo de I tal que X M x,

n, jm’
Por construccidn X € T

Asi, X, €K Ns. Por lo tanto K NS # ¢, de donde, si x € K,

X es un punto de acumulacidén de K. o

116



b) EL. CONJUNTO DE CANTOR ES DE CONTENIDO CERO

n

Demostracién: Sea £)0. Existe ne&lN tal que [ % ] <

Para este n .construyamos la siguiente <coleccidn finita de

intervaalos abiertos

s <
Jn,1 = X xn,zm 2n+2 ’ x;,z_ 2n+z ) -
£ £
I oon o o=( x_ n- , X2 on - )
n,2 n,2 SN*2 n,2 SN*2

donde B ¥R son los extremos izquierdo y derecho

-

respectivamente, ... , x 2" y . X_. n son los

Y

izquierdo vy derecho de In n , respectivamente

ast K < K= J.L:J1 1, , < jt; - g

zn “

J:zgl(I“’ ) = 27 ;—3—;— ) + 2" ( 2;‘ )(Z+5=0=
es decir, K es de contenido cerdl

De a) ¥ b) concluimos la demostracidén de A.8.
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