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El trabajo que se desarrolla en esta tesis, tiene que ver con
el andlisis de un modelo matemadtico para formular dietas para
animales, con el cual se da solucidén a un problema especifico. Este
problema forma parte de la actividad de un proyecto de formulacién
y evaluacion de dietas para camarén, el cual se desarrolla en el
Departamento de Matematicas conjuntamente con el Centro de
Investigacién Cientifica y Tecnoldgica de la Universidad de Sonora

(0. 1:CT:0.8; s

El problema de disefio de dietas consiste en determinar las
cantidades de cada ingrediente, de tal manera que se cumplan los

requerimientos nutricionales y el costo del alimento sea minimo.

El contenido nutricional de los ingredientes varia con el
tiempo, sin embargo, esta variacién es despreciable; por lo cual
estos datos se consideraran fijos. En los ingredientes es muy comun
que varie su humedad, ya sea por el transcurso del tiempo, las
condiciones climatolégicas, etc. Lo que hace necesario tomar las
cantidades de los contenidos nutricionales en base seca y en
consecuencia los resultados del modelo estaran dados en esta misma
base. Como regularmente no se dispone de ingredientes secos, seréa

necesario hacer la conversién a base humeda.



Por otra parte, dependiendo de como se requiera elaborar el
alimento, se manejaran dos opciones para el problema; una contempla
que el alimento estando deshidratado, cumpla con los requerlmientos

y por otra parte, que estando humedo también los cumpla.

Este problema se 1le puede plantear como un Problema de
Programacién Lineal, mads aun, como un Problema de Programacién
Lineal con Variables Acotadas, pues tiene 1las caracteristicas
idéneas para plantearse de esta manera.

Entre 1los objetivos de este trabajo, esta poner a la
disposicién versiones revisadas del Método Simplex (Simplex
Revisado Forma Producto de 1la Inversa Y Simplex Revisado con
Descomposicidén LU). Métodos que normalmente no se abordan en los
cursos de Ingenieria (incluso en la Licenciatura en Matemdticas) y
que resultan indispensables al atacar Problemas de Programacién

Lineal (PPL) de tamafio considerable.

De utilizar el Método Simplex Normal en problemas "grandes",
es muy probable que los resultados estén bastante alejados de la
solucién verdadera; esto es porque en cada iteracién se van
acumulando ‘"pequefios" errores que nos 1llevan a una solucién
incorrecta. También se presenta la Técnica de Variables Acotadas
derivada del Método Simplex, que como principal caracteristica,
para cierto tipo de problemas disminuye el numero de restricciones

y variables, manejando implicitamente las cotas de estas ultimas.



Al combinar la técnica de variables acotadas con el Método
Simplex Revisado, da lugar al algoritmo que nos lleva a la solucién
del problema de disefio de dietas de manera eficaz. Para esto se
presentan las principales subrutinas, que forman parte del programa
en computadora, que trabaja con este algoritmo. Las subrutinas
estan dadas en Fortran 77, ya que tradicionalmente este lenguaje es
usado por ser uno de los més precisos en los cédlculos. Ademds estas

subrutinas se pueden utilizar, con sus respectivas modificaciones,

para el disefio de otros algoritmos.

Otro de los objetivos es que quienes se interesen en el disefio
de dietas para animales y estén familiarizados con la Programacién
Lineal, dispongan de este material. Pués se conoce muy poca

bibliografia en donde se abordan este tipo de problemas.

Como el método con el cual se pretende dar solucién al
problema es "El Metodo Simplex Revisado para Variables Acotadas con
Descomposicién LU ", la teoria que se presenta en este trabajo
contiene: El1 Método Simplex, El1 Método Simplex Revisado (Forma
Producto de la Inversa y Descomposicidén LU), asi como El1 Método

Simplex Revisado para Variables Acotadas. Esta teoria se presenta

en el apéndice A, en los capitulos I, II y III.
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El contenido de este trabajo es el siguiente: En el capitulo I
se presenta el material necesario, para que, conociendo el Método
Simplex, se pase a ver sus versiones revisadas. Este consiste de la
teoria de cambios de base, de la wutilizacién de matrices
elementales, permutaciones y acciones para tener estabilidad
numérica en el algoritmo. El capitulo II contiene el Simplex
Revisado, asi como dos de sus versiones (Simplex Revisado Forma
Producto de la Inversa y Simplex.Revisado con Descomposicién LU).
Ademéds se hace la comparacién entre el numero de operaciones para
resolver sistemas de ecuaciones lineales (SEL), utilizando la Forma
Producto de 1la Inversa y utilizando Descomposicién LU. En el
capitulo III se desarrolla El1 Método Simplex Revisado Para
Variables Acotadas, que utilizando Descomposicién LU para resolver
los SEL, nos da el método para dar solucidén al problema del disefio
de dietas. En el capitulo IV se presenta el problema de forma
general, con las mismas caracteristicas que el problema de interés.
Se plantea como un PPL con variables acotadas, se resuelve con el
Método Simplex Normal (planteado de 1la forma anterior) con
paqueteria comercial y también se resuelve utilizando un programa
que trabaja el Método Simplex Revisado Forma Producto de la Inversa
para Variables Acotadas. Se manejan las dos opcionss que se tiene
para el problema. Por ultimo se da 1la interpretacién de los
resultados obtenidos. Se tiené un apartado para las concluciones,
ademas se agregan dos apendices: en el primero se da la teoria de
programacién 1lineal y el segundo contiene 1las subrutinas ya

mencionadas.



CAPITULO |

CAMBIOS DE BASE, MATRICES ELEMENTALES, SU APLICACION A LA FORMA

PRODUCTO DE LA INVERSA Y A LA DESCOMPOSICION LU.

En este capitulo presentamos algunos aspectos de la teoria de
cambios de base, ya que el algoritmo del Método Simplex, es un
procedimiento en el que en cada iteracidén se genera una nueva base.
Ademds, estos aspectos nos servirédn para abordar el Método Simplex
Revisado. Como en este método es fundamental resolver sistemas de
ecuaciones lineales cuadrados, mostramos como construir matrices
elementales que al multiplicar por ellas realizen pivotajes. Esto
da pie para que apliquemos métodos mas eficientes que resuelvan

tales sistemas, como son los que utilizan la forma producto de la

inversa y la descomposicién LU.

Ahora, con el fin de darle estabilidad numérica al Método
Simplex Revisado, se ve como trabajar con las matrices elementales.
Esté es, se mostrard como construir y aplicar acciones, utilizando
permutaciones en los renglones. El pivoteo parcial es un técnica
que utiliza estas permutaciones buscando tener dividendos grandes
(en valor absoluto). En general no es suficiente aplicar sélo esta

técnica para obtener estabilidad [5]. Pero dadas la caracteristicas



del problema a resolver, solo abordaremos el pivoteo parcial.
Ademés damos una Jjustificacién un tanto informal de porque tener
dividendos grandes (en valor absoluto), ayuda a reducir los errores
en las divisiones y multiplicaciones que se realizan al apllicar

acciones.

Se supondrd que se estd familiarizado con los conceptos
badsicos de un curso de Algebra Lineal, a nivel licenciatura. Sin
embargo, se dardn algunos conceptos basicos que se considera
importante que se aborden en este capitulo. Ademas‘conocieﬁdo la
teoria del Método Simplex Normal y el material de este capitulo,

estamos listos para abordar el Método Simplex Revisado con sus dos

versiones.
1.1 BASES

Recordemos la siguiente definicién, la cual es fundamental en la

teoria de programacién lineal.

Definicién 1.1.1: Una base para R" es cualquier subconjunto de

n n
vectores en R L.I. los cuales generan a R .

. n
Esto es, gque cualquier vector de R se puede expresar en forma
tnica como combinacién lineal de los elementos de 1la base. El

. n
numero de vectores L.I. que forman una base para R es n.



Definicién 1.1.2: Sea V € R" y las columnas de B una base para R",

entonces existe un conjunto Unico de escalares al,az,a3,...,an

tales que

n

1 2
VsEaB #aB *..., ¢ B
1 2 n

donde B = [ B B°%...B" ]

A las componentes del vector(al, az, aa,...,an) se les llama las

coordenadas del vector V respecto a la base B y se denota por:

[V]é.
Como V = « B1 + o 82 Foven e O Bn, entonces se puede expresar:
o
o
V=B i
o

n

es decir V =B [V]B, de aqui que [V]B es solucidén del sistema

B [V]B= ¥,
Y ésta es:
-1
[V]B =B V.
Observacién : Para cambiar al vector V a la base B, basta

multiplicarlo por B .

Ejemplo 1.1.3: Supongamos que tenemos la base formada por las

columnas de la siguiente matriz:

: o para R
B=|-1
g I 2



y deseamos cambiar de base al vector V = , i.e. calcular {V]B.

W N -

Una forma de obtener B'1 es utilizando eliminacién de
Gauss-Jordan, de tal manera que la matriz aumentada:

[o1]

se le tranforma por medio de operaciones elementales en:

-1 2
_[IB], BIBLJOTECA
DE CIENC!AS £°.2TA
P -1 & v
Calculemos B "de esta manera: St i$A 1L )
EL SABER DE MIS HIJOS
HARA MI GRANDEZA
1 2 3 “ 1 2 3 1 2 3 1 2 3
B B e e B B e e e
1 0 1 1 0 0] 1 o0 1 1 0 O
Ra * Ri
-1 1 0 G 3 0 | —— 0 1 1 1 1 0
| © 1 2 o o0 1 0 1 2 0O O 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3 i 2 3
B B B e e = B B B € e 3
1 o 1 i 1 0 0] 1 0 1 1 0o 0]
: R -R
: 3 2
) 1 ¥ B 1 1 o |l— 0 1 1 1 1 0
L & 1L @2 5 o o 1 o o0 1 -5 =% 12
1 2 3 1 2 3 1 2 3 ¢ 2 .3
B B B e = B B B I3 e =
1 o] . 5 1 o0 © 1 0o o© 2 3 =1
¢ R1 - R3
0 1 ] 1 1 0 | ———— 0 1 o 5 3 o
R - R :
0 o 1 -1 -1 1 2 3 0o o 1 P -1 -1 1
2 1 -1
- -1
Asi B = 2 2 -1
T | 1
2 1 -1 1 1
por lo tanto
[V] = 3 T - 2§ =13
-1 -1 1 3 (0]



1.2 MATRICES ELEMENTALES

En el método de Gauss, para resolver sistemas de ecuaciones
lineales, se aplican operaciones elementales en los renglones para
realizar los respectivos pivotajes. En esta seccidén mostraremos
como construir matrices que al multiplicar ‘a otra matriz, le
realizan un pivotaje. Estas matrices, definidas mas adelante como
"Matrices Elementales", nos sirven para hacer el desarrollo del
Método Simplex Revisado en la forma producto de la inversa, asi

como el método basado en la descomposicidén LU.

Como el producto de matrices no es conmutativo, necesitaremos

de la siguiente definicién:

Definicién 1.2.1: Si la matriz € = AB, se dice que C resulta de

premultiplicar a B por 1la matriz A, o que resulta de

postmultiplicar a A por B.

A continuacibén presentaremos resultados donde interviene la
multiplicacién de matrices, los cuales nos serviran para construir

matrices que realicen pivotajes.

y B € Hn , para obtener el renglén j de AB, se

Sean A € H
m Xr

Xxn

premultiplica B por el renglén j de A , es decir:

[AB] = A B.
j j



Para obtener el renglén j de B, se premultiplica a B por a e:,

esto es:
Es claro de lo anterior tomando a A = I.

Por otra parte si se quiere multiplicar a un renglén i de una
matriz de mxn por una constante c, basta premultiplicarle por la
matriz identidad de mxm (I ) modificada con c- el lugar i-ésimo de

m

la diagonal.

b d
Ejemplo 1.2.1: Consideremos la matriz A = E £ g |
1 j k 1
multipliquemos por s al tercer renglén:
Asi obtenemos
1 0 O b & 4 b d
0 1 O £f g k| = e ¥ g h
0 0 s i 3 k 1 Si sj sk sl

Ahora veremos como sumarle al renglén i, el renglén j de una
matriz de mxn. Esto es equivalente a premultiplicar por la matriz
identidad Im agregandole un 1 en el i-ésimo rénglén Jj-ésima
columna. Esto es equivalente a sustituir en el renglén i de la
matriz identidad 1los vectores ei+ ej, los cuales extraen a los
respectivos renglones y hacen la suma, i.e.

(e+ e)A=ecA +e A=A+ A
i j i j i ]

10



D e e

1 3 0
Ejemplo 1.2.2: En la matriz A = -2 2 4 sumarle al primer
5 1 3
renglédn el tercero.
1 0 1 1 3 0 6 4 3
Asi tenemos: 0 1 0}l|l-2 2 2} =1|-2 2 2
0O 0 1 5 1 3 5§ 1 3 .

Construyamos una matriz que al multiplicar por ella realice un
pivotaje, combinando multiplicacién por un escalar y suma de

renglones, en el lugar de a_, de la matriz:

Para hacer 1 en el lugar a, multiplicamos por 1/4 al segundo

rengloén.

1 0 O 1 2 -1 3 | 2 -1 3
BA = 0 174 0 2 4 0 1 = l1/2 1 0 1/4
B o 1 -1 1 2 3 -1 1 2 3

en ésta nueva matriz al primer rengldédn restemos dos veces el

segundo y al tercer rengldén restémosle el segundo.

1 =2 0 1 & 91 3 0 O =1 52
C(BA) = 0 1 O T B o 178 = e a 0 1/4
0o -1 1 = 1 2 3 375 B 2 ~11/74

11



como C(BA) = (CB)A, entonces podemos construir CB que es la matriz

que realiza el pivotaje, quedando de la siguiente manera:

1 =2 0 i1 0 0 1 -2/74 O©
CB = 8 T © 0 174 © = 0 174 0
0 -1 1 0O 0 1 0 =174 1

Observacién: Si en el i-ésimo renglén se encuentra el elemento
pivote, en la matriz por la que hay que multiplicar se cambia la

i-ésima columna.

-

Definicién 1.2.3: Por una matriz elemental de mxm entenderemos a

cualquier matriz 1idéntica a I excepto en una columna, las
m

denotaremos por Ei

En general la matriz elemental que realiza un pivotaje en el

lugar aij de la matriz:

a8, 8. vonl  swed@ |
11 12 1j in
A= |la_ a_ .08 Vi@ 'RIVOSE
it 2 i) in ~ R
a a a a
- ml m2 mj mn -
es la matriz E e M
mxm
- -a /a -
1 1§ 1)
1 -a_ /a
S - ij
‘1/a
01}
1
- 1
mj/a 1
L jj -

12



Ahora presentaremos dos métodos para resolver sistemas de
ecuaciones, a saber se utiliza la forma producto de la inversa y la

descomposicién LU.

-1
Enseguida veremos como se puede expresar a B~ como el producto
de m matrices elementales, a ésta se le conoce como forma producto

de la inversa.

1.3 FORMA PRODUCTO DE LA INVERSA
Dada una matriz B de mxm invertible, existen a lo mas m
matrices elementales que relizan los respectivos pivotajes, de tal
manera que:
.,ElB = [P]

E Y
t t-1

donde [P] es una permutacién de 1la identidad y

EE ,...,E=1[B
T tt-1

]

) -1 .
entonces si queremos conocer B~ necesitamos conocer EtEt 1,...,E1
. -1 "
y si1 se desea tener a B con sus columnas ordenadas se necesita la

matriz de permutaciones, la cual al multiplicar por ella realiza el

cambio en los renglones.

La matriz de permutaciones es wuna permutacidén de Im
Supongamos que en la matriz A tenemos que intercambiar a el renglén
i por el renglén jJ entonces para construir 1la matriz de
permutaciones, en 1 hacemos este mismo intercambio. Para ordenar a

m

[A"'] la obtenemos:

A'= [P] 1ATY)

13



En lo que sigue, salvo en los ejemplos, no consideraremos a

las permutaciones para retomarlas posteriormente.

A continuacién veremos como se resuelven los sistemas derechos

e izquierdo utilizando la forma producto de la inversa (FPI)

1.- Consideremos el sistema derecho BX = b y supongamos que:
B'=EE _,...,E
entonces la solucién es X = EtE ""’Eib’ esto es
premultiplicando a b por las matrices elementales en el orden
en que aparecen. ‘
2.- Si el sistema es izquierdo como YB = C
la solucidén es Y = CEtEt—1""’E1’ i.e. postmultiplicando

C por las matrices elementales en el orden contrario en que

aparecen.

Veamos un e jemplo de cada caso

Ejemplo 1.3.1: Consideremos el siguiente sistema derecho AX = b

2 X 1 X1 4

1 ek 1 = 1
2

4 :: 3 X 10
3

encontremos la inversa de A en su forma producto:
Multiplicando por una matriz que realice el pivotaje en la primera

columna obtenemos:

172 O 0 2 1 1 1 172 1/2
EIA = |-1/2 1 0 1 =1 1 = 0 =372 1/2
-4/2 0 1 4 1 3 0 =1 1

14



ahora en la segunda columna

I 143 © 1 1/2 172 1 0 273
EZ(EIA) = 0 -2/3 0 0 -3/2 1/2] = 0 1 =173
0 -2/3 1 0 -1 1 0 0 2/3

y en la tercer columna

1 g =3 1 O 273 1} 0
EB(Ez(Elﬁ]] = 0 1 1/2 0 1. =1/73| = 0 1
0 0 372 0 0 2/3 0 0

asi el producto EEE A ="
3 2 g

1 0 -1 1 1/3 0 172 0 0 2 1
142 0 -2/3 0 -1/2 1 0 1 -1
0 0 32| 0o -273 1 -4/2 0 1 4 1
1 0 !
= 0
0 0 ;

por lo tanto la inversa de A es:

0 -1 i 148 o© 1/2 0
Al= EEE = 0 1 1/2 o 273 o | l-i2 1
0 372 0 -2/3 1 ~4/2 0
F 3 4 =
EEE=| -1/2 -1 1,2
3 21
| -5/2 -1 372

y la solucién del sistema estid dada por X = E3E2E1b

15



- =1 1 173 0 i72 0 0 4 =1
X = 0 1 172 0 ~273 B =iy2 -1 0 1 =1 2
0 372 0 =273 1 -4/2 O 1 10 4
Ejemplo 1.3.2: Ahora resolvamos un sistema izquierdo YA = b
2 3 1
[Y1 ,Y2 ,Y3 ] 2 3 =1 | = {2, 17/4 ,~1]
0O 174 O
encontremos la inversa de A en su forma producto:
172 0 O 2 3 1 1' 372 1/2
! E1A = | -1 2 3 =1 ] = 0 0 =2
0 o 1 0 174 0 O 174 O
. G =6 [ 2 @/2 /2] [ 1 1/2]
Ez(E1A) = 0 1 O 0 0 -2 | = 0 =2
0 0 4 0 174 0 ] 0 0
1 174 O 1 1/2] 1 0 0]
E3(E2(E1A]) = 0 «1/2 0O 0 0 -2 | = 0 1
0 e 111 © 0 0 0]

ahora necesitamos multiplicar por la matriz de permutaciones:

1 0 0
P= 0 0 1 |, de tal manera que P EB(EZ(EIA)) =1
1 0

entonces la inversa de A es: A-3= P E3E2E1 y la solucién de YA = b

estd dada por Y=DbPE_ E E, Y= [2, 1774 ,-1] PE E E
3 = Ty 3 "8 1

i) 0O O 1 174 O 1 0 -6 172 O
PE3E2E1= 0 0 1 0 =172 0 0 1 0 =1 1 0
0 0 0 1 0 0 4 0 0 1

Y= 10,1, 8]

16



La forma producto de la inversa es la m&s natural para
trabajar el Simplex Revisado, pero en nuestro caso resulta mas
eficiente trabajar con la descomposicién LU porque el numero de
operaciones es menor. En el método de descomposicién LU se puede
expresar a B como el producto de una matriz triangular inferior por

una matriz triangular superior i.e. B = LU.

1.4 DESCOMPOSICION LU

En la descomposicién LU se necesita hacer pivotajes a una
matriz, aplicédndole operaciones elementales hasta obtener una
matriz triangular superior U. La matriz que realiza estos pivotajes

en la matriz

a a R | TS . |
11 12 1) in
A= a a ...a ...a
11 2 ij in
a a .| a
- ml m2 m ] mn -
es la matriz de mxm
r 1 0 -
1 0
1/a
i
. 1
a . 1
mj/a 1
- i j -

17



si multiplica a la matriz A obtenemos:

j 0 B L T E W e sed® ]
! ° 11 p ] 1] in
0 i ; i g .

0 0 .17a AR 4 a a i ek el | =
1 i1 i2 i) in
0] 0 -a é s | a a a a
= m j i) - - ml m2 mj mn -
—a a a a I
11 12 1j in
# ' 0» &
a11 a12 ook ain
. 0
* ' = * *
a a D = §
J - mi m2 0 mn -

esto es, convierte en 1 al elemento aij y pone ceros debajo de él.

El método de descomposicién LU parte de los sistemas de

ecuaciones lineales cuadrados.

Definicién 1.4.1: Un sistema AX = b es triangular cuadrado si A es

una matriz triangular. Este puede ser triangular superior o
triangular inferior.
Ejemplo 1.4.2 : X +2X 3% = X =1
1 2 3 4
X -2X_ + X =4
2 3 4

SX, - 3X =2
3 4

X =1
4
[ 1 2 3 -1 'xl' e
0 i1 =2 1 X2 4
lo expresamos como 0O 0 5 -3 X3 = > es un sistema
6 O 0O 1 X 1
- _...4_1 L =

triangular superior cuadrado.

18



Un sistema triangular superior se resuelve con sustitucién

regresiva, es decir, se encuentra Xn luego xn_l, hasta XI.

Ejemplo 1.4.3: Consideremos el sistema triangular inferior

- - — - - -

i & 0 B X 1

5 3 8 0| |x 4

1 2 1 v |x 2
L2 7 meafn e

Como la matriz es triangular inferior, el sistema se resuelve
con sustitucién progresiva. Es decir, si la matriz es triangular
inferior de orden n se encuentra Xl, luego se encuentra Xa’ asi

hasta X .
n

En la descomposicién LU la matriz B se puede escribir como:
B =1L1LU
donde L es una matriz triangular inferior y U una matriz triangular
superior. Como veremos, para resover los sistemas, necesitaﬁos

obtener Uy L™}

Si B = LU y queremos resolver el sistema derecho BX = b,
sustituyendo B y asociando £
\ BIBLIOTE CA
(LU)X = b DECIE?JC” ES A CTAS
Bl Y f:“\ f W& os “ _,
L(UX) = b AR M1 A

entonces primero se resuelve LY = b y luego UX = Y. Si queremos
resolver el sistema izquierdo YB = c, i.e.
Y(LU) = ¢ (YL)U =

entonces se resuelve primero XU = ¢ y luego YL = X.

19



Observacién : Resolver el sistema derecho BX = b, lleva a resolver
los sistemas derechos LY = b y UX = Y, Los cuales son
relativamente fé&ciles de resolver. De igual manera sucede para el
sistema izquierdo YB = c, que equivale a resolver los sistemas

izquierdos XU = ¢ y YL = X.

A continuacién veremos como se encuentran U y L*1 por medio
de matrices elementales, para después resolver un sistema derecho e
izquierdo utilizando 1la descomposicién LU. Para lo cual

utilizaremos los siguientes resultados:

1.- Las matrices -elementales para el método de Gauss son
.triangulares inferiores.

2.- S1 Ay B son matrices triangulares del mismo tipo AB también lo
es.

3.- 51 A es una matriz triangular invertible entonces su inversa es

triangular del mismo tipo.

Para encontrar U premultiplicamos a B por matrices elementales
que pongan unos en la diagonal principal y ceros abajo de ella
salvo permutaciones en sus renglones. Por el momento supondremos
que no hay permutaciones, el caso én que éstas aparescan, se
trataran al final de este capitulo. En este caso U queda expresada
por:

E ...BEEB =Y
t - i

20



Para encontrar L™’ despejemos B

B=(E ...EE) U
t 2 1

por los resultados anteriores Et"'E2E1 es una matriz triangular
inferior y su inversa (Et"'EzEI)-l también 1lo es. Entonces,

-1

denotando a (Et...E E) por L nos queda que

2 1

A continuacién veremos un ejemplo en donde dada un matriz B

encontramos L™ y U.

Ejemplo 1.4.4:

2 1
Sea B = -1 1
1 1 2

Aplicando la primera martiz elemental

/2 0 O 2 1 0 1 172 0O

ElB = 172 1 0 - | 1 4 1 =10 3/72 4
~kfE 0 h & 1 1 2 0 172 2

aplicando la segunda

1 O 0 1 172 0O 1 172 0
Ez(EiB) = 0 273 0 0 372 4 = 0 1 8/3
0 ~=1y3 1 12 2 0 0 2/3
y la tercera
1 0 0 1 172 0 1 72 0
E3(E2(EIB)] = 0 1 0 0 1 8/3| = 0 1 8/3] = U
0 0 372 0 0 2/3 0 0 1
de aqui tenemos quue EEEB=U y L =EEE 1i.e.
3 & 1 321

Z1



S 5 I { O b 172 8 © 2 B @
L'=]10 1 o0 0 2/30 2 1 ol=11w3 273 ©
o 0372 | 0-1/31 122 O 1 < | = AT D

Aprovechando que tenemos L-ly U resolvamos el sistema derecho-

2 1 0 : 1
-1 1 E = 10
2
1 1 2 6
3

Para esto resolvamos el sistema LY = b, cuya solucién es Y = thb.

Luego resolvamos con sustitucién regresiva al sistema UX = Y. Asi

tenemos que

1742 0 O 1 172

Y = 173 273 0 10 | = 7
=1 ~1/2 3/2 6 3

y resolviendo el sistema

1 172 0 X1 1/2
0 1 873 X = i
&
0 0 1 X 3
3
la soluciédn es:
1
1
= -1
2
X 3

3

Ejemplo 1.4.5: Resolvamos ahora el sistema izquierdo YA = ¢

F 2 1 0 0l
1 -1 Z B
[Y{,Yz,Ya,Y4] 1 1 3 5] =Bl a2 3]
. 0 0 1|
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Encontremos U y L-i; aplicando la primera matriz elemental

1/2
-1/2
-1/2

| -1/2

aplicando

aplicando ahora

E (E_(E A))
g 8 3

O O O =

asi obtenemos Uy L™

Como ya tenemos U resolvamos con

sistema XU =

0
1
0
0

0 @ O

o QO = O

O = O O
= O O ©

la segunda

o = O O

3711
2711

0
:
0
0

c,

S JRRE > (R e

QO S pe

b e e [N

172
=372
172
~1/2

la tercera

0

0
3711
2711

j.6.

C O O

1/2

QO O

[ ]
o W N O

o W NN O
= O O O

-4/3 0
13 ©
243 1

0
=273
1/3
=1/3

= I O 2

sustitucidén regresiva

o O O

O O O

172
=3/2
1/2
~1/2

o O O

172 0
1 -4/3
0 11/3
0 ~2/3

142 9O
1 -4/3

172
-1/2
=172

| -1/2

Q Q = O

o W N O

= O O O

= O O O

Q = 0 O

= O O O

=D O O

el




1. 222 .80
0 1 -4/3 0
[xl, X, X, x4] 0 0 Rl R e (B X . 2.3 ]
| O 0 0 1|

= =8, =3, B
y la solucién es [X , X, X_, X ] [8, =8y =2; 3]

Ahora queda por resolver YL = X
[¥-. % Y. ¥ | L= [8, =3; =2; 3]
§7 2" "4, 4

L-¥% ¥ ¥1=[8 -3 <2 51L"
3 2 3 4

- -~ - E
esto es [Y1'Y2’Y3’Y4] (8, -3, -2, 3] E3E2 !

y la solucién es:

¥ ¥ ¥ ¥ 1= {32, 1. 0; 3)
S <

1.5 ACCIONES Y PERMUTACIORES

Al multiplicar por matrices elementales para realizar un
pivotaje sobre una matriz, la mayor parte de 1las operaciones
consiste en multiplicar por unos y ceros. Ahora, con el fin de
ahorrar estas operaciones, en un vector llamado accién se guardara
la informacién minima necesaria para realizar el pivotaje y se dara
el procedimiento para realizarlo. Esto es, vera como construir
acciones y como aplicarlas. Por otro lado, el uso de permutaciones
en los renglones es indispensable ya sea porque el candidato a
elemento pivote sea un cero o por 1la necesidad de ayudar en
estabilidad numérica del algoritmo. Esto ultimo lo tocaremos mas

adelante.
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A

continuacién

veremos

como

construir

acclones y

aplicarlas, para lo cual haremos las siguientes consideracliones:

St

al vector b se premultiplica por la matriz elemental que

realiza un pivotaje en el elemento a,

el cual

a /a
1 0 [

1 -a /a
. 23 13

1}

se puede descomponer

bz - (az/ai)b1

b /a
i

b - (a /7a )b
m m i i

como:

b1 - (ai/al)b1

I

b

resultado es:

—

i

b -~ (& Za )b |
1 1. & 8
b - (a /a )b
2 -
b /a
i

i

b - (a /a )b
m m i i

b /a
i

a
m

De esta igualdad se observa que para obtener el resultado sélo

=

necesita conocer, aparte del vector b,

la matriz de mx1:

y el indice i del renglén donde se realiza el pivotaje.

25
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Definicién 1.

5:1:

pivotaje la matriz A,

componentes

Sea E una matriz elemental

con elemento pivote aij

que, realiza un

Al vector de m+1

donde se guarda informacién necesaria de E se le llama ACCION y se

denota por AC

En vez de decir que se va a premultiplicar por una matriz

elemental que realice un pivotaje, se dira que se va a aplicar una

accién por la

aplicacién se dan los siguientes pasos:

a)
b)

c)

e)

i = AC(1)

C = b(i)

D = AC(i+1) = 1/a,

F = D*C = bl/ai

El resultado se obtiene:
R(1) = F

para j # i calcular:

R(3) = b(3) - (F * AC(3+1))

izquierda que

realice

26
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Si postmultiplicamos a un vector C por una matriz elemental

que realice un pivotaje en el elemento alj, el resultado es:

- -a /a -
1 i3 1)
1 -a_ /a
. 25 i}
[ ] 7 [ ¢ ]
o c 1/a = {c 5 PR
Si gt "“m ci) 1’ i’ "m
1
1
mi/a
- ij il
E ]
donde c = -ca/a -cal/a-...+c /a -... —c a /a_.
i . (. R | S 4 mm i

reduciendo la expresioén:

#*
¢ =e¢/a =18 lca *toc.aftaar € a + C a +C a
i ¥ B i o | - T 1-1 1-1 i+41 i+1 m m

L

De aqui que para obtener el resultado también se necesita conocer

la informacién guardada en la accioén:
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Asi se tienen los siguientes pasos para aplicar una accion

por la derecha.

a) 1+ = AC(1)

b) H = C(1)

c) D = AC(i+1) ot i :
d) F=H*D =c /a o {f\yﬁ |

e) Para obtener R(i1) se calcula

= - T\*
R(i1) =F - D E: ac

k # 1

y para obtener R(j) con j # 1 se iguala

R(3) = C(3) -’h'\._“,- ._“,__'-'.-"" : ) X

Observaciénes:

a) Para construir una accién se requiere una divisién.

b) Para aplicar una . accién que realice pivotajes se requieren m
productos, no importando que se apliquen por la izquierda o por

la derecha. En cambio si se multiplica por matrices elementales

se necesitan 2m-1 productos y m divisiones.

Cuando se desea implementar el uso de la computadora, en la
solucién de SEL, no siempre se obtienen resultados validos. Esto se
debe principalmente a los errores de redondeo, por lo que se tiene

la necesidad de ahorrar operaciones, en medida de lo posible.
Ahora veamos como el uso de permutaciones en los renglones

ayuda a proporcionar estabilidad numérica al algoritmo. Esta se

obtiene de la siguiente manera:

28



Como las divisiones y las multiplicaciones son unas de las
operaciones que acarrean mas errores de redondeo, entonces con el
fin de darle estabilidad numérica al algoritmo se tienen que
disminuir estos errores. Para tener errores mas pequefios en la
division lo que se tiene que hacer es tratar de que los
denominadores sean lo mas grande posible (en valor abscluto). Como
consecuencia de tener el error mas pequefio en la divisién
automaticamente en las multiplicaciones que se tienen que realizar,
también tienen error mas pequefio. Veamos como se justifica lo

anterior:

Recurramos al calculo de errores. La estimacién para el error

de la divisién esta dado por:

J 7
1/_"]

1 AX (et
-2 &

»

De ésta férmula se observa que entre mds grande sea el dividendo la
estimacidén para el error de la divisién es mids pequefia y algo que
también nos serviré para disminuir los errores en la multiplicacién
es que la divisién también es mas pequefia. Para concretar esto
ultimo veamos lo siguiente: supongamos que se multiplica (Y)(1/X)
donde 1/X se calculd con el X més grande, es decir tanto 1/X como
A(1/X) son lo més pequefio posible. la estimacién para el error del

producto esta dada por:

A[(Y)(l/X)] = YA[I/X] + (1/X) (AY)

£
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Como A[l/X] y (1/X) son lo mas pequefio entonces la estimacién del

error de la multiplicacién A[(Y)(I/X)] también es mas pequefio.

Veamos ahora como se utilizaran 1las permutaciones en los

renglones para tener dividendos mads grandes.

Supongamos que se realizard. un pivotaje en la columna j y que
se va a pivotear en el lugar que ocupa aij, entonces como el fin es
tener el dividendo mds grande, éste se busca entre los elementos de
la columna j apar£ir del rengldédn i-ésimo hacia abajo, es decir el

m&s grande (en valor absoluto) se calcula:

a = max { la_ | |& leenes @ ]}
k] ij i+1, m j

Ahora si este es el caso entonces se intercambian el renglén i1 y el

rengldén k.

Observacién: Las divisiones y multiplicaciones que aparecen en
ambos grupos de pasos tienen el error mas pequefio siempre y cuando
se realice pivotaje parcial; esto es, que se realice la

correspondiente permutacién en los renglones.

Como en cada paso lo més probable es que se tengan gque
permutar renglones, entonces es necesario introducir en cada paso
la matriz de permutaciones, la cual estard representada por la

accidn:
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Observacién: La caracteristica principal de esta accién es que

sélo la segunda y la tercera componente son distintos de cero.

El procedimiento para aplicar este tipo de acciones sera una

rutina que para cada j realice:

temp = a_, a =a , akj= temp

Donde temp es una variable temporal que guarda el valor aij para

poderlo asignar a akj.

Estas acciones se guardan en un archivo 1llamado "ETA"
(Elementary Transfomation Actions) y para realizar pivotaje parcial

a una matriz A en sus m columnas el archivo ETA queda de la forma:

ETA = | E P 55 b E P E P

De tal manera que ETA aplicado a A da como resultado:

ETA( A ) =1
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En el caso de trabajar con descomposicién LU es facil ver que

las acciones quedan de la forma:

y para aplicarlas, ya sea por la izquierda o por la derecha, se
aplican los mismos pasos solo que en donde aparece "para j # i" se

sustituye por "para j > i".

En los ejemplos que aparecen en este trabajo, utilizaremos las
matrices elementales en lugar de las acciones, ya que estas Gltimas

tienen mas sentido en la implementacién computacional.

{14 =

§ p =@ 3 3 . i v
B E i = f' i“ .'.Z-- 'f:. :'J 354 haod 3 B S
VETROTAMERIY UL Bintbiiilings

L o £ fd 82 R | t
L1 - gd al é s SR IR ; § g:l 4 82
B

““BIBLIOTECA
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CAPITULO I

SIMPLEX REVISADO FORMA PRODUCTO DE LA INVERSA

Y SIMPLEX REVISADO CON DESCOMPOSICION LU

En este capitulo se presenta el simplex revisado junto con dos
de sus versiones, estas son: la forma producto de la inversa y la
descomposicién LU. En ambos se muestra como utilizar los célculcs
de la etapa anterior, que se conoce como la actualizacién y por

ultimo se hace una comparacién del numero de operaciones en cada

método.

2.1 SIMPLEX REVISADO

En la mayoria de los PPL se tiene que el numero de variables
es mucho mayor que el numeroc de restricciones (n > m). Esto hace
que al trabajar con el Simplex normal queden muchas columnas sin
entrar a la base, esto es, nunca se realizé un pivotaje sobre
ellas, sin embargo, se realizaron operaciones sobre todos sus

elementos que realmente no fueron necesarias.

El método del Simplex Revisado es un procedimiento con el cual
se ahorran calculos, espacio de memoria. Por disminuir el nimero de
operaciones al aplicar acciones y por aplicar permutaciones, se

reducen errores de redondeo.
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Las propiedades Primal-Dual (Apéndice A) aseguran que en cada
iteracién del Simplex Normal solo se requiere conocer una parte de

la matriz, esto es, el vector b, el vector de costos y la columna

pivote.

Estas propiedades dieron origen al método Simplex Revisado, en el
cual C, Al y b se van calculando en cada etapa, es decir, se van
actualizando. Para actualizarlos es necesario resolver tres

sistemas de ecuaciones, éstos son:
BX =b BY! = A’ YB=Ct o YB=e

Como se vié en el capitulo I dos formas de resolverlos es
utilizando 1la forma producto de 1la 1inversa y wutilizando
descomposicién LU. Como veremos con la FPI en cada iteracidén
también se puede actualizar B aplicandole una matriz elemental,
en el caso de utilizar descomposicién LU, si la k-ésima columna de
B es la que sale de la base se requiere aplicar m - k + 1 matrices
elementales para actualizar U y las mismas sirven para actualizar
T,

Ahora veremos de donde se obtienen tales sistemas:
Consideremos el siguiente PPL

Min C'X
sujeto a A X = b

con X 20
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Suponiendo que tenemos una solucién béasica factible tomemos
B c { A A kY } tal que B forme una base que da una solucién
basica factible, es decir, A = [ B | N ] entonces a AX = b la

expresamos Como BXB + NXN = b con XN = 0 vy una solucidén del

1}

sistema BXB b es:

Por otra parte supongamos que tenemos la tabla del simplex
| #{#1{2] 1]

Donde A’ es la columna pivote. expresando a las columnas en la base

[0 [x] [#] |72

En el lugar en donde estaba inicialmente la columna j aparece ahora

B, nos queda:

y) = B_iaj que es la solucidén del sistema
BY) = A’
En el apéndice A de la teoria de programacién lineal definimos

Z . =2CaY #=EC2Y #,..% Ca¥
1] B 2j B mj

j B
z =ct vy
b B
z =cC" B A’
] B
Asi basta conocer Y = C; B para calcular todos los Zj. Los

coeficientes del vector de costos son:

-1,
Z. =G = LB -
3 ] B ¢ CJ
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se tiene que conociendo Y = C; B! que es la solucién del sistema
YB = C
B

se pueden calcular los coeficientes del vector de costos.

Estos coeficientes también se pueden calcular de la siguiente

manera:

Consideremos la siguiente matriz

.-a a 4=
11 1} 1n
(172 ) |a iia BT .. A&
1] i1 i3 in
Cod | =8 cu. "B oov =€

al convertir a aij en uno y cero a -—cJ el rengléon de costos nos
queda:
C=C+ (cj/aU)Ri donde Ri es el renglén i.

Y el renglén i cuando la matriz esti en la base B se obtiene

e [13‘15.1 ' Ry Sl B“A"] = e:B"A"

t

t -1 = o .
donde eiB es solucidén del sistema YB = ei

Entonces en cada paso necesitamos resolver los sistemas:

BXB =b sistema derecho
BYj = Aj sistema derecho
YB = C; o YB = e: sistemas izguierdos
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Una forma de resolverlos es utilizando eliminacion de Gauss-Jordan

-1
en cada uno, otra manera es encontrando B y la solucién de cada

sistema queda:

x = B— b h. '
. i s
I B-1Aj EL SABER DE MiS HLjog = k4
Y = HARA My GRANDEZA
t -1 -1
telL B 3 Y=gl

Veamos como se va modificando la tabla en cada iteracién. La

tabla inicial del simplex es:

N
- r - =
Al B b
c ct Z
N B

Después de elegir al elemento pivote sabemos automaticamente
que veclor sale de la base y cual entra, de tal manera que pasamos
de la base I a la base B, suponiendo que se actualiza el vector de '
costos y el costo més positivo es c: entonces la parte de la matriz

que necesitamos conocer para elegir la nueva base es:

¥ ¥

=Lk =1

o
>
b
v o)
o

5]
o detr
x>
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Considerando la tabla completa del Simplex, y al pasar a la
base B, la tabla inicial:

NBIb

-C 30wl ; 0 : &
N : ; e

Al realizar los pivotajes del método simplex nos queda:

B™N 1 ¢ B! B
ctB'N-cti o ictB'! 2z
B N: : B :
De aqui se observa que:
i -1 ? -1
I § b pasa a B i BB
0 z C. 8 z

. o -1
En cada iteracién se resuelven tres sistemas encontrando B ;

ésta también se puede encontrar mediante eliminacién de

Gauss-Jordan, pero existen otros métodos mas eficientes y dque

~

tienen ademads la ventaja que nos permitiran actualizar B-1 de una
manera mucho mas sencilla, tales como la descomposicién LU y la
Forma Producto de la Inversa. Enseguida presentamos los pasos del
Simplex Revisado independientemente de la manera en que se

-1
encuentre B .

Para calcular el vector de costos se resolvera el sistema YB =

t . t <
CB, ya que el sistema YB = e.u, actualiza solo cuando se cambia a
m

una base adyacente. De ahora en adelante trabajaremos con el

sistema YB = C;
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PASOS DEL METODO SIMPLEX REVISADO

a) Se resuelve el sistema YB = CB

b) Se calcula YN- CN y el méximo coeficiente , si éste es negativo

se esta en el é6ptimo, si no ir al paso c).
c) Se elige al vector A’ que entra a la base y se actualiza
resolviendo el sistema:

BY’ = A’

d) Se actualiza al vector b resolviendo el sistema:

e) Se elige el vector A" que saldra de la base y se intercambia por

3

At (aqui es donde se realiza el cambio de base)

f) ir al paso a)

2.2 SIMPLEX REVISADO FORMA PRODUCTO DE LA INVERSA
Presentamos esta forma porque es mis facil de entender y fué

la primera implementacién eficiente del Simplex, aunque trabajar

con descomposicién LU es més eficiente, como veremos mas adelante.
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En este método se resuelven los tres sistemas utilizando 1la
forma producto de la inversa, como se vié en la seccién 1.3 esto

-1
es, dado que B = se expresa como:

entonces la solucién a los sistemas es:

X = E ...EE D
B t-1 21
v =E ...EE A

t-1 21
Y=C'E ...EE
B t-1 2 1

ACTUALIZACION DE LA INVERSA CON LA FORMA PRODUCTO

Si se pasa de B a B se pueden calcular facilmente

utilizando los céalculos de la etapa anterior .

Consideremos la base B = [ Bi, Bz, T B" ] con matriz
inversa B , Supongamos que la columna no-béasica A reemplaza a B'
lo cual da como resultado B. Se desea encontrar B_1 en términos de

B! , observando que A* = BY® y que B' = Be} donde e es el i-ésimo

vector candnico con 1 en la i-ésima posicién. Tenemos que:
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1k
2k

rk

mk

A_1 ._1
Como queremos obtener B~ y ya conocemos B

M,

realice un pivotaje en

1 ' Ylk/Y 171 1
1 e 7
2k/Y
5 rk
EM = 17Y
rk
: 1
Yok a
d " | 31
EM =1
m
de donde: M!=E
= o-1 -1 -1.-1
dado que B = BM entonces B~ = (BM) =M B =
B! = gg!

-_1_
y como B = Et-x"'E2£1

B

X =b =E(E_...EE) b
Y =AJ=E( ..EE) A
t-1 Z 1
e S
¥ =€ =LE 6 ...BE)

41

necesitamos calcular
la cual obtenemos multiplicando por una matriz elemental que

la columna r con el 1 en el lugar de Yrk.

Ylk
Y

2k
rk

mk

-1

EB

se expresa como B ' = E (Et—1"'E2E1] de tal manera que:




Observacién: para obtener X; = b no es necesario aplicarle todas
las matrices elementales a b (la original) en cada etapa, sino que
aplicarle solo la Ultima matrices elemental a la b de la etapa

anterior.

En consecuencia la base inversa de una nueva iteracién se
puede obtener premultiplicando la base inversa en la iteracién
anterior por una matriz elemental E. Recordando que E se representa

por la accién que cortiene la columna no unitaria en el lugar r.

En base a lo anterior tenemos los siguientes:

PASOS DEL METODO SIMPLEX REVISADO FORMA PRODUCTO DE LA INVERSA
a) Se calculan las primeras acciones que permitan expresar a B

como: B'=EE ...EE.
m m-1 21

1

b) Se calcula Y =((...((C*E)E )...E)E).
B m m-1 2 1

c) Se calcula YN - CN y el maximo coeficiente, si éste es negativo

ya se estad en el 6ptimo, si no ir al paso d).

d) Se elige al vector Aj que entra a la base y se actualiza con:

¥ o wriad ;
Y B A (Em(Em—1"'(E2(E1A ¥1...2).
e) Se actualiza al vector X; = B con :

XB = Eb

donde b no es la original sino la de la etapa anterior.
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f) Se elige el vector A que saldra de la base y se intercambia por

A’

g) Se calcula la accién que actualiza apartir de los valores de y?

y se agrega al archivo ETA.

h) ir al paso b)

Veamos un ejemplo en el cual se utilize el Método Simplex

Revisado Forma Producto de la Inversa, en donde obviaremos algunos

calculos y trabajaremos

con matrices

apropiadas para seguir el ejemplo.

Ejemplo 2.2.1 : MIN Z

Sujeto a:

Iteracién O

inicialmente tenemos que:

3 Xl
XB - X@ XH - X
X i
5
t: t—- — -

=3X
1

X
1

43

= 5X
2

elementales por ser mas
= 4
¥ X = 12
4
+ X =18
5
1 0 O
=B=B =)0 1 0
g o 1
0
N = 2
Z



b) Calculo de Y

o R
Y=CEEE-=1[0,0,0l]]l 0 1 0 |=10,0,0)
B 3 & i
b 0 2
c) Calculo de YN - CH
1 0
YN -C =10001|0 2|~ I[-3-5] = [3,5]
3 2

como el maximo es 5, la variable que entra es X2

d) Actualizacién de A° , Y2 = EEE A°

1
0
- 2

N N O W

3
Y°= EEE [
321

e) Actualizacién de b

4 4

b=EEZE 12 | = | 12
321

18 18

buscando el minimo de los cocientes, se tiene que sale X4 de 1la

base.

X, 1 0 0 1 0 0O
= - 1 — =
X, = | X, X [ x4] B 0 2 0 E, 01/2 0
X, 6 2 1 G -1 1
4 1 0
c;= [0,-5,0] c:= [-3,0] b= | 12 N=|0 1
18 3 0
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b) Calculo de Y

1 0 0 3 0B
Y=CEEEE =1[0,-50]l0120]||lo 1 ol= [0,-5/2,0]
B 4 3 2 1
b =1 1 0 0 1
c) Calculo de YN - CN
1 0
YN -C =1[0,-5/2,0]f 0 1| - [-3,0] = [3,-5/2]
3 0
como el maximo es 3, la variable que entra es X1
d) Actualizacién de A' , Y! = E EEE Al
43 21
1 0 0 1 0.0 1
Y=EEEEA(0120]l0 1 0oll o] =
&§ 3 2 1
0-1 1 0 0 1 3
e) Actualizacién de b
4 1 0 0 4 4
b=E|12]|=]01/20 12 | =
18 0 -1 1 18

buscando el minimo de los cocientes, se tiene que sale XS de la

base.

X, 1 0 1 1 0 -1/3
— e S . ——
X_ X, X, 4 B 0 2 0 E, 01 0
X, 0 2 3 0 0 1/3
4 0 0
c;= [0,~5,-3] c;= [0,0] b = N=|0 1
6 1 0
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b) Calculo de Y
i 0-1/81T 4% 0 © 1
Yy=CEEEEE =100,-5-3]]0 1 o0 01/2 0 0
BS 4 3 21
o o 173l 6=1 1 0

o = O
= O O

Y = [0,-3/2,-1]

c) Calculo de YN - CN

YN - CN = [0,~3/42,~1} - {0,0] = [-1,-3/2]

- O O
o = O

como el méximo es -1, ya se esta en el éptimo y por lo tanto ya no

se actualiza ninguna columna de A.

d) Actualizacién de b

1 O =143]] & 2
tenemos que b = Esb =10 1 0 6 | =
0O 0 1/3}] 6 2
y la soluciébn es :
X
3
. =
B 2
X
1
2
con Z = C; XB = [0,-5,-3] 6 | = -36.
Z
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2.3 SIMPLEX REVISADO CON DESCOMPOSICION LU

Como se ha mencionado antes y como comprobaremos mas adelante,
la descomposicién LU es un método mas eficiente para resolver
sistemas de ecuaciones lineales cuadrados y como ya se a visto en
el simplex revisado es fundamental resolver tres sistemas en cada

etapa, a saber:

BX_ = b BY’_= A’ YB = Ct
Estos sistemas se resuelven como se mostré en el la seccidén 1.4.
Ahora veremos como resuelve los sistemas aprovechando los calculos
de la etapa anterior, esto es, dado que los sistemas se resolvierén
utilizando Lpl, U y dado que la base B cambia en una cclumna, como

~

obtener Lfiy U para resolver los nuevos sistemas.
ACTUALIZACION DE LA DESCOMPOSICION LU

Consideremos el sistema BX = b y expresemoslo asi

w
&
t
n
i
U

Supongase que se pasa de B a B cambiando la columna K y como no

afecta el orden en que se coloquen las columnas expresamos a B como

B =[B! B®... B!, B*'! ... B".BY)
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siempre y cuando en X; se realice el mismo reordenamiento, es

decir:

Los indices de la variables basicas cambian de

0 (R, SN i a [1,2,...,k-1,k+1,...,m,q]
El nuevo sistema a resolver sera: _=
- X 13
X
2 Si.
&=
k-1 >3 Ioe
8! B2..., 8", B, ..B"B 1| B | = b m_
- : ;f;ﬁﬁb
X >
X" SO
L 20—y
Ahora premultipliquemos a B por L_f esto es Eﬁfj
o >
L' = [L7'B! L7'B2...,L7B* 7Y, L7IB*tY, .. L7t B, LB
y dado que L™'B = U podemos expresar a L 'B como
LB e [ 0. 0 ™ Y = m
(o a B como B = LM) donde Ui es la i—-ésima columna de U desde
1% 1,250 01,8, ... .

La matriz M toma la forma:

X
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donde en 1las primeras k-1 columnas hay unos en la diagonal
principal y ceros debajo de ella, en las m-k+1 columnas restantes
hay unos en la diagonal inmediatamente inferior y ceros debajo de
ella. A la matriz M se le puede transformar en triagular superior
premultiplicandola por m-k+1 matrices elementales que terminen de
hacer los unos en la diagonal principal y los ceros en la diagonal

inmediatamente inferior, es decir:

U=E E ...E M
m m-1 k

notese que estas matrices elementales son triangulares inferiores.

~-1
Veamos ahora como obtener L :

Despe jando M

>

y como B = LM entonces

S
¥

3 -1 -, - - - i3
donde las E1 son también triangulares inferiores, asi que

LE;?..E;iIE;I es triangular inferior y por lo tanto

L =i it it y

k m-1 m

B=LU
De donde se obtiene que:

4 .
e [E"?..E'l E‘l]

k m-1 m

esto es:
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Para actualizar el vector de costos es necesario resolver YB =
-1
C; , para esto se resuelve XU = C; y se calcula Y = XL ~. Entonces

el vector de costos no basicos acualizado es: YN - CN

Para actualizar la columna que entra a la base es necesario
resolver BY? = A9, para esto se calcula y = LAY y resuelve
Uy =Y

Para actualizar XB o) g se resuelve BXB= b, para esto se
calcula Yy = L' y resuelve con sustitucién regresiva UX; =Y
donde b es el vector original. De la segunda iteracién en adelante
se le puede actualizar:

X* =X =YYbra )
B B k kg

Donde akq es el k-ésimo elemento de la columna Yq, bk es la k—-ésima

componente de b, Y! es la columna A? actualizada y (bk/ak ) es el
q

cociente minimo positivo el cual refleja el valor de la variable

que acaba de entrar a la base.

Esta manera de actualizar se toma de la tabla que se construye
en la justificacidén de los pasos del método simplex normal, tiene
la ventaja de que no es necesafio resolver un nuevo sistema, esto
se debe a que el sistema de donde se obtuvo Y? ya estd resuelto.
Ademas es equivalente a aplicar a b, la accién que se utiliza en la
FPI para el pivotaje en la columna q. Pero aunque sea mas trabajo,
utilizemos solo la primera opcién que se da para actualizar. Veamos

ahora como quedan los pasos del método:
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PASOS DEL SIMPLEX REVISADO CON DESCOMPOSICION LU

a) Dada B se calculan Uy L™ como:

U=EE "'E2E1B y L =EE _..;EE

m m-1

b) Se resuelve con sustitucién regresiva el sistema XU C; luego

se calcula Y = XL_z.

c) Se calcula YN - CN y el mdximo coeficiente, si éste es negativo

ya se estd en el optimo, si no ir al paso d).

d) Se elige al vector A? que entra a la base y se actualiza

calculando Y = IflAq y resolviendo uy?! = v

L3

e) Se actualiza al vector b calculando

Y =L %

y resolviendo

Ub =Y

f) Se elige el vector A" que saldra de la base, se intercambia por

At y el vector de indices de las variables basicas cambia de

(1,2,...,k,...,m] a (1,2,...,k-1,k+1,...,m,q]

g) se construye M = [ U v Ttk o ]
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h) se calculan las m-k+i1 matrices elementales que actualicen a:

i) ir al paso b)

Utilicemos este método con el ejemplo anterior:

Ejemplo 2.3.1 : MIN Z = -3X1 - 5X2
Sujeto a: X + X = 4
1 3
2X + X = 12
2 4
3X + 2X + X =18
1 2 5
con Xi =0
Iteracién O
inicialmente tenemos que:
X3 1 0 O
X = X =} L'=E=E=E=B=U=]|0 1 o
B 4 N X2 1 2 3
X 0 0 1
5
4 1 0O
C;= [0,0,0]  Ci= [-3,-5] b= 12 N=|o0 2
18 3 2

b) Céalculo de Y, que es solucién del sistema YB = C;

- t - - I .
Primero se resuelve XU = CB con sustitucién progresiva

y luego se calcula Y =XL"! = x EEE
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= [0,0,0] entonces X = [0,0,0]

>
= B e
== 0,

1 O 9
Y =X E3E2E1= [0,0,0]] O 1 O |= [0,0,0]
g @ 1
c) Calculo de YN - CN
1 0
YN - CN = [0,0,01| 0 2 | - [-3,-5] = [3,5]
3 2

como el méximo es S5, la variable que entra es X2
. . 2 2 2
d) Actualizacion de A, se resuelve BY = A:

Primero se calcula Y = L'IA2 = E3E2E1A2

d - , = 2
después se resuelve con sustitucién regresiva UY =Y

0 0
Y=EEE 2 = 2
3 2 1

2

1. 0 © 0
2 2
0 1 0|}y = Z entonces Y =

0O 0 1 2

e) Actualizacién de b, resolviendo el sistema BXB= b
se calcula Y =L b =EEED
3 21

y luego se resuelve UXB= ¥

i o 0 o &
Y={0 1 O 12 | = 12
0.8 3 18 18
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1 6.0 4 4
e S Xa= 12 entonces b = XB= 77
O 0O 1 18 18

f) buscando el minimo de los cocientes, se tiene que sale X4 de la

X
base. Y X cambiaa X=| X
B B 5
X
g) Construccién de M.
1 0

h) Calculo de la matrices elementales que actualizan a U.
Como en el lugar 2,2 hay un cero introducimos una matriz de

permutaciones que denotaremos por E4.

1 0
E4 = 0 O 1 aplicandola a M
- 0 o
1 0
EM=1]10 1
4
- .O e
3 6 01
y Es =10 1 0
L 0 0 172]

asi tenemos que la matriz U actualizada es:

U=EEEEEN

54321
1 0 O i Q9 0 O 1 0 0

= 0 1 O 0 0 1 g 1 D 0O O = 2
0O 01210 1 O 0 1 0 2 0
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Actualizacién de la matriz L'

1 O 0O 1. 0 0O 1 O 0 1 68 ©
t7=10 14 ollo o 1jlo ¥ ol={0 @ 1
g 0O Y2 0 1 0 0 O 9 0172 O
Iteracién 1
X3 X1 1 0 O 1 0
X = X X = B = 0 0 2 U = 0 1 2
B = N X4
X g 1 2 0 0
4 i B8
c;= [0,0,-5] c;= [<3, 0] b=| 12 N=|o0 1
18 3 D
b) CAlculo de Y, se resuelve XU = C; con sustitucidén
progresiva v luego se calcula Y=XL ' =XEEEEE
5 d 3 2 3
1 O B
X190 D 1 = [0,0,-5] entonces X = [0,0,-5]
01/2 0
1 0 O
Y = XESE4E3E2E1= [0,0,-5]] 0 O 1 = [0,-5/2,0]
0 172 O
c) Calculo de YN - CN
1 0
YN - CN = [0,-5/72,0]| 0 1 - [-3,0] = [3,-5/2]
3 0

como el méximo es 3, la variable que entra es X1

SS



iad

d) Actualizacién de A', se calcula ¥ = L™'A' = E5E4£3E2E1A1

después se resuelve con sustitucién regresiva uy' =y

1 1 @ B 1
Y =EEETEETE 0 = 0 0 1 0 =
54 3 2 1
3 ¢ 172. D 3
1 0 0 1
1 2 Y1 = 3 | entonces Y1 =
0 0 1

e) Actualizacién de b, se calcula Y =L b

y luego se resuelve UXB= Y

1 0 O 4 4
Y=0 0 1 12 | = 18
0172 0 18 6
1 O O 4
2 Xﬁ= 18 entonces g = XB=
0 0 1 6

f) buscando el minimo de los cocientes, se tiene que sale XS de

la base.

base. Y X cambia a X = X
B B

g) Construccién de M.

e

I

o
- N O
o W =
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h) Célculo de la matrices elementales que actualizan a U.

1 0 O
E6 = 0 172 0
0 -1/2 1
aplicando E6 a M
1 D 0 1 0 1 1 0 1
E6H = 0 1220 0 2 3 = 1 372
0 -1/2 1 0 1 O 0 -3/2
1 B 0
yE =0 1 0
0O 0 -2/3
asi tenemos que la matriz U actualizada es:
1 0 1
U=EEM-= 0 1 372
776
0 0 1
la matriz L™ actualizada es:
1 O 0 1 0 O 1 0 O 1 O 0
L=l o0 1 o 0 1/20 0 01|l=|0o0 12
0 0 -2/3 0 -1/72 1 0172 0 0 -1/3 1/3
Iteracién 2
X3 i1 0 1 1 0
— —.5 — —
XB = X2 XN = [ 4] B = 0 2 0 U=] 0 1
X1 0O 2 3 0 0
0
t t
CB= [0,-5,-3] CN= [0,0] b= 6 N = 0
6 : |
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b) Calculo de Y, se resuelve XU = c; con sustitucién

progresiva y luego se calcula Y = X L™°

i & 9
x|lo 1372 ]| =10,-5-31 asi X = [0,-5,9/2]
o 0 1
1 0 O
Y = [0,-5,9/2]1] 0 0 1/2 | = [0,-3/2,-1]
| 0 -1/3 1/3
Y = [0,-3/2,-1]
c) Célculo de YN - Cu
0 0
W-e = [0,-372,-11 | 0 1| - [0,0] = [-1,-3/2]
1 0

como el méximo es -1, ya se esta en el 6ptimo y por lo tanto ya no
se actualiza ninguna columna de A.
e) Actualizacién de b, se calcula Y =

y luego se resuelve UXB= Y

1 0 O 4
Yy=|10 0 1,2 12
0 -1/3 1/3|] 18

1 0 1 4
0 1 342 XB = 9 asi XB= b = 6
0 0 1 2
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y la solucién es :

2.4 COMPARACION DEL NUMERO DE OPERACIONES

En esta seccién se obtiene el numero de operaciones

( multiplicaciones y/o divisiones que son las operaciones que

necesitan mas tiempo de cadlculo ) que se requieren para resolver,

utilizando la forma producto de la inversa asi como la

descomposicién LU, los sistemas

BX =b BY) = A’ YB = C
B B

CALCULO DEL NUMERO DE OPERACIONES PARA LA FPI

. o -1
Como se vié en la seccién 1.3 los pasos para obtener B = son

los siguientes:

1) Se extrae la primera columna de B y se construye E1’

entonces aqui se tiene una operacién.
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2) Se extrae Bz, se le aplica E1 y con el resultado se

construye Ez’ aqui se tienen m+l1 operaciones.

3) Se extrae Ba, se le aplica E1 al resultado se le aplica E2
y con el resultado se construye E3. asi continta hasta

llegar a m.

De aqui deducimos que el cédlculo de operaciones en cada paso

es:

1) By Blhecy AL 1

2) B 1-:1132-——-—;. AC m 1

3} By 1::133% 1-:2(21133)—> AC mom 1

m) B— 5 EB"...E (E (...(EB")...))—> AC m mom... 1
; m=-1 m=-2 i

Asi tenemos que el numero de productos para encontrar la
inversa es:
m(m-1) + m(m-2) + ... + m

m+m ({m-1)m/2)

=m+m (mz—m)/z

m + (m3—m2)/z

]

WS = w2 m

Ya que se tiene la inversa, para resolver cada sistema se

. 2 . ; ;
requieren m operaciones, ya que aplicar una accién lleva m
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operaciones y se aplican m acciones, asi que para resolver los tres

sistemas se requieren 3m2 operaciones. Por lo tanto el numero total

de operacliones es:

Wo/2 = meA2 # m o+ S = mA2 +5m/Z Fm

CALCULO DEL NUMERO DE OPERACIONES PARA LA DESCOMPOSICION LU

: ; -1
Veamos cuantas operaciones se necesitan para obtener U y L ":

1)

2)

3)

m)

Para obtener U' hacemos u'= e Yy con B' se construye la

primera accidén, lo cual requiere una operacién.

Para obtener U° a B® se le aplica la primera accién y se
construye la segunda accién, para lo cual se requieren m y

1 operaciones respectivamente.

Para obtener U> a B® se le aplica 1la primera y segunda
accién y se construye la tercera accién. y esto lleva m,

m-1 y 1 operaciones.

Para obtener U" a B" se le aplican las m-1 acciones, para
lo cual se requieren m , m-1 ,...,2 operaciones, a la
ultima componente de este resultado se intercambia por un 1
y se construye la m-ésima accién, para lo que se requiere

una operacién.
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Lo que da un total de:

1
+ m+ 1
+m+ (m=-1) + 1
m+ (m-1) + (m-2) + 1

; m+ (m=-1) + (m-2) + ... + 2 + 1

= (m -1)m + (m-2)(m-1) +...+(m-k)(m-(k-1)) +...+ (1)(2) + m

m=-1
= E: m2 -2km + m + k2 - k +m
Kk =1
= {m —1)m2 -2m(m =-1)m + (m -1)m + (m -1)(m)(2m-1) — (m -1)m + m

2 6 2

= (m -1)(m)(2m-1) + (m -1)m + m

6 2

3 3
= m + m +m = m + 3m
3 2 3 2

Con este numero de operaciones obtenemos a U y como ya se sabe
L .—1 -
también obtenemos a L °. Ahora calculemos el numero de operaciones
gue se necesitan para resolver los sistemas:

Consideremos al sistema

Lx=a y uyl=x
Para resolver el primero se aplica una accién con m productos,
luego la segunda accidén con m-1 productos y asi sucesivamente lo

que da un total de m(m+1) . Para resolver el segundo se obtiene el
2

valor de la ultima variable, el cual multiplica u" , de donde se
obtiene el valor de la penultima variable, para lo cual se

realizaron m-1 operaciones, el valor de la antepeniltima variable
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se obtiene de manera similar, para lo cual se utilizan m-2, y asi

sucesivamente. Por lo tanto para resolver el sistema

se requieren:

m(m+1) + m(m-1) = m*

2 2

Los dos sistemas que faltan se resuelven con el mismo niumero de
operaciones. Por lo tanto el numero total para resolver los tres

sistemas es: y e

3 2
+ 3m <+ 3m

2

wla

Comparando este nimero con el obtenido para la forma producto
de la inversa
m>/2 + 5m°/2 + m

es claro que trabajar con descomposicién LU resulta mas eficiente.

4

EL SABER DE MIS HUOS
HARA MI GRANDEZA
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CAPITULO IlI

METODO SIMPLEX REVISADO PARA VARIABLES ACOTADAS

En la mayoria de los problemas practicos de Programacién
Lineal las variables estin acotadas, en algunos casos esto se debe
a una disponibilidad 1limitada de recursos, en otros casos por
cuestiones tacticas o politicas se acotan las variables y en otros,
como en el caso de las dietas, es muy natural que se tengan
restricciones de minimo y mdximo en los nutrientes, las cuales dan

origen a variables de holgura con cotas superiores e inferiores.

En este capitulo presentamos la forma general de los problemas
con variables acotadas y como se resuelven de tal forma que no se
incremente significativamente el numero de variables. Para esto
presentamos los aspectos principales como lo son: la definicién de
solucién bésica factible, el criterio de optimalidad y no

acotamiento, el criterio de pivotaje y la actualizacién.

La forma general de un PPL con variables acotadas es:
Min 2 = CX
Sujetoa AX =0
con LEX=sU
donde las componentes de L y U pueden ser positivos o negativos,

incluso o o -w.
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En lo que sigue supondremos que las componentes de L y U son

finitas, los casos de o y -» no se tratarén pues el problema a

resolver no lo requiere.

El método mads directo de mane jar las restricciones L = X = U

consiste en introducir vectores de holgura X1 y Xz que hagan:
X+X =U vy X-X =1
1 2

Pero esto incrementa el numero de restricciones de m a m+
2n y el nimero de variables de n a 3n. Lo cual nos indica que usar
esta forma seria mucho esfuerzo computacional. Con la técnica de
variables acotadas se mantiene el ntmero de restricciones y las
variables se manejan implicitamente de manera similar como lo hace

el método Simplex normal para mantener las restriciones X = 0.

3.1 SOLUCION BASICA
Acontinuacién damos la definicién de solucién basica factible

la cual es una extencién de la definicién original.

Definicidén: Sea el sistema AX = b, donde A es una matriz de

mxn de rango m , entonces el vector X es una solucién béasica

factible del sistema si A se descompone en

A=[B}N1]N2]

Donde B tiene rango m y ademds se cumple que:

i sx=B"[b~N L -NU ]sU
B 1 N1 2 N2

B B

LN1= XNI y UN1= XNE
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B es la base, XHZ y XN1 son las variables no basicas en sus limites

superiores e inferiores respectivamente.

Observaciénes: Si una variable es no basica entonces esta en
su cota inferior o en su cota superior. Si tomamos LB= 0Oy a Ué= ®,

entonces tenemos las restricciones usuales de no negatividad Xb = 0

Suponiendo que se tiene una solucién basica factible veamos

como queda la expresién de Z con el fin de me jorar su valor.

Asi como X se descompone en:

X=[X|L IU]
B N1 N2

de la misma manera el vector de costos C se descompone como:

c=[c|c ]c]
B N1 N2

1]

Entonces una expresién para Z es:

X
B

2=cx=[c|c [C}L=CX+CL+CU
B N1l N2 K1 B B N1 N1 N2 N2

N2

sustituyendo el valor de XB en el calculo de Z tenemos

-1
Z=C B |b- -
B [ N1 LNI Nz Unz] . CNI LNI E an UN2

Yy reagrupando

-1 -1 -1
Z=CB b - - - -
= b [ CBB N1 Cm] LNl [ CBB Nz CHa ]Uuz (2)
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en donde notamos que

-1 -1
CBB N1 = Cm y CBB N2 CHZ

dan los valores de Zj- CJ de las variables no béasicas en sus

cotas inferiores y superiores respectivamente.

De lo anterior obtenemos que:

=08 %= Z -c|L + c-z |u (3)
B J J J J J J
j €ER € R .
1 2
Donde R1 es el conjunto de indices de las variables no baisicas en
sus cotas inferiores vy R2 es el conjunto de indices de 1las

variables no bésicas en sus cotas superiores.

Como se ve Z queda en terminos de las variables no béasicas,
veamos  como hay que modificarlas para me jorar el valor de la

funcién objetivo.

Si Xj = Lj es la variable que entra a la base, ésta solo lo
puede hacer aumentando su valor y g& 2J = Cj >0 para J e R1
entonces el valor de Z disminuiria, de aqui que para entrar a la
base se requiere que Zj = Cj para J € Rl sea lo més positivo con el
fin de reducir a Z "lo mas posible". Si Xj = Uj entra a la base,
ésta solo lo puede hacer disminuyendo su valor y si Cj % 2j >0
para J € R2 entonces el valor de Z disminuiria, de aqui que para

entrar a la base se prefiere que Cj = Zj sea lo mas positivo

posible. En base a lo anterior se concluye el siguiente:
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3.2 CRITERIO DE ELECCION DE LA VARIABLE QUE ENTRA A LA BASE

El indice k de la varible que puede entrar a la base se
determina como aquel en donde el costo de la variable corresponda
a:

M = max ( Ml, Mz) (4)
donde

M = Z -C M =max (C -2 .
, = max ( f JJ y M, X 4 )
] € R1 j € RZ

Si este maximo es positivo, entonces Xk es la variable que

entra a la base. Si este maximo es no positvo entonces tenemos el

siguiente teorema.

Teorema de optimalidad.- Si M =< Q entonces la solucién actual es

optima. Donde

M = max M =max (2 -C), M = max B =Z ]
1 j j 2 J

j € R1 j € R2
Esto es inmediato ya que si M = 0 entonces:
Zj = Cj = 0 para toda j € R1
C. -2 = 0 para toda j € R
J J 2
fijéndonos en (3) vemos que Z ya no puede decrecer mis lo cual

indica que la solucién actual es o6ptima.
La variable que puede entrar a la base modifica su valor de

manera restringida, ya que un cambio en su valor obliga a que las

variables bésicas también se modifiquen y se debe asegurar
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que las variables Xk y X; se mantengan dentro de sus cotas, es

decir:

L=X&alr g Lo =X =U;

Por lo que es necesario considerar el incremento o decremento
de ésta variable. A continuacién presentamos estos casos con su

respectiva actualizacién.

3.3 INCREMENTQO DE XK APARTIR DE SU VALOR ACTUAL LK
Y SU ACTUALIZACION.
Sea Xk = LNl + Akek, ésta representa que la variable con
indice k aumenta de valor la cantidad Ak (inicialmente ak = 0). Las

variables restantes no basicas estan fijas y los valores actuales

de X y Z al sustituir X =L + Ae en (1) y (3) se obtiene:
B k N1 k k

X =B 'b-B'N(Lm +Ae) - BN U

B 1 k k 2

=B 'b-B'N_ Im -B'N Uxz-BINea
1 2 1 k k

I

X ~-BNen
B s [ "

_ .,k
y como Hlek = A
XS =% = B4k
B B k
donde A* es la columna del vector que entra a la base y como

YE = BTIpK entonces X' se expresa:
X =X-A Y (5)

Esta ecuacién (5) nos dice como cambia XB al aumentar Xk. Es
decir X; cambia a XB menos el incremento en la variable por el

valor de la columna actualizada.
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Por otro lado, al sustituir en Z a X; = LNi + Akek se obtiene:

z=cH b-z(z - €L, z(z - ¢, th - C e A,

j € R j € R J € R

=Z-Z ( 2j -Cj)ekﬂk

€ R
] 1

>

== [Z; ™ Ck]Ak

Asi obtenemos la ecuacién que nos dice como se modifica Z al

aumentar Xk.

N>

=2 = (2k = Ck)Ak (6)

Fijandonos en (6) se ve que es conveniente aumentar Ak tanto
como sea posible. Sin embargo, cuando Ak crece las variables
basicas se modifican de acuerdo con la ecuacioén (5). El incremento

Ak esta limitado como sigue:

Que las variables basicas actualizadas cumplan con:

1) L8 2 ¥
B B
4
2) X2 =y
B B

Yy que la variable que entre a la base cumpla con:

3l X By
k Kk

70



Primer caso:

Sea D1 el valor de Ak para el cual una variable b4sica alcanza

su cota inferior. Recordando que LB s X; = Xé- AkYk se obtiene:
Y = X - L

- k
es decir, ﬁkY: < XB; L parai=1,2,...,n

Bi

L. =4
Bi Bi

A

Si YT > 0 entonces Ak =

Al igual que en el método simplex normal, tomamos a D1 como:

XBiuLBi k X_LB
D = nmin Y >0 .

I

si Y: >0 (7)

Ahora, si YJ; = 0 para toda i, entonces Ak puede crecer

arbitrariamente sin alterar 1la desigualdad y por lo tanto D1 = o,

Segundo caso:

Sea D2 el valor de Ak para el cual una variable basica alcanza

su cota superior. Dado X; = XB- AkYk = Ub se tiene que:

YA =U-¥x
k B B

= X
P yK Bi Bi R
Si : < 0 entonces Ak .- ; de manera similar tomamos a D2

.

como:

)
i
=
e
o |
g
N
o
]
n
(=D
<
"=
A
o
——
v]
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Ahora, si YT z 0 entonces Ak puede crecer arbitrariamente sin

alterar la desigualdad y en consecuencia D2 = 0.

Tercer caso.- Sea D3 el valor de Ak en el que Xk alcanza su cota

superior U . Este valor es claramente:
D =U -1 (9)

De estos tres casos se determina el valor maximo de ﬁg.
Se toma entonces el minimo de éstos tres para asegurar que se
cumple‘éue la_variable que sale de la base se mantenga dentro de
sus limites y que la variable que entra no exeda de su limite
superior, esto es:

A=min{D,D,D} (10)
k " T2t T3

ACTUALIZACION CUANDO LA VARIABLE NO BASICA CRECE.

Para actualizar los valores de 1la funcién objetivo y las

variableéﬁsésigag;_a Z se le remplaza por Z -( Zk-.-'Ck)Ak y a Xé por

XB* Ykak, es decir, de acuerdo a las ecuaciones (5) y (6).

Si Ak esta dado por D3, entonces no se hace ningin cambio de
base y Xk sigue siendo variable no basica, solo que ahora esta en
su cota superior. Si Ak esta dado por D1 o Dz’ a la r-ésima
componente del nuevo vector XB se remplaza por Lk O por U;, para
reflejar él valor de Xk, el cual acaba de entrar a la base. En este
caso Xk entra a la base y Xr sale de ella. Donde el indice r se

determina de acuerdo con:
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a) la ecuacién (7) si Ak = D1' en Cuyo caso Xr se va a su cota
inferior; esto se deduce de la ecuacién (5).
b) la ecuacién (8) si Ak = Da’ en cuyo caso Xr se va a su cota

superior; esto se deduce de la ecuacién (5).

3.4 DECREMENTO DE XK DESDE SU VALOR ACTUAL Uk

Y SU ACTUALIZACION

Para este caso se tiene que 2k & Ck < 0, queremos disminuir a
X lo m&s posible, entonces X = U - Ae , en donde A = 0.
k k k k k 3

Similarmente al caso de incrementar Xk, al sustituir XL = Uk - Akek

en (1) y (3) se obtiene:

X* =X +A Y (11)
B B k

2 =2 + ( Zk 4 Ck]Ak (12)

De acuerdo a la ecuacién (12) se ve que Ak debe ser 1o mas

grande posible.

El incremento maximo que puede tomar Ak estd dado por 1la

ecuacién (10), en donde D1’ D2 y D3 estan especificados como sigue:

Dado que se debe cumplir que
L=2X nl
B B B

por la ecuacién (11) y por las mismas razones que en el caso

anterior D1 y D2 estan dados por:
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[ min { ey~ Lgy 5 Y g 0} B Xar” Lar si Y: <0
1 i r

§ ® si Yi =0

i min UBiﬂ xBi k _ UBr- XBr si Y*>o0

S 3 & )T Yi > 0} = e r
G =g TEF -y -y (14)

2 i r

00 siY =0

Con el fin de que la variable Xk no sea mencr que su cota

inferior 03 estd dada por (9).

ACTUALIZACION CUANDO LA VARIABLE NO BASICA DECRECE.

Para actualizar los valores de la funcién objetivo y las
variables basicas, a Z se le remplaza por 2 + ( Zk— Ck)ﬂk y a X%
por XB + Ykﬂk, es decir, de acuerdo a las ecuaciones (11) y (12).

Si Ak esta dado por D3, entonces no se hace ningin cambio de
base y Xk sigue siendo variable no basica, solo que ahora esti en
su cota inferior. Si Ak estda dado por D1 o} Dz' a la r-ésima
componente del nuevo vector XB se remplaza por Lk, para reflejar
el valor de Xk, el cual acaba de entrar a la base. En este caso Xk
entra a la base y Xr séle de ella. Donde el indice r se determina
de acuerdo con:

a) la ecuacién (13) si Ak = D1’ €en cuyo caso Xr se va a su cota
inferior; esto se deduce de la ecuacién (11).
b) la ecuacién (14) si Ak = Dz, én cuyo caso X se va a su cota

r

superior; esto se deduce de la ecuacién (11).
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3.5 PASOS DEL METODO SIMPLEX REVISADO CON VARIABLES ACOTADAS

Partiendo de que se tiene una SBF. BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EYACTA

Y NATURALES

a) Se resuelve el sistema YB = C

B EL SABER DE M1§ HUOS

HARA M1 GRANDEZA

b) Se calculan Zj— CJ =Y N1 —{%u para j € R1 y

Zj- Cj =Y Nz- Cﬁa para j € R2

c) El indice k de la varible que puede entrar a la base es aquella
que corresponde a M = max ( M1’ Mz] donde

= = & M = €~ Z P
M1 max ( Zj j) y M, = max ( ;4 )

€ R € R
] 1 ] 2

Si M es negativo ya se estid en el éptimo, en caso contrario ir

al paso d).

d) Se elige al vector Ak que puede entrar a la base y se actualiza

resolviendo el sistema B Yk = Ak.

e) se elige Ak= min { D1’ Dz, D%}, donde D1 y D2 se calculan de

acuerdo a las ecuaciones:

SiM=M
1
X - X =1L
D = min 2 Pl ¥ 5 et B v
1 1< 1< Yk i r
B ity i r
UBi N xBi k UB - XB k
= = . - r g
D2 fln ——;;m———-. Y1 <0 ——;;m———-s1 Yr % D
1= 1= n *—1 -r

I



SiM=M
2

X i LBI k K- LB k
D = min 2 i 20 k=L ok ¥ <0
k i F
1< 1= m --Yl Y
UBl - XBI k UB ) XB k
D, = min Y. >0 }= L L s1 Y>>0
1< i< m YT -y i
D =U -1
3 k k
Si A = o la solucidén es no acotada.

£) Z w XB se acualizan de acuerdo a las ecuaciones:
a) si M= M1
X~ =X-A Y y 2Z2=2-(2 -C)A
B B k k k' k

si A=0D entonces X =U
3 k

k k
L siA=0D
r k
y X =
r U siA=0D
r k
\ b) si M =M
2

X> =X+ & Y vy z2=2Z+( 7, =L

si A = D3 entonces Xk =L

g) St Ak= D3 entonces no hay cambio de base, pero 1'(]It cambia de
regibn de R_. a R. o de R_aR.
1 2 2 1

Si Ak= D1 o) Ak= D2 entonces Xr sale de la base y Xk entra a ella.

h) Se actualiza B si es necesario

i) Ir al paso a)
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Enseguida mostraremos su implementacién con un ejemplo
pequefio, pues el objetivo es ilustrar como se trabaja con las cotas
de las variables (cuando no hay cambio de base). De hecho esto se
da en la iteracién 0, en la iteracién 1 se cambia de base y en la

iteracidén 2 se sabe que se esta en el 6ptimo.

Ejemplo.- Min 2 = -X1 o 2X2

s.a. X + X + X =5
1 2 3
2X + X + X =7
1 2 4
con
0 = X1 = 3
0=X =14
2
0=X =5
3
0=X =7

Iteracién 0O

Inicialmente tenemos

X, 5 X, 1 1 0
. = — x = B = B- = =1
B X
4 T 5 Xz 0 1
1 1
c; = [0,0] c!';1 = [-1,-2] N=
5 3

t
B

Y =1 [0,0] = [0,0]

a) Resolver YB = C

b) Célculo de ZJ - Cj

" I 2
YN1 = CNl = [0,0] = [=1,<2] = {1,2]
2 1
c) M= M1 = 2 que corresponde a Xz

la cual podré entrar a la base.
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d) Actualizacién de Aa

o

n

=

(s

o

e,
&4
I

o

7-0) _
1 ’ 1 }.'5

=
]
8

(w)
I
>
i
o
]
=

f) Actualizacién de Xb y 2.

g) No hay cambio de base y Xé pasa a Nz es decir, X2

Iteracién 1

1
t t t
(- = - - — = |- =
& [0,0] CNl [-1] N1 [ 5 ] CN2 [-2] Nz [
a) Resolver YB = C;
Y =1 [0,0] = [0,0]
b) Calculo de 2j - Cj
t L]
YN1 - CNl = [0,0] - [-1] = [1]
- 2 -
t M4 ]
YN2 - CN2 = [0,0] : - [=2] = [2]
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c) M= Ml =

1 que corresponde a X1

la cual podra entrar a la base.

d) Actualizacién de A1

f) Actualizacién

g) X1 entra a la

h) Actualizacién

Iteracion 2

X1
XB N X -
4
t
CB = [-1,0]

=

oy

= o
=3-0=3
=1 =1

de Xﬁ ¥ &

=

base y X3 pasa a N1

de B

19

-8 ~1{1) = -8




a) Resolver YB = C;

1 O
Y = [-110] = [_130]
=2 1

b) Calculo de ZJ - Cj

YN - ct
1 N1

[~1.0) - {01 = [<1]

1

YN - Ct = [—1,0][
1

] 2=

c) Ya se estd en el éptimo y la solucién es:

X =1
1

X =4
2

X =0
3

X =1

con Z2 = =9,

Si se desea tener més ejemplos, plantee un problema y utilize

el programa dado e el apéndice B.
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APENDICE A

TEORIA DE PROGRAMACION LINEAL

En este apéndice se presenta la teoria de programacién lineal
necesaria para comprender el algoritmo del Método Simplex y a la
vez se sientan las bases para el Método Simplex Revisado.
Empezaremos sefialando las caracteristicas que tienen los problemas
de programacion lineal (PPL), dando los conceptos bésicos. Después
pasaremos a ver los principales resultados de 1la teoria de
convexidad y puntos extremos, los resultados fundamentales de
programacién lineal, resultados de sistemas de, ecuaciones lineales
(SEL) y por 1ltimo veremos el algoritmo del método simplex, 1la

Justificacién de sus pasos y las condiciones de é6ptimalidad.

A.1 INTRODUCCION

Enseguida presentamos parte de la notacién, asi como las

diferentes formas en que se pueden presentar los PPL y la

clasificacién de 1las soluciones.

Los problemas de programacién lineal se representan por el

modelo siguiente:
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Maximizar (o Minimizar) F(xi,xz,...,xn] = C1X1+ C2X2+...+ Can
Sujeta a las condiciones:
a X +a x +...+a x (=)(2)(=)Db
11 1 122 in n 1

a X +a_x +...+a x (=2)(2)(=) b
21 25 g 2n" n 2

a X +a x +...+a x (=2J(=)(=) b
m m mn n m

11 2 2

Con % , % ,...,.% =0
1 2 n

A la funcién F se le llama "funcién objetivo", al vector
(C1’Cz""'c )t se le llama "vector de costos", a las variables
n

X1’X2""’x$ se les llama "variables de decisién"

a a ...a
11 12 in
A la matriz .

a a
ml m2... mn

se le llama "matriz de restricciones" y a sus coeficientes se les
llama "coeficientes tecnologicos", al vector (bl,bz,...,bm)tse le
llama "“"vector de requerimientos". Ahora considerando a los
vectores como matrices de nxi lo anterior lo podemos representar

en la forma matricial de 1la siguiente manera:

Min (max) f(X) = C'X
sujeta a AX (=)(2)(=) = b

X-= 0.

Donde A es la matriz de restricciones, C el es vector de costos, b

es el vector de requerimientos y f(X) es la funcién objetivo.
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En este problema se trata se encontrar un vector X que cumpla
con las restricciones y que a su vez minimice o maximice la funcién

objetivo seglin sea el caso.

Como Max f(X) = -Min (- f(X)) trataremos tUnicamente el caso de
min Z=f{x).

Definicién A.1.1: Un problema de programacién lineal se dice que

estd en su forma general cuando es expresado de la forma:
Min (o Max) 2 = C'X
sujeta a A X = b
X =z 0, b=0

Definicién A.1.2: A un PPL escrito de la forma

Max Z = C'X

sujeta a AX = b
. con- X. 2 0

se dice que esta en forma estandar.

Definicién A.1.3: Cuando un PPL estid escrito como

Min Z = C'X
sujeta a AX 2 b
con X =20

se dice que esta en forma canédnica.

Observacién : si el PPL estd en su forma estandar o canonica no se

pide que el vector b = 0.

La siguiente definicién nos sirve para transformar un PPL que

esta en cualquiera de las tres formas en un PPL a la forma general.
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Definicién A.1.4: Por una variable de holgura entenderemos a una

variable que se agregue a una desigualdad para transformarla en
igualdad, estas variables pueden ser positivas o negativas y esto

solo depende del signo con el que se agregue la variable.

Ejemplo A.1.5: Considere las siguientes desigualdades:
(1) K *¥Y¥Y=2ZZ %54
Esta puede ser transformada en:
K+ ¥ = Lk W= 4.

Donde W = 4 -3X - Y + 2Z, W es variable de holgura positiva.

En el caso de que la desigualdad sea de la forma:
(2) X + Y ~-2Z = 4
Se puede transformar en:
) K+ Y —2Z~-¥N=4

Donde W = -4 + 3X + Y - 2Z, W es variable de holgura negativa.

La representacién en la forma general es muy importante ya
que los paquetes computacionales pagé resolver un PPL manejan
internamente esta forma, esto se debe a que un PPL expresado en la
forma general se reduce a resolver sistemas de ecuaciones, tema

que veremos mas adelante.

Ahora se mostrard que dado cualquier PPL se puede llevar a la

forma general utilizando las siguientes reglas:
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REGLAS PARA LLEVAR UN PPL A SU FORMA GENERAL

1.- Si en alguna restriccién aparece un término b: < 0 , se

multiplica por (-1) teniendo cuidado de cuidar el sentido de
la desigualdad . Ejemplo si tenemos una restriccién de la

forma:

a X+a X +...+ta X {z,=,=} b con b <0
I ¥ 12 2 in n i i
multiplicando por (-1) la restriccién nos queda
-a x —a X o e X { £’=,Z } -b
11 122 in' n i

2.- Si tenemos alguna restriccién de la forma :

a X+a X+...+a X =D con b =20
i1 1 iz 2 in n i i

se agrega una variable de holgura positiva Xn+i =z 0 para

transformarla en la siguiente:

a X+a X +...4a X + X = b
11 1 i2 2 in n n+i i

3.- Si tenemos una restriccién de la forma:

v

a X+a X+...+a X
JE 4

j272 - bJ con bjz 0

agregamos una variable de holgura negativa Xn+jz 0 para

transformarla en:

a X + S P, = - =
§1 1 ajzxz ajnxn Xn+J b)
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Ejemplo A.1.6: Considere el sig. PPL
MAX F = -5X + 8Y
sujeto a 5X + 2Y =3
X-4Y + 2 = -4
2X + 3Y Z 6

X, Y 20

Transformado a la forma general queda:
Min F*= 5X —.8Y
sujeto a S5SX + 2Y =
X +4Y -2 -W =
2X + 3Y - H=

con X, ¥, 2, Wy H=

Ejemplo A.1.7: Considere el sig. PPL
Max F = -2X + 6Y

sujeto a 3X - 4Y = -7

4X + 5Y = '9
=3k = ¥ =2
con X.Y =0

Transformado a la forma general queda:

Min l~“”E = 2X - 6Y
sujeto a -3X + 4Y =7
4X # Y 4 Z = g
=% -~ Y -W=2

con X,;3V,ZyHz0
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Observacién : Al agregar variables de holgura llevamos nuestro

problema a espaclios de dimensién mayor.

A.2 CONVEXIDAD Y PUNTOS EXTREMOS

En esta seccién presentaremos un resumen de la teoria de
convexidad wutilizada para Jjustificar el algoritmo del Método
Simplex. Uno de los aspectos m&s importantes de dicha teoria es que
la regién fgctible K es un conjunto convexo. Se definen los puntos
extremos, los cuales vienen a ser los vértices del conjunto convexo
K y que a su vez estdn intimamente relacionados con las posibles

soluciones de los PPL.

Definicién A.2.1: Sea A € R", se dice que A es convexo si para dos

vectores cualesquiera X, ¥ X, que pertenecen a A, el vector:
X =ax, + (1-a)x
1 2

también pertenece a A para « € (0,1).

En otras palabras en un conjunto convexo el segmento de recta
que une dos puntos cualesquiera del conjunto pertenece también al
mismo conjunto.

En el siguiente dibujo veremos que X = ax (1~a)x2 esta en
el segmento que une a X,y Xz'

X = X, * oc(x1 = xz)

(I(X—X] = ¥ + X -
1 2 2 1 =

N
i

ax, + (l—a)xz.

V.
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Ejemplos de conjuntos convexos: Z{iiiiijiii:::::::>
a) b)

c)

Ejemplos de conjuntos no conveXos: l
E “ ;

Proposicién A.2.2: La interseccién finita de conjuntos convexos es
también un cojunto convexo.
Para su demostracién, ver la referencia (8] .

Observacién : Los siguientes conjuntos son convexos.

}
}
}
}
|

C={xeRnle=

b
c={xeR“|Ax-_=b
b

v

c={xeR“|Ax

c={xeR“|Ax<b

c={xeR“le>b

Definicién A.2.3:Consideremos el PPL en su forma general.

i) Al conjunto K = {x € R"| Ax = b, x = O} se le llama regidn

factible.
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Observaciénes: a) Como conclucién de lo anterior la regién factible
(K) es un conjunto convexo.
b) Si la regién factible es no acotada el PPL puede

o no tener é6ptimo.

El siguiente dibujo muestra una regién factible no acotada de un

PPL.

Como la funcién objetivo es lineal tenemos que:
2 = 2 8 ...52 obien Z 2 2. =2 ...2 Z
1 2 n 1 2

segln sea el caso el PPL puede o no tener o6ptimo.

Proposicién A.2.4: Si la regién factible es no vacia y acotada
entonces el PPL tiene solucién.
Para la demostracién de esta proposicién consultar 1la

referencia [6]

Ahora se veradan los conceptos de puntos extremos vy
combinaciones convexas, cuya relacion es fundamental para la

teoria de la Programacién Lineal.
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Definicién A.2.5: Sea A ¢ R" un conjunto convexo, diremos que X es

un punto extremo o vértice de A si no existen Xl, X2 € Ay t e

(0,1) tales que X = tX1 + (1—t)x2.

Observacién : Lo puntos extremos siempre estan en la frontera de
los conjuntos convexos, ya que si un punto esta en el
interior del conjunto convexo se puede expresar como

combinacién lineal de otros dos puntos del conjunto.

Definicién A.2. B Sean Xl,Xz,...,Xm € R diremos gue
X=hX +hX +...#hX
11 2 2 m m
con h 20 1=1,2,....my h+h+...+4h=1
i 1 2 m
es una combinacién convexa de XI,XZ,...,X-.

De la teoria de conjuntos convexos se tiene el siguiente
resultado: Si A ¢ R" convexo y X € A, entonces x se puede expresar
como una combinacién convexa de los puntos extremos de A. Si se
desea su demostracién ver referencias [5], [8].

A.3 RESULTADOS FUNDAMENTALES DE LA PROGRAMACION LINEAL

En esta seccién se presentan los conceptos necesarios para
entender el tecrema fundamental de la programacién lineal asi como
el teorema que establece 1la equivalencia entre una solucién
factible béasica y los puntos extremos, por ultimo se ve que el
6ptimo de un PPL se encuentra en los puntos extremos de la regién

factible K.
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Para demostrar los resultados requerimos de algunas

definiciones previas.

Definicién A.3.1: Cosideremos el PPL en su forma general.

i) X € K es una solucién factible basica si contiene a

lo mds m componentes positivas

ii) X € K es una solucién factible éptima si minimiza a

la funcién objetivo.

iii) X € K es una solucién bésica no-degenerada si tiene

exactamente m componentes positivas.

Definicién A.3.2:

1 2 n m "
a) Sean A", A",...,A n vectores en R, se dice que son

linealmente independientes (LI) si
n
E:aiA{= 0 » implica que o ¥ 0 para i=1,2,..,n
i=1
Si existe al menos un o distinto de cero se dice que son
Linealmente Dependientes (LD).

b) El rango de una matriz es el nimero méximo de renglones o

columnas LI.
Los siguientes resultados se necesitaridn para la demostracién

del tecrema fundamental de 1la programacién 1lineal. Dichos

resultados se pueden consultar en [6].
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Sean Ai 1=1,2,...m vectores columna en R"
1. .2 n i m
a) si n>m entonces A",A",...,A son (LD) donde A€ R
b) El sistema AX = b puede tener un numero infinito de

2

solucliones solo si A1. A ,...,An son LD, donde:

A= [ ol S ]

c) Si el sistema AX = b tiene solucién y AF,AZ,...An son LD
entonces tiene un numero infinito de soluciones.
e) Si A € me , eXisten a lo sumo " soluciones béasicas
n m

factibles no degeneradas.

El siguiente teorema es de suma importancia dentro de 1la
teoria de P.L. ya que establece la relacién que guarda una
solucién éptima con una solucién bésica éptima y a travéz de su
demostracién se aprende a construir las soluiones factibles

basicas.

Teorema A.3.3 (Fundamental de la Programacién Lineal)
i) Si existe una solucién factible, entonces existe una
solucidén béasica factible.
ii) Si existe una solucién factible éptima entonces existe

una solucién bésica factible éptima.

Demostracién: Sea X = (xi,xz,...,xn) una solucién factible vy

A NA,...An. Las columnas de la matriz A de mxn del

sistema AX = b, entonces

X1A1 3 X2A2+...+ X A" = &

n
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lo que hay que probar es que existe una solucién factible con a lo
mas m componentes distintas de cero. Sin perdida de generalidad
supongamos que las primeras k componenetes de X son distintas de
cero, entonces
XA + XA+, ..+ XA =D (1)
1 2 k
y se dan dos casos:

primer caso.- Los k vectores columna son L.I.. Puesto que el rango

de A es m B B8 L!()]FE QJA
DE CIENCIAS EXACTA
k =r(A) =nm = Y NATURALES
EL SABER BE MIS HUOS LAY
HARA MI GRANDEZA
y se tiene que X = (xl,xz, - ,xk,O, ...,0) es una solucién bésica
factible.
Segundo caso.- Cuando los k vectores son L.D.. Entonces existen
« ,x ,...,a& no todos cero tales que
1’72 k
a A+ o A%+ . .+ e A¥ =0 (2)
i 2 k

donde al menos una de las @ es positiva. Multiplicando (2) por un

escalar t y restando de (1) se obtiene:
1 2 Kk
{}'(1 tai)A * Xz—taz]A +,..+ (Xk—tak)A = b (3)

' *
Ahora tenemos que X = (X -ta_, X ~tax_ +,...,+ X -ta ,0,...,0)
1 1 2 2 k k
Si t > 0 para 1los o« negativos no hay problema pues

X1 - tai = 0 pero para los o« 2 0 necesitamos que:
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o bien xi 2t . Si tomamos t = min { Xi / ai >0 }
o

1 1

entonces tenemos que X es una solucién factible y se tendra que
X1 = tocl =0

para al menes un indice 1 y hay a lo mas ahora k-1 wvariables
positivas ya que por lo menos se hizo un cero. Repitiendo este
procedimiento para eliminar variables positivas, hasta tener k'’
variables positivas donde las “columnas correspondientes de la
matriz A sean L.I. y se tendrd que k’ = m, por lo cual seri una
SBF.

Sea X = (xi,xz,...,xn) una solucién factible éptima y que k
variables son positivas al igual que en a), si las k columnas
correspondientes son L.I. entonces se tendr& que k = m y la
solucién factible optima es la solucién basica. Consideremos el
caso en que Ai,Az,...,Ak son L.D. entonces como en a) podemos
encontrar k'’ columnas L.I..

Sea X = (X -ta , X -ta_ +,...,+ X ~te ,0,....0) la solucién
1 1 2 k k

2
factible con estas caracteristicas, entonces también es factible

bdsica y lo que hay que ver es que también es éptima.
Probaremos por contradiccién. Para t suficientemente pequefio,

*
X es una solucién factible para valores positivos o negativos de

t. El valor de la funcién objetivo es:
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L
= X i L = k] ’III'O
CX (CIX1 Cltai, szz Cztaz,. " Cka thak 0 )
Supongamos que Ciai # 0 para algun 1 , t de magnitud
*
pequefia y singo apropiado podria llevar a ser C*'X mas pequefio que

: CtX lo cual contradice al hecho de que CtX es solucién o6ptima. Por

&
lo tanto Cltcxi =0y c'X  es solucién 6ptima.

Observacién : Sean X1 y Xz éptimos con X1 * Xz entonces cualquier
combinacién convexa de X1 y X2 es Optima.
Conclucién: Si un PPL tiene 6ptimo, entonces existe un vertice

donde se alcanza ese 6ptimo.

El siguiente teorema enuncia 1la correspondencia entre
las soluciones bésicas factibles y puntos extremos; es decir, que

son equivalentes.

A AN AN A A N b s

XO es un punto extremo de esta regién factible, si y
solo si Xoes una solucién basica factible.
Demostracién:
a) Si Xb es un punto extremo (vertice) entonces es una solucién
basica factible.
Sin perdida de generalidad supongamos que Xb es de la forma:

XO B (xl,xz,...,xp,o,...,O) con xﬁz O para 3 = 142,50« Para
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probar que Xo es una solucidén béasica factible, basta demostrar que

{A‘ Az,...,Ap} (4)

es Linealmente Independiente.

el conjunto de vectores

Supongamos que (4) es LD, es decir que exiten escalares

Al,hz,..h, no todos ceros tales que:
P

A AN A A%, ... A AP =0
1 2 P

consideremos al vector A = (AI,AE,...,AP,O,...,O) y tomando a

M
d = min { £ ¥ £ 0 }

Iyil

Asi los vectores XD + Ay XO - 8A son elementos diferentes que
pertenecen a K tales que:

Xb= [(XD + 8A) + (Xo - SA)]/Z

lo cual significa que Xb no es un punto extremo, contradiciendo asi

a la hipétesis. Entonces (4) son LI.

b) Si Xb es una SBF entonces Xb es un punto extremo de K.
Sea X = (x,%x,...,x,0,...,0) con p = m entonces
() 1 P

x A' + x A%+, ..+ x AP = b
1 2 P
donde (4) son LI. Supongamos que Xb no es un punto extremo de K es

decir que exiten Y y Z elementos de K tales que:
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Xb= aY + (1-a)Z con Y#2 y a € (0,1)
Esta relacién y las condiciones de a nos aseguran que las uUltimas
n-p componentes de Y y Z son nulos; con lo cual se tiene que:

1 2 =
ylh + y2A P, ymA b

1 2 m
ZA +zA+...+z2A =0bD
1 2 m

restando estas dos ecuaciones y tomando en cuenta que (4) es LI se

obtiene que: X0= Y =2 , por lo tanto Xo es un punto extremo de K.

A.4 RESULTADOS DE SOLUCIONES DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

En la presente seccidén presentaremos los resultados basicos de

la solucién de sistemas de ecuaciones lineales ya que dado un PPL

en su forma general, para resolverlo, en el fondo lo que se hace es

ir resolviendo sistemas de ecuaciones lineales.

Considemos el sistema de ecuaciones lineales:

a x +a x +...+a x =bD
111 12 2 in n 1
a X +a X #F..¥ax =hb
2% 1 22 2 2n n 2
a X +a x +..%#a x =b
mi 1 me mn n m

n 1 1
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También por:

X1A1 +X2A2+ L B R e

n

donde Al es la i-ésima columna de A, i=1,2,...,n.

" Observacién: Al plantear los PPL en forma general, casi siempre el

sistema resultante tiene mas variables que restricciones.

METODO DEL PIVOTAJE PARA SOLUCION DE UN S.E.L.

Un S.E.L. de la forma:

a X + a x + ... +a x =DbH

; 5 G | 12" 2 in n 1

a X + a X + ... +a x =b

21 1 22 2 2n n 2
(4)

a X + a x #* ... +a x =b

ml 1 m2 2 mn n m

se le llama sistema canénico y lo podemos expresar como: AX = b;

donde:
A= [atj] es la matriz de restricciones
- £
X (xl,xz,...,xn)
t
bbb ;i.:3b )
m
Supongamos que m < n y ademds gue ai}= Osi 123 y a = 1
para 1= 1,2, ...
Notacidén.- La matriz asociada al sistema (4) se le llama
matriz candénica y a las variables X1’X2""’Xm se les 1llama

variables basicas.
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Una solucién bédsica para este sistema seria:

Ahora veremos el procedimiento para transformar una variable
basica en una no-bésica y viceversa, asi como determinar un nuevo

sistema canénico con una solucidén basica de este nuevo sistema.

Si se desea remplazar la variable bésica Xp con 1 = p 'S m por
la variable no-bésica XJ con m+l = j = n en el sistema de
ecuaciones lineales (4) esto es posible hacerlo solo si ab;# 0
usando el método de eliminacién de Gauss-Jordan, con operaciones
elementales se logran los siguientes cambios, es decir se obtiene
un nuevo sistema candnico con los siguientes coeficientes de las
variables X1:

A
/ 2=

v

a estas ecuaciones se les llama ecuaciones de pivoteo, a es
Pq
llamado elemento pivote, a la columna que contiene al elemento

pivote se le llama columna pivote.
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Ejemplo A.4.1: Consideremos el siguiente sistema se ecuacliones
candénico:
X1 ¥ xq ¥ xs K Xs T
X2 + 2X4 = 3X5 + Xﬁ = 3
X~ X %28 ~ %, =]
3 4 5 6

La matriz aumentada es:

1 0 2 -3 1 3

Sea X4 la variable pivote y a .= 1 el elemento pivote al
efectuar el primer paso el primer renglén queda igual, luego
multiplicamos el primer renglén por (-2) y lo sumamos al segundo

renglén, multiplicamos al primer renglén por (1) y lo sumamos al

tercer renglén, asi obtenemos:

Cambiamos la variables basica X1 por la variables no bésica X4 y
ahora la solucién bésica de este nuevo sistema es (0,-7,4,5,0,0)

que también es soluclién del sistema anterior.

Tomamos ahora a XS como la variable pivote y B -5 como el
elemento pivote. Dividimos el segundo renglén por (-5) para obtener

un 1 en el lugar de a
25
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1 0 0 1 1 =1 S
/5 =1/ 0 0 1 =378 /5
1 0 1 0 3 =g 4

Multiplicando por (-1) al segundo renglén y lo sumamos al primero,
multiplicamos por (-3) al segundo renglén y lo sumamos al tercero

obtenemos:

3/5 178 0O 1 0 =275 1875
273 =1/8 @ 0 1 =3/8 /5
“1/78 3/5 1 g O -1/8 ~1/5

Ahora en este nuevo sistema tomamos a X6 como variable pivoie y

8. = —-1/5 como el elememto pivote. Dividimos al tercer renglén

por (-1/5) (es decir multipliquemoslo por -5).

3/5 178 © 1 O =2/5 18/5
279 =18 © @ i1 838 T8
1 =S = 0O @ 1 1

Multiplicamos al tercer renglén por 3/5 y lo sumamos al segundo,

multiplicamos al tercer renglén por 2/5 y lo sumamos al primero.

i1 =1 =2 0 O
1 =2 =3 1 0
1. =3 =5 0 1

Aqui las variables basicas son X By K y las no-basicas XI,

Xz’ X3. La solucién de este nuevo sistema es X = (0,0,0,4,.2.1).
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Observacién :Coﬁ el método cel plilvotaje se logro transformar
una solucién bésica X = (5,3,-1,0,0,0) del sistema original en
una solucién béasica X" = (0,0.0:4,2.1) de un nuevo sistema
candnico; y por supuesto X’ es una solucién no-basica del sistema

original.

A.5 METODO SIMPLEX

Ahora con todo lo anterior podemos mostrar el método simplex,
su justificacién y sus resultados importantes.

Por resultados de la Programacién Lineal sabémos que X es un
punto extremo si y solo si es una solucién basica factible,
entonces el método Simplex, en lugar de probar cada puato extremo
de la regién factible, empieza con un punto extremo cualquiera y
mediante algunas operaciones elementales pasa a otros puntos
extremos garantizando paso a paso que siempre decrecen o siempre
crecen los valores de la funcién objetivo segiin sea el caso, es
decir en direccién del 6éptimo. Para mostrar el algoritmo del

método simplex empezaremos dando un ejemplo introductorio.

Ejemplo A.5.1: Consideremos el sig. problema de PL.

Maximizar Z = ZX1 + 3X2
Sujeto a X + 3X =12

2X1 + X =8
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Lo expresamos en la forma general:

Minimizar Z = —2X1 - 3X2

Sujeto a X + 3X + X =12

8

2X1 * Xé + X4
3X, + 4X_+ X = 20
1 2

5
¢éoni X ; X ., X , X X =0
1 2 3

Esto equivale a resclver el sistema
X +3X + X = 12
1 2 3
2}{1 + X +X =8

20

o)
>
o
o<
+
<
"

con £ lo menor posible y las variables no negativas

Lo anterior lo expresmos por la siguiente " tabla del Método

Simplex ":

B Al 2 23 4 g b
A3 3 0 12
i 2 1 0 1 0 0 8

A
3 4 0 0 1 0 20

5

A
4 3 0 0 0 i1 0

Z

i
Donde los A" que aparecen debajo de B son los vectores de la base,
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de aqui que si X1 =0 vy X2 = 0 se obtiene la solucién basica
factible (0,0,12,8,20), entonces deseamos pasar a otra solucidn
basica factible (otra nueva base) asegurando que Z decrezca lo mas
posible con la condicién de no evaluar en todas las soluciones
basicas factibles ya que se puede llegar a tener un nﬁméro muy

grande de estas. Inicialmente tenemos que:
Z2 = -2(0) - 3(0) - 0(12) - 0(8) - 0(20) = 0O

Como deseamos otra solucién basica necesitamos que X1 o Xz entren a

la base y salga una de las siguientes variables Xa’ X4 o XS. La

variable que promete reducir mas a Z es la variable X2 ya que tiene

el coeficiente més negativo (mds positivo en la tabla).

Ahora para elegir al elemento pivote y saber cual vector sale

de la base, el Método Simplex escoje el subindice donde se alcanza

b
s ] l
el minimo de los

con alj =z 0 para asegurar que la
i]

solucidédn que se obtiene es factible. Esto es porque de no tomar el

minimo alguna de las variables seria negativa, como se vera mas

adelante en la justificacién de estos pasos.

Entonces en nuestro problema tenemos gue:

min . " = =4

3 1 4

12 8 20 12
3
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Asl que el valor maximo gque puede tomar X2 sin salirse de la

regién factible es 4 y el elemento pivote es 3.

Ahora hacemos 1 en el lugar del elemento pivote arriba y

abajo de é1; obteniendo la siguiente tabla del Simplex.

B AI A2 A3 4 AS
A2 1/3 1 1/3 0 0 0
S/3 g |~143 1 0 0 4
L
A
« 3 0 |-4/3 0 1 0 4
5
A
1 0 =] 0 0 1 e’ ¥
z

Notese que A° es el vector que sale de la base y A4 es el

vector que entra a la base.

Con X1 = 0 vy X3 = 0 se obtiene 1la solucién factible
(0,4,0,4,4) y Z toma el valor de -12. Repetimos el procedimiento

para encontrara otra solucién basica factible la cual decrezca aun

mas a la funcidn objetivo.

Ahora la variable pivote es X1 ya que si tomamos Xz esta
aumentard a la funcién objetivo Z, es decir X2 ya no se puede

mover. Lo mas que puede valer X1 si salirse de K es:

4 4 4 4

min 4y 173+ 573 0 573 5/3

= 12/5
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el elemento pivote es 5/3,

digamos el que esta en el lugar a,,

como hay dos elegimos cualquiera

Ahora haciendo 1 en en el

elemento pivote y ceros arriba y abajo obtenemos:

B Al A% A & A b
210 ‘ 275 1-175 { © 0 |16/5
1 0 |-1/5 | 3/5| o 0 [12/5
i
A
S| o 0o | -1 | -1 1 0 0
A
0 o |-as5 |-3/5 | o 1 |-72/5
Z

Como los coeficientes de 1a funcién

negativos esto es:

objetivo son ahora no

Z = -72/5 + 0(x1) + O(XE) + 4/5(0) + 3/5(0) + O(XS)

y las variables son no negativas, entonces de entrar X, © x4 a la

base incrementarian el valor de Z. Por lo tanto se estid en el

éptimo.

Por lo tanto la solucién bisica factible que minimiza a Z es:

12 16

( —5 » = O, 0, O0) con el valor de

T i .- ke

S

A continuacién presentamos los pasos del método Simplex
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PASOS ALGORITMO DEL METODO SIMPLEX

Supongamos que para el PPL existe una base de vectores
canénicos i.e. una solucién bésica factible con la cual comenzar a
operar.

1.-Construir la tabla de la matriz aumentada.

2.-S1 todos 1los Cj (componentes del vector de costos) son

negativos ya se estid en el éptimo si no ir al paso 3.

3.-Determinar la columna pivote que es la que tiene la entrada

mas positiva en el renglén de los Cj

4.-Determinar el elemento pivote, que es el elemento de la columna
pivote que hace menor la razén entre los elementos del vector

b y los de la columna pivote.

S.-Con el método de Gauss-Jordan convertir el elemento pivote a 1

y hacer ceros arriba y abajo de él.
6.-Volver al paso 2.
Observaciénes: 1) Si en el paso 3 al elegir los Cj hay dos con el

mismo valor y que son los mas positivos se escoge

el primero que aparezca.
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2) Si en el paso 4 hay 2 relaciones mas pequefias

iguales se escoge la primera de ellas.

3) Si en 1la columna pivote no existen valores

positivos, el problema tiene solucién no acotada.

4) De no tener una base con la cual comenzar a
operar se implementa " La primera fase del método Simplex ". La

cual consiste en completar una base agregando variables

n
#*

artificiales, introducir una nueva funcién objetivo Z = Z Xi, se
f=1

realiza lo que se llama "iniciacién" que consiste en tener ceros en
donde estan los costos correspondientes a la variables artificiales
(esto es para obtener al conjunto de vectores canénicos) y resolver
e
el problema de min Z sujeto a las mismas restricciones, con el fin
de que las variables agregadas salgan de la base. En donde la
funcidén objetivo original se maneja como si fuera una restriccién
mas. Una vez resuelto el problema se obtiene la base deseada, nos

*
olvidamos de Z y de las variables artificiales.
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A.6 JUSTIFICACION DE LOS PASOS DEL METODO SIMPLEX.

Considere un PPL en su forma general, agregadas m variables

de holgura se obtiene la tabla:

Al AZ v Q) A" b
a a iw% A a b
11 12 1] in 1
a a . a b
21 22 23 2n 2
a a ¢ wie @ 2 b
i1 12 ] in {
a a ... a a b
mi m2 mj mn m
. -¢ =c e W
1 2 j n
Supongamos que es la columna pivote y a, es el
elemento pivote, con # 0 , haciendo 1 en

y abajo de él se obtiene:

; y ceros arriba

A A A b
* #* #*
11 %12 Sn by~ aij(bi/aij]
* * *

%12 22 2u bz--azj[bi/aij)
. B .

21 12 B bi/aij
é . $

aml m2 amn bm_ amj(bi/alj)
3

c, c_ W+ cj(bi/alj)
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La variable que entra a la base es Xj y debe ser igual a bi/aU y

como biz 0 entonces debe cumplirse que > 0 , esto es que el

a
1)

elemento pivote debe ser positivo para que la nueva tabla de una

nueva solucién factible.

Para que ésto suceda se requiere que:

b -a (brsa )z0para kx =1,2,...,m
k kj i 1]

Si alguna akj es negativa, no hay problema ya que bk = 0,

bi =z0 vy aij = 0. Si alguna akj es positiva se requiere que:

b —a. (b/a J &0
K kj i 1}

lo cual es equivalente a decir

Entonces se debe tomar el renglén pivote que haga minima la

relacién b /a .
i 13
Asi el nuevo valor de la funcidén objetivo es:

#*

W =W+c (b/a )
B i 1]

Deseamos que la funcién objetivo decrezca lo més posible.

Como b /

i a1J z 0 se escoge el valor de la entrada ---cj mas

positiva, entonces ésto nos garantiza que:
#*

W =W

es decir la funcién objetivo siempre decrece.
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Si ninguna de las entradas de 1la funcidén objetivo es
positiva, con excepcién de la entrada del extremo derecho (la que

corresponde a Z) se esta en el éptimo.

A.7 CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

Consideremos a un PPL en su forma general:
Minimizar 2 = C' X
Sujeto a AX=0D
con X =20y bz0 5

Donde A es de mxn, m = n , Cy X son vectores de nxl y b de mxl.

Sea Ai la 1-esima columna de A, entonces lo anterior se

puede escribir:

Minimizar 2 =CX +CX + ... +CX
- R | 2 2 nn
Sujeto a A'X +A®X + ... +A"X =D *x
n
con X1 = 0 F =1, Zs cos o B
Supongamos que B = [ Bl, 82, ... , B" ] forman una base para
R, como m < n entonces B c A ; s1 tomamos cualquier vector

Aj € B, este se puede expresar como una combinacién lineal de los

vectores de B, i.e.:

A=y B +vy B2+ ... +Y B
1] 29
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Sustituyendo A’ en ** se tiene:

1 2 m 1 2 + m
X LA Y, B+...+ Y':;}B ER AR & Y, BT+ .. Y B )
1 2 m c
# .. +X LY B+Y B%...+Y B )=
n in 2n mn

5 _
.+
( X1Y11+ Xzle +...4 XnYln) B + ( X1Y21+ XzYz2 +.. XnYZH)B

b XY %Y 4...+ XY 1B =»p
1 mi 1 m2 n mn

.:—.ff
;fﬂ
entonces
Ye=m XY &4 _,.. XY
1 13X n in
X2=XY + ...+XY
B 1721 n 2n _
Xm=XY + ... +XY
1 mi n mn
T 3 5
Sea Y = : = [ A ] entonces A’ = B Y y como B es
' B
ij
invertible
vy} = g7’

Es decir y? gqueda en lugar de Al cuando la matriz B se hace

unitaria.

La solucién basica asociada a la base B es:

Sea C = (C1,C2, ... ,Cmn) donde Ct es el costo de X 1
B B B B B B
El valor de la funcién objetivo para esta base sera:

7Z=CX =CB b

Los coeficientes de la funcién objetivo en el lugar j-ésimo, al

"hacer unitaria la matriz B, queda de la siguiente forma:
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- L
CJ + CalY1J ¥ CBZYzj + CBm ij

definimos Zj = CBD{lj + CBzzYaj E e E CBmYM de aqui que:

) 3
Z, = Y =0 BIBLIOTECA
oo 7 DE CIENCIAS £x7.CTA
c._. Y ;‘éé“‘;i‘i_, 7 ot T .(;'
EL SABER DE MIS HiJ0S -

HARA MIGRANDEZA

La tabla final del Método Simplex queda:

Al I A’ I | B
B; i ¢ 0..0
: gt [ 9800
B" 00 0..1
A zj—cjb 00 ...0
Si A' es 1a columna i de B entonces Cj = Cni y al hacer

unitaria a B, tenemos que yl = ej, lo cual implica que 2j = CBej =
CBi, luego Zj = Cj = CBi - CBI = 0. esto es los coeficientes de la
funcién objetivo debajo de la base B son ceros.

Por otra parte, como Zj = CBYj = CBB_?Aj, solo hay que

- L
conocer Y = CBB . para calcular todos los 23‘

Teorema A.7.1: Si Zj = Cj < O para las Aj ¢ B entonces XB es la

solucién optima al PPL. en su forma general.

Teorema A.7.2: Si existe j tal que ZJ * Cj >0y Yij = 0 Y 1, con
al menos uno distinto de cero, entonces la funcién a minimizar es
no acotada.

Para la demostracidén de estos teoremas consultar referencias

[6] y [7].
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A.8 PROPIEDADES IMPORTANTES PRIMAL-DUAL

En esta seccién presentamos los resultados mas importantes de
la teoria de Dualidad; los cuales, dependiendo de las
caracteristicas del problema, pueden ser usados para obtener

me jores soluciones.

Definicién :Dado un PPL en su forma estandar

t

Max 2 = CX
s.a. A X =D
con X = 0. Se plantea el problema
: t
Min W=DbY
s.a. A%Y = C
Y = D, Al primero se le 1llama problema

Primal y al segundo problema Dual.

Observaciénes: a) El problema Primal tiene m restricciones y n
variables, el problema Dual tiene m variables y n
restricciones.

b) Los elementos del lado derecho del las
restricciones en un problema son iguales a los
coeficientes respectivos de la funcién objetivo

en el otro.

Teorema: Si la restriccién j-ésima del problema Primal, entonces la

variable j-ésima del problema Dual es irrestricta en signo.
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Teorema: Cualquier solucién factible del problema Primal da un
valor de la funcién objetivo del problema Primal menor o igual al
valor que tirne la funcién objetivo del Dual en cualquier solucién

factible de ésta.

Teorema: ©Si existe wuna solucién optima del problema Primal,
entonces existe una solucién 6ptima del problema Dual y en ambas
soluciones los valores de 1las respectivas funciones objetivo

coinciden.

Para la demostracién de estos teoremas ver [1].

PRINCIPALES PROPIEDADES PRIMAL-DUAL

Propiocedad I .- En cualquier iteracién de la solucién Simplex del
Primal o del Dual, la matriz formada por 1las columnas
correspondietes a las variables no bédsicas puede ser utilizada para
general los coeficientes de la funcién objetivo correspondietes a

la primera iteracién.

Propiedad II .- En cualquier iteracién, al actualizar el lado
izquierdo, los coeficientes del la funcién objetivo en el Primal
estan dados por la diferencia entre los lados izquierdos y derechos

de las restricciones duales correspondientes.
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Propiedad III .- En cualquier iteracién del Primal o del Dual, los
valores correspondietes de las variables basicas pueden obtenerse
multiplicando la matriz definida en la propiedad I por el vector b

original.

Propiedad IV.- En cualquier iteracién del Primal o del Dual, los
coeficientes de las restricciones bajo cualquier variable pueden
obtenerse- multiplicando la matriz definida en la propiedad I por el
vector columna que abarca los elementos originales de los

coeficientes de la restriccion bajo la variable designada.
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APENDICE B

El programa contempla el método de dos fases, al pasar a la

segunda fase elimina las variables artificiales. Es posible checar
en su corrida, que ninguna variable artificial quede en la base, de

ser asi;

existen dos maneras de atacar este problema: Una es

eliminando la respectiva restriccién y otra es construyendo una
accién que saque a la varlable artificial de la base y introdusca
una variable original.

"En el programa y en las subrutinas se utilizan las siguientes
variables :

A

: Matriz de los coeficientes tecnolégicos.

Columna de A actualizada.

de
b.

acciones, a éste se le conoce como ETA.

del los costos originales de las dos funciones objetivo.

de
de
de

de
de

costos no basicos actualizados.
las cotas superiores de las variables.
candidatos para ﬁk (Di, D2 y Da)'

indices de las variables basicas.
indices de las variables no-basicas.

del renglén pivote.
del rengldén donde se calcula D1

del renglén donde se calcula D2

de

la variable que puede entrar a la base.

Contador para la fase que se ests trabajando.

Numero maximo de pivotajes.

Nimero de columnas de la matriz N.
de variables artificiales.

de

restricciones.

de variables originales.
solucién del sistema YB = C .

B

B.1 PROGRAMA PRINCIPAL

PROGRAM SRFPIVAC
PROGRAMA 'METODO SIMPLEX REVISADO CON VARIABLES ACOTADAS’
DIMENSION A(NR,NTV),AA(NR),C(2,NTV),CN(NTV),AC(NR1,MAXPIV),CS(NTV)

AA

AC : Matriz
b Vector
C : Matriz
CN Vector
CS Vector
D Vector
IXB : Vector
IXN : Vector
IRP : Indice
IRP1: Indice
IRP2: Indice
JC Indice
KF

MAXPIV :

NCN :

NNA : Nuamero
NR : Namero
NVO : Nuamero
¥ : Vector
C

C

C

*,D(3),IXB(NR}, IXN(NCN),Y(NR),b(NR)

DIMENSION A(11,30),AA(11),C(2,30),CN(30),AC(12,40),CS(30),D(3),IXB

NR=11
NV0O=19
NVA=NR

MAXPIV=40
NTV=NVO+NVA

NCN=NTV-NR

*(11),IXN(19),Y(11);b(11)

WRITE(*,*)’ NCN=",NCN
NR1=NR+1
CALL LEER(A,NR,NTV,b,C,CS, IXB,NVO, IXN,NCN)

NAC=0
KF=1
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S0

20

14

Z2=0

DO 5 I=1,NR
Z2=Z+C(KF,IXB(I))*b(I)

WRITE(*,*)'2= *,2Z

________________________________________________________________ PASO A)
DO 55 J=1,NR
WRITE(*,*)'CIXB(’,IXB(J),')=",C(KF,IXB(J))
- WRITE(*,*)'NAC’ ,NAC
CALL APLICC(AC,NR1,MAXPIV,NTV,NR,C, IXB,NAC,KF,Y)
DO 555 I=1,NR
WRITE(*,;*) Y(’,;1," )=",Y(I)
WRITE(*, *)'PASO A TERMINADO’
CONTINUE
---------------------------------------------------------------- PASO B)
DO 40 J=1,NCN
PP=0.
DO 50 K=1,NR
FP=PP+Y(K)*A(K,ABS(IXN(J)))
CN(ABS(IXN(J)))=PP-C(KF,ABS(IXN(J)))
WRITE(*,*)'CN(’ ,ABS(IXN(J)),’)=",CN(ABS(IXN(J)))
CONTINUE
WRITE(*, *)’PASO B TERMINADO’
———————————————————————————————————————————————————————————————— PASO C)
CALL MAYOR(CN,NTV, IXN,NCN, JCP, GRANDE, IND)
IF(GRANDE.LE.0.000001) THEN
THEN
IF(KF.EQ.1) THEN
WRITE(*,*)’ PRIMERA FASE TERMINADA’
Z=0.
KF=2
DO 20 I=1,NR
Z=Z+C(KF, IXB(I))*b(I)
Z¥=0,
I=0
DO 14 J=1,NCN
IF(ABS(IXN(J)).LE.NVO) THEN
I=I+1
IXN(I)=IXN(J)
ELSE
ENDIF
CONT INUE
NCN=NCN-NVA

30

DO 30 I=1,NCN
S=SG(IXN(I))
IF(S.EQ.-1.) Z1=Z1+C(XF,ABS(IXN(I)))*CS(ABS(IXN(I)))

CONTINUE

Z=2+Z1

GOTO 1
ELSE

WRITE(*,*)’! YA SE ESTA EN EL OPTIMO !’
GOTO 500
ENDIF
ELSE
ENDIF
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WRITE(*,*)’ COLUMNA PIVOTE’,JCP,’ GRANDE’,GRANDE
S=SG (JCP)
IF(S.EQ.1.) M=1
IF(S.EQ.~1.) M=2
WRITE(*,*)’PASO C TERMINADO’
(o e 4 o i A S e T A PASO D)
JC=ABS (JCP)
CALL APLICA(JC,A,NAC,AC,AA,NR,NTV,NR1,MAXPIV)
WRITE(*,*)'PASO D TERMINADO’
G e e e A A N e PASO E)
CALL MENOR(A,NR,NTV,b,AA,JC,CS, IXB,D, IRP1, IRP2,CHICO, M)
WRITE(*,*)'D1= ’,D(1),” D2=’,D(2),” D3= ',D(3)
CALL CDELTA(D, IRP1, IRP2,DELTA, IRP)
WRITE(*,*)’ PASO E TERMINADO’
e S e PASO F)
IF(M.EQ.1) THEN
DO 120 I=1,NR
120 b(1)=b(I)-DELTA*AA(I)
2=Z-CN(JC)*DELTA
b(IRP)=DELTA
ELSE
DO 130 I=1,NR
130 b(1)=b(I)+DELTA*AA(I)
Z=7+CN(JC)*DELTA
b(IRP)=CS(JC)-DELTA
ENDIF
WRITE(*,*)’ PASO F TERMINADO’
———————————————————————————————————————————————————————————————— PASO G)
IF (IRP.EQ.0) THEN
WRITE(*,*)’NO HAY CAMBIO DE BASE’
WRITE(*,*)’LA VARIABLE’,JC,’ CAMBIA DE LA REGION’
IF(M.EQ.1) THEN
WRITE(*,*)’ 1 A LA 2’

ELSE
WRITE(*,*)’ 2 A1A 1’
ENDIF
IXN(IND)=-1*IXN(IND)
ELSE
WRITE(*,*)’ENTRA LA VARIABLE’,JC
WRITE(*, *)

WRITE(*,*)’Y SALE LA VARIABLE’, IXB(IRP)
ITEMP=IXB(IRP)
IXB(IRP)=JC
IXN(IND)=ITEMP
IF(IRP.EQ.IRP2) THEN
IXN(IND)=-1*IXN(IND)
WRITE(*,*)’Y SE VA A SU COTA SUPERIOR’
FLSE
WRITE(*,*)’Y SE VA A SU COTA INFERIOR’
ENDIF
CALL CONST(AA,NR, IRP, JC,AC,NR1,MAXPIV,NAC)
ENDIF
CALL DAR(A,NR,NTV,b,AA,Z)
WRITE(*,*)’PASO G TERMINADQO’
GOTO 10

148



S00 WRITE(*,*)’SOLUCION’

WRITE(*,*)’ BAS'
DO 11 J=1,NR

11 WRITEC*,* )" XI[" , 1¥B(J),"* }=' ,blJ)
WRITE(*,*)’ NO-BAS’

DO 17 J=1,NCN

S=SG(IXN(J))

ISS=S*IXN(J)

IF(S.EQ.1) THEN
WRITEL™,*}*X1"* , 188, 18" ,0

ElL.SE
WRITE(*,*)’X[’,1SS,’ ]=",CS(1SS)
ENDIF
17 CONTINUE
WRITEL* %) CON Z = * .2
STOP
END

B.2 SUBRUTINA LEER

Esta subrutina inicializa los valores (con cero) y proporcina los
datos del problema. Con el fin ahorrar espacio, la mayoria de ellos
estan agrupados, debiendose presentar en forma vertical apartir de
la la columa 8 o en su defecto utilizar la instruccién DATA.

SUBROUTINE LEER(A,NR,NTV,b,C,CS, IXB,NVO, IXN,NCN)
DIMENSION A(NR,NTV), IXB(NR), IXN(NCN),CS(NTV),C(2,NTV),b(NR)
DO 999 I=1,NR

DO 999 J=1,NTV

999 A(I,J)=0.
DO 888 I=1,2
DO 888 J=1,NTV
888 C(I1,J)=0.

DO 224 I=1,NR
224 IXB(I)=I+NCN

DO 223 I=1,NCN
223 IXN(I)=I

A(1,1)=.7 A(2,1)=.054 A(3,1)=.011 A(4,1)=.065 A(5,1)=3.546
A(1,2)=.573 A(2,2)=.101 A(3,2)=.008 A(4,2)=.141 A(5,2)=3.765
A(1,3)=.476 A(2,3)=.015 A(3,3)=.047 A(4,3)=.394 A(5,3)=3.615
A(1,4)=.452 A(2,4)=.07 A(3,4)=.103 A(4,4)=.117 A(S,4)=2.906
A(1,5)=.49 A(2,5)=.437 A(3,5)=0 A(4,5)=.034 A(5,5)=6.029
A(1,6)=.114 A(2,6)=.02 A(3,6)=.028 A(4,6)=.819 A(5,6)=3.864
A(1,7)=.112 A(2,7)=.033 A(3,7)=.025 A(4,7)=.807 A(5,7)=3.973
A(1,8)=.082 A(2,8)=.005 A(3,8)=.004 A(4,8)=.903 A(5,8)=3.985
A(1,9)=.007 A(2,9)=.002 A(3,9)=.002 A(4,9)=.988 A(5,9)=3.998
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A(6,1)=.0495 A(7,1)=.0288 A(8,1)=0.  A(9,1)=-.0207
A(6,2)=.0068 A(7,2)=.0123 A(8,2)=0.  A(9,2)=.0055
A(6,3)=.013 A(7,3)=.007 A(8,3)=0.  A(9,3)=-.006
A(6,4)=.0731 A(7,4)=.0156 A(8,4)=0.  A(9,4)=-.0575
A(6,5)=.0019 A(7,5)=.0076 A(8,5)=.0305 A(9,5)=.0057
A(6,6)=.001 A(7,6)=.0033 A(8,6)=0.  A(9,6)=.0023
A(6,7)=.0003 A(7,7)=.003 A(8,7)=0.  A(9,7)=.0027
A(6,8)=.0002 A(7,8)=.0012 A(8,8)=0.  A(9,8)=.0001
A(6,9)=0 A(7,9)=0 A(8,9)=0.  A(9,9)=0.
A(10,1)=.0005  A(11,1)=1.075
A(10,2)=-.0141  A(11,2)=2.
A(10,3)=.0011  A(11,3)=1.098
A(10,4)=.0465  A(11,4)=1.428
A(10,5)=-.011 "~ A(11,5)=3.846
A(10,6)=-.0046  A(11,6)=1.123
A(10,7)=-.0048  A(11,7)=1.123
A(10,8)=-.0018  A(11,8)=1.123
A(10,9)=0. A(11,9)=1.098
DO 124 J=1,10
124 A(J,J+9)=1.
DO 121 J=1,11
121 A(J, J+NVD)=1.
CS(20)=.31 b(1)=.31
CS(1)=.4429 ey CS(21)=.07 b(2)=.07
CS(2)=.4549 o Ll CS(22)=.05 b(3)=.05
CS(3)=.6513 elia)e eigy B3I BTG b(4)=.81618
CS(4)=.4855 Co(12)=> 1505  CS(24)=4.9805 b(5)=4.9805
CS(5)=.1602 E T o CS(25)=.04 b(6)=.04,
CS(6)=.8079 e CS(26)=.025 b(7)=.025
CS(7)=.8079 et g b(8)=.006
CS(8)=.8079 et el s CS(28)=0 b(9)=0
CS(9)=.8261 eito)= ooos  DS(29)=0 b(10)=0
' CS(30)=.9078 b(11)=.9078
DO 444 J=1,NR
444 C(1,J+NV0)=1.
DO 127 J=1,9
127 C(2,J)=1.
CONTINUE
RETURN
END

B.3 SUBRUTINA APLICC

Esta subrutina aplica las acciones por la izquierda, que se hayan
construido hasta el momento, al vector CB, es decir; resuelve el

sistema: YB = CB.

SUBROUTINE APLICC(AC,NRI,MAXPIV,NTV,NR,C,IXB,NAC,KF,Y).
DIMENSION AC(NR1,MAXPIV),C(2,NTV),IXB(NR),Y(NR)
DO 20 J=1,NR

20 Y(J)=C(KF,IXB(J))
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DO 35 J=NAC,1,-1
I=AC(1,J)
H=Y(I)
D=AC(I+1,J)
F=H*D
PP=0. _ . NCIAS EX¢
DO 30 K=1,NR o NATURALES
IF(K.NE.I) PP=PP+Y(K)*AC(K+1,J) ARA R UL IS BLIOS

30 CONTINUE

35 Y(I)=F-D*PP
RETURN
END

B.4 SUBRUTINA MAYOR

El trabajo de esta subrutina es extraer el indice de la variable

que corresponde a M = max{MiJ%J, extrae M, asi como la regidén de

donde se extrajo. Para saber en que regién se encuentra cada
variable, se toma en cuenta su signo, esto es; si la variable esta
en su cota superior el signo del indice es negativo, de cambiar
regién se le cambia de signo.

SUBROUTINE MAYOR(CN,NTV, IXN,NCN, JCP, GRANDE, IND)

DIMENSION CN(NTV), IXN(NCN)

S=SG(IXN(1))

GRANDE=CN(ABS(IXN(1)))*S

JCP=IXN(1)

IND=1

DO 111 I=2,NCN

S=SG(IXN(I))
SS=CN(ABS(IXN(I)))*S
IF(SS.GT.GRANDE) THEN
GRANDE=SS
JCP=IXN(I)
IND=1
ELSE
ENDIF
111 CONTINUE

S=SG(IXN(1))

GRANDE=GRANDE*S

RETURN

END

B.5 SUBRUTINA APLICA
Esta subrutina actualiza la columna pivote, aplicandole las acciones

por la derecha, es decir resuelve el sistema BY = Al El resultado
se da en AA.

SUBROUTINE APLICA(JC,A,NAC,AC,AA,NR,NTV,NR1,MAXPIV)
DIMENSION A(NR,NTV),AC(NR1,MAXPIV),AA(NR)
DO 70 I=1,NR

70 AA(I)=A(1,JC)
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DO 80 J=1,NAC
I=AC(1,J)
C=AA(1)
D=AC(I+1,J)
F=D*C
AA(I)=F
DO 80 K=1,NR
: IF(K.NE.I) AA(K)=AA(K)-F*¥AC(K+1,J)
80 CONTINUE
RETURN
END

B.6 SUBRUTINA MENOR

Esta subrutina calcula D1’ D2 y D3 ,asl como en indice del

renglén en donde se encontr6é, en caso de que alguna de ellas sea
infinita se indicara asignandole el valor de -1. Consta de 4partes
pricipales, en donde en cada una estéd un ciclo para detectar algun
cociente positivo o negativo segin sea el caso. No se incluye la
opcién de solucién no acotada, por ser imposible que ésta se
presente.

SUBROUTINE MENOR(A,NR,NTV,b, AA, JC,CS, IXB,D, IRP1, IRP2,CHICO,M)
DIMENSION A(NR,NTV),AA(NR),D(3),CS(NTV),IXB(NR),b(NR)
IRP1=0
IRP2=0
D(1)=-1.0
D(2)=-1.0
D(3)=CS(JC)
IF(M.EQ.1) THEN
DO 112 I=1,NR
IF(AA(I).GT.O) THEN
CHICO=b(I)/AA(I)

D(1)=CHICO
IRP1=1
EI'SE
ENDIF
112 CONTINUE

DO 113 I=1,NR
IF(AA(I).GT.0) THEN
C=b(I)/AA(I)
IF(C.LT.D(1)) THEN

D(1)=C
IRP1=1
ELSE
ENDIF
ELSE
ENDIF
113 CONTINUE

DO 114 I=1,NR
IF(AA(I).LT.O0) THEN

CHICO=(CS(IXB(I))-b(I))/(-1*AA(I))
D(2)=CHICO

IRP2=1
ELSE
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114

115

116

117

118

119

RETURN
END

ENDIF
CONTINUE
DO 115 I=1,NR

IF(AA(I).LT.O0) THEN
C=(CS(IXB(I))-b(I))/(-1*AA(I))

IF(C.LT.D(2)) THEN

D(2)=C
IRP2=1
ELSE
ENDIF
El1LSE
ENDIF
CONTINUE
ELSE

DO 116 I=1,NR
IF(AA(I).LT.O) THEN
CHICO=b(1)/(-1*AA(I))

D(1)=CHICO
IRP1=I
ELSE
ENDIF
CONTINUE

DO 117 I=1,NR
IF(AA(I).LT.0) THEN
C=b(I)/(-1*AA(I))
IF(C.LT.D(1)) THEN

D(1)=C
IRP1=1
ELSE
ENDIF
ELSE
ENDIF
CONTINUE

DO 118 I=1,NR
IF(AA(I).GT.O0) THEN
CHICO=(CS(IXB(I))-b(I))/AA(I)

D(2)=CHICO
IRP2=1
ELSE
ENDIF
CONTINUE

DO 119 I=1,NR
IF(AA(I).GT.0) THEN
C=(CS(IXB(I))-b(I))/AA(I)
IF(C.LT.D(2)) THEN

D(2)=C
IRP2=1
ELSE
ENDIF
ELSE
ENDIF
CONTINUE
ENDIF
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B.7 SUBRUTINA CDELTA

Con esta subrutina se escoge el valor de Ak, se sabe de donde
proviene {Dl. D2 o Ds)' Utiliza el hecho de que no se presenta el

caso de que Dly D2 sean infinitos a la vez.

SUBROUTINE CDELTA(D, IRP1, IRP2,DELTA, IRP)
DIMENSION D(3)
P=D(1)*D(2)
IF(P.GE.O) THEN
c THEN
IF(D(1).LE.D(2)) THEN
€ THEN

_ BI!BL—'O'TF'

A
DELTA=D(1) Sk A
L * EL 8SA
??{;E ép : )’D1 < D2 RARA it LIS
ELSE
DELTA=D(2)
WRITE(*,*)’D2 < D1’
IRP=IRP2
ENDIF
ELSE
IF(D(1).GE.0.) THEN
DELTA=D(1)
WRITE(*,*)’D1 < D2’
IRP=IRP1
ELSE
" DELTA=D(2)
WRITE(*,*)’D2 < D1’
IRP=IRP2
ENDIF
ENDIF
IF(DELTA.LT.D(3)) THEN .
WRITE(*,*)’ (D1 O D2) < D3’

ELSE
DELTA=D(3)
WRITE(*,*)’D3 < (D1 O D2)°
IRP=0
ENDIF
RETURN
END

B.8 SUBRUTINA CONST

Esta subrutina construye la accién correspondiente, para lo cual
necesita la columna pivote actualizada.
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SUBROUTINE CONST (AA,NR, IRP, JC, AC,NR1,MAXPIV,NAC)
DIMENSION AA(NR),AC(NR1,MAXPIV)
NAC=NAC+1
AC(1,NAC)=IRP
DO 300 I=1,NR
IF(I.EQ.IRP) THEN
AC(I+1,NAC)=1/AA(IRP)

ELSE _
AC(I+1,NAC)=AA(I)
ENDIF
300 CONTINUE
RETURN

END

B.9 CORRIDA DEL PROGRAMA

Por Ultimo presentamos la corrida del programa anterior, con
modificaciones en la informacién que proporciona en cada iteracién.
Se van indicando los indices de las variables que van entrando y
saliendo de la base. En caso de no haber cambio de base, se indica
a2 que regién cambia la variable; si cambia a 1la regién 1, esto
indica que se va a su coté inferior y si cambia a la regién 2,

indica que se va a su cota superior.
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A SU COTA
A B COTN
A SU COTLA
A SU COTA
VARIABLE

A 80U COTA
VARIABLE

A- SU COTA
A SU COTA
A SU COTA
A §U COTA
VARIABLE

VARIABLE

SU COTA
SU COTA
SU COTA
SU COTA
SU COTA
SU COTA
VARIABLE

S0 COTA
SU COTA
SU COTA
sy COTA
SU COTA
SU COTA
SU COTA
sy COTA
SU COTA
sSU COTA

>

T T i i i i g i

sSU

SU
1

COTA
COTA

i

ENTRA 5 SALE 28 VA
ERTRA 4 ) BATE .29 " VA
ENTRA 19 SALE 21 VA
ENTRA. 18 ' SALE 19 YA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
ENTRA 8 SALE 30 VA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
ENTRA 21 « SALE 27 VA
ENTRA 17 SALE 5 VA
ENTRA 19 SALE 18 VA
ENTRA 27 SALE 17 VA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
ENTRA 13 SALE 23 VA
ENTRA 1 SALE 4 VA
ENTRA 18 SALE 21 VA
ENTRA 11 SALE 20 VA
ENTRA 14 SALE 24 VA
ENTRA 15 SALE 25 VA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
ENTRA 4 SALE 19 VA
ENTRA 10 SALE 26 VA
ENTRA 16 SALE 10 VA
ENTRA 3 SALE 16 VA
ENTRA 26 SALE 22 VA
ENTRA 5 SALE 14 VA
ENTRA 6 SALE 26 VA
ENTRA 19 SALE 4 VA
ENTRA 10 SALE 3 VA
ENTRA 7 SALE 27 VA
PRIMERA FASE TERMINADA
ENTRA 17 -SALE 6 VA
ENTRA 12 SALE 8 VA
| YA SE ESTA EN EL OPTIMO
SOLUCION
BAS

x{ 11j= .021898

X[ 19]= .001939

X[ 17]= .004690

X{ 13]= .518189

%[ 51= .042951

Xf 15]= .023227

X{ 10)= .016221

X[ 181= 005773

X[ 7]= .340454

X[ 1]= .335146

X[ 123= .037802

NO-BAS

XT 4)= b

Zl . ey B

%7 1B571= 014000

X[ 9]= O

X[ B]= ©

¥[ 3]= ©

X[ 14]=2.180500

X[ 6]= 0O
CON Z = 7.185506E-001

Stop - Program terminated.

INFERIOR
SUPERIOR
INFERIOR
INFERIOR
29 CAMBIA
INFERIOR
11 CAMBIA
SUPERIOR
INFERIOR
INFERIOR
SUPERIOR
10 CAMBIA
12 CAMBIA
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR
16 CAMBIA
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR
SUPERIOR
INFERIOR
SUPERIOR
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR

INFERIOR
INFERIOR
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