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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es obtener los clasicos resultados de acotacién de
la funcién maximal y el operador promedio de Hardy-Littlewood en los espacios
LP(R") y los espacios de Morrey. Para ello, haremos uso de algunos teoremas
de cubrimiento, los cuales nos proporcionaran una familia a lo sumo numerable
de cubos o de bolas que logren “cubrir” un conjunto relativamente arbitrario
del espacio euclideano. Estas familias pueden presentar alguna restricciéon que
guarda cierta relacién con el problema que se desea resolver. Ademds veremos un
resultado fundamental del andlisis armdnico, a saber, el teorema de diferenciacion

de Lebesgue.

La notacién que emplearemos en esta tesis serd estandar. Si B es una bola abierta
en R™ con centro en z, radio r y « es cualquier nimero positivo, el conjunto B
denotard la bola abierta con centro en z y radio ar; el radio de una bola B
serd denotado por radB. Si A es un subconjunto Lebesgue medible de R", |A|
denotara la medida de Lebesgue de A. Con frecuencia utilizaremos una letra C

para denotar una constante que podria estar variando renglén tras renglén.

En el Capitulo 1 presentaremos los teoremas de cubrimiento de Vitali y de Be-
sicovitch, los cuales son titiles para obtener resultados de diferenciabilidad de

funciones.

En el Capitulo 2 con el propdsito de presentar algunas aplicaciones de los teo-

remas de cubrimiento, introducimos la funcién maximal de Hardy-Littlewood.

1



Introduccion 2

Después, con la finalidad de mostrar que esta funcion es continua en el espacio
LP(R™), presentamos el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz y concluimos

probando la continuidad de una generalizacién de la funcién maximal.

En el Capitulo 3 estudiaremos los espacios de Morrey L%*(R™), los cuales consti-
tuyen una generalizacién de los espacios LI(R"), mostraremos que estos espacios
son de Banach y probaremos que la funcién maximal de Hardy-Littlewood es

continua en dichos espacios.

En el Capitulo 4 estudiaremos el operador promedio de Hardy-Littlewood, mos-
traremos que bajo ciertas condiciones en el peso tendremos que este operador es
acotadoen LP(R"), 1 < p< oo yen L¥*(R"),1<g< ooy —é- < A < 0. Ademas

determinaremos la norma de este operador en dichos espacios.

En la tltima parte de esta tesis presentaremos algunas conclusiones personales
y un apéndice en el que incluimos la demostracién de la desigualdad integral de

Minkowski.



Capitulo 1

Teoremas de cubrimiento

El propésito de este primer capitulo es presentar algunos teoremas de cubrimiento
en el espacio euclidiano, los cuales utilizaremos para estudiar propiedades de

diferenciabilidad de funciones.

Es bien sabido que uno de los teoremas mé&s importantes en las matematicas es
el primer teorema fundamental del cdlculo el cual dice que si f es una funcién

continua en el intervalo [a,b] y si

F(I)z/ f(t)dt a<z<b,
entonces F' es diferenciable en [a,b] y su derivada estd dada por

F'(z) = f(z) a<z<hb.

Ahora bien, existe un teorema de Lebesgue que extiende este resultado para el
caso cuando f es solamente integrable en el sentido de Lebesgue. Se tiene que F
definida como antes, es una funcién continua, asegura que F' es diferenciable casi

en todas partes y F'(z) = f(z) para casi toda = € [a, b]. Este resultado, conocido
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como teorema de diferenciacién de Lebesgue puede ser demostrado con la ayuda

de un teorema de cubrimiento de Vitali.

Aunque al principio no encontremos una relacién entre el teorema de cubrimiento
y el teorema de diferenciacién de Lebesgue, en el transcurso de los capitulos

mostraremos la importancia que tiene.

Los tépicos desarrollados en este primer capitulo fueron tomados de [8] y [11].

1.1. Teorema de cubrimiento de Vitali

(versién clasica)

Presentaremos dos versiones del teorema de cubrimiento de Vitali, sin embargo,
los enunciados no seran los originales dados por G. Vitali, y ademds, la demos-
tracién de la primera versién que daremos sera la desarrollada por S. Banach,
que es la que aparece en la mayor parte de los textos de teoria de la medida y

puede ser consultada en [11], p. 448.

Teorema 1.1.1. Sea E un subconjunto acotado de R™. Supongase que F es una

coleccién de bolas abiertas con centro en puntos de E, de modo que cada punto
de E es el centro de alguna bola en F. Entonces existe una coleccion a lo mds

numerable de bolas de F, digamos, {B;}; tales que:

1. {B;}; es ajena por pares.
2. EcC|J3B;.
i
Demostracion. Observemos que si el conjunto {radB : B € F} no estd acotado

superiormente, hemos terminado, pues como E es acotado, podemos seleccionar

una unica bola B € F con radio suficientemente grande tal que E C B.
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Si {radB : B € F} estd acotado superiormente, procederemos de forma induc-
tiva. Seleccionamos B; de forma aleatoria. Supongamos que hemos seleccionado

las bolas By, ..., By con k > 1.

Definamos .
dy41 = sup {mdB :Be ]—',BHUB?; = @}.
i=1
Si no existen bolas con tal propiedad el proceso de seleccién termina con Bi; en

caso contrario, escogemos Bjy1 € F tal que
’ k
Edk"'l < TadBk+1 ¥ Bk+1 n U Bi = 0.
i=1

Por construccién la coleccién de bolas {B;}; es ajena por pares.

Para probar la segunda propiedad, tomemos = € E arbitrario y sea B € F una
bola con centro en z y radio r. Notemos que debe existir un k tal que BNBgy # 0,
pues en caso contrario, si B N By, = () para toda k implicarfa que la seleccién
de bolas nunca termina y ademas se tendria 7 < dp+; para toda k. De aqui que,

tendriamos una cantidad infinita numerable de bolas By, ajenas cuyos radios

satisfacen
radB, > 1d > 17"
k1 > ok Z o,
y por lo tanto
o0 oo
U Biy1| = Z | B41| = 00,
k=1 k=1

o0

lo cual no es posible pues |J By+1 es un conjunto acotado. Por lo que la bola B
=1

intersecta por lo menos a una bola Bj;.

Sea ko = min{k > 1: BN Byy1 # 0}, asf

ko
BHUBE-:@

i=1
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y ademads

7 < digs1 < 2radByy+1.
Tomando y € B N By,41, si 2 es el centro de la bola By, se tiene
lz -zl <|z—y|l+|y-2|

< 1+ radBy,+1

< 3radByy41.

oo
Por lo tanto z € 3Byy+1 C |J 3B. L
k=1

Observaciéon 1.1.2. Con una pequefia modificacion en la prueba podemos reem-
plazar el factor 3 que aparece en el teorema previo por 2 + € para toda € > 0.

Basta considerar By € F tal que

dir1 < radBriq.
Tk k+1 < TAQDg4]

Sin embargo no podemos asegurar que E C | J2B;. Para ello analicemos el si-
k

guiente ejemplo para el caso unidimensional.
Ejemplo 1.1.3. Sea F = (—1,1). Para z € E, definimos r(z) = ligiﬂ, asi como
B, =(z-r(x),z+r(z)) yF={B,:z € E}.

Notemos que 0 € B, para toda z € (—1,1), en efecto

a) Si z =0 es claro que 0 € B;.

b) Si z € (-1,0), entonces = + r(z) = ¢+ 152 = = > (.

c) Siz € (0,1), entonces z — r(z) = z — 12 = =1 < 0.

Como todas las bolas intersectan al 0, consideraremos una sola bola B,. Veamos

que ninguna bola B, cumple que (—1,1) C 2B,.
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a) Si z = 0. Entonces B; = (—3,3) y claramente (—1,1) ¢ 2B,.

b) Siz € (—1,0). Tenemos que z+2r(z) = z+2(132%) = 2% < 1y por lo tanto
(_1: 1) QZ 2B;.

¢) Si z € (0,1). Tenemos que z — 2r(z) = z — 2(3%) = =22 > —1 y por lo

tanto (—1,1) ¢ 2B,.

1.2. Teorema de cubrimiento de Vitali
(version infinitesimal)

La prueba de esta segunda version del teorema de cubrimiento de Vitali puede

ser consultada en [11], p. 479.

Teorema 1.2.1. Sea E un subconjunto arbitrario de R" y supdngase que F
es una familia de bolas cerradas con radio positivo que satisface la siguiente

condicion (la cual llamaremos condicion de Vitali):
dado € > 0 y dado x € E existe B € F tal que x € B y radB < e. (1.1)

Entonces existe una coleccion a lo mds numerable de bolas de F, digamos, {B;};

tales que:

1. {B;}; es ajena por pares.

2. E C |J B; excepto por un conjunto de medida cero.
i

Demostracion. Primero haremos algunas observaciones; resulta suficiente probar
para el caso en que E es un conjunto acotado; la razon es que E puede escribirse

como la unién de los subconjuntos acotados

En{zeR":k<|z|<k+1}, parak=0,1,2,..
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excepto en un conjunto de medida cero. Asi que haremos la demostraciéon para

estos conjuntos.

Ademds, por la condicién (1.1), podemos suponer que todas las bolas en F tienen
radio menor que una constante positiva y que cada bola de F contiene un punto

de E.

Ahora procederemos a demostrar el teorema; algo interesante de esta demostra-

cién es que sigue un procedimiento de seleccién similar al del Teorema 1.1.1:

Seleccionamos B; de forma aleatoria. Supongamos que hemos seleccionado las
bolas By,...,Brcon k> 1.S1 E C U:;l B; entonces terminamos. En caso con-
trario la condicién de Vitali garantiza la existencia de bolas B € F tales que son

ajenas al conjunto cerrado Ui;l B;.

Definamos

k
dr1 =sup{mdB : B EF,BHUB,: = ﬂ}.

i=1

Tomamos By € F tal que
) k
Edk“i-l < T'G.dBk_l_l y Bk—i—l n U B; = 0.
i=1

Si el proceso termina en algiin paso, hemos concluido. Supongamos que el proceso
no termina. Por construccién la coleccién de bolas {By}, es ajena por pares

asi que solo resta probar la segunda propiedad.

Como las bolas By, son ajenas, tienen radio acotado e intersecan a F, tenemos

que Y |Bi| < oo. Asi lim radBj, = 0 y por tanto lim dy; = 0.
=1 k—o0 k—oc

Ahora probaremos que para cada k € N se tiene

k-1 oo
Ec|JBiul5B:
i=1

i=k
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k—1
i=1

Para esto tomaremos un z € E \ |J,_, Bi y veremos que necesariamente debe

estar contenido en 5By, para algin ko > k.

Sea z € E\ Uf;ll Bi, por la condicién (1.1) existe B € F tal que z € B
y BN U:.:ll B; = 0. Observemos que no puede pasar B N|J;-, B; = 0 pues por
definicién de dj4; se tendria que d4; > radB para toda k € N, lo que contradice

que dj.4; tiende a cero.

Sea ko el menor entero positivo tal que B N By, # 0, notemos que kg > k. Como
Bn U‘f““_l B; = 0, de la definicién de dj, se tiene que di, > radB. Ademés, de

i=1

la eleccién de By, tenemos que radB < 2radBy,.

De aqui tenemos que si w es el centro de B, wy €l centro de By,, y y € BN By,

entonces para toda x € B se tiene

|z —wo| =z —w+w—y+y—w
Sl —w| +|w -yl + |y — wl
< radB + radB + radBy,
< 2radBy, + 2radBy, + radBy, < 5radBy,.

Asi z € B C 5By, que era lo que se querfa. Como esto se cumple para toda
k € N se sigue que z € E\ U2, B; C U2, 5B;. Entonces por la monotonia de
la medida de Lebesgue tenemos que

\E\GB

o0

*s’UsBi

i=k

o0 o0
<) 8Bl <) 5"Bi|.

i=k i=k
Como el lado derecho tiende a cero cuando £ tiende a infinito se sigue que
|E\UZ,Bi|" = |E\ U2, Bi| = 0. Y por lo tanto E C [Ji2, B; excepto en un

conjunto de medida cero. ®
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1.3. Teorema de cubrimiento de Besicovitch

El teorema que presentaremos a continuacién nos ayudard a probar una versién
més general del teorema de diferenciacién de Lebesgue, en la cual estardn in-
volucrados unas funciones llamadas “pesos”, que son uno de los objetos de los
cuales hablaremos con mayor detalle en la segunda mitad del siguiente capitulo.

La demostracién que presentaremos es la versién formulada en [8], p. 289.

Teorema 1.3.1. Sea E un subconjunto acotado de R™. Para cada x € E, sea @,
un cubo abierto con centro x y lados paralelos a los ejes coordenados. Entonces,

existe una coleccion a lo mds numerable de puntos {z;}; de E tales que:

1. EC Q-

2. Para casi toda y € R™ se cumple

> Xax,(y) S 24"

Demostracion. Sea so = sup{{(Q;) : € E}, donde £(Q) denota la longitud del
lado del cubo Q.. Si s = oo terminamos, pues entonces existe un zo € E tal que

(Qgz,) > 4L donde E C [—L, L]" y por tanto se concluye el teorema.

Supongamos que so < 0o. Seleccionamos z; € E tal que 350 < £(Qs, ). Definamos

Ei=E\Q.; vy s =sup{l(Q:):z€Er}.

Tomamos x> € E; tal que %51 < ¢(Qs,)- Siguiendo este proceso de forma induc-

tiva tenemos que para k € N se define

E,=F\ Ule Qry Sk =sup{l(Q;) : z € E}
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y seleccionamos 41 € Ey tal que %sk < {(Qg,.,)- Continuamos el proceso hasta
encontrar un entero positivo m tal que F,, sea vacio, pues eso indicaria que hemos
cubierto a E en el paso m — 1. Si tal entero no existe, continuamos el proceso

indefinidamente.

Afirmamos que para toda 7 # j se tiene %Qq N %QIJ. = (). En efecto, sea i > j.
Tenemos que z; € E; 1 = E\ (Q5, U...UQz, U...UQ,,_,), por lo cual z; ¢ Q.

Ademads, como z; € E;_; C E;_; se sigue que

£Q:,) < 851 < 26Q). (1.2)

Ahora por el teorema de Pitdgoras, sabemos que el cuadrado de la diagonal de
un cubo en R” es igual a n-veces el cuadrado de su lado. Si denotamos con d la
diagonal del cubo, tenemos que

vn

A(3Q:) = VAll3Q) = 5"

6(Qx)-
De aquif que, si y € 3Qq, N 3Q,

|8 =25 < |8 = 9|+ |g —4
< L20(Qu) + L0(Qs,)

3

Qs,) + ¥4(Qs,)
= \/EE(QxJ )5

lo cual implica que z; € @4;, que es una contradiccion. Por lo tanto se tiene que

%Q.‘L‘;‘ m %Qx; == @ pa'ra‘ ?: ?,:.?'

Procederemos a probar la propiedad 1. Si existe el entero positivo m tal que E,, es
vacio terminamos, pues E C U::.:; @Q.,. Si tal entero no existe, entonces tenemos
un numero infinito de cubos @,. Como los cubos %in SOn ajenos por pares

y tienen centros en un conjunto acotado, se sigue que la sucesién {{(Q.,)}%,
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converge a cero. Veamos que necesariamente E C |J2; Q.. Supongamos que
existe y € E \ Up; Qx, entonces y € F; para i = 1,2,..., y £(Q,) < s; para
toda i. Ademds, como s; < 20(Q;,.,) y la sucesién de longitudes converge a cero
se sigue que £(Q,) = 0, lo que implica que el cubo @, es vacio, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto E C [J2; Q.

Finalmente mostraremos la propiedad 2. Para esto, consideremos los n hiper-
planos H; que son paralelos a los hiperplanos coordenados y pasan a través del
punto y. Asi, podemos escribir R" como la unién de los 2" octantes abiertos O,

v los n hiperplanos H; que tienen medida de Lebesgue cero.

Observemos que si y € i, Qz,, hemos concluido. En otro caso, afirmamos que
cada octante O, tiene una cantidad finita de puntos z;. En efecto, fijemos un
octante O, y tomemos zr, € E N O, tal que kau contiene a y y la distancia
de zy, a y es la mayor posible; tal zj, debe existir, sea D = {2} : y € Qy, } ¥
tomemos M = sup |y— x|, el cual es acotado. Si D es finito entonces el supremo
se alcanza y terflzielfamos. Si no, como £(Q;,) tiende a cero se sigue que la sucesién
|y — x;| tiende a cero ya que y € Q,. Asi para e = M existe un ky minimo tal

que |y — zx| < M para toda k > ko; luego |y — x| = M si 1 < k < k.

Si z; es otro punto en E N O, tal que @, contiene a y, se sigue que £(Q,, ) >
£(Qz,), lo que implica que z; € kao. Luego por una observacion previa j < kg,
por consiguiente 3(Qy, ) < (Qz;). Asi todos los cubos Q,, con centro en ENO,

que contienen al punto y tienen lados comparables con la del cubo kao.

Con un argumento geométrico se tiene que existe una cantidad finita de cubos
@<, de lados entre @ y 2a que contienen al punto y y tal que %QJ,J. son ajenos
por pares. En efecto, sea a = %Q(szo) y sea {Qg, }rer los cubos con la propiedad

deseada.
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Asi tenemos que

<

1
U ngf 2%

rel

| )@

rel

a” 1 -
Sl < 130x 1= < (4",

rel

donde la 1ltima desigualdad se tiene ya que como todos los cubos ()., contienen
al punto y y tienen lados a lo més 2a, entonces deben estar contenidos en un

cubo de lado 4a centrado en y.

Esta observacién muestra que |I| < 12" y como hay 2" octantes O, en R",

concluimos que

> Xox,(y) < 247






Capitulo 2

Funciones maximales y el
teorema de diferenciacion de

Lebesgue

En el capitulo anterior mencionamos que los teoremas de cubrimiento son ttiles
para estudiar problemas de diferenciabilidad de funciones, por lo que parte de este
segundo capitulo estard dedicado a presentar algunos resultados en particular,

como lo es el teorema de diferenciacién de Lebesgue y el teorema de Sard.

Con el proposito de demostrar el teorema de diferenciacién de Lebesgue, dedi-
caremos la primera seccién de este capitulo a introducir cierto tipo de funciones
maximales, las cuales a través del analisis de sus propiedades de continuidad, nos
facilitaran la prueba de este teorema. Posteriormente presentaremos un criterio

muy 1util para mostrar la continuidad de operadores sublineales.

Por ltimo presentaremos una versién generalizada de la funcién maximal, lo cual

nos permitira obtener un teorema de diferenciacién de Lebesgue més general.

Para el desarrollo de este capitulo, nos hemos basado en [2], [6], [8] y [11].

15
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2.1. Funcién maximal de Hardy-Littlewood

En esta primera seccién vamos a definir la funcién maximal de Hardy-Littlewood;

presentaremos tres variantes, las cuales pueden ser consultadas en [2], p. 30.

Antes de dar la definicién de la funcién maximal, vamos a recordar las definiciones

de espacio local y funcién semicontinua inferiormente.

Definicién 2.1.1. Para 1 < p < oo, se define el espacio local L} (R") como
el conjunto de todas las funciones Lebesgue medibles tales que, para todo K

compacto en R™:

/ |f(z)Pdz < oo.
K
Definicién 2.1.2. Sea f : R* — [—00,00] una funcién. Diremos que f es
semicontinua inferiormente si el conjunto
Ey:={z eR": f(z) > A}

es abierto, para cada A € R.

A continuacién vamos a definir la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Esta
funcién fue introducida en 1930 por G. Hardy y J. Littlewood paran =1 y en

1939 por N. Wiener para n arbitraria.

Definicién 2.1.3. Sea f € Lj,.(R"). Definimos la funcién maximal de Hardy-

loc

Littlewood de f como la funcién M f en R™ dada por

1
Mf() = sup o fQ F(@)ldy,

donde @ denota un cubo con lados paralelos a los ejes coordenados y el supremo

se toma sobre todos los cubos @ que contienen a z. También definimos la versién
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centrada en bolas dada por

Meen 1
Mef(z) = S0 T - |f(y)|dy.

Observacion 2.1.4. Como las medidas de un cubo y una bola son comparables,

existen constantes ¢, y C,, que sdlo dependen de n, tales que

enMCf(z) < Mf(z) < CuM*f(2).

Demostracion. Sea () un cubo tal que z € (). Notemos que @ C B(z,dg), donde
do denota la diagonal del cubo @. Recordemos que por el teorema de Pitdgoras
dé = m‘%, con {g la longitud de lado del cubo @, entonces ﬁdQ = {g. Asi, por
definicién de la medida de Lebesgue

Q== (&)\dy v |B(dg)|=cadp.

De aqui que

i
)
1
2 jB o
1

Cn
- d
Ch 1
PO g
o a1
Cn 1
2 d
(F5)" 1B(z,d)| JB(z,dq) £y
< " Mef(z).
(=)™

Como esto se cumple para todo cubo () que contenga a x entonces también para
el supremo, por lo que M f(z) < C,M*f(z), con C, = (—li*];, que es una de las
7

desigualdades que queriamos probar.
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Por otro lado, notemos que la bola B(z,dg) estd contenido en un cubo @, con

l(Q.) = 2dg. Asi, por la definicién de la medida de Lebesgue

|Qz| = €5, = (2dg)"
De aqui que

1 1
BTl o, (O = 5 ] L

f‘%/ |f(y)|dy

Cndn 7 | 1wy

2?’1
- g |, POl

2"‘ 1
Cn |QI| Qu
on

_aMf()

£ (y)ldy

Por lo tanto ¢, M°f(z) < M f(z), con ¢, = & @

o -
Con base en lo anterior, las funciones M f y M¢f se pueden intercambiar y
usaremos cualquiera de ellas cuando sea conveniente.

Notemos que se obtiene el mismo valor de M f(z) si en la Definicién 2.1.3 sola-
mente tomamos cubos tales que x sea punto interior.

Proposicién 2.1.5. Sea f € L}, .(R"). Para z € R", sea

Mf@) = sup s [ 1)y

zEP

donde el supremo se toma sobre todos los cubos P tales que z es punto interior

de P. Entonces M'f(z) = M f(z).

Demostracién. Es claro que M'f(z) < M f(z) pues el conjunto de cubos P

estd contenido en el conjunto de cubos Q.
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Para probar la otra desigualdad, tomemos z € R" y sea ) un cubo que contiene
a x, no necesariamente en su interior. Sea {P;}72; una sucesién decreciente de
cubos tales que Q C Py, para cada k y (o, Pr = Q. Asi tenemos que z es punto

interior de cada P;; ademés por el lema de Fatou

[ 15wy < gt [ 1701ay

y como lim |P| = |Q|, entonces
k—o0

1 1 .
@/émy)[dy < (klﬁﬁoﬂ) (11ﬂ£f-/13k |f(y)|dy)
B 1
=Hinf oy L |f(v)ldy

< M f(z).

Esto pasa para todo cubo ) que contiene a z, por lo que también para el supremo,

asi M f(z) < M'f(z) y por lo tanto M f(z) = M'f(z). ]

Enseguida presentaremos, en forma de observaciones, algunas propiedades de la

funcién maximal.

Observacién 2.1.6. La funcién mazimal M f es una funcion medible.

Demostracion. En efecto, es Borel medible. Para esto, probaremos que es semi-

continua inferiormente.

Sea Ey = {z € R" : Mf(z) > A}. Si z € E), por la definicién de la funcién
maximal, existe un cubo P tal que z es punto interior de P y ademds cumple

que

ﬁ ] F@)ldy > A

Como z es punto interior de P se tiene que existe un r > 0 tal que B(z,r) C P

y como P C E), tenemos que B(z,r) C E,. Por lo tanto E) es abierto. [ |
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Para la siguiente propiedad necesitamos recordar cémo cambiar la integracion de

coordenadas cartesianas a coordenadas polares en R".

Teorema 2.1.7. Si f es Borel medible en R™ y f > 0, entonces

f(z)dz = /00 f(ro)r™ 'dodr,
Rn 0o Jsn-

donde S™! denota la esfera unitaria {z € R™ : |z| = 1}.

Demostracién. Ver [4], p. 78.

Observacién 2.1.8. La funcidn mazimal de una funcién en L'(R™) no necesa-

riamente estd en L*(R"™). De hecho, si M f € L'(R™), entonces f = 0.

Demostracion. Veamos, si a > 0 y |z| > a, entonces

1
> e
= |B(z, 2|z|)| /20|

1
2 180, 2120 Jaom VI

C

= — dy.
o / o Ty

Mf(z) | f(y)|dy

Afirmamos que |z|™™ no es integrable. En efecto, sea f(z) = |z|™, si fuera

integrable, utilizando el Teorema 2.1.7 tendriamos que

(= o]
oo>/ |x|‘"‘dy2/ |:s|"“dy=/ / f(ro)r"dadr
R" |z|>1 1 gn-1
o0 o0
2/ / 'r_“'r“_ldardr=/ (/ dc:r)ﬁ
1 gn—1 1 gn—-1 T

00 t
— |Sn_1|/ ﬁ = lSn_l lim / @
1 T t—o0 1 T

= |S”_1|th'm lnr‘ = |8 oo = o0,
—r 0

t
1

lo cual es una contradiccién.
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Como |z|™™ no es integrable para |z| > a, se sigue que |, B0,y [f(W)ldy = 0y como

a es arbitrario, concluimos que f = 0. |

Observacién 2.1.9. La funcidon mazimal de una funcién en L'(R™) no necesa-

riamente estd en L}, (R"™). Para mostrarlo veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.10. Paran = 1. La funcion

1 : 1
f(m)z e 330<$<§,

0 en otro caso,
estd en L'(R) pero M f(z) no estd en L;,.(R).

Demostracion. Primero probaremos que la funcién que definimos estd en L'(R).

Sabemos que

1=

B =

<Inz<z-1, obien, l-z<-lhz<li-1

la cual es una desigualdad conocida del logaritmo. Se sigue que si 0 < z < 1
entonces (1 — z)> < (—Ilnz)?* < (3 — 1)% luego, como z > 0, tenemos que

z(l-—z)?<z(-hhz)? <z(2-1)% asi0< <

1 1
z(—Inz)? = z(l-z

- Como la funcién

solo toma valores en 0 < & < 1, tenemos que

1 1 1

0< < T
z(ln’z) ~ z(1—=z)? ~ z/4

Queremos encontrar o € (0,1) y ¢ > 0 tal que £ > cz® para 0 < z < 3, pues de

este modo tendriamos

0.2 1 . 1 " 1
zln’z ~ z/4 = cz®’

y ademas

L=

1 2
1 1 [z 1 w2 |3 1 1
0< <-] z%z=- = < 00,
_./u zin’zr ~ c/o ell=a)l, el —~oa)2** :
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por lo cual f seria integrable.

Notemos que para 0 < z < %, tenemos § > cz%, si y s6lo si x > 4cx?, si y sélo si

T — 4cx® > 0, si y sélo si z%(z!~* — 4¢) > 0, si y sélo si
*>0yzt® —4e>0 6 <0 yz 2 —de<0.

El segundo caso no puede ocurrir pues z* < 0 no es posible ya que z € (0, %)
y a € (0,1). Asf que necesariamente z* > 0 y z'™* — 4¢ > 0, lo cual equivale
arz>0yzr> (4C)ﬁ. Como queremos que 0 < z < 3, debemos asegurar que

(4c)ﬁ < 1, pero (clc)ﬁ < 1, siy sélo si log4c(4c)ﬁ < log,. %, si y sélo si

1 o T al 1
—— <logy.5,siysblosia <1 Bl

Entonces basta asegurar que 0 < 1 — -~ < 1, o bien, log,. 3 > 1. Si elegimos
O84c 2

0<e< % tendremos lo que queremos. De aquf que, si 0 < z < %, tomandor =z

en la definicién de M f(z), tenemos

1 2z
M@ 2 o [ 1wy > o [ 1wy
T Jo
_L t_dy
C 2z Jy yln®y

T

1[-1
- 2z (lny]|,

_ -1
T 2zlnz

= (. Veamos, recordando las desigualdades

T
para el ]ogaritmo, tenfamos z(1 — z) < —z(lnz) < z(L —1).

=1 1 L de _ :
:lnz o5 —(1—1), o bien, —== >+ ¥ como fo == = 00, se sigue que

De aqui que

fo —=L dz = co. Por lo tanto M f(x) no es integrable cerca de z = 0. -
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Para comprender la importancia de estas observaciones, notemos que toda fun-

cién g € L'(R") satisface la desigualdad de Chebyshev, esto es

|{$ER“1§($)2t}IS@, 0<t< oo

Sin embargo, la implicacién de regreso, no es verdadera, es decir, si g es una
funcién tal que

l{z € R": g(z) 2 t}| 2

C
?, 0<t<00,

no necesariamente g € L'(R"). Para esto, observemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.11. Sea g(z) = |z|™ y sea t > 0, entonces

|Ey| = [{x € R" : |z|™ > t}|
=|{z eR": |z| < tn}|

= (t")" =t,
pero por la Observacidn 1.1.8 sabemos que g no es integrable.

Un caso similar ocurre con la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Esta pro-
piedad de la funcién maximal es de gran importancia y es lo que nos ayudard a

probar el teorema de diferenciacién de Lebesgue.

Teorema 2.1.12 (Teorema de Hardy-Littlewood). Sea f € L'(R™) entonces

o € R Mf(2) >}l < Sl flh, 0<t<oo

Demostracion. Sea E = {z € R" : M f(x) >t} yseaz € E. Asi Mf(z) > t, y
de la definicién de la funcién maximal existe 0 < r < oo, que depende de z, tal

que

1

|B(I?'f’)| Blzs) ]f(y)ldy >t
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o bien, para toda z € E existe una bola B con centro en z tal que

1
Beni<g [ 1wl (21)

Supongamos que E # () pues de otro modo el resultado es trivial. Queremos
aplicar el teorema de cubrimiento de Vitali pero nos falta la hipétesis de que E
sea acotado, por lo cual consideraremos k € N, fijo y E N B(0,k) en vez de E.
Una vez que estimemos, utilizaremos propiedades de la medida de Lebesgue y

obtendremos lo deseado.

Sea F una coleccién de bolas abiertas B* con centro en E N B(0,k) y que sa-
tisfacen (2.1). Si E N B(0, k) # 0, por el teorema de cubrimiento de Vitali 1.1.1
existen bolas B{", Bé‘, ... € F tales que
(1) B¥NBf =0, sii# j,
(2) ENB(0,k) C |J, 3B
Por lo cual se tiene que
|[ENB(0,k)| <> |3BF| = > 3"|B|
1
< m— d
<Yy [ i

=2 1w

t Jy, st
3" 3"
<2 [ 1wy =11,
R“l
donde la primera desigualdad se obtiene por (2), la igualdad por el hecho de que
|3B| = 3"|B|, la segunda desigualdad por (2.1) y la segunda igualdad por (1).
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Como E = | J, ENB(0, k) y la sucesién de conjuntos { ENB(0,k)} es creciente,
tenemos que |E| = Llim |EN B(0,k)| y por lo tanto [E| < &||f|l1 que era lo que
i—00

ueriamos. [i
q

2.2. Teorema de diferenciacion de Lebesgue

Una desigualdad como la que probamos en el Teorema 2.1.12 también se conoce
como desigualdad de tipo débil (1,1); para ver la definicién formal, véase la quinta
seccién de este capitulo. Estamos listos para probar el teorema principal del cual

hemos estado hablando desde el inicio de esta tesis.

Teorema 2.2.1 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue). Supongamos que f €

L}, (R™). Entonces para casi toda x € R™

1

M (B Sy )~ F @y =0

En particular, se sigue que para casi toda T € R"

Ii :
]m ———t————
r—0 |B($5 T)| B(z,r)

f(y)dy = f(z).

Demostracion. Notemos que la segunda conclusién se tiene de manera inmediata

de la primera pues

, 1 I
lim T S f(y)dy — f(z)| = |lim B0 B(I‘r)(f(y) — f(z))dy
<tim——— [ |f(y) - f(@)ldy

r—0 IB(Q:: 1r')I B(z,r)

= 0.

Por tanto s6lo nos ocuparemos de demostrar el primer resultado.
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Observemos que este teorema es de cardcter local, pues dado N € N, si |z| < N
y r < 1, los valores de m | - (y)dy dependen solamente de las y tales
que |y| £ N + 1. Asf podemos suponer que f € L'(R"). Ademds, es conveniente
considerar una version local de la funcién maximal de Hardy-Littlewood, la cual

llamaremos f*, definida por

1
*(z) := limsup ——— — f(z)|dy.
@) D e ] - |f(y) — f(z)|dy

Para probar nuestro resultado principal, vamos a enunciar algunas propiedades
de la funcién f* y los usaremos para demostrar que f* = 0 casi en todas partes

y asi concluir el teorema.

I) f*>0.

Es claro por la definicién.

I (f+9) < f"+g"
Por la desigualdad del tridngulo tenemos

j ) + 9v) — £(2) — o(x)ldy
B(z,r)

< f @) - f@ldy+ [ l9w) — 9()ldy.
B(z,r)

B(z,r)

Ahora dividiendo entre |B(z,r)| y usando el hecho de que el limite superior
de la suma es menor o igual a la suma de los limites superiores, se tiene lo

deseado.

III) Si g es continua en z, entonces g*(z) = 0.
Esta propiedad se debe al teorema fundamental del cdlculo. Dado € > 0,
existe § > 0 tal que |g(y)—g(z)| < e paratoday € B(z,d). Asi,si0 <7 < §

se tiene

1
B / . lo) ~ @iy < e
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*

IV) Si g es continua en R™ entonces (f — ¢)* = f*.
Se sigue de las propiedades II) y III):

(F=gl' s P +{=gF =1
PFP=(f-g+9'<(f-g+g = -9)

V) fr<Mf+|fl.

Esta es una estimacion:

1

1B(z, )] 5 |f(y) — f(z)|dy

1

e B
B IB(I'.IT)I B(z,r)
1

~ B@) Jaen
< Mf(z) +|f(2))-

(If @) + | f(z)])dy

|f(¥)ldy + | f(z)]

VI) Se tiene la siguiente desigualdad con la medida exterior de Lebesgue:
{z e R™: f*(z) > t}[* < ZEEL||f|l1, con 0 < t < 0.

Esta es una consecuencia del teorema de Hardy-Littlewood y la desigualdad
de Chebyshev. Por la propiedad V tenemos que si f*(z) > t, entonces

M f(z) > % o |f(z)| > %. Pues en caso contrario tendriamos que

+t—t
2_:

b | =+

t < f'(z) < Mf(z) +|f(2)] <

lo cual es una contradiccién.
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Por tanto

{o: *@) > B < [z Mf(@) > ZH+ e 1f(@)| > 5}

< S5l + 1l
=2 Dy,

Finalmente probaremos el teorema principal. Sea € > 0, como C.(R") es denso
en L'(R™), existe g € C.(R") tal que ||f — g|ls < e. Asf por las propiedades IV)

y VI), tenemos que para 0 < t < oo:

z: F(@) > O = [{z: (f - 0)°(2) > I
284 D5 gl

< we_

<

Como € es arbitrario, se sigue que |{z : f*(z) > t}|* = 0, por lo cual el conjunto
{z : f*(z) >t} es nulo y por tanto Lebesgue medible.

En particular los conjuntos {z : f*(z) > %} son nulos para toda k € N.
Asi U {z : f*(z) > £} = {z : f*(z) > 0} es nulo. Esto implica que f*(z) <0
casi en todas partes pero por la propiedad I) tenemos f* = 0 casi en todas partes,

lo que concluye el teorema. | ]

2.3. Conjunto de Lebesgue de una funcién

Recordemos que al iniciar la demostracién del teorema de diferenciacién de Le-
besgue probamos que el primer resultado implicaba el segundo, en esta seccién

vamos probar que la implicacién de regreso no es verdadera.



Capitulo 2. Funciones mazimales 29

Definicién 2.3.1. Supongamos que f € L (R") y z € R™. Entonces diremos
que z es un punto en el conjunto de Lebesgue de f si existe un nimero A tal que

1
lim——— [ |f(y) - Aldy =0.
0 |B($! T)| B(z,r)

Comenzaremos haciendo algunas observaciones. Primero, notemos que no existe
maéas de un nimero A que cumpla la condicién. Esto se sigue de la segunda parte

del teorema de diferenciacién de Lebesgue, pues

1
lim —— f(y)dy = A.
r—0 IB(I? T)| B(z,r) )

Por lo tanto A es tnico y el limite de la izquierda existe.

Segundo, si x pertenece al conjunto de Lebesgue de f esto es independiente del
valor de f(z). En efecto, f no necesita estar definida en el punto . Més ain,
si f = g casi en todas partes, entonces el conjunto de Lebesgue de f es igual al
conjunto de Lebesgue de g. Por tanto el conjunto de Lebesgue esta bien definido

para cada elemento de L], .(R™).

Tercero, por el teorema de diferenciacién de Lebesgue, si f € Lj,.(R™), entonces

casi todos los puntos de R" pertenecen al conjunto de Lebesgue de f. Mds ain, si
f es un representante particular de la clase de equivalencia f € L},.(R™), entonces
para casi toda z, el nimero A es justo f(z). Asi f puede ser modificada en los
conjuntos de medida cero de tal manera que toda = que esté en el conjunto de

Lebesgue de f satisfaga

5 1 B
i e | @ - i@l =0

Para ilustrar mejor lo que queremos probar, vamos a presentar un ejemplo para

el caso unidimensional.
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Ejemplo 2.3.2. Sea H la funcion de Heaviside:

1 siz>0,
Hz)=q1 s2=0,
0 siz<O,
Mostraremos que para toda z € R
1 [T+
H(z) = lim — H(y)dy

r—0 2r A

y que 0 no estd en el conjunto de Lebesgque de H.

Demostracion. Haremos la prueba para cada caso.

Sea z > 0, observemos que podemos tomar un radio r suficientemente pequeiio
tal que (z —r,z +7) C (0,00), asf

z+r

=1= H(z).

T—T

ZT+r T+r

3 . 1 e
lim — H(y)dy = 11_% o f ldy = lim oY

r—0 2r i P r—0 2r

Anélogamente, si £ < 0, podemos encontrar un radio r suficientemente pequeno

tal que (z — r,z + r) C (—o0,0), por lo cual

1 T4+ 1 T4+r
lun—l_r H(y)dy = ’l'l_l’lég./a:.—r Ody =0 =H{z):

r—0 21

Ahora si z = 0, entonces

Z+r

L1 . LT if® J .
hmg— H(y)dy—l‘_‘,’%g[/_rf’d“/o Idy]—hm—y

r—0 Ar e r—0 2r

T=%=H(m).

0
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Finalmente probaremos que 0 no esta en el conjunto de Lebesgue de H. Supon-

gamos que existe A tal que

hm—/ |H(y) — Aldy =0,

r—0 2

entonces

r—0 2r

111‘1‘1— [/ |0 — Aldy —i—f |1 — A|dy} = 11m —[|A|‘r+ |1 — Alr]
= hm [|A| +]1-A| =
lo cual implica que |A| + |1 — A| = 0, que no es posible y por tanto 0 no estd en

el conjunto de Lebesgue de H.

El uso de bolas no ha sido crucial en los resultados probados anteriormente; pudi-

mos haber utilizado cubos. Més atin, pudimos haber utilizado algo més general.

Definicién 2.3.3. Una sucesién de conjuntos medibles Ey, Fs, ... converge regu-
larmente a z si existe una constante ¢ > 0 y una sucesién de numeros positivos
T1,T2, ... tal que

a) B, c Blz, ),

b) Mo rx =0,

¢) |B(z,ms)| < c|Eg.

Teorema 2.3.4. Sea f € L} (R") y sea = € R™. Supongamos que x estd en el

conjunto de Lebesque de f. Si Ey, Eo, ... converge reqularmente a x, entonces

f(z) = lim fly)dy

k—o0 |E}b| E;
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Demostracion. Observemos que

f(y)dy — f(z

S f 1Fw) - F@)ldy
|f(y) = f(=)ldy,

‘
|B(‘r? ’l\')l B(J"},?‘k)

y por el teorema de diferenciacién de Lebesgue, la parte derecha tiende a cero

cuando k tiende a infinito. | |

2.4. Teorema de Sard

Como una aplicacion del teorema de cubrimiento de Vitali 1.2.1, presentamos el
teorema de Sard. Para ello necesitamos probar algunos resultados previos y el

teorema de Sard surgira como un corolario inmediato.

Definicién 2.4.1. Sea A un abierto de R" y ® : A — R™ una funcién. Diremos
que @ es diferenciable en el punto x de su dominio si existe T una matriz n X n

tal que para cada € > 0 existe d > 0 tal que si |y — z| < ¢ entonces

1®(y) = @(z) - T(z — y)| < ely —z|.

En tal caso, escribiremos T' = @'(x) y también denotaremos J(z) = det®'(z).

Lema 2.4.2. Sea ® diferenciable en x y € > 0. Entonces existe § > 0 tal que

para0 <r < ¢
|®(B(z,7))|" < (|J()] + ¢)| B(z,7)|.

Demostracion. La prueba se hace en dos casos, dependiendo de si la matriz
T = &(z) es o no invertible. Como la medida de Lebesgue es invariante ba-

jo traslacién, podemos asumir que z =0y ®(0) = 0.
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Por la existencia de la derivada, tenemos que para cada €; > 0 existe 6 > 0 tal

que si |y| < § entonces

|®(y) — Ty| < eyl

a) T no es invertible. En este caso J(0) = 0. Los vectores T’y deben estar con-
tenidos en un subespacio de R" con dimensién menor a n. Escogemos una
constante c tal que |Ty| < c|y| para toda y € R™. Entonces para y € B(0,7)
tenemos |T'y| < cr. Asi, sir < §, se tiene que todos los vectores en ®(B(0,7))
estan a una distancia €;r de una bola en un subespacio (n — 1)-dimensional

M, con radio cr.

Podemos calcular la medida de tal conjunto pero una cota sera suficiente. La
regién estd contenida en un rectdngulo en el cual n — 1 lados tienen medida

2(er + e17) y el otro lado 2¢;r. Por lo cual
|®(B(0,7))|* £ 2"(c+ &) tar”

que es menor que €|B(0,7)| si €; es suficientemente pequena.

b) T es invertible. En este caso existe la matriz inversa T~'. Escogemos una

constante ¢ tal que |T'z| < ¢|z| para toda z € R". Entonces
IT-'®(y) — y| < ceilyl, si |y < 6.

De aqui tenemos que
IT10(y)| < (1+cen)lyl, si Jy| < 6.

Esto implica que para 0 < r < 4
T71®(B(0,r)) c B(0, (1 + ce)r).

Y asi por la monotonia de la medida de Lebesgue
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|T-1®(B(0,7)|* < |B(0, (14 ce1)r)| = (1 + ce1)?|B(0, 7).

Aplicando un teorema que dice que si T es una matriz den xny A C R",

entonces
TAP = |detT\| A"y |TAl = |detT||Al.,
(ver [11], p. 76), tenemos

|2(B(z,m))|" = |detT||T~*@(B(0,r))|*
< |detT'|(1 + ce1)™|B(0, )]

Finalmente, tomando €; suficientemente pequeiio
; |detT|(1 + cer)™ < |detT'| +e.

Teorema 2.4.3. Sea Q2 un subconjunto abierto de R™ y & : & — R™ una
funcion. Supongase que ® es diferenciable en cada punto del conjunto E C Q)
y también que eziste una constante positiva M tal que |J(z)| < M para cada

z € E, donde J es el jacobiano de ® en E. Entonces

©(B)|" < M|BJ".

Demaostracion. Observemos que podemos suponer que E es acotado:
Sea E, = E N B(0,k) y supongamos que |®(Ey)|* < M|Ei|*. Como E;. C E,

usando la monotonfa de la medida exterior, tenemos |Ey|* < |E|*.

Ahora, como ®(F) es la unién creciente, ®(E) = (=, P(Ek), se sigue que
|®(E)|* = lim |®(E})|*. Por tanto
k—o0

|B(E)|* = lim |®(E,)|" < M lim |E|* < M|E|".
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Por lo tanto podemos asumir que F es acotado.

Sea € > 0, entonces existe un abierto G tal que E C G C Q y |G| < |E|* +¢. Por
el Lema anterior, para cada z € E existe una 6(z) > 0 tal que para 0 < r < é(z)
la bola B(z,7) C Gy |®(B(z,7))|* < (M + ¢€)|B(z,r)|.

Las bolas B(z,r)conz € Ey0<r < %‘)— forman una coleccién de bolas F que
satisfacen la condicién de Vitali. Asi por la versién infinitesimal del teorema de
cubrimiento de Vitali tenemos que existen Bj, Bs,..., bolas disjuntas, en JF tal

que E C |J2, B; excepto por un conjunto de medida cero.

Mi4s atn, la prueba asegura que para cada k € N

k—1 00
Ec|JBulJs5B.
i=1 i=k

De aqui que, aplicando propiedades de la medida exterior

?“

|®(E)[" < Z |+ZJ5B|

=1

k—

<> (M+e |B|+Z(M+e 5B,

i=1 i=k

E)Z|B|+ M-i—EZSnIB]

i=k

Las bolas B; son disjuntas y estdn contenidas en G, asi ) -, |B;| < |G|, haciendo

k tender a infinito obtenemos que
[(E)* < (M +¢)|G| < (M +¢€)(|E|]* +¢€).

Como € es arbitrario, queda demostrado el teorema. |

Corolario 2.4.4 (Teorema de Sard). Sea ) un subconjunto abierto de R™ y

® : QO — R™ una funcion. Supongase que © es diferenciable en cada punto del
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conjunto E C Q y que J(z) = 0 para cada x € E. Entonces ®(E) es un conjunto

de medida cero.

Demostracion. Este es un caso particular del teorema anterior en donde M = 0.

Aplicando el resultado anterior tenemos que
®(E)|* < 0|B" =0.

Por lo tanto |®(E)| = 0, que equivale a decir que el conjunto de valores criticos

de @ es un conjunto con medida cero. |

2.5. Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz

Uno de los problemas comunes en anélisis puede ser planteado, aunque no de
forma muy precisa, de la siguiente manera: dado un operador T" definido en un
espacio L” y suponiendo conocidas ciertas propiedades de 7' como operador en
L? y L9 con q > p, jcémo se puede deducir informacién sobre propiedades de T

como operador en L®, parap < s < ¢?
p q

Con base a esta problemadtica, surgen los conocidos teoremas de interpolacién.
Hasta ahora hemos probado que la funcién maximal de Hardy-Littlewood no es
continua para p = 1, si pudiéramos probar algo similar para ¢ > 1, jexistird algin
teorema de interpolacién que nos brinde informacién sobre algunas propiedades

para 1 < p < ¢7.

La respuesta es afirmativa, y una propiedad que logramos conseguir es la conti-
nuidad de la funcién maximal para L? con 1 < p < oo, pero antes de presentar
el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, daremos algunas definiciones ne-

cesarias.

[ = T B R N R
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Definicién 2.5.1. Sea (X, ) un espacio de medida y f : X — C una funcién
medible. Se llama funcién de distribuciéon de f asociada a p a la funcién ay :

(0,00) — [0, 00] dada por
oY) = ul{z € X : [£(z)| > A)).

Proposicién 2.5.2. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una funcidn diferenciable, cre-

ctente tal que ¢(0) = 0. Entonces

[( 811 (@)])dp = / " ¢ (Vs (V)

Demostracion. Notemos que el lado izquierdo de la igualdad se puede escribir

[otr@nan= [ ([ s00ar)an

Como ¢'(A) es una funcién integrable, aplicando el teorema de Fubini para cam-

como

biar el orden de integracién tenemos

ALIJ‘@H qb;()\)d)\dp:/X (/Om‘f’f(A)X{u,u(z)n(/\)d)\)du
== /0 ) ¢'(A)( /X X{::lf(r)b)\}(/\)dﬂ)d/\

~ [ 0tz € X :15(@) > Aax
Doo
= [ oM
0
de donde la segunda igualdad sale de lo siguiente: para A > 0, xjo,/5z))(A) = 1, si

y s6losi A < |f(z)|, siy sélosiz € |f|71 (A, 00), siy s6lo si Xqyex:|rw)>a (@) = 1.

Y por tanto se tiene lo que queriamos. [

Corolario 2.5.3. Si ¢(A) = AP, con p > 1 entonces

12 = f ¥lay(\)d.
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Este ultimo corolario nos serd muy 1til para demostrar el teorema de interpola-
cion.
Definicién 2.5.4. Un operador T' de un espacio Y de funciones medibles a un

espacio de funciones medibles se llama sublineal si
IT(f +9)| < |IT(F)| + 1T (g)l,

TS| = AT,
paratodo A€ Cy f,g€Y.

Definicién 2.5.5. Sea (Y, p) un espacio de medida. Sea 1 < p < ooy T :
LP(dp) — M un operador sublineal, donde M denota la clase de funciones

medibles en Y.

1. Diremos que T es de tipo débil (p,q), 1 < p < oo, si existe ¢ > 0 (que
puede depender de n o de p) tal que para toda f € LP(du) se tiene

p({z €R: [Tf()] > 1)) < GIFIL)% ¢>0.

2. Diremos que T es de tipo débil (p,oc0) si T es un operador continuo (aco-

tado) de LP(du) a L*>(du).

3. Diremos que T es de tipo fuerte (p,q) si T' es acotado de LP(du) a LI(dpu).

Notemos que si el operador T es de tipo fuerte (p,q) entonces es de tipo débil

(p,q), pues por la desigualdad de Chebyshev se tiene que
tu({z € R": [Tf(z)| > t})s <||TFllq < cllfllp,

o bien,
e € B [Tf(@)] > 1)) < (GIF1)°.
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Teorema 2.5.6 (Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz). Sean 1 < p; <
p2 < oo y sea T un operador sublineal definido en LP* (dp)+ L (dy), que ademds
es de tipo débil (p1,p1) y de tipo débil (ps,po). Entonces T es de tipo fuerte (p,p)

para toda p; < p < ps.

Demostracion. Dado f € LP(du) con p; < p < ps, definamos para cada t > 0

fi = X@ir@)>ar

F2 = FXaif@)i<ety

donde ¢ > 0 es una constante que escogeremos después, de manera conveniente.

Notemos que f; € L' (du) puesto que como p; — p < 0 tenemos

]X filPrdp = / APIAPPdu < (et / fulPdis < 00

donde la desigualdad se obtiene porque como |f(z)| > ct, entonces |f(z)|? <

(ct)~P. Andlogamente f, € LP?(du) pues como py — p > 0 se tiene que
/ | 2| dp = f | folP| foP*Pdp < (ct)P>P / | fo|Pdp < .
X X x

Ahora, como T es sublineal y f = f + f» tenemos
IT11 = IT(fs + £2] < [T + T,
por lo que
pl{z : ITf@)] > ) < pllz  ITH@)] > 2) +ul{z: ITH@)] > 2}),

o bien, en términos de la funcién de distribucién

ory(t) < any,(3) + ora (3 ). 22)
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Por hipétesis T es de tipo débil (py,p1) v (p2,p2) asi, para i = 1,2 se tiene:

ors (5) < (215)" 3)

Aplicando el Corolario 2.5.3, el teorema de Fubini, (2.2) y (2.3) tenemos

ITFIE = p / Loz (t)dt
0
o] y t o0 _1 t
<p P arp | o |dt+p " ars, | o |dt
0 2 0
© (94 n 9 [2A
<p [ t“(Tluflum) di+p [ ﬁ”( 2”f2||pz)
0
- t”'l""(2A1)pl( [ If(x)[”ldﬁ)dt
0 {z:| f(z)|>et}
wp [ oimeay( [ @)
0 {z:| f(z)|<et}
@)
oty [ ([ o) i@
X 0
vy [ ([0 oat) i @)Pa
X |.f(z=)1

= __lé?i" p—p L
- (p p CP'"Pl / !f(m)l [f($)| dpg
ke = (pfﬁ__/ ]f x)lp pzlf(-'f”mdp,

p2Pr AT p2rz AR
= = = LAl
P—pFP | pp—porhe

Esto establece el teorema excepto para el caso p, = co. Notemos que no se ha
elegido la constante c asi que pudimos haber tomado ¢ = 1.

Para el caso faltante, elegimos ¢ = 2—‘;2, donde A, es la constante para la cual
se tiene ||Tg||o0 < A2||g|lcc para toda g € L. Observando que f> € L™ y que

IT f2lloo < A2||f2lloc tenemos que

am(%) =u({w Th@) > %}) = u({z: @) > a}) =0,
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pues si u(B) = p({z : |T fo(z)| > §}) > 0, entonces para casi toda = € B

-;— <|Tfa(z)| < |Tfalloo < Azl falloos

asi ﬁ < || £2lleo lo cual es imposible por definicién de fo.

Ahora utilizando el teorema de Fubini y (2.3) tenemos

IT7le <2 j:o PR ( ~/{m:|f(x)|>ct} el dp) -

F=z)]

=seay [ 1@ ( [ erd)a

_ B mim b P
- —Leay 5 [ 1P

p 1 =
= A AP,

que era lo que queriamos. |

2.6. Continuidad de la funcion maximal en LP(R"),

l<p<oo

Como ya mencionamos en la seccién anterior, el teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz 2.5.6 nos proporciona un criterio muy 1til para demostrar la con-

tinuidad de la funcién maximal de Hardy-Littlewood en LP(R"), para 1 < p < 0.
Teorema 2.6.1. La funcidn mazimal de Hardy-Littlewood es continua en LP(R"),

para 1 < p < co.

Demostracion. Probamos en la primera seccidn de este capitulo que la funcién

maximal de Hardy-Littlewood es tipo débil (1,1).
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Por otro lado, si f € L™ entonces |f(z)| < |||l casi en todas partes. Por lo que

|Mcf(~"‘3)|=?_ggm - )[f(y)ldy
1
= B Jagen M 1o
= || flloo-

Como esto se tiene para toda z € R" se sigue que || M¢f|looc < ||f]loo- Ahora,
aplicando el teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz 1.5.6 concluimos que la
funcién maximal de Hardy-Littlewood es de tipo fuerte (p,p) paral <p < ooy

por lo tanto continua en L?(R"). ]

2.7. Funcion maximal de Hardy-Littlewood con

peso w

Con la intencién de presentar una versién mas general del teorema de diferen-
ciacién de Lebesgue vamos a mostrar una versién generalizada de la funcién

maximal definida al inicio de este capitulo.

Definicién 2.7.1. Dado un espacio de medida, un peso w es una funcién medible

y localmente integrable que toma valores en [0, 0o].

Definicién 2.7.2. Para 1 < p < occ:

1. Se define como LP(w) a la familia de funciones Lebesgue medibles definidas

en R™ tales que

jm If(@)Pu(z)ds < o.
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2. Se define como Lf (w) a la familia de clases de equivalencia de funciones

Lebesgue medibles tales que

] |F(@)Pu(z)dz < oo,
K

para todo K C R"™ compacto.

Teorema 2.7.3. La medida du(z) = w(z)dz es una medida de Borel reqular. En
consecuencia las funciones continuas con soporte compacto C.(R™) son densas

en LP(w).

Demostracion. Sea w € Lj,.(R") y denotemos w(E) = [,w(z)dz, con E un

conjunto Lebesgue medible de R".

Primero probaremos que la medida es regular exterior. Por la regularidad de la
medida de Lebesgue para cada k € N existe un abierto G, € R" tal que E C G
y u(Gx \ E) < % para toda k. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
Gi41 C Gy (basta considerar G1,G1 N G2,G1NG2NGs,...). Asi EC (o, Gr y

por lo monotonia de la medida de Lebesgue, se tiene que

W) G\ B) < G \ B) < .

k=1

Como esto se tiene para toda j € N, se sigue que p((,—; Gi \ E) = 0.

1. Supongamos que w(E) < oo, en este caso podemos suponer sin pérdida de

generalidad que w(G;) < oo y por lo tanto

w(E) = /:E‘w(m)da: = /;ﬁ_c " w(z)dz = 'w(g(Gk NE))

= lim w(Gy N E) = lim w(Gy),
k—o0 k—oo
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lo cual muestra que w(E) = inf{w(G) : E C G,G abierto} pues he-
mos encontrado una sucesién {Gy} de abiertos con E C G} y tales que

;.ll;ngo w(Gy) = w(E).

2. Si w(E) = oo, cualquier abierto G tal que F C G satisface w(G) = oo y el

resultado se tiene trivialmente.

Ahora probaremos que es regular interior. Por la regularidad de la medida de
Lebesgue en R", para E' podemos encontrar una sucesién de cerrados {Fy}72,,
con Fy C Fp41 C E (basta considerar Fy, Fy U Fy, Fy U F> U F3,...), tal que
u(E\ F;) < ¢ para toda k € N.

1. Si FE es acotado, entonces {F}}2, son compactos. Ademads

H(E\UFk)zp(ﬂE\Fk)Su(E\ij%

k=1

para toda j € N, asf u(E \ Uz, Fx) = 0.

Por lo cual

w(E) = /;:w(:z:)d:r = /Uii‘;l . w(z)dz

= ;L]i»nélo A w(z)dr = klil-{&; w(Fy).

lo cual muestra que w(E) = sup{w(K) : K C E, K compacto} pues he-
mos encontrado una sucesién {F;} de compactos con Fj, C E y tales que

lim w(Fy) = w(E).
k—oo

N

Si E es cualquier subconjunto Lebesgue medible, descomponemos E =

Ureo Ex donde

Eo={zecE:|z| <1},

Er={zec E:2"' < |z| <2} con k > 1.
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Asi la coleccién {Ey} es ajena por pares y cada conjunto de la coleccién
es acotado. De aqui que, por (a), dado € > 0, para cada k € N podemos
encontrar un compacto Ke(k) tal que Ke(k) CEpy

a) Si w(F) < oo entonces como

[s.=]

00 > w(E) = w(Ey),

k=0

podemos hallar N € N'tal que 332 v, w(Ey) < £. Sea K = U, K&,
entonces K es compacto, ademas K C E pues cada K* C E'y

w(B) - 7 < ; w(By) - k_ZN;rl w(Ey)
N
= w(E)
LNU N
L WM+ o
k=0 k=0

= €
Sw(K)'FZﬁ

k=0

€
=w(K —,
w(K) + 5

Entonces w(E)—e < w(K), asi w(E) = sup{w(K) : K C E, Kcompacto}.

b) Si w(E) = oo, se procede de manera andloga, tomando en considera-

cién que Y g0, w(Ey) = oo.
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Definicién 2.7.4. Seaw unpesoy f € L}, (w). La funcién maximal generalizada

de Hardy-Littlewood de f en el espacio L} .(w) es la funcién M f definida por

1
M; f(z) :==sup

26 Q@) Jown |f () w(y)dy

donde Q(z,) es el cubo con centro en z, longitud de lado 2r con lados paralelos

a los ejes coordenados y

WO / wilisidi.

Q(z,r)

Asi como con la versién normal de la funcién maximal, nos interesa conocer si la

funcién maximal generalizada es medible o si es continua en L? para 1 < p < oo.

Teorema 2.7.5. Sea f € L'(w). Entonces MSf es semicontinua inferiormente.

Demostracion. Sear > 0 y g € R™. Por el Teorema de convergencia dominada

tenemos que si z,, — o entonces

w(Q(xn,r)) - ‘UJ(Q(LII[], rr))
y también que

/Q @)y~ £ ) lw(y)dy,

Q(zo,r)

lo cual implica la continuidad de la funcién

1
z - mé{z’rj | (y) lw(y)dy.

Y como MSf es el supremo de funciones continuas, obtenemos que Mg f es
semicontinua inferiormente. i
Teorema 2.7.6. La funcidn mazimal generalizada es de tipo débil (1,1), (00, 00)

y tipo fuerte (p,p), para 1 < p < o.
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Demostracién. Con un argumento similar al que dimos para la funcién maximal

sin peso, tenemos que la funcién maximal generalizada es de tipo débil (oo, 00).

Ahora, para probar que es tipo débil (1,1), sea Ey = {z € R" : M¢ f(x) > A}. Si
K es cualquier subconjunto compacto de F), dado z € K elegimos un cubo Q.

centrado en z tal que

1
m/@r | (y)|w(y)dy > A,

o bien,

5 [ 17 @he)dy > w(@Q2).
Qx

Aplicando el teorema de cubrimiento de Besicovitch 1.3.1, existe una coleccién a

lo mas numerable de cubos {Q;,}; de {Q:}zex tales que
J
y para casi toda y € R”
> xa.,(y) < 24
J

Por lo cual tenemos que

w(K <"'-U UQzJ SZW sz

3

< Z / F@)hw(y)

R f F@)ho(y) =Enf||m)

Tomando el supremo sobre todos los subconjuntos compactos de E, y usando

la regularidad de w(z)dz, obtenemos que la funcién maximal generalizada es de

tipo débil (1,1).
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Finalmente, aplicando el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz 2.5.6 conclui-
mos que la funcién maximal generalizada es de tipo fuerte (p,p), con 1 < p < o0,

lo que implica la continuidad en LP(w), con 1 < p < oo. L)

2.8. Teorema de diferenciacion de Lebesgue con

peso w

Para finalizar este capitulo mostraremos la versién generalizada del teorema de

diferenciacién de Lebesgue.

Teorema 2.8.1. Sea f € L},.(1) y du(z) = w(z)dz, entonces para p-casi toda

z € R" se verifica

” 1 "
lim O, ) /Q(z‘ﬂ 1F(y) — f(z)|w(y)dy = 0.

Demostracion. La demostracion de este teorema sigue la misma idea del teorema
de diferenciacién sin peso.
Puesto que el resultado es de tipo local, podemos suponer que f € L!(u). Con-

sideraremos una version local de la funcién maximal de Hardy-Littlewood gene-

ralizada:

* = lim su L — flx)|w
fate) =timswp s | 150) ~ @)y

Observemos que

I) Es claro que f} > 0 por definicién.
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D) (fu+9uw) < fi+ 90

I11)

IV)

Por la desigualdad del tridngulo tenemos

| 186)+ 9) - £(2) - @)y
Q(x,r)
<[ w- i@+ [ 96 - g@h)d
Q(z,r) Qz,r)
Ahora dividiendo entre u(Q(z,r)) y usando el hecho de que el limite su-

perior de la suma es menor o igual a la suma de los limites superiores, se

tiene lo deseado.

Si g es continua en z, entonces g% (z) = 0.
Esta propiedad se debe al teorema fundamental del cdlculo. Dado € > 0,
existe d > 0 tal que |g(y) — g(z)| < € para toda y € B(z,6). Asi, si

0<?‘S%setiene

1

w(Q(z,r)) /Q(x'r) l9(y) — 9(2)lw(y)dy < e.

Si g es continua en R™ entonces (fu — gw)* = fi.

Se sigue de las propiedades II) y III):
(fw—9u)” < fo + (—9u)" = fu-

ft:r e (fw Sl gw +gw)* S (fw N .Q'w))k +g:.u = (fw - gw)*-
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V) fo < MSf+|f].

Esta es una estimacion:

1

m/@(mlf(y) — f(@)|w(y)dy

1
< 5T ]Q @I+ @)y

1
< s /Q @@+ 17(2)

< Mg f(z) + ()]

VI) Se tiene la siguiente desigualdad con el peso:
w({z € R™: fi(z) > t}) < 222 £l 11wy, con 0 < t < 0.

Esta es una consecuencia que se obtiene de la prueba de que la funcién
maximal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1) usando el teorema de
cubrimiento de Besicovitch 1.3.1 y de la desigualdad de Chebyshev. Por la
propiedad V tenemos que si f;(z) > t, entonces Mg f(z) > £ o |f(z)| > &,

pues en caso contrario tendriamos que

+-=t,

b | e
b | =+

t < fulz) < Mif(z) + | f(2)] <

lo cual es una contradiccién. Por tanto

w({z: fulz) >}) < ’w({ﬂ? M, f(z) > }) +w({z: |f(z)| > })
< t/2 ||f||L 1) + 775 1 | 22 ey

2(24“ +1)

t/‘?

| 1l 22 () -

Finalmente, sea € > 0, como la medida w(z)dz es regular, tenemos que C.(R")

es denso en L'(w), asi existe una funcién g € C.(R") tal que ||f — g|lr2@w) < €
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Aplicando 1V) y VI) tenemos que

w({z : fi(z) > t}) = w({z : (fu — gu)*(2) > t})
_ 224" +1) 224" +1)

= <
< 7 lf — gllzwy < =

Como ¢ es arbitrario se sigue que w({z : fi(z) > t}) = 0 para toda ¢ > 0. En

particular el conjunto {z : f3(z) > £} es nulo para toda k € N. De aqui

Ute: fa@) > 1} = {2+ fa@) > 0)

es nulo, por lo cual f < 0 casi en todas partes. Pero de I) tenemos que f > 0,

por lo tanto f; = 0 u casi en todas partes. |






Capitulo 3

Espacios de Morrey

El concepto de lo que hoy se conoce como espacio de Morrey fue introducido en
1938 por el matematico norteamericano Charles B. Morrey Jr. como parte de su
estudio sobre el comportamiento local de soluciones de ecuaciones diferenciales

parciales elipticas de segundo orden.

En la primera seccién de este capitulo probaremos que el espacio de Morrey
es un espacio de Banach, y la segunda seccién tendrd como objetivo probar la

continuidad de la funcién maximal de Hardy-Littlewood en estos espacios.

Los tépicos desarrollados en este capitulo fueron tomados de [1], [7] y [9].

3.1. Definicién y propiedades

Definicion 3.1.1. Sea 1 < g< ooy A > —%. El espacio de Morrey L#*(R") se
define como

L9 :={f e Ll (R"): | f||Larmny < 00},

loc
donde
171 w | [ @i A
AfRny — T e .
o [B(a? 1"'.)|i_!_)“} Bla,r)

a€R™ r>0
53
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Notemos que en la definicién anterior pudimos haber considerado cubos en vez

de bolas ya que la medida de Lebesgue de ambos son comparables.
Observacién 3.1.2. Notemos que para ciertos valores de A, el espacio de Morrey
no es mds que el espacio L9.

a) St A= —% tenemos que L""_%(R“) = LYR").

b) Si A =0 tenemos que L¥°(R") = L®°(R").

¢) Si A >0 tenemos que L¢*(R") = 0.
Demostracion.

a) Si A = —¢, de la definicién de la norma se tiene que

i

q

=  su z)%dz| .

0ot gy = S0 [/B @ "

por lo que es claro que todo elemento de LI(R") estd en L% (R™). Recipro-
camente, si f € Lq’"%(R“], tomando una sucesién de radios {r;}; tal que

r; — 00, se tiene que para cada r;

[ @] <18l gy < o

por lo que aplicando el teorema de convergencia dominada se concluye que
yi If(I)qu:r] <.

b) Si A =0, de la definicién de la norma se tiene

1

: /() chzz] X,

a, T‘)| B(a,r)

| fllzao@ny :== sup [IB(

aER™,r>0
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asi aplicando el teorema de diferenciacién de Lebesgue 2.2.1 tenemos que
|f(z)] < ||fllzeo@mn) casi en todas partes, por lo cual f € L*(R"). Reciproca-
mente, si f € L®(R")

1 gl < [ At
[m B(a,r) 74z dx} = [|B(a.,r)| Blar) (FEX ]

= ”f“OO < 00,

por lo tanto f € L¥°(R™).

S5i A > 0, necesariamente f = 0. Supongamos que A > 0 y f # 0, tendriamos

que

tomando el limite cuando 7 — 0 en el lado derecho y aplicando el teorema de

diferenciacién de Lebesgue 2.2.1, obtendremos que

1

1 a 1
o A I L 2 _ g L
%0 > }E:% = [|B(a, ] S |f ()] da:] }E}é ) f(a),

lo cual no ocurre si f # 0. Por tanto f = 0.

En vista de las observaciénes antes mencionadas y con el propésito de no repetir

los espacios LI(R™) sélo consideraremos el caso en donde —ql <A<
Teorema 3.1.3. El espacio de Morrey L9*(R") es un espacio de Banach para

1<g<o0y—3<A<O.

Demostracién. Sea (f;)32; una sucesién de Cauchy en L*(R™). Asi, dado € > 0

exite N € N tal que para todo j,k > N se tiene

i — JellLaArm) 3
If; — £l <e€
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esto es, para toda a € R", para toda r > 0 y para todo j,k > N

1

{W - |£i(x) —fk($)|qd$] C<If - fillLargny <€ (3.1)

En particular si a = 0 tenemos que para toda r > 0, si j,k > N

1
q

{m /B(o,r) \fi(z) = f:.-(I)I"dI] <E

De aqui que, para toda r > 0y toda 7,k > N

“z ecnr"(%“).

[ /B(ﬁ,r; |fi(z) = filz)[*dz

Asi, para cada r > 0, (fj‘Bm r));:l es una sucesion de Cauchy en LY(B(0,7)) y
como este espacio es completo, existe una funcién, que denotaremos por fE©7)

en LI(B(0,7)) tal que fj‘Bw ;) converge a fBO en L9(B(0,7)).

Ahora consideremos una sucesién creciente en (0, 00), digamos (r;)%2; tal que 7;
tiende a infinito y definimos f : R® — R tal que f(z) = f2©")(z) siz € B(0,r;).

Veamos que f estd bien definida:
Sea z € R" y supongamos que k£ > j donde z € B(0,7;) C B(0,7%). Tenemos
que

fmJB(o,q) converge a f2Or) en LI(B(0,r;)), ¥

fm‘B(Um converge a fPOm) en L4(B(0, 7).

Y puesto que fi, = ( fm| B(o v_k)) | Bogr,) 5€ sigue por la unicidad del limite
3 L1 ]

[B(U,‘J"j)
en LI(B(0,7;)) que fBOm) = fB(O'”c)}B{O  casi en todas partes.
5

Ahora, s6lo nos falta demostrar que f; converge a f en L#*(R™).
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Seaa € R"yr > 0. Supongamos que r < r; parai € N, tal que B(a,r) C B(a,r;).

Como fj ‘B(a,r)

(fj|B(a r));.il tal que f,, converge a f casi en todas partes en B(a,r).

converge a f en LY(B(a,r)), existe una subsucesién (fn;)32; de

Asi tenemos que para k € N fija

[W ~/B{a,r) |fi(z) - f($)|qd$]%

l # .
[W L@,f) U inf | fiiz) fnk(mwdz}

2 1
< liminf [W L{a’r) |file) = fou (@'qdm}

= -

k—oo

<e€

siempre que k, j sean suficientemente grandes para que se cumpla (3.1). Por lo

que
|fi = fllLea@n <€, si j es suficientemente grande.

Por lo tanto f; — f € L¥*(R"), y como f; € L¥*(R") se sigue que f € L#*(R")

y f; converge a f en L%*(R™) que era lo que querfamos probar. ]

3.2. Continuidad de la funcion maximal de Hardy-

Littlewood en los espacios de Morrey

El resultado principal que queremos probar en esta seccién es que la funcién
maximal de Hardy-Littlewood estd acotada en los espacios de Morrey, para de-
mostrar este resultado serd necesario introducir los cubos diddicos y los cubos de
Calderén-Zygmund. Ademads aprovecharemos para dar una versién alternativa a

la demostracién de la desigualdad débil (1,1) de la funcién maximal.

1R ——
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Definicién 3.2.1. Para k € Z, sea Ay = 27*Z", es decir, el conjunto formado
por los niimeros Z" dilatados por un factor de 2~* y sea Dy, el conjunto de cubos
de longitud de lados 27* y cuyos vértices estan en Aj. Los cubos diddicos son los

oQ
cubos pertenecientes a D = | J Dj.
—00

Diremos que dos cubos @ y @' no se traslapan si la interseccién de sus interiores

es vacia.

Observacion 3.2.2. Antes de continuar, es conveniente que hagamos algunas

observaciones.

1. §5iQ,Q €D y|Q'| <|Q|, entonces Q' C Q, 6 Q y Q' no se traslapan.

2. Si Q € Dy, entonces D es la union de 2" cubos que no se traslapan perte-

necientes a Dyyq.

3. Si tenemos una sucesion estrictamente creciente de {Q;}; entonces |Q,|
tiende a infinito. Ademds, cuando la sucesidn de cubos es creciente y sus

medidas estan uniformemente acotadas, entonces existe un indice kqy tal que

Q5 C Qu, para toda j < ko y Q; = Qi si 5 > ko.

Proposicién 3.2.3. Para f € L*(R") yt > 0, existe una familia de cubos {Q;};
tales que:
1
t<— | |f(z)|ldz < 2"t
Q] Jo,
Demostracion. Denotaremos por C; a la familia de cubos @ € D que satisfacen

la condicién

2l
t<— [ |f(z)|dz (3.2)
@l J
y son maximales entre los cubos que la satisfacen.

Con base en las observaciones anteriores, notemos que cada cubo Q € D que
satisface (3.2) esté contenido en algin cubo @' € Cj, pues la condicién (3.2) nos

da una cota superior para la medida de @, la cual es |Q| < t7||f]|1.
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Por definicién, los cubos en C; no se traslapan; también por la maximalidad de
los cubos tenemos que si (Q € Dy, estd en C; y Q' estd en Dy_, y contiene a @,

entonces
1
e fQ |f(e)ldz <t

Por otro lado, de la observacién también tenemos que |Q’'| = 2"|Q|, por lo cual,

1 on )
1 L @de = 5 [ 1f@lde <2t

y por lo tanto concluimos la proposicién. |

Definicién 3.2.4. Sea f € L'(R") y t > 0. Los cubos de Calderén-Zygmund de
f correspondientes a t, es la coleccién C; = {Q;} de cubos diadicos maximales

para los cuales el promedio de |f| es mayor a ¢.

Haciendo uso de la Proposicién 3.2.3 vamos a probar nuevamente que la funcién

maximal de Hardy-Littlewood, que presentamos en el capitulo 2, es de tipo débil

L,

Teorema 3.2.5. Sea f € L'(R"). Entonces para cada t > 0, el conjunto
B ={zeR": Mf(z) >t} c | J3Q;,
)

donde los Q; son cubos tales que satisfacen

1 < 1
4» [Q.?l Q;

y por lo cual se tiene que

B1< [ If@lds
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Demostracion. Usaremos la versién de la funcién maximal M’ f(z) en donde sélo

consideramos cubos tales que x es punto interior.

Sea ¢ € E;. Por definicién existe un cubo P que contiene a x en su interior y

satisface

1
= E[p[f(y)ldy-

Como los ntimeros 27%, con k € Z forman una particién de R, existe un k € Z tal
que 2~*+n < | P| < 27%" Luego, existe a lo mas un punto de A en el interior
de P. Asi, existe un cubo D; y a lo méas 2" de ellos, que intersectan el interior
de P. De aqui que, existe un cubo @ € D, que se traslapa con P y satisface

[ irwiay>12
PRQ

Puesto que |P| < |Q] < |2P| = 2"|P|, se sigue que

por lo tanto
1 1 t
@L|f(y)|dy> @/Pm >E

Asi obtenemos que Q C @Q; € Cy—n; para alguna j. Por la Proposicién 3.2.3

tenemos que los cubos {Q;} satisfacen
t 1 / t
— < = f(z)|dz £ —.
4 |Qyl Q;[ @l o

Ademés, como P y @ se traslapan y |P| < |Q| se sigue que P C 3Q C 3@Q); por
lo que E; C |J,3Q;.
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Esto nos lleva a que

|Ee| < <D 1BQsI =3 |esl
= =
371 ﬂ.
Z |f y)|dy
(&
< £
que era lo que se queria. w

La siguiente desigualdad fue probada por C. Fefferman y E. Stein y sera utilizada

para demostrar la continuidad de la funciéon maximal en los espacios de Morrey.

Proposicién 3.2.6. Sea ¢ una funcién medible y no negativa y sea f € L. (R™).

Entonces

| Mr@re@s < | 1f@IMoa)ds. (33

Demostracién. El procedimiento para probar (3.3) serd a través del teorema de

interpolacion de Marcinkiewicz. Primero, probaremos lo siguiente:

/ Ha)do < § [ 1(@)|Mo(a)da
{zeR™: M’ f(z)>t} R™

Sin pérdida de generalidad supongamos que f > 0, pues como f es medible,

podemos descomponer a f(z) en
ft(z) =sup{f(z),0} y [ (z):=sup{-f(z) 0}

donde cada una es no negativa. Luego, existe una sucesién {f;}32, de funciones

integrables tales que convergen a f de manera creciente casi en todas partes.

Notemos que

{zeR": M'f(z) >t} =| J{z e R": M'f;(z) > t}.

J

bR T E S TN O 5
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En efecto, como f; < f casi en todas partes, entonces M’ f;(z) < M'f(z) para
z € R", por lo que si M’ f;(z) > t entonces M’ f(x) > t. Por otra parte, si z € R®
satisface que M'f(z) >, entonces existe un cubo Q tal que i [, [f(y)ldy > ¢;
dado que las f; convergen a f casi en todas partes y de manera creciente, se

sigue que ﬁ Jo1fi()ldy converge a |—é—| Jo |f()ldy, por lo cual existe un & tal
que jor Jo |fi(®)ldy > ¢, y ast M’ fi(z) > t.

De esta forma, si cada f; satisface que

/ saydo < [ 15@IMo(e)z
{zeR™: M’ f;(z)>t} R

tendriamos que

/ ¢(z)dz = lim ¢(z)dz
{z€Rm: M (z)>t} 70 JLreRn:M! fi(z)>t)

£& j (@) M(z)do

",
=1 [ [f@IMo(@)ds
Rﬂ
por lo cual podemos asumir que f € L'(R").

Sea t > 0, por el Teorema 3.2.5 obtenemos una coleccién de cubos que no se

traslapan {Q,}, tales que

t il t

— < — z)dr < —,
F <T@l Jo, T

{zeR": M'f(z) >t} c | J3Q;.
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Asf tenemos que

= Z @ " ¢(2)[3Q;|dz
1 3r4%
= ; @ i ¢(z) (T /Q_,- f(y)dy) dz
Frqr 1 .
- EjILJ.f@’(w—@:i o) )iy

Si y € Q; entonces y € 3@Q);, en consecuencia

Mo(y) > qﬁ(w)dx-

I3Q3[

Por lo tanto

3ngn
-/{zE]R“:M’f{I))i} ¢($ dx = Z/ (@ ¢'($)d$) dy

3'14“ Z S

f f (@) M(z)da

H-!ﬁ

que era lo que queriamos probar.

Consideremos los espacios LP(M¢(z)dz) y LP(¢(z)dz), 1 < p < oo. Lo que hemos

probado es lo siguiente:

u({z € R": M'f(z) > t}) < ;"fHLl{qu(x)dx)

donde du(z) = ¢(z)dz, es decir, M es de tipo débil (1,1) con respecto a las

medidas M ¢(z)dz (en el dominio) y ¢(z)dz (en el contradominio).
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Pero también, M es de tipo débil o fuerte (oo, 00) con respecto a estas medidas,

para esto, veamos por casos:

a) Si M¢(z) = 0 para algln z, entonces ¢(z) = 0 casi en todas partes (respecto

a la medida de Lebesgue) y asi
L(¢(x)dz) = L(Md(z)dz) = O,

y concluimos.

b) Si M¢(x) > 0 para toda z. Sea a > 0 tal que @ > ||f||L(me(z)dz): POr lo
cual Mo({z € R" : |f(z)| > a}) = 0, o bien f{xemn:u(xnza} M¢(z)dz = 0.
Como M¢ > 0 estrictamente, se sigue que [{z € R" : |f(z)| > a}| =0, lo
cual implica que |f(z)| < a casi en todas partes (respecto a la medida de

Lebesgue) y entonces
Mf(z) < a. (3.4)

Afirmamos que necesariamente || M f|| Lo (4(x)dz) < @, pues de no ser asi tendriamos
la existencia de un conjunto A de medida positiva respecto a (¢(x)dz) tal que

M f(z) > a para toda z € A, donde [, ¢(z)dz > 0, lo que implica que |[4| > 0

y asi M f(z) > a para toda = € A, lo cual contradice (3.4).

Hasta aqui hemos probado que para cualquier & > 0 tal que & > || f|| Lo (Mo(z)dz)

se tiene

1M £l| oo (p(z)az) < . (3.5)

Ahora tomemos una sucesién (o, )52, C R* decreciente tal que a,, > || || Lo (Mo(z)dz)
para toda n € Ny a, = || fl|lze(mo()dz)- Por (3.5) tenemos que para toda
neN

| M | Lo (4(z)az) < @ny
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tomando el limite cuando n — oo se obtiene
1M fllzes (g(zyaa) < || zos(ar6(a)az)-
Como ya hemos probado que es de tipo débil (1, 1) y tipo débil (oo, 00), aplicando
el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz 2.5.6 concluimos (3.3). i

Finalmente vamos probar la continuidad de la funcién maximal en los espacios

de Morrey.

Teorema 3.2.7. Sea 1l < g< o0 y —é < A < 0. Entonces la funcion mazimal
Mf es acotada en L9*(R™).

Demostracion. Sea f € L¥(R") y ¢ = XB(a.r)-

De la Proposicién 3.2.6 tenemos que

/ M (2))*de = ] M (2))*(z)de
B(a,r) R®
c [ @Mz

=c/‘m| () "M(z)dz
+Z 3 ()" M6(z)dz

B(a,2k*+1r)\B(a,2kr)

Ahora, trataremos de acotar ambas integrales por separado. Recordemos que la
versién con cubos y la versién con bolas de la funcién maximal son comparables

por lo cual, para esta prueba, utilizaremos la versiéon con bolas.

Notemos que

M = D
@) = S 1B o

|B(a,r) N B(z,p)|
ST Bl S

XB(a)(¥)dy
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para toda z € R"™, en particular, para = € B(a,2r), por lo que esta cota nos

servira para la primera integral.

Por otro lado, notemos que para que las bolas B(a,r) y B(z,p) se intersecten
cuando 2*r < |z — a| < 2"+ necesitamos que p > (2¥*! — 1)r, por lo cual, para

estas r tendremos que

MG = i |B(a,r) N B(z, p)|

p>(2k+1—1)r [B(‘Tu P)|
|B(a,T)|

< sup —_—
p>(2k+1-1)r [B(LI:, p)l

< Cnr™

= cn(gk+l e I)n?«-n
LT

= (lz—a| =r)*’

donde la dltima desigualdad se tiene ya que como |z — a| < 28! se sigue que

(Jz —a| = r)* < 281y — r)n,

Sustituyendo estas desigualdades en la integral principal tenemos

/B(a,r)[Mf(x)]qu < c/ |f(z)|%dz

B(a,2r)

T

+>ef F@ e

k=1 (a,2k+1r)\ B(a,2kr)

Ahora, observemos que en la primera integral hace falta el factor |B(a, 2r)|***
para poder acotarlo por la norma ||f ||f:q,x(R,,) y para la segunda integral, hace
falta el factor |B(a, 2"*1r)[*2. Luego, puesto que 2*r < |z — a|, tenemos que
2%r —r < |z — a| — r; ademés para k € N se tiene 2¥~1 > 2* — 1 por lo cual

1 1 1
|lz—al—r < (2k=1)r = (2k=1)p*
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Sustituyendo nuevamente, tenemos que

/B( )[M f(@))dz < ¢[B(a, 2r) " f[1 Lo gny

oo
¢ ?
+ 2 g B 2

k=1

i ”f”it»\(]gn) |:c,rn(1+Aq)

an-—n

(s a]
+Z c 2(k+1)n(1+.\q),rn(1+,\q):|
k=1

00
5 C|If||iq‘»\{mn.Jrn(l+AQ) [1 + Z 2—kn2kn(1+)\q)2n2n(l+f\q):|
k=1

o0
< ™0 143 2*“*?}
k=1

< Cll 1 | Bla, ),

donde la tltima desigualdad se obtiene debido a que la serie Y o, 2" converge

porque Ag < 0 y ademas la constante ¢ depende de n, de A y de gq.

Por tltimo, dividiendo ambos lados por el factor |B(a,r)['**9, se tiene que

[W -/B(a " [Mf(m)]de} E < ellfllzercamy,

y por lo tanto, M f es acotado en || f|| e.rzn) Paral < g < ooy —é <A<0. 1







Capitulo 4

Operador de Hardy

En este capitulo estudiaremos una generalizacién con peso del operador de Hardy-
Littlewood y mostraremos que bajo ciertas condiciones en el peso, estos opera-
dores resultan ser acotados en los espacios LP(R"), 1 < p < oo y los espacios de

Morrey.

El desarrollo que presentaremos en este capitulo estd basado en material que

puede ser consultado en [1], [3], [9], [12] y [13].

4.1. Version original del operador de Hardy y
continuidad en L?

El operador promedio de Hardy con peso fue introducido en 1984 por Carton-

Lebrun y Fosset. En esta primera seccién nos centraremos principalmente en

la versién original del operador de Hardy y mostraremos que este operador es

continuo en los espacios LP(R"), 1 < p < o0.

69
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Definicién 4.1.1. Sea ¢ : [0,1] — (0,00] y f : R® — R funciones medibles,

definimos el promedio de Hardy-Littlewood de f con peso ¥ como la funcién

Uyf(z j f(tz)y(t)dt.

Nos interesa clasificar las funciones v para las cuales el operador Uy, es acotado

en LP para 1 < p < o0.

La funcion Uy, tiene una relacion cercana al operador maximal de Hardy-Littlewood,

yaquesiy =1yn=1, Uy se reduce al cldsico promedio de Hardy-Littlewood

Uf(z) = / f(y)dy,

para z # 0 y en el cual hemos hecho el cambio de variable y = tz.
En 1920, Hardy logré probar la siguiente desigualdad para el operador cldsico:

Teorema 4.1.2. Dada f : R* — R una funcién medible, para 1 < p < oo, se

cumple que
1

[/mlvf( )Ipda:]l < ﬁuwu@wm}”, (4.1)

donde U f(z) = L [ f(y)dy, = # 0. Ademds la constante -P7 ¢s la mejor posible.

Demostracion. Por el momento, sélo probaremos la desigualdad (4.1); que la
constante es la mejor posible serd una consecuencia de lo que probaremos poste-

riormente en este capitulo.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f(y) > 0 para toda y € R™,

pues f es una funcién medible. Para evitar trivialidades supongamos que f # 0.

Sea F(z) = 2 [ f(t)dt, tomamos n € N y definimos

fo=wmlfnh ¥ Bly)= / " fult)dt
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Elegimos Y; suficientemente grande tal que las funciones f, f,., F,, no sean nulas

en (0,Y) si Y > Y,. Asi, tenemos que

[ e [ ol
—f F(z)+(a)dr

s RE@)|", _» Y(Fn(:c))ﬂ-‘

< I% /ﬂ ' (@)p_lfn(z)dz,

donde la tercera igualdad se obtiene ya que como F), es continua, entonces es

Riemann integrable y podemos hacer integracion por partes. Luego, la tltima

desigualdad sale del hecho de que

—YPFR(Y)

— <0,

y por el teorema de diferenciacién de Lebesgue 2.2.1, si x — 07

z [%Eflr s E /; ’ fn(t)dt} L Olf(0) =0

Ahora, si p’ es el exponente conjugado de p, es decir, 1 -

desigualdad de Hélder, tenemos

[ (Y L (5o [ [ ]
][ (Yol [ [ o]

Dado que fu (Ff )Pdz es positivo y finito, se sigue que

# = 1, aplicando la
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[ (R <32 [ o

Como f,, converge a f de manera de creciente, F,, converge a F' de manera

creciente, f, > 0y F, > 0 se sigue del teorema de convergencia monétona que
Y Y
| p@w— [ peds,
0 0

[/ [ (2

cuando n — oo, por lo cual, tenemos que

[ () < ) [ o

Por 1ltimo, haciendo ¥ — oo y aplicando nuevamente el teorema de convergencia

monétona concluimos que

[ (DY ] < (25) [ rwed]

que era lo que querfamos probar. [ ]

4.2. Generalizaciones del operador de Hardy y
continuidad en L?
En la seccién anterior probamos la continuidad en LP(R™) del promedio clésico

de Hardy-Littlewood. En esta seccién probaremos que los operadores promedio

de Hardy generalizados también actiian continuamente en los espacios R".



Capitulo 4. Operador de Hardy 73

Comenzaremos presentando la desigualdad integral de Minkowski que serd nece-
saria para probar los teoremas siguientes, la demostracién de esta desigualdad se

dejard en el Apéndice y también puede ser consultada en [8], p. 194.

Teorema 4.2.1 (Desigualdad Integral de Minkowski). Sean (X, M, u) y (Y,N,v)
espacios de medida o-finitos y f : X x Y — C una funcion medible respecto a

la o-dlgebra producto M @ N.

a) Si f>0y1<p<oo, entonces

[/ (f § (x’y)d”(y))pd“("’“)r < / [ f f(x,y)”du(x)]%dv(y). (42)

b) Si1<p< oo, f(r,y) € LP(dp) para casi toda y y la funcion y — |[f(-,y)|l,

estd en L'(dv), entonces f(z,) € L*(v) para casi toda z, la funcién z —

[ f(z,y)dv(y) estd en LP(u) y

| [rtvww) < [1semaw. )

Demostracion. Ver Apéndice A.

A continuacién presentaremos el siguiente teorema, el cual nos da una condicién

necesaria y suficiente para que el operador Uy, sea acotado en R™.

Teorema 4.2.2. Sea ¢ : [0,1] — [0, 00) una funcion medible y sea 1 < p < oo.

Entonces Uy, : LP(R") — LP(R™) existe como operador acotado, si y sélo si

/ 1 “r(t)dt < oo. (4.4)
0

Ademds, cuando (4.4) se satisface, la norma del operador Uy, en LP(R™) estd dada

por 1
||Uw|lLP(Rﬂ)—>Lp(mn)=]D t_%“tp(t)dt. (4.5)
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Demostracion. Observemos que para p = 00,

1 1
Uf(@) = [ Szt < [ Iflmbitie <o
por lo cual
IUpfllze < cll fllzee,
donde ¢ = fnl ¥ (t)dt. Ahora, s6lo nos falta probar el resultado para 1 < p < oo.

(=) Supongamos que U, es un operador acotado en LP(R™), asi existe una cons-

tante ¢ > 0 tal que para toda f € LP(R™)

Us fllr@n) < el £1| Lo@n)- (4.6)

Enseguida, definamos para 1 > € > 0 la funcién

0 si|z] <1,

fe(w) =

lz|777¢ si|z| > 1.

Notemos que f. € LP(R"), pues aplicando un cambio de coordenadas para inte-

grar, obtenemos que

p - B
[
|z|>1
= / dor P ldp
1 Jgn-t

00
:|S"“1|/ rPdr
|
—pe

(o]
= 5" —

1
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Luego, el operador promedio de esta funcién esta dado por

1
Uyf(z) = /0 f(tz)(t)dt
1
- jﬂ o] 5 ()t

0 si|z] <1,

2 5 [L F(B)dt si fa] > 1

Como (4.6) se tiene para toda funcién en LP(R™), en particular, se cumple para

f., por lo que, si tomamos § = ¢! > 1 tenemos

Pl felZo@ny = 1UsSfellZo@ny

Z/m)l [|I|—— fjll t—%—fzp(t)dt]pdx

Tzl

Zﬁ»w [;xr%-ff;t“”f (t)dt]pd:z:
’ [ /1' |)6|:c|"“'p‘dw} [ fg 1 z—%—fw(t)dtr, (A7)

donde la 1ltima desigualdad se obtiene ya que si |z| > & entonces ﬁ < %, v la

tiltima igualdad por el teorema de Fubini.

Ahora, haremos algunas observaciones para ambas integrales, notemos que ha-

ciendo el cambio de variable © = % en la primera integral, obtenemos que

/ le|~"Pedz = / 5m=Pe|y|nPgn dy
|z|>6 Ju|>1

= / o B g~y
|u|>1
= 077 fell Lo @m)- (4.8)
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Luego, observemos que para la segunda integral, dado que % <t <1, porla

eleccion de € se sigue que t7¢ > 1 y asi

£ Y (t)dt > /1 tr(t)dt. (4.9)

1
s

al_\
2,

Sustituyendo (4.8) y (4.9) en (4.7) tenemos que
S P
Pl elyany felfan 57 [ ¢ 3010101
i
puesto que todos los factores son positivos, esto a su vez implica que
1 n
o > / (),
1
3

esto es, en términos de €

1
ce€ > j trep(t)dt. (4.10)

Afirmamos que lim e = 1. En efecto, pues lim e = 1, si y sélo si limIne® = 0, si
e—0 e—0 e—0

y solo si h’na elne = 0, pero ya sabemos que
€3

1 1
limzinz = lim —(—zlnz) = — lim =5 =—-]jm£=—limx=0,
z—0 —0 T =0 1 /1:2 =0

en donde para la tercera igualdad hemos aplicado L'Hopital.

Finalmente, tomando el limite cuando € —+ 0 en (4.10) obtenemos que

1
f try(t)dt < c.
0
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(<) Supongamos que se cumple la condicién (4.4). Aplicando la desigualdad
integral de Minkowski 4.2.1 tenemos que

10 liaey = | [ seezpstera

LP(R™)
</ [ J lf(tz)lpdm} B(b)dt

= ey | Fi(00E < o0, (4.11)

donde en la tltima igualdad hemos hecho el cambio de variable y = tz, y por lo

tanto Uy, transforma continuamente de LP(R") en LP(R").

Faltar probar que efectivamente, la norma del operador estd dado por (4.5).

Notemos que en (4.11) hemos probado que

1
(L8 P— / (b,
0

por lo que nos falta probar la otra desigualdad. Supongamos que se tiene la

desigualdad estricta, asi existe una constante k > 0 tal que

1
[Ulisamsam <k < [ € 3u(@)at (4.12)
0

En particular, para la funcién f. tendriamos que

1 @ P
r@n) {EE / t_F?!)(ﬁ)dt] )
€

kPl fel

EP(R“) 2 ”Uwfeniw(]gu) 2 ”fcl

lo cual implica que

1
k> ef/ tro(t)dt.

Tomando el limite cuando € — 0, se tiene que

1
kz/ tra(t)dt,
4]
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lo que contradice (4.12), por lo tanto se cumple (4.5). [ |

Recordemos que quedé pendiente probar que la constante ;ﬁ'—l es la mejor posible

en la desigualdad de Hardy. Aplicando (4.5) tenemos que paran=1y ¢ =1

U]

1o tr
p®-Lr®) = | t Pdt= = = ;
0 3

lo cual demuestra lo que queriamos.

4.3. Continuidad del operador de Hardy en es-

pacios de Morrey

En esta tltima seccién probaremos la continuidad del operador promedio de
Hardy en los espacios de Morrey. Ademds encontraremos condiciones necesarias
v suficientes en el peso para que el operador de Hardy sea continuo en estos

espacios.

Teorema 4.3.1. Sea ) : [0,1] — [0, 00) una funcidn medible y sean 1 < g < oo

Yy --;- < XA < 0. Entonces Uy, es un operador acotado en L¥(R") si y sélo si

/1 t"p(t)dt < oo. (4.13)

Ademds

1
||Uw||Lc.->~(Rn)—>Lq-A(Rn)=/ tm\”‘!)(t)dt- (4-14)
0

Demostracién. (=) Supongamos que Uy es un operador acotado en L%*(R™).

Consideremos la funcién fy(z) = |z|**, para z € R™. Observemos que fo €

L%*(R™), para esto veamos los siguientes casos:

LR o HE: aw
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1) Si2r < |a| entonces cuando |z — a| < r tendremos que
r—r<lol-r=la—z+z|-r<|la—z|+|z|-r<r+|z|-7=]2]|,

esto es |z| > r, asf para —é < A < 0 tenemos que

1 ] 1
NN Y . / PN gy
|B(a, 7)[*** /g |B(a,)[**™ Jp(a,r)
1
- nAq ., .M o__
= cnr““'““’\qr Car = 1.

11) Si|a| < 2r entonces B(a,r) C B(0,3r) (ya que si |z — a] < r entonces

|z| < |z —a| + |a| < 7+ 2r = 3r), y por consiguiente

1 / 1
Y e i |z|"Mdz < —--—————/ z|"Mdz
|B(a,r)|"* Jp@r ~ - ~:|B(0,3r)|'+N B(a,f)| |

1 3r .
= lB(a,T)P“q/u ([sd”) W

B |Sn—1| 3n(1+/\q)?.n(1+z\q)

T eprtrm n(1 4 Aq)
|Sn—1 |3n(1+)&q)

= —) < Q.
nen(1+ Ag)
Por lo tanto f, € L9 (R™).

Ahora notemos que

Uhla) = [ foltapoieras
= [ el
0
_ ni : ni
Iz fo £ ()t

— fil5) ]0 t"p(t)dt,
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esto implica que
1
s falzeaceny = Wollzsen [ (00

y asi [ t")(t)dt < co. Ademds se concluye que

Uy foll Larmmy
| foll zar @)

= / 1 " Mp(t)dt. (4.15)
0

” UTJ'J ”LG-J\(RR)_;LQ,A(]RRJ 2

(<) Supongamos que se cumple (4.13). Utilizando la desigualdad integral de
Minkowski 4.2.1 tenemos

1

e Jren (e el
: [w /B(w) /01 Flez)(t)dt qdﬂf
< [W /B(a,,.) ( /Dl [f(tm)lw(t)dt)q dx]%

_ W[ fB . ( /0 1 [f(tx)hb(t)dt)qur

1

< e Lo 2] vt
B ./ul [W L - If(tx)lqd:c] %w(t)dt

= 1 —1_ q %n)\
_A ]t|B(ta,t'r)|1+z\q ~/B(f;u,tr) |f(y)| dm:l 3 'l\b(t)dt

1
< ”f”Lq'A(Rn)-/O. " )(t)dt < oo,

donde en la cuarta igualdad hemos hecho el cambio de variable y = tz, y el factor
t"* se necesita para compensar la medida de Lebesgue de la bola |B(ta, tr)|***9.

Asi Uy, transforma continuamente L#*(R™) en si mismo y ademés tenemos que
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la norma del operador

1
“U—;p”Lq,X(Rn)__.;Lq.-\(]Rn) S\/ﬂ tﬂA'tf)(f)dt (416)

Por dltimo, de (4.15) y (4.16) se concluye que la norma del operador estd dada
por (4.14). L]






Conclusiones

Empezamos esta tesis presentando teoremas de cubrimiento que posteriormente
nos ayudaron a probar desigualdades de tipo débil para la funcién maximal de
Hardy-Littlewood. Con esta funcién probamos el teorema de diferenciacién de

Lebesgue, €l cual es un resultado clasico del analisis armédnico.

Posteriormente exhibimos el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz que nos
proporcioné un criterio muy util para probar la continuidad de la funcién ma-
ximal de Hardy-Littlewood tanto en los espacios LP(R™) como en los espacios

Lo (R™M).

Para estudiar mejor los espacios de Morrey introducimos los cubos de Calderén-
Zygmund que nos permitieron probar de otra manera la desigualdad débil de la
funcién maximal. Para finalizar estudiamos el operador promedio de Hardy, el
cual para el caso unidimensional, guarda una relacién cercana al operador ma-
ximal de Hardy-Littlewood. Ademads logramos encontrar condiciones necesarias
y suficientes para asegurar el acotamiento del operador de Hardy en los espacios

LP(R™) y L&A (R™).

Actualmente, en el drea del Andlisis Armonico el estudio de los operadores pro-
medio es una linea muy activa. Uno de los trabajos que se est4 realizando es sobre
variantes del operador de Hardy, en donde se busca encontrar las condiciones para

las cuales, tales variantes sean continuas en algunos espacios de interés.
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Apéndice A

Desigualdad Integral de
Minkowski

Teorema A.0.2 (Desigualdad Integral de Minkowski). Sean (X, M, u) y (Y, N, v)
espacios de medida o-finitos y f : X x Y — C una funcion medible respecto a

la o-dlgebra producto M @ N

a) Sif>0yl<p< oo, entonces

[/(/f(z‘y)dv(y))pd”(m)r 5/[/}’(:&?;)?@(5:)]%@(9). (A1)

b) Si1<p<oo, f(-,y) € LP(du) para casi toda y y la funcion y — |[f(-,y)l,

estd en L*(dv), entonces f(x,:) € L'(v) para casi toda x, la funcién x —

[ f(z,y)dv(y) estd en L() y

” [ #tany

< / 17w v (). (A2)

Demostracién. La prueba que daremos aqui fue tomada de [11], p. 194.
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a) Sip = 1, el resultado no es mas que el teorema de Tonelli. Si 1 < p < oo,
sea g el exponente conjugado de p entonces por el teorema de Tonelli y la

desigualdad de Holder se sigue que

1] tenawpan) = [1 [ renawr [ e i mlae)
= [1] @ 2a@p [ s yavy)ldu)
< [1] tepaEr [11@iaedue)
= [1f1r@u-1 [ @i duaan)
< [1f 1@ uPaupl [ e aErduekaw),

por lo que

f f(z,y)dv(y)lPdu(z / [ / |f(z,y)[Pdu(z)]7dv(y)
1] e pawPaui.

Ahora,si [[ | [ f(z, y)du(y)|pdp(a:)]i = 0, la desigualdad se obtiene de manera
trivial. Luego, si [[ | [ f(z,y)du(y)k’dp(z)]% < 00, dividiendo en ambos lados

por este factor, se sigue que

UU““”@ )| dule ] ]’/f(myvd,u

b) Si p = oo la desigualdad se obtiene por consecuencia de la monotonia de la

du( )i

integral. Si p < oo entonces (A.2) se sigue de a) (considerando |f| en lugar de
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f) v aplicando el teorema de Fubini:

| s = [ 1 s o]
<[] (i) ]
sf(flf(-}y)lpd#(r))adv(y)

- / 15 )llpdv (v).
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